
De las cualidades del hombre, la más asombrosa, es sin duda, la imaginación.
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1.  Una variable aleatoria tiene de media 100 y desviación típica 25.
    ¿Qué transformación se necesita para que la variable transformada tenga de media 10 y desviación
    típica 5?

Solución:

Variable original:    xx 100 , 25= σ =

Sea la variable transformada:   2 2 2
y x

y a b. x                           
y a b.x

Var(a b.x) b .

= +⎧⎪= + → ⎨
σ = + = σ⎪⎩

teniendo,    
y

y 10 a 100 . b

5 25 . b         

= = +⎧
⎨σ = =⎩

     
1 100

b , a 10 10
5 5

= = − = −

x x 50
y 10

5 5
−

= − + =

2.  El número de errores contables que se cometen semalmente en una empresa sigue una distribución
de Poisson de término medio de tres. Si no se cometen errores en una semana el coste es cero, si se
cometen menos de tres errores el coste semanal es de 100 euros, con más de tres errores el coste pasa
a ser de 200 euros.
Calcular el coste que caba esperar que tendrá dicha empresa por este concepto en un mes de cuatro
semanas.

Solución:

Sea la variable aleatoria X = "número de errores contables en una semana"

Función de cuantía:  
x

33
P(x) . e

x!
−=         Gasto semanal 

0 x 0       

100 1 x 2

200 x 3     

=⎧
⎪= ≤ ≤⎨
⎪ ≥⎩

[ ] x x xE Coste semanal 0 P(x 0) 100 P(1 x 2) 200 P(x 3)= = + ≤ ≤ + ≥
0

33
P(x 0) . e 0,04978

0!
−= = =

2
3 33 3

P(1 x 2) P(x 1) P(x 2) . e . e 0,3734
1! 2!

− −≤ ≤ = = + = = + =

P(x 3) 1 P(x 2) 1 P(x 0) P(x 1) P(x 2) 1 P(x 0) P(1 x 2)

              1 0,04978 0,3734 0,57682

≥ = − ≤ = − = + = + = = − = + ≤ ≤ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= − + =⎡ ⎤⎣ ⎦

[ ] x x xE Coste semanal 0 0,04978 100 0,3734 200 0,57682 152,604  euros= + + =

[ ] [ ]x xE Coste mensual 4 E Coste semanal 4 152,604 610,416 euros= = =
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3. Una empresa de mensajería sabe que en condiciones normales un paquete es entregado en plazo
el 90% de las veces, aunque si hay sobrecarga de trabajo (que ocurre un 5% de las veces) el porcentaje de
retrasos se eleva al 30%.
a)  Cuál es la probabilidad de que un paquete llegue en plazo a su destino.
b)  Sabiendo que se ha recibido una queja por retraso en el envío, el mensajero afectado aduce que ese
día hubo sobrecarga de trabajo, aunque realmente no recuerda bien que sucedió.
¿Qué probabilidad hay de qué efectivamente esté en lo cierto?.

Solución:

Sean los sucesos:

E = " Entrega a tiempo del paquete"

S = " Hay sobrecarga de trabajo"

a)   X X X XP(E) P(S) P(E / S) P( S ) P(E/ S ) 0,05 0,7 0,95 0,9 0,89= + = + =

b) 
X0,05 0,3P(S E)

P(S/ E ) 0,136
P(E ) 1 0,89
∩

= = =
−

4. El peso de un paquete de cigarrillos se distribuye según una  N(80 , 4) . Se dispone de dos lotes de 100

paquetes cada uno de ellos. ¿Cuál será la probabilidad de que el peso del primer lote supere en más de
40 gramos al peso del segundo lote?

Solución:

Denotando por 
X "Peso del paquete de cigarrillos del primer lote"   

Y "Peso del paquete de cigarrillos del segundo lote"

≡⎧
⎨ ≡⎩

100 100

i i
i 1 i 1

x Peso del primer lote          y Peso del segundo lote
= =

≡ ≡∑ ∑

i i100 100
i i

i i
i 1 i 1

x y
40

P x y 40 P P (x y) 0,4
100 100 100= =

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟− > = − > = − >⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑
∑ ∑

La distribución 
2 2 2 24 4

( x y ) N 0 , N 0 , N(0 , 0,56)
100 100 100 100

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + ≡ + =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼

x y 0,4
P (x y) 0,4 P P(z 0,71) 0,2389

0,56 0,56
−⎛ ⎞− > = > = > =⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦

⎝ ⎠
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5.  En un cine de verano hay instaladas 800 sillas, sabiendo que el número de asistentes es una variable
aleatoria de media 600 y desviación típica 100.
¿Qué probabilidad existe de que el número de personas que vaya al cine un día cualquiera sea superior
al número de sillas instaladas?

Solución:

Sea la variable aleatoria  X = "Número de sillas del cine",  donde   600 , 100μ = σ =

Por el teorema de Tchebycheff:

2

x 2P X 800 P X k
k

σ
⎡ ⎤> < − μ > ≤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2

x 2

100 1
k 800 k 800 600 200 P X 800 0,25

4200
μ + = → = − = → > ≤ = =⎡ ⎤⎣ ⎦

6.  Se desea conocer el número de automóviles que se deben poner a la venta durante un periodo
determinado para que se satisfaga una demanda media de 300 unidades con una desviación típica
de 100 unidades, con una probabilidad no inferior al 75%.

Solución:

Sea la variable aleatoria  X = "Número de automóviles a la venta",  donde   300 , 100μ = σ =

Por el teorema de Tchebycheff:

2 2

x x x2 2P X k 1 P k X k 1
k k

σ σ
⎡ ⎤− μ ≤ ≥ − ⎯⎯→ μ − ≤ ≤ μ + ≥ −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦

2

2

0,75

100
P 300 k X 300 k 1

k
− ≤ ≤ + ≥ −⎡ ⎤⎣ ⎦

2 2 2 2
2

2 2

100 100 100 100
0,75 1 0,25 k k 200

0,25 0,25k k
= − → = → = → = =

300 k 300 200 500 automóviles+ = + =

7.  La demanda media de un producto es de 100 unidades con una desviación típica de 40 unidades.
Calcular la cantidad del producto que se debe tener a la venta para satisfacer la demanda de forma que
puedan ser atendidos al menos el 80% de los clientes.

Solución:

Sea la variable aleatoria  X = "Número de unidades a la venta",  donde   100 , 40μ = σ =

Por el teorema de Tchebycheff:

2 2

x x x2 2P X k 1 P k X k 1
k k

σ σ
⎡ ⎤− μ ≤ ≥ − ⎯⎯→ μ − ≤ ≤ μ + ≥ −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦

2

2

0,80

40
P 100 k X 100 k 1

k
− ≤ ≤ + ≥ −⎡ ⎤⎣ ⎦
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2 2 2 2
2

2 2

40 40 40 40
0,80 1 0,20 k k 89,44 90  unidades

0,20 0,20k k
= − → = → = → = = ≈

8. Sean A y  B dos sucesos con  P(A) 0,5= ,  P(B) 0,3=  y  P(A B) 0,1∩ =

Calcular la probabilidad de que ocurra exactamente uno de los dos sucesos.

Solución:

Sea  E =  "Suceso exactamente ocurre uno":   E (A B) (A B)= ∩ ∪ ∩

P(E) P (A B) (A B) P(A B) P(A B)= ∩ ∪ ∩ = ∩ + ∩⎡ ⎤⎣ ⎦  ya que  (A B) y (A B)∩ ∩  son incompatibles.

Por otra parte,   (A B) A (A B) P(A B) P(A) P(A B)∩ = − ∩ → ∩ = − ∩

Del mismo modo:     (A B) B (A B) P(A B) P(B) P(A B)∩ = − ∩ → ∩ = − ∩

Finalmente,

P(E) P(A B) P(A B) P(A) P(B) 2. P(A B) 0,5 0,3 2 . 0,1 0,6= ∩ + ∩ = + − ∩ = + − =

9. Sean A, B y  C  tres sucesos mutuamente independientes, con  P(A) P(B) P(C) p= = =  , con 0 p 1< < .

Calcular la probabilidad de que ocurran exactamente dos de los tres sucesos considerados.

Solución:

Sea el suceso E = "Ocurran exactamente dos de los sucesos A , B , C"

E (A B C ) (A B C) (A B C)∗ ∗ ∗= ∩ ∩ ∪ ∩ ∩ ∪ ∩ ∩

Por ser incompatibles  (A B C ) , (A B C) , (A B C)∗ ∗ ∗∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ se tiene,

P(E) P(A B C ) P(A B C) P(A B C)∗ ∗ ∗= ∩ ∩ + ∩ ∩ + ∩ ∩

(A , B , C)     independientes   (A , B , C ) ; (A , B , C ) ; (A , B , C )∗ ∗ ∗→  independientes.

P(E) P(A) . P(B) . P(C ) P(A) . P(B ) . P(C) P(A ) . P(B) . P(C)∗ ∗ ∗= + + =

        p . p . (1 p) p . (1 p) . p (1 p) . p . p        = − + − + − =
2 2 2 2        p . (1 p) p . (1 p) p . (1 p) 3 p (1 p)= − + − + − = −
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10.  Un estudiante hace dos pruebas en un mismo día. La probabilidad de que pase la primera prueba
es    de 0,6; la de que pase la segunda es de 0,8, y la de que pase ambas es 0,5.  Hallar las siguientes
probabilidades:
a)  Que pase al menos una prueba
b)  Que no pase ninguna prueba
c)  ¿Son las pruebas sucesos independientes?
d)  Que pase la segunda prueba en el caso de no haber superado la primera

Solución:

Sean los sucesos:

A "Pasar la primera prueba" P(A) 0,6 P(A) 0,4

B "Pasar la segunda prueba" P(B) 0,8 P( B ) 0,2   

A B "Pasar las pruebas A y B" P(A B) 0,5 P( A B ) 0,5

= = =⎧
⎪ = = =⎨
⎪ ∩ = ∩ = ∩ =⎩

Leyes de Morgan :   A B A B A B A B∪ = ∩ ∩ = ∪

P(B A)
P(A B) P(A) P(B) P(A B) P(B / A)

P(A)
∩

∪ = + − ∩ =

a) 
P A B P A P B P A B 0 6 0 8 0 5 0 9

Diagrama:  P A B 0 1 0 5 0 3 0 9           

∪ = + − ∩ = + − =⎧
⎨ ∪ = + + =⎩

( ) ( ) ( ) ( ) , , , ,

( ) , , , ,

b) P(A B) P(A B) 1 P(A B) 1 0,9 0,1∩ = ∪ = − ∪ = − =

c)  A y  B son independientes    P(A B) P(A) . P(B)⇔ ∩ =

     P(A B) 0,5 0,6 . 0,8 0,48 P(A) . P(B) No son independientes∩ = ≠ = = →

d)  
P(B A) 0,3

P(B / A) 0,75
P(A) 0,4
∩

= = =

    
P(B) P(A B) P(A B)

donde,  B (A B) (A B)
0,8 0,5 P(A B) P(A B) 0,3

= ∩ + ∩⎧
= ∩ ∪ ∩ ⎨ = + ∩ → ∩ =⎩
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11.  Una empresa se estructura en tres áreas: gestión, comercial y publicidad. En el área de gestión hay
un total de 22 trabajadores, de los cuales 6 trabajan también en el área de publicidad, 2 en el área de
comercial, y finalmente hay 4 trabajadores que trabajan en las tres áreas. En cuánto al área de
publicidad, hay 8 trabajadores que se dedican exclusivamente a esta área mientras 2 desempeñan
tareas también en el área comercial. Finalmente, 12 trabajadores desarrollan su labor exclusivamente
en el área comercial.
Se elige aleatoriamente a un trabajador de la empresa para realizar un experimento piloto. Con la
información facilitada, se pide:
a)  Probabilidad de que realice su labor simultáneamente en las áreas de gestión y publicidad.
b)  Probabilidad de que no pertenezca al departamento de gestión ni al de publicidad.
c)  Probabilidad de que no pertenezca al departamento comercial.
d)  Probabilidad de que pertenezca sólo al departamento  comercial o sólo al de publicidad.

Solución:

Sean los sucesos:

C  = "Trabajar Área Comercial"
G  = "Trabajar Área Gestión"
P  =  "Trabajar Área Publicidad"

20
P(C) P(P) 0,4545

44
= = =     

22
P(G) 0,5

44
= =

a)  
6 4 10

P(G P) 0,227
44 44
+

∩ = = =

b)  Probabilidad de que realice su labor en el área de gestión o en el área de publicidad:

      
22 20 10 32

P(G P) P(G) P(P) P(G P) 0,727
44 44 44 44

∪ = + − ∩ = + − = =

      Probabilidad de que no pertenezca al departamento de gestión ni al de publicidad:

      
32 12

P(G P) 1 P(G P) 1 0,272
44 44

∪ = − ∪ = − = =

c)  Probabilidad de que no pertenezca al departamento comercial:    
24

P(C) 0,5454
44

= =

d)  Probabilidad de que pertenezca sólo al departamento  comercial o sólo al de publicidad:

12 8 20
P(C P)   0,4545

44 44
+

∪ = = =
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12.  En un concurso de televisión, se dispone de 20 coches, para premiar al concursante, 10 son Seat
Toledo (7 rojos y 3 azules) y 10 son Seat Panda (2 rojos y 8 azules).

El concursante elige un número, entre 1 y 20,  gana si acierta la marca y el color del coche que hay en la
puerta elegida, en caso contrario pierde. Se pide:

a)  Probabilidad de que el coche sea rojo y un Seat Toledo.
b)  Probabilidad de que el coche sea un Seat Toledo sabiendo que ha salido color rojo.

Solución:

El experimento aleatorio se puede resolver utilizando un diagrama de árbol.

a)  Sean los sucesos:

A = "Color azul"     R = "Color rojo"

x

P(R T) P( R ) . P(T / R )

9 7 7
              

20 9 20

∩ = =

= =

b)   
P(T R) 7 / 20 7

P(T / R)
P(R) 9 / 20 9
∩

= = =   siendo  
7 2 9

P(R) P(R T) P(R P)
20 20 20

= ∩ + ∩ = + =

Cuando en un experimento aleatorio se puede construir un diagrama de
árbol se puede construir una Tabla de Contingencia y viceversa.

a)  
7

P(R T)
20

∩ =                       b)  
7

P(T / R)
9

=
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13.  En una cadena de televisión se hizo una encuesta a 2500 personas para saber la audiencia de un
debate y de una película que se emitieron en horas distintas: 2100 personas vieron la película,  1500
vieron el debate y 350 no vieron ninguno de los dos programas.
Eligiendo al azar a uno de los encuestados, se desea saber:
a)  Probabilidad de que viera la película y el debate.
b)  Probabilidad de que viera la película, sabiendo que vio el debate.
c)  Habiendo visto la película, probabilidad de que viera el debate.

Solución:

Sean los sucesos: P = "Ver la película",  D = "Ver el debate"

Organizando los datos en una tabla de doble entrada:

a)  
1450

P(P D) 0,58
2500

∩ = =

b)  
P(P D) 1450

P(P / D) 0,97
P(D) 1500
∩

= = =

c)  
P(D P) 1450

P(D / P) 0,69
P(P) 2100
∩

= = =

Diagrama de árbol  ←⎯→   Tabla de Contingencia
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14.  A una empresa le ofrecen 3.500 euros mensuales por un contrato que le obliga a prestar servicios
de limpieza a seis salas de espectáculos. Si una vez acabada la función,  una sala presenta condiciones
normales el coste de limpieza para la empresa será de 106 euros, en el caso de que esté más sucia de
lo normal el coste es de 152 euros.
Por experiencias anteriores,  se conoce que una sala esta excesivamente sucia en el 10% de las veces.
Calcular el beneficio esperado que obtendrá la empresa de limpieza si acepta el contrato.

Solución:

Sean  
B "Beneficios"   I "Ingresos"   G "Gastos"                                                    

X "número salas muy sucias de una" Y "Número de salas muy sucias de seis"

= = =⎧
⎨ = =⎩

B I G E(B) E(I) E(G)= − = −

[ ]x x x xG (6 Y) 106 Y 152 E(G) 6 E(Y) 106 E Y 152= − + → = − +⎡ ⎤⎣ ⎦

Función de cuantía de la variable aleatoria X: 
i iX x P(X x )

0 0,9

1 0,1

= =
        [ ] x xE X 0 0,9 1 0,1 0,1= + =

[ ] [ ] xE Y E 6X 6. E X 6 0,1 0,6= = = =⎡ ⎤⎣ ⎦

[ ] x xE(G) 6 0,6) 106 0,6 152 663,6 euros= − + =

E(B) 3.500 636,6 2.863,4  euros= − =

15.  En el vuelo entre dos ciudades, en un avión con capacidad para 120 personas, alrededor del 35% de
las reservas no son cubiertas y el pasajero no se presenta.
¿Cuántas reservas se pueden aceptar, para que con un 90% de probabilidad se pueda asegurar asiento en
el vuelo a todos los clientes que acudan y que previamente lo han reservado?

Solución:

Sea  q ≡ "Probabilidad de reservar y no acudir"   p→ ≡  "Probabilidad de reservar y acudir"

Sea el suceso A = "Personas que acuden a la sala",  A tiene que ser menor que 120 asientos con
probailidad 0,9

x xA B(n. p , n. p. q) B(0,65 . n, 0,65 0,35 n) B(0,65 . n , 0,2275 . n)= =∼

MoivreA B(n . p , n. p. q) A N(n . p , n. p . q) A N(0,65 . n , 0,2275 . n )⎯⎯⎯⎯→ →∼ ∼ ∼

factor corrección normalP(A 120) 0,9 P(A 120,5) 0,9≤ = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ≤ =

A 0,65 . n 120,5 0,65 . n 120,5 0,65 . n
P(A 120,5) P P z 0,9

0,2275 . n 0,2275 . n 0,2275 . n

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −
≤ = ≤ = ≤ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

120,5 0,65 . n 120,5 0,65 . n
P z 0,9 P z 0,1

0,2275 . n 0,2275 . n

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
≤ = → ≥ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2 2x
120,5 0,65 . n

1,282 (120,5 0,65 . n) 0,2275 . n 1,282
0,2275 . n

−
= → − =
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12

2

n 198,64
0,4225 n 157,0239 n 14.520,25 0

n 173.01

=
− + = →

=

Se puede aceptar la reserva de 199 clientes con una probabilidad 0,9.

16.  La demanda diaria de un producto se distribuye según una ley de Poisson cuya media se estima en 36
unidades diarias. ¿Qué número o cantidad de productos hay que tener al principio del día en el almacén
para poder satisfacer su demanda con probabilidad 95%?

Solución:

Sea la variable aleatoria X = "Demanda del producto"     convergeX P( 36) X N(36 , 6)λ = ⎯⎯⎯⎯→∼ ∼

La demanda se satisface cuando en el almacén hay más cantidad del producto que la que solicitan.

Denotando por A = "unidades del producto en el almacén". Para satisfacer la demanda con una
probabilidad del 95%, se tiene que cumplir:

factor corrección normalP(X A) 0,95 P(X A 0,5) 0,95≤ = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ≤ + =

X 36 A 0,5 36 A 35,5
P(X A 0,5) P P z 0,95

6 6 6
− + − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ + = ≤ = ≤ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A 35,5
1,645 A 45,37 46 unidades

6
−

= → = ≈

17.  En una cola hay 196 personas para cobrar el subsidio del paro. El importe no es el mismo para cada
caso, se tiene una estimación de  una media de 800 euros  y una desviación típica de 160 euros.
¿Qué probabilidad hay de que el cajero abone en total más de 156.950 euros?

Solución:

Sea la variable aleatoria X = "Cantidad abonada a cada peronsa"  X N(800 , 160)∼

La variable aleatoria Y = "Cantidad abonada a 196 personas" sigue una distribución:

x xY N(196 800 , 160 196 ) N(156.800 , 2.240)=∼

158.950 156.800Y 156.800
P(Y 156.950) P P(z 0,96) 0,1685

2.240 2.240
−−⎡ ⎤> = > = > =⎢ ⎥⎣ ⎦
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18.  Se fabrican tableceros de acero con la unión de dos chapas por soldadura. La chapa tiene una
longitud que se distribuye según una normal N(150 , 2) cm. En general, la soldadura hace perder al

tablero una longitud según  una N(1, 1) cm. Un tablero es correcto y se puede utilizar si su longitud es

superior a 299,5 cm. Se necesitan tres tableros correctos y se han montado cuatro tableros. Se pide:
a)  Probabilidad de montar un tablero correcto.

b)  Probabilidad de que se tenga suficiente con los cuatro tableros montados.

c)  Probabilidad de que sea con el tercer tablero montado cuando se tenga el primer tablero útil.

Solución:

a)  La longitud total  del tablero (L) se distribuye según una normal:

      ( )2 2 2L N 150 150 1, 2 2 1 N(299 , 3)+ − + + =∼

 
L 299 299,5 299

P(L 299,5) P P(z 0,167) 0,4337
3 3

− −⎛ ⎞> = > = > =⎜ ⎟
⎝ ⎠

0,4325 . 0,01 0,003 . 0,0039
0,4364 0,4325 0,16 0,17 0,0039 0,01 x 0,43370,01

x 0,4325 0,00

Absc

3x 0,4325 0,167 0

isas Áre

,1

as

7

←⎯→

←⎯→

+
− − ←⎯→ − → = =

− ←⎯→ −− −

b)  Sea la variable aleatoria X = "tableros correctos"   X B(n, p) B(4 , 0,4337)=∼

    3 4 04 4
P(x 3) P(x 3) P(x 4) . 0,4337 . 0,5663 . 0,4337 . 0,5663 0,22

3 4
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

≥ = = + = = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

c)  Sea la variable aleatoria Y = "tableros montados hasta obtener el primer útil"

    2 2xP(y 3) p . q 0,4337 0,5663 0,139= = = =

19.  Una cartera de valores dispone de 10 acciones de "Pavos, SA", donde se ha analizado que los
dividendos anuales  de cada acción siguen una normal N(2, 0,5)  euros.

Calcular la probabilidad de que en tres años no haya rendido más de 70 euros.

Solución:

Rendimiento anual:    ( )2 2
a x xR N 10 2 , 10 0,5 N(20 , 5)=∼

Rendimiento en tres años:    ( )2 2 2
3aR N 20 20 20 , 5 5 5 N(60 , 8,66)+ + + + =∼

3a
3a

R 60 70 60
P(R 70) P P(z 1,15) 0,1251

8,66 8,66

−⎛ ⎞−
> = > = > =⎜ ⎟

⎝ ⎠
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20.  El número de clientes que entran en una tienda en una hora es por término medio de 3. Calcular la
probabilidad  de que, después de abrir, en cada una de las siguientes 3  horas entren más de dos clientes
en cada una de ellas.

Solución:

La variable aleatoria  X = "Clientes que entran en una hora"    X P( 3)λ =∼

P(x 2) 1 P(x 2) 1 P(x 0) P(x 1) P(x 2)> = − ≤ = − = + = + = =⎡ ⎤⎣ ⎦

                  
0 1 2

3 3 33 3 3
1 . e . e . e 1 (0,0498 0,1494 0,2240) 0,5768

0! 1! 2!
− − −⎡ ⎤

= − + + = − + + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

La variable aleatoria  Y = "Horas con más de dos clientes"    Y B(3, 0,5768)∼

3 0x x
3

P(Y 3) 0,5768 0,4232 0,1919
3
⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

21.  El tiempo que invierte un taller en llevar a cabo una reparación se puede modelizar por una
distribución normal  con media 3,5 h y desviación típica 0,5 h. Se sabe que el 80% de las reparaciones
están entre 3 y 4 horas. Si el taller tiene una tarifa de 20 euros por hora de trabajo y cobra una cantidad
fija por reparación de 6 euros. Se pide:

a)   Importe medio de las facturas que emite el taller.

b)  Probabilidad de que el importe esté comprendido entre 75 y 100 euros.

c)   Si en el taller se realizan 5 reparaciones en un día. ¿Cuál es la probabilidad de que todas ellas hayan
sido de un importe superior a 80 euros?

Solución:

La variable aleatoria T = "Tiempo en reparación"   T N(3,5 , 0,5)∼

Valor de la factura:  
T

2 2
T

E(I) E(20.T 6) 20. E(T) 6 20 . 6
I 20.T 6

V(I) V(20.T 6) 20 . V(T) 400 .        

= + = + = μ +⎧⎪= + → ⎨
= + = = σ⎪⎩

( )2x xI N 20 3,5 6 , 400 0,5 N(76 , 10)+ =∼

a)  Importe medio de las facturas:   76 eurosμ =

b)  
75 76 I 76 100 76

P(75 I 100) P P( 0,1 z 2,4)
10 10 10
− − −⎛ ⎞≤ ≤ = ≤ ≤ = − ≤ ≤ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

                                      1 P(z 0,1) P(z 2,4) 1 0,4602 0,0082 0,5316= − ≥ + ≥ = − + =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

c)  Sea la variable aleatoria X = "Reparaciones con un importe mayor de 80 euros"    X B(5, p)∼

      
I 76 80 76

p P( I 80) P P(z 0,4) 0,3446 X B(5, 0,3446)
10 10
− −⎛ ⎞= > = > = > = →⎜ ⎟

⎝ ⎠
∼

        5 0x x
5

P(X 5) 0,3446 0,6554 0,004859
5
⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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22.  Para la construcción de la base de una cercha se unen dos perfiles de longitud que siguen una
N(16 , 3)metros. La unión se realiza con un solapamiento de longitud N(2 , 1) metros.

La longitud de la base  para ser correcta tiene que encontrarse ente 29 y 31 metros. Las ensambladas
pasan por un proceso de tamizado que elimina las de longitud superior a 32 y aquellas que son inferiores
a 29 metros.  En un día se ensamblan un número determinado de bases de cerchas de manera que han
salido 10 del proceso de tamizado. Se pide:

a)   Probabilidad de que de éstas más de ocho sean correctas.

b) Si en un día se han  fabricado 20 cerchas,  ¿cuántas se espera que  se elimen en el proceso de tamizado?

Solución:

a)  Longitud total base de una cercha:   ( )2 2 2
t sL L L L N 16 16 2 , 3 3 1 N(30 , 19 )= + − + − + + =∼

Sea la variable X = "Cerchas correctas tras el proceso de tamizado"      X B(10 , p)∼

t

t

t t

L 3029 30 31 30
P

19 19 19p(29 L 31) P( 0,2294 z 0,2294)
p

p(29 L 32) P( 0,2294 z 0,4588)L 3029 30 32 30
P

19 19 19

⎛ ⎞−− −
< <⎜ ⎟⎜ ⎟< < − < <⎝ ⎠= = = =

< < − < <⎛ ⎞−− −
< <⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

   
x1 2. P(z 0,2294) 1 2 0,4090 0,182

0,6785
1 P(z 0,2294) P(z 0,4588) 1 0,4090 0,3228 0,2682

− ≥ −
= = = =

− ≥ + ≥ − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Siendo, X B(10 , 0,6785)∼

9 10 0x x x x
10 10

p(x 8) p(x 9) p(x 10) 0,6785 0,3215 0,6785 0,3215 0,1186
9 10

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
> = = + = = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

b)  Sea la variable aleatoria Y = "Cerchas eliminadas en el tamizado"       Y B(20 , p)∼

t t
t t

L 30 L 3029 30 32 30
p P (L 29) (L 32) P

19 19 19 19

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −− −
= < ∪ > = < ∪ > =⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

    P (z 0,2294) (z 0,4588) 1 P( 0,2294 z 0,4588) 1 0,2682 0,7318= < − ∪ > = − − ≤ ≤ = − =⎡ ⎤⎣ ⎦

xY B(20 , 0,7318) E(Y) n . p 20 0,7318 14,636 15→ μ = = = = ≈∼
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23.  Una empresa fabrica tornillos que siguen N[20 , 2] mm, resultando útiles con un calibre entre 19 y

21 mm.  Salen 2.000 tornillos, después de pasar por una máquina que elimina los tormillos  con un calibre
superior a 21 mm.
¿Cuántos tornillos se espera que sean de calibre adecuado?

Solución:

P(19 CA 21) 0,383
P(Calibre adecuado) P(19 CA 21 CA 21 ) 0,554

P(CA 21) 0,6915
≤ ≤

= ≤ ≤ ≤ = = =
≤

19 20 CA 20 21 20
P(19 CA 21) P P( 0,5 z 0,5) 1 2 . P(z 0,5)

2 2 2
− − −⎡ ⎤≤ ≤ = ≤ ≤ = − ≤ ≤ = − ≥ =⎢ ⎥⎣ ⎦

                                      x1 2 0,3085 0,383= − =

CA 20 21 20
P(CA 21) P P(z 0,5) 1 P(z 0,5) 1 0,3085 0,6915

2 2
− −⎡ ⎤≤ = ≤ = ≤ = − ≥ = − =⎢ ⎥⎣ ⎦

Sea la variable aleatoria X = "Tornillos adecuados de 2.000"   X B(2.000 , 0,554)∼

xE(X) n . p 2.000 0,554 1.108  tornillos adecuados= = =

24.  Una empresa fabrica puertas de garaje que están compuestas por tres piezas idénticas de longitud
N(100 , 4) cm.  Las piezas se unen sin solapamiento ni holgura. Una vez unidas se someten a lijado en

los dos extremos a razón de una medida  N(1, 1) cm.  Finalmente, la puerta es correcta si su medida es

de 298 cm con una holgura permitda de  2 cm.±  Diariamente se montan 10 puertas.

¿Cuál es la probabilidad de que se monten al día 3 puertas correctas?.

Solución:

Longitud de una pieza:  L N(100 , 4) cm.∼      Longitud de lijado   fL N(1, 1) cm.∼

Longitud total de la puerta:    t f fL L L L L L= + + − −

( )2 2 2 2 2
t tL N 100 100 100 1 1, 4 4 4 1 1 L N(298 , 50 )+ + − − + + + + =∼ ∼

Sea la variable aleatoria X  = "Longitud puerta correcta"

296 298 X 298 300 298
P(296 X 300) P P( 0,2828 z 0,2828)

50 50 50

⎡ ⎤− − −
≤ ≤ = ≤ ≤ = − ≤ ≤ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

                                   1 2 . P(z 0,2828) 0,221= − ≥ =

Sea la variable aleatoria Y  = "Número de puertas correctas"         Y B(10 , 0,221)∼

3 7x x
10

P(Y 3) 0,221 0,779 0,2255
3

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
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25.  En una gran ciudad, el 60% de la población fuma, el 6% tiene bronquitis crónica, y el 4% fuma y
padece bronquitis crónica.
a)  Hallar la probabilidad de que un individuo elegido al azar tenga bronquitis crónica o sea fumador.
b)  Se eligen al azar 120 personas de la ciudad. Hallar la probabilidad de que más de 80 de sean
     fumadores.
c)  Se eligen al azar 200 individuos de esta gran ciudad. Hallar la probabilidad de que no haya más de
     uno que sea fumador y padezca bronquitis crónica.

Solución:

a)  P( Bronquitis o Fumador)

     P(Bronquitis   Fumador) P(Bronquitis) P(Fumador) P(Bronquitis   Fumador)

     0,06 0,60 0,04 0,62

=
= ∪ = + − ∩ =
= + − =

b)  Sea la variable aleatoria X  =  "Número de fumadores, entre 120 personas"

La distribución Binomial se aproxima a una distribución Normal:

( )
X B(n 120 , p 0,60)

X N np 120 . 0,60 72 , npq 120 . 0,6. 0,4 5,37

= = →

→ μ = = = σ = = =i

∼

∼

X 72 80,5 72
P(X 80) P(X 80,5 X N(72 , 5,37 ) P

5,37 5,37

                   P(z 1,58) 0,0571

•
• • ⎡ ⎤− −

> = ≥ = ≥ =⎢ ⎥
⎣ ⎦

= ≥ =

∼

c)  Sea la variable aleatoria Y = "Número de fumadores y bronquíticos, entre 200 personas"

La distribución Binomial se aproxima a una distribución de Poisson:

( )Y B(n 200 , p 0,04) P np 200 . 0,04 8= = λ = = =∼ ∼

0 1
8 8 88 8

P(Y 1) P(Y 0) P(Y 1) e e 9 . e 0,0030
0! 1!

− − −≤ = = + = = + = =
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26.  En un canal de comunicación aeronáutica  la probabilidad de error en la transmisión de un bit es
del 0,8 %. Los bits se empaquetan en bloques de información y la transmisión de cada bit dentro del
bloque es independiente del resto.  Calcular la probabilidad de que se produzcan menos de 15 errores
en la transmisión de un bloque de 1000 bits si se observó algún error en la transmisión del bloque.

Solución:

Sea la v.a.  X = "Número de bits de un bloque de 1000 bits que se transmiten erróneamente",
X B(1000, 0,008)∼

 Probabilidad de que se produzca algún error en la transmisión de un bloque formado por 1000  bits:

0 10001000
P(X 1) 1 P(X 0) 1 . 0,008 . 0,992 0,9997

0
⎛ ⎞

≥ = − = = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Probabilidad de que se produzcan menos de 15 errores en la transmisión de un bloque de 1000 bits:

 
P(1 X 15) P(1 X 14)

P(X 15 X 1)
P(X 1) P(X 1)
≤ < ≤ ≤

< ≥ = =
≥ ≥

Siendo X B(1000, 0,008) X N (1000 . 0,008 , 1000 . 0,008 . 0,992 ) X N (8 , 2,817)≡i i∼ ∼ ∼

Corrección continuidad 0,5 8 X 8 14,5 8
P(1 X 14) P(0,5 X 14,5) P

2,817 2,817 2,817

⎡ ⎤− − −
≤ ≤ = ≤ ≤ = ≤ ≤ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

i
i

P( 2,66 z 2,31) P(z 2,66) P(z 2,31) P(z 2,66) P(z 2,31)= − ≤ ≤ = ≥ − − ≥ = ≤ − ≥ =

1 P(z 2,66) P(z 2,31)  1 0,00391 0,0104 0,9857= − ≤ − ≥ = − − =

En consecuencia,   
P(1 X 14) 0,9857

P(X 15 X 1) 0,9860
P(X 1) 0,9997
≤ ≤

< ≥ = = =
≥
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27.  La probabilidad de que un banco reciba un cheque sin fondos es 0.01

a)  Si en una hora reciben 20 cheques, ¿cuál es la probabilidad de que tenga algún cheque sin fondos?

b)  El banco dispone de 12 sucursales en la ciudad, ¿cuál es la probabilidad de que al menos cuatro
    sucursales reciban algún cheque sin fondos?

c)  La media del valor de los cheques sin fondos es de 600 euros. Sabiendo que el banco trabaja 6 horas
    diarias, ¿qué cantidad  no se espera pagar?

d)  Si se computasen los 500 primeros cheques, ¿cuál es la probabilidad de recibir entre 3 y 6 (inclusive)
    cheques sin fondos?

Solución:

a)  X = "Número de cheques sin fondos"  con  X B(20 , 0,01)∼

      [ ] 0 2020
P X 1 1 P X 1 1 P X 0 1 . 0,01 . 0,99 1 0,980 0,182

0
⎛ ⎞

≥ = − < = − = = − = − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎝ ⎠

b)  Y = "Número de sucursales que reciben al menos 1 cheque sin fondos"    Y B(12 , 0,182)∼

       [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]P Y 4 1 P Y 4 1 P X 0 P X 1 P X 2 P X 3⎡ ⎤≥ = − < = − = + = + = + = =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                       0 12 1 11 2 1012 12 12
1 . 0,182 . 0,818 . 0,182 . 0,818 . 0,182 . 0,818

0 1 2

⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + + +⎢ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣

                       3 912
. 0,182 . 0,818 1 0,0897 0,2396 0,2932 0,2174 0,16

3

⎤⎛ ⎞
+ = − + + + =⎡ ⎤⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦
⎝ ⎠ ⎦

c)   
1 hora 6 horas

n 120 cheques
20 cheques n cheques

= → =

      Cheques sin fondos esperados:   E(X) n . p 120 . 0,01 1,2 chequesμ = = = =

      En consecuencia, se espera no pagar   x1,2 600 720 euros=

d)  U = "Número de cheques sin fondos computados"  donde  U B(500 , 0,01)∼ , que al ser

    n . p 500 . 0,01 5= =  se aproxima a una distribución de Poisson de parámetro  [ ]P 5λ =

       [ ] [ ] [ ] [ ]P 3 U 6 P U 3 P U 4 P U 5 P U 6≤ ≤ = = + = + = + = =⎡ ⎤⎣ ⎦

                          
3 4 5 6

5 55 5 5 5
. e 20,833 26,042 26,042 21,701 . e 0,6375

3! 4! 5! 6!
− −⎡ ⎤

= + + + = + + + =⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎣ ⎦
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28.  Una compañía de seguros garantiza pólizas de seguros individuales contra retrasos aéreos de más de
doce horas. Una encuesta ha permitido estimar a lo largo de un año que cada persona tiene una
probabilidad de una de cada de mil de ser víctima de un retraso aéreo que esté cubierto por este tipo
de póliza y que la compañía aseguradora podrá vender una media de cuatro mil pólizas al año.
Se pide hallar las siguientes probabilidades:

a)  Que el número de retrasos cubiertos por la póliza no pase de cuatro por año

b)  Número de retrasos esperados por año

c)  Que el número de retrasos sea superior a dos por año

d)  Que ocurran doce retrasos por año

Solución:

a)  Sea X = "Número de retrasos por año"    
1

X B 4000 , p B(4000 , 0,001)
1000

⎛ ⎞= ≡⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼

k 4000 k4000
P(X k) . 0,001 . 0,999 k 0,1, , 4000

k
−⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Es necesario buscar una distribución que sea una buena aproximación de ésta. La distribución de Poisson
es una buena aproximación de la Binomial B(4000 , 0,001) , ya que p 0,001=  es muy pequeña y

n . p 4000 . 0,001 4 5= = < .

Por tanto,  X B(4000 , 0,001) X P( n. p 4)≈ λ = =∼ ∼      
k

44
P(X 4) . e

k!
−= =

P(X 4) P(X 0) P(X 1) P(X 2) P(X 3) P(X 4)≤ = = + = + = + = + = =

                 
0 1 2 3 4

4 44 4 4 4 4
. e 1 4 8 10,667 10,667 . e 0,6289

0! 1! 2! 3! 4!
− −⎡ ⎤

= + + + + = + + + + =⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎣ ⎦

b)  El número de retrasos esperado por año es la media  x 4μ = λ =

c)  P(X 2) 1 P(X 2) 1 P(X 0) P(X 1) P(X 2)> = − ≤ = − = + = + = =⎡ ⎤⎣ ⎦

                      
0 1 2

4 44 4 4
1 . e 1 1 4 8 . e 1 0,381 0,7619

0! 1! 2!
− −⎡ ⎤

= − + + = − + + = − =⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎣ ⎦

e)  
12

4 44
P(X 12) . e 0,035 . e 0,00064

12!
− −= = = =
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29.  Un experimento consiste en lanzar tres veces una moneda. Sea la variable aleatoria:  X  = "Número de
caras que se obtienen". Se pide:

a)  Distribución de probabilidad o de cuantía

b)  Función de distribución de X. Representación gráfica

c)  Media, varianza y desviación típica de X

d)  Probabilidad de que salgan a lo sumo dos caras

e)  Probabilidad de que salgan al menos dos caras

Solución:

a)  Espacio muestral:   { }(c ,c ,c) , (c ,c ,e) , (c ,e ,c) , (e ,c ,c) , (c ,e ,e) , (e ,c ,e) , (e ,e ,c) , (e ,e ,e)Ω =

                    

X(c ,c ,c) 3                                       P(X 3) 1 8

X(c ,c ,e) X(c ,e ,c) X(e ,c ,c) 2 P(X 2) 3 8

X(c ,e ,e) X(e ,c ,e) X(e ,e ,c) 1 P(X 1) 3 8

X(e ,e ,e) 0                                        P(X 0) 1 8

= = =
= = = = =
= = = = =
= = =

La distribución de probabilidad o cuantía es:

iX x= i ip P(X x )= = i ix . p 2
ix

2
i ix . p

1x 0= 1 / 8 0 0 0

2x 1= 3 / 8 3 / 8 1 3 / 8

3x 2= 3 / 8 6 / 8 4 12 / 8

4x 3= 1 / 8 3 / 8 9 9 / 8

1 12 / 8 1,5= 24 / 8 3=

b)  Función de distribución:   
i i

i i
x x x x

F(x) P(X x) P(X x ) p
≤ ≤

= ≤ = = =∑ ∑
x 0 F(x) P( ) 0                                                                                                                                        

0 x 1 F(0) P(X 0) P(X 0) 1 / 8                         

< = φ =
≤ < = ≤ = = =                                                                               

1 x 2 F(1) P(X 1) P(X 0) P(X 1) 1 / 8 3 / 8 4 / 8                                                           

2 x 3 F(2) P(X 2) P(X 0

≤ < = ≤ = = + = = + =
≤ < = ≤ = = ) P(X 1) P(X 2) 1 / 8 3 / 8 3 / 8 7 / 8                          

x 3 F(3) P(X 3) P(X 0) P(X 1) P(X 2) P(X 3) 1 / 8 3 / 8 3 / 8 1 / 8 1

x 3 F(x) P(X x) P( ) 1                                                               

+ = + = = + + =
= = ≤ = = + = + = + = = + + + =
> = ≤ = Ω =                                                 

0 x 0

1 8 0 x 1

4 8 1 x 2F(x)

7 8 2 x 3

1 x 3

<⎧
⎪ ≤ <⎪⎪ ≤ <= ⎨
⎪ ≤ <⎪

≥⎪⎩
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c)  Media, varianza y desviación típica:

Media:   
4 4

1 x i i i i
i 1 i 1

12
E(X) x . P(X x ) x . p 1,5

8= =

α = μ = = = = = =∑ ∑

                
4 4

2 2 2
2 i i i i

i 1 i 1

24
E(X ) x . P(X x ) x . p 3

8= =

α = = = = = =∑ ∑

Varianza:   ( ) ( )
4

2 22 2 2
x x i x i 2 1

i 1

E X x . P(X x ) 3 1,5 0,75
=

σ = − μ = − μ = = α − α = − =∑

Desviación típica:   x 0,75 0,87σ = =

Tabla Distribución de Probabilidad:

iX x= 0 1 2 3

i ip P(X x )= = 1 / 8 3 / 8 3 / 8 1 / 8

F(x) P(X x)= ≤ 1 / 8 4 / 8 7 / 8 1

d)  Probabilidad de que salgan a lo sumo dos caras:

       
1 3 3 7

P(X 2) P(X 0) P(X 1) P(X 2)
8 8 8 8

≤ = = + = + = = + + =

      O bien, 
7

P(X 2) F(2)
8

≤ = =

e)  Probabilidad de que salgan al menos dos caras:

       
3 1 4 1

P(X 2) P(X 2) P(X 3)
8 8 8 2

≥ = = + = = + = =

      O bien, 
1 7

P(X 2) 1 P(X 2) 1 F(1) 1
8 8

≥ = − < = − = − =
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30.  La variable discreta  X  tiene como distribución de probabilidad

iX x= 1 2 3 4

iP(X x )= 0,30 0,25 0,10 0,35

Se realiza un cambio de origen hacia la izquierda de dos unidades y un cambio de escala de 3 unidades.

Se pide:

a)  Media, varianza  y coeficiente de variación de la  variable X

b)  Media, varianza y coeficiente de variación de la variable transformada por el cambio de origen.

c)  Media, varianza y coeficiente de variación de la variable transformada por el cambio de escala.

d)  Media, varianza y coeficiente de variación de la variable transformada por el cambio de origen y el
     cambio de escala.

Solución:

a)

iX x= i ip P(X x )= = i ix . p 2
ix

2
i ix . p

1x 1= 0,30 0,30 1 0,30

2x 2= 0,25 0,50 4 1,00

3x 3= 0,10 0,30 9 0,90

4x 4= 0,35 1,40 16 5,60

1 2,5 7,8

Media:   
4 4

1 x i i i i
i 1 i 1

E(X) x . P(X x ) x . p 2,5
= =

α = μ = = = = =∑ ∑
4 4

2 2 2
2 i i i i

i 1 i 1

E(X ) x . P(X x ) x . p 7,8
= =

α = = = = =∑ ∑

Varianza:   2 2 2
x 2 1 7,8 2,5 1,55σ = α − α = − =            Desviación típica:   x 1,55 1,245σ = =

Coeficiente de variación:    x
x

x

1,245 1,245
CV 0,498

2,5 2,5
σ

= = = =
μ

b)  Al realizar un cambio de origen en dos unidades hay que restar 2:  Y X 0 X ( 2) X 2= − = − − = +i

Media:   Y YE(Y) E(X 2) E(X) 2 E(Y) 2,5 2 4,5μ = = + = + → μ = = + =

Varianza:   2 2 2 2
Y x x YVar (X 2) Var(X) Var(2) 0 1,55σ = + = + = σ + = σ → σ =

Coeficiente de variación:    Y
Y

Y

1,55 1,245
CV 0,277

4,5 4,5
σ

= = = =
μ

El cambio de origen afecta a la media de la variable transformada, en consecuencia, afecta al coeficiente
de variación.
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c)  Al realizar un cambio de escala en 3 unidades, la variable  transformada  
X

Y
3

=

Media:   Y x
X 1 1

E(Y) E E(X)
3 3 3
⎡ ⎤μ = = = = μ⎢ ⎥⎣ ⎦

Varianza:   2 2
Y x

X 1 1
Var(Y) Var Var(X)

3 9 9
⎡ ⎤σ = = = = σ⎢ ⎥⎣ ⎦

Desviación típica:   2
Y x x

1 1
9 3

σ = σ = σ

Coeficiente de variación:   
x

xY
Y x

Y x
x

1
3CV 0,498 CV
1
3

σ σσ
= = = = =

μ μμ

El cambio de escala  afecta de igual medida a la media y  la desviación típica de la variable transformada,
deja invariante el coeficiente de variación

d)  Al realizar un cambio de origen en 2 unidades a la izquierda y un cambio de escala en 3 unidades, la

variable  transformada  
X 2

Y
3
+

=

Media:   Y x
X 2 1 1 2 1 2 2,5 2

E(Y) E E(X 2) E(X) 1,5
3 3 3 3 3 3 3 3
+⎡ ⎤μ = = = + = + = μ + = + =⎢ ⎥⎣ ⎦

Varianza:   2 2
Y x

X 2 1 1 1
Var(Y) Var Var(X 2) Var(X)

3 9 9 9
+⎡ ⎤σ = = = + = = σ⎢ ⎥⎣ ⎦

Coeficiente de variación:   
x

xY
Y

Y x
x

1
1,2453CV 0,277

1 2 2 4,5
3 3

σ σσ
= = = = =

μ μ +μ +

El cambio de escala no afecta al coeficiente de variación pero si afecta el cambio de origen.
En consecuencia, ccon un cambio de origen y de escala el coeficiente de variación se encuentra afectado
de igual manera que con un cambio de origen.
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31.  La variable aleatoria:  X = "Número de hijos por familia de una ciudad" tiene la siguiente distribución
de probabilidad:

iX x= 0 1 2 3 4 5 6

iP(X x )= 0,47 0,3 0,1 0,06 0,04 0,02 0,01

Se pide:

a)  Media o esperanza matemática. Significado

b)  Varianza y desviación típica

c)  Si el Ayuntamiento de la ciudad paga 2.000 euros por hijo e Y 2000 . X=  , ¿cuál es la distribución de

     probabilidad de la variable Y?

d)  Media, varianza y desviación típica de Y

Solución:

a)

iX x= i ip P(X x )= = i ix . p 2
ix

2
i ix . p

1x 0= 0,47 0 0 0

2x 1= 0,3 0,3 1 0,3

3x 2= 0,1 0,2 4 0,4

4x 3= 0,06 0,18 9 0,54

5x 4= 0,04 0,16 16 0,64

6x 5= 0,02 0,10 25 0,5

7x 6= 0,01 0,06 36 0,36

1 1 2,74

Media:   
7 7

1 x i i i i
i 1 i 1

E(X) x . P(X x ) x . p 1
= =

α = μ = = = = =∑ ∑
Si se toma al azar una familia de la ciudad, el número de hijos que se espera que tenga por término medio
es uno.

b)  Varianza y desviación típica
7 7

2 2 2
2 i i i i

i 1 i 1

E(X ) x . P(X x ) x . p 2,74
= =

α = = = = =∑ ∑

Varianza:   ( ) ( )
7

2 22 2 2
x x i x i 2 1

i 1

E X x . P(X x ) 2,74 1 1,74
=

σ = − μ = − μ = = α − α = − =∑

Desviación típica:   x 1,74 1,32σ = =
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c)  Distribución de probabilidad de la variable Y 2000 . X=

jY y= j jp P(Y y )= = j jy . p 2
jy

2
j jy . p

1y 0= 0,47 0 0 0

2y 2.000= 0,3 600 4.000.000 1.200.000

3y 4.000= 0,1 400 16.000.000 1.600.000

4y 6.000= 0,06 360 36.000.000 2.160.000

5y 8.000= 0,04 320 64.000.000 2.560.000

6y 10.000= 0,02 200 100.000.00 2.000.000

7y 12.000= 0,01 120 144.000.00 1.440.000

1 2.000 10.960.000

d)  Media, varianza y desviación típica:

No es necesario desarrollar la tabla anterior, basta con tener en cuenta las propiedades de la media y la
varianza.

Media:   Y 2000X xE(2000.X) 2000. E(X) 2000 1 2.000 eurosμ = μ = = = =

Varianza:   2 2 2 2 2
Y 2000X xVar(2000.X) 2000 .Var(X) 2000 1,74 6.960.000 eurosσ = σ = = = =

Desviación típica:  Y 6.960.000 2.638,18 eurosσ = =
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32.  Calcular la media, varianza y coeficiente de variación de la variable aleatoria discreta que tiene como
función de distribución:

           

0 x 2  

0,2 2 x 4

0,55 4 x 6F(x)

0,85 6 x 8

1 x 8  

<⎧
⎪ ≤ <⎪⎪ ≤ <= ⎨
⎪ ≤ <⎪

≥⎪⎩
Solución:

La ley de probabilidad o función de cuantía:

iX x= 2 4 6 8

iP(X x )= 0,2 0,35 0,30 0,15

Adviértase que la función de distribución F(x)  es una función acumulativa, por tanto:

P(X 2) F(2) F(0) 0,2                             P(X 4) F(4) F(2) 0,55 0,2 0,35

P(X 6) F(6) F(4) 0,85 0,55 0,30 P(X 8) F(8) F(6) 1 0,85 0,15    

= = − = = = − = − =
= = − = − = = = − = − =

Cálculo de la esperanza matemática y varianza:

iX x= 2 4 6 8

iP(X x )= 0,2 0,35 0,30 0,15

i ix . P(X x )= 0,4 1,4 1,8 1,2
4

i i

i 1

x . P(X x ) 4,8
=

= =∑
2
i ix . P(X x )= 0, 8 5,6 10,8 9,6

4
2
i i

i 1

x . P(X x ) 26,8
=

= =∑

Media:   
4

1 x i i

i 1

E(x) x . P(X x ) 4,8
=

α = μ = = = =∑
4

2 2
2 i i

i 1

E(x ) x . P(X x ) 26,8
=

α = = = =∑
Varianza:   2 2 2

x 2 1Var(x) 26,8 4,8 3,76σ = = α − α = − =

Desviación típica:   x 3,76 1,94σ = =

Coeficiente variación:   x

x

1,94
CV 0,40

4,8
σ

= = =
μ
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33.  Una variable aleatoria tiene de función de cuantía:   i

i

x 0 1 2 3

P(x x ) 0,3 0,3 0,2 0,2=

a)  Hallar la media y la varianza.

b)  Obtener la función generatriz de momentos (F.G.M.) y  calcular con ella la media y la varianza.

Solución:

a)  
4

1 i i
i 1

x x x xx . P(x x ) 0 0,3 1 0,3 2 0,2 3 0,2 1,3
=

μ = α = = = + + + =∑

              
4

2 2 2 2 2
2 i i

i 1

x x x xx . P(x x ) 0 0,3 1 0,3 2 0,2 3 0,2 2,9
=

α = = = + + + =∑
        2 2 2

2 1 2,9 1,3 1,21σ = α − α = − =

b)  La función generatriz de momentos de una variable aleatoria determina unívocamente su
distribución de probabilidad.

Para calcular la  F.G.M. se contruye la tabla:  
i

i

i

i

t . x 2 t 3 tt

t . x 2t 3tt
i

x 0 1 2 3

P(x x ) 0,3 0,3 0,2 0,2

e 1 e e e

e . P(x x ) 0,3 0,3 . e 0,2 . e 0,2 . e

=

=

i i
4

t . x t . x 2 t 3 tt
i

i 1

( t) E e e . P(x x ) 0,3 0,3.e 0,2.e 0,2.e
=

⎡ ⎤ϕ = = = = + + +⎣ ⎦ ∑
Media y varianza con la función generatriz:

2 t 3 tt

1

2 t 3 tt

t 0 t 0

t 0

(0,3 0,3.e 0,2.e 0,2.e )
E(x)

t t

    (0,3.e 2.0,2.e 3.0,2.e ) 0,3 0,4 0,6 1,3

= =

=

ϑϕ ϑ + + +
μ = α = = = =

ϑ ϑ

= + + = + + =

2 t 3 t2 2 t
2

2 2 2

2 t 3 tt
2 t 3 t

t 0 t 0

t 0
t 0

(0,3 0,3.e 0,2.e 0,2.e )
E(x )

t t

(0,3.e 2.0,2.e 3.0,2.e )
      (0,3 4.0,2.e 9.0,2.e )

t

      0,3 0,8 1,8 2,9

= =

=
=

ϑ ϕ ϑ + + +
α = = = =

ϑ ϑ

ϑ + +
= = + + =

ϑ

= + + =

2 2 2
2 1 2,9 1,3 1,21σ = α − α = − =
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34.  Una variable aleatoria tiene por función de densidad 
2x 1

0 x 1    
f(x) 2

0 en el resto

+⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩

Hallar la media  y  la mediana.

Solución:

13 21 1
2

0 0 0

2x 1 2x1 1 x
E(x) x. f(x)dx x. dx (2x x) dx

2 2 2 3 2

1 2 1 7
    0,58

2 3 2 12

∞

−∞

⎡ ⎤+⎛ ⎞μ = = = = + = + =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= + = =⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

La Mediana  e(M )  será el valor que 
eM 1
f(x)dx

2−∞
=∫

e
e

M2M

0 0

2x 1 2x1 1
dx x

2 2 2 2

⎡ ⎤+⎛ ⎞ = + =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎣ ⎦∫

e2 2
e e e e e

e

M 0,62  1 51 1
M M M M 1 0 M

M 1,622 2 2

=− ± ⎧⎡ ⎤+ = → + − = → = → ⎨⎣ ⎦ = −⎩

La mediana  eM 0,62= , es imposible que tome el valor  eM 1,62= −  porque no está en el campo de

definición de la variable.

35.  Dada una variable aleatoria con función de densidad  

2x x
0 x 6    

f(x) 6 36
0 en el resto

⎧
− ≤ ≤⎪= ⎨

⎪⎩

   Hallar la Moda.

Solución:

La Moda  d(M ) es el valor de la variable con máxima probabilidad, que se obtiene maximizando  f(x)

df(x) 2x1
f '(x) 0 x 3   que será la Moda si es un máximo

dx 6 36
= = − = → =

d
d 2x1 1

f ''(x) 0  máximo , con lo que M 3
dx 6 36 18

−⎛ ⎞= − = < → =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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36. Una variable aleatoria continua X  tiene por función de distribución:

                                           

0 x 1   

F(x) x 1 1 x 2

1 x 2     

<⎧
⎪= − ≤ <⎨
⎪ ≥⎩

a)  Calcular la función de densidad o función de cuantía
b)  Calcular la media, mediana y coeficiente de variación

Solución:

a)  La función de densidad  o función de cuantía es la derivada de la función de distribución en los
puntos donde exista la derivada, entonces:

      

0 x 1
1 1 x 2dF(x)

f(x) 1 1 x 2 f(x)
0 en otro casodx

0 x 2

<⎧
≤ <⎧⎪= = ≤ < ⎯⎯→ =⎨ ⎨

⎩⎪ ≥⎩

b)  Media:   
222

1 x
1 1

x 1 3
E(x) x f(x)dx xdx 2 1,5

2 2 2

∞

−∞

⎡ ⎤
α = μ = = = = = − = =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫
  La Mediana de una distribución es el valor que deja el 50% de la distribución a la derecha y el otro
50% a la izquierda, por lo que:

e e
e

e e e

M M
M

e e1
1 1

F(M ) 0,5 M 1 0,5 M 1,5         

f(x) 0,5 dx 0,5 x 0,5 M 1 0,5 M 1,5

= ⇒ − = ⇒ =⎧
⎪
⎪
⎨
⎪ = ⇒ = ⇒ = ⇒ − = ⇒ =⎡ ⎤⎣ ⎦⎪⎩ ∫ ∫
  Coeficiente de variación:  x

x
x

CV
σ

=
μ

232
2 2 2

2
1 1

x 8 1 7
E(x ) x f(x)dx x dx

3 3 3 3

∞

−∞

⎡ ⎤
α = = = = = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫
2

2 2
X 2 1 x

7 3 7 9 1 1
0,288

3 2 3 4 12 12
⎛ ⎞σ = α − α = − = − = → σ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

x
x

x

0,288
CV 0,19

1,5
σ

= = =
μ
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37.  La intensidad de un impulso sigue una variable aleatoria, X, cuya función de distribución es

                            2

0 si  x 0       

F(x) x / 9 si  0 x 3

1 si  x 3     

<⎧
⎪

= ≤ <⎨
⎪ ≥⎩

a)  Calcular la intensidad media del impulso.

b)  Sí se miden 90 impulsos independientes, ¿cuál es la probabilidad de que exactamente 3 tengan
      una intensidad inferior a 0,3?

Solución:

a)  La función de densidad de la variable aleatoria X = 'Intensidad de un impulso' es:

                             
2x

sí 0 x 3
f(x) 9

0 en el resto

⎧ < <⎪= ⎨
⎪⎩

Intensidad media del impulso = E [Intensidad del impulso]  E(X)=

33 3
3

0 0 0

2x 2
E(X) x f(x)dx x dx x 2

9 27
= = = =∫ ∫

b)  En primer lugar, se calcula:
0,30,3

2

0 0

2x 1
P( Intensidad inferior a 0,3 ) P(X 0,3) dx x 0,01

9 9
= < = = =∫

O bien,    
20,3

F(0,3) 0,01
9

= =

Sea la variable aleatoria  Y = "Número de impulsos con intensidad inferior a 0,3 entre 90"

n.p 0,9Y B(90 , 0,01) P( 0,9)λ = =⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ λ =∼

3
0,90,9

P(Y 3) e 0,0494
3!

−= = =
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38.  La función de distribución asociada a la producción
     de una máquina, en miles de unidades, es del tipo:

0 x 0

F(x) x (2 x) 0 x k

1 x k

<⎧
⎪= − ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

a)  Determinar k para que sea función de distribución

b)  Hallar la función de densidad

c)  Calcular la media, mediana, moda y varianza de la producción

d)  Hallar P(X 0,5)<  y  P(X 0,25)>

Solución:

a)  Para que sea función de distribución se debe verificar:

2

x k x k x k
lim F(x) lim F(x) lim x (x 2) k (k 2) 1 k 2k 1 0 k 1

− + −→ → →
= → − = − = → − + = ⇒ =

En consecuencia, la función de distribución es: 

0 x 0

F(x) x (2 x) 0 x 1

1 x 1

<⎧
⎪= − ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

b)  La función de densidad  o función de cuantía es la derivada de la función de distribución en los puntos
   donde exista la derivada.

0 x 0
2 2x 0 x 1dF(x)

f(x) 2 2x 0 x 1 f(x)
0 en otro casodx

0 x 1

<⎧
− ≤ ≤⎧⎪= = − ≤ ≤ ⎯⎯→ =⎨ ⎨

⎩⎪ >⎩
c)  Media:

131 1
2 2

1 x
0 0 0

2x 2 1
E(x) x f(x)dx x (2 2x)dx (2x 2x )dx x 1

3 3 3

∞

−∞

⎡ ⎤
α = μ = = = − = − = − = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫ ∫
Moda:   Se calcula el valor que hace mínima la función de densidad o de cuantía, es decir:

2 2x 0 x 1 2 0 x 1
f(x) f '(x)

0 en otro caso 0 en otro caso

− ≤ ≤ − ≤ ≤⎧ ⎧
= → =⎨ ⎨
⎩ ⎩

La derivada de la función de cuantía   f '(x) 2 0= − < , por lo que se trata de

una función decreciente y  toma el valor máximo en el extremo del intervalo

0 , 1⎡ ⎤⎣ ⎦  , por tanto la moda  dM 0=

f(1) 0 f(x) f(0) 1= ≤ ≤ = , con lo que   dM 0=

Mediana:   Valor que deja el 50% de la distribución a la derecha y el otro 50% a la izquierda, por lo que:

( ) 2 2
e e e e e e eF(M ) 0,5 M 2 M 0,5 M 2M 0,5 0 2 M 4 M 1 0= → − = → − + = → − + =
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  2
e e e

4 16 8 4 2 2 2
2 M 4 M 1 0 M 1

4 4 2

± − ±
− + = → = = = ±

 De las dos soluciones se rechaza aquella que es mayor que 1:    e

2
M 1

2
= −

Varianza de la producción:    2 2
x 2 1σ = α − α

13 41
2 2 2

2
0 0

2x x 2 1 1
E(x ) x f(x)dx x (2 2x)dx

3 2 3 2 6

∞

−∞

⎡ ⎤
α = = = − = − = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫
2

2 2
x 2 1

1 1 1
6 3 18

⎛ ⎞σ = α − α = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

d)  Función de distribución:  

0 x 0

F(x) x (2 x) 0 x 1

1 x 1

<⎧
⎪= − ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

P(X 0,5) P(X 0,5) F(0,5) 0,5 . (2 0,5) 0,75< = ≤ = = − =

P(X 0,25) 1 P(X 0,25) 1 F(0,25) 1 0,25 . (2 0,25) 0,5625> = − ≤ = − = − − =
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39.  Una variable aleatoria continua X tiene por función de densidad:  

2k.x
0 x 6             

f(x) 36
0 restantes valores

⎧
⎪ ≤ ≤= ⎨
⎪⎩

a)  Encontrar k  para que  f(x)  sea función de densidad. Representarla.

b)  Hallar la función de distribución de X. Representarla.

c)  Hallar la media y desviación típica.

d)  Calcular las probabilidades:  P(0 X 1)< ≤   y  P( X 2)≤

Solución:

a)  Para que  f(x)  sea función de densidad debe verificarse:

0 6

0 6
1 f(x)dx f(x)dx f(x)dx f(x)dx

∞ ∞

−∞ −∞
= = + +∫ ∫ ∫ ∫

Como la primera y la tercera integral son iguales a cero, se tiene:

62 36

0 0

k.x k x k 1
1 dx . 72 2k k

36 36 3 36 2

⎡ ⎤
= = = = → =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫

Por tanto, 

2x
0 x 6             

f(x) 72
0 restantes valores

⎧
⎪ ≤ ≤= ⎨
⎪⎩

b)  La función de distribución será:

Sí 
0

x 0 F(x) f(t)dt 0
−∞

< = =∫
Sí 

x2 3 3x x

0 0

t t x
0 x 6 F(x) f(t)dt dt

72 216 216−∞

⎡ ⎤
≤ ≤ = = = =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫
Sí 

62 3x 6

0 0

t t
x 6 F(x) f(t)dt dt 1

72 216−∞

⎡ ⎤
> = = = =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫

Luego, 
3

0 x 0     

x
F(x) 0 x 6

216
1 x 6     

<⎧
⎪
⎪= ≤ ≤⎨
⎪

>⎪⎩

c)  Media:   
62 46 6

1 x
0 0 0

x 1 x
E(x) x. f(x)dx x. dx 4,5

72 72 4

⎡ ⎤
α = μ = = = = =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫
62 56 6

2 2 2
2

0 0 0

x 1 x
E(x ) x . f(x)dx x . dx 21,6

72 72 5

⎡ ⎤
α = = = = =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫
Varianza:    2 2 2

x 2 1 21,6 4,5 1,35σ = α − α = − =
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Desviación típica:    2
x x 1,35 1,16σ = σ = =

d)  
1 0 1

P(0 X 1) F(1) F(0)
216 216 216

< ≤ = − = − =

      
32 8 1

P( X 2) P( 2 X 2) F(2) F( 2) 0
216 216 27

≤ = − ≤ ≤ = − − = − = =
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40.  Una fábrica produce una pieza para el motor de un avión, la longitud de a pieza es una variable

aleatoria con función de densidad  f(x) k (x 1) (3 x)= − −  en el intervalo   1, 3⎡ ⎤⎣ ⎦ y  cero en el resto.

Una pieza es válida si su longitud está comprendida entre 1,7 y 2, 4 m. Se pide:

a)  ¿Cuál es la probabilidad de que una determinada pieza sea válida?

b)  Si las piezas se empaquetan en lotes de 5 unidades y pasan al Departamento de Calidad, que acepta
el lote para la venta si contiene menos de 2 piezas defectuosas. ¿Cuál es la probabilidad de que un lote
concreto sea rechazado?

c)  Si se han preparado 1000 lotes en el mes, cuyo coste de fabricación es de 20.000 euros por lote y  el
precio de venta es de 30.000 euros. ¿Qué beneficio medio obtendrá la empresa?

Solución:

a)  Se calcula el valor de k  para que  f(x)  sea función de densidad:

333 3
2 2

1 1
1

4kx 3
1 k(x 1)(3 x) dx k ( x 4 x 3) dx k 2x 3x k

3 3 4

⎡ ⎤
= − − = − + − = − + − = → =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫

3
f(x) (x 1) (3 x)

4
= − −  en el intervalo   1, 3⎡ ⎤⎣ ⎦

[ ]
2,432,4

2 2

1,7
1,7

3 3 x
P Una pieza sea válida ( x 4 x 3) dx 2x 3x 0,50225

4 4 3

⎡ ⎤
= − + − = − + − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

b)   [ ]P Una pieza sea rechazada 1 0,50225 0,49775= − =

Sea la variable aleatoria  "Piezas defectuosas en un lote de 5 piezas" , B(5 , 0,49775)η ≡ η ∼

La probabilidad de que un lote sea rechazado:

x x
0 5 1 45 5

P( 2) 1 P( 2) 1 0,49775 0,50225 0,49775 0,50225 0,80967
0 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

η ≥ = − η < = − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

c)  El número ξ  de lotes rechazados entre los 1000 fabricados en un mes es una variable aleatoria

bidimensional  B(1000 , 0,80967)ξ ∼ . En consecuencia,

xE( ) n . p 1000 0,80967 809,67 10  número medio de lotes rechazados ξμ = ξ = = =

x xBeneficio medio 990 30.000 1000 20.000 9.700.000  euros= − =
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41.  Dada una variable aleatoria definida en el intervalo  2 , 3⎡ ⎤⎣ ⎦ , con función de densidad  
34

f(x) x
65

=

a)  Obtener media y coeficiente de variación.

b)  Hallar  2E 3x 2x 1⎡ ⎤− +⎣ ⎦

Solución:

3 3 33 4 5
1 x 22 2

4 4 4
a)   E(X) x . f(x) . dx x . . x . dx . x . dx . x

65 65 65 . 5

4
                       . 211 2,597

325

∞

−∞
⎡ ⎤α = μ = = = = = =⎣ ⎦

= =

∫ ∫ ∫

3 3 32 2 2 3 5 6
2 22 2

6 6

4 4 4
E(X ) x . f(x) . dx x . . x . dx . x . dx . x

65 65 65 . 6

4 . 6654
      . (3 2 ) 6,821

390 390

∞

−∞
⎡ ⎤α = = = = = =⎣ ⎦

= − = =

∫ ∫ ∫

2 2 2 2 2 2
2 x x x 2 1 xE(X ) (x ) . f(x) . dx E(X )

∞

−∞
μ = σ = − μ = − μ = α − α = − μ∫
2 2 2
x 2 1 6,821 2,597 0,0766σ = α − α = − =               x 0,0766 0,2767σ = =

x

x

0,2767
C.V. 0,1065 (10,65%)

2,597
σ

= = =
μ

[ ]2 2b)  E 3x 2x 1 3 . E x 2 . E x 1 3 . 6,821 2 . 2,597 1 16,269⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + = − + = − + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

42.  El tiempo total de arreglo de un motor de avión T está en función del tiempo de realización de una

determinada tarea  X. Siendo,  2 3T 2x 5x x= + + . Se sabe que el tiempo en horas necesario para la realización de

la tarea es aleatorio con función de densidad:

                               

0 x 0             

2x 0 x 0,08  
f(x)

0,72 0,8 x 1,3

0 x 1,3         

<⎧
⎪ ≤ <⎪= ⎨ ≤ <⎪
⎪ >⎩

Hallar el tiempo esperado de arreglo de un motor.

Solución:

Tiempo esperado de arreglo motor:   2 3 2 3. .E(T) E(2x 5x x ) 2 E(x) 5 E(x ) E(x )= + + = + +

0,8 1,3

1 x
0 0,8

0,8 1,3 0,8 1,32 3 2

0 0,80 0,8

E(x) x . f(x) . dx x . 2x . dx x . 0,72 . dx

2 0,72
    2 . x . dx 0,72 . x . dx . x . x 0,7193

3 2

∞

−∞
α = μ = = = + =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫
∫ ∫
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0,8 1,3
2 2 2 2

2
0 0,8

0,8 1,3 0,8 1,33 2 4 3

0 0,80 0,8

E(x ) x . f(x) . dx x . 2x . dx x . 0,72 . dx

2 0,72
    2 . x . dx 0,72 . x . dx . x . x 0,6092

4 3

∞

−∞
α = = = + =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫
∫ ∫

0,8 1,3
3 3 3 3

3
0 0,8

0,8 1,3 0,8 1,34 3 5 4

0 0,80 0,8

E(x ) x . f(x) . dx x . 2x . dx x . 0,72 . dx

2 0,72
    2 . x . dx 0,72 . x . dx . x . x 0,57144

5 4

∞

−∞
α = = = + =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫
∫ ∫
x xE(T) 2 0,7193 5 0,6092 0,57144 5,05604  horas= + + =

43.  La función de beneficios de un producto es  B 110 x 15= −  donde x es la variable aleatoria número

de unidades vendidas, con función de densidad  0,02. xf(x) 0,02 . e−=   cuando  x 0.≥

Calcular la varianza de los beneficios utilizando F.G.M. (función generatriz de los momentos).

Solución:

2 2
xB 110 x 15 Var(B) Var(110 x 15) 110 .= − → = − = σ

Se calcula la F.G.M.

( )
0 0

t x t x t x t x 0,02.x( t) E e e f(x) dx e f(x) dx e 0,02 . e dx
∞ ∞ ∞

−∞

−⎡ ⎤ϕ = = = = =⎣ ⎦ ∫ ∫ ∫

      
1

0 0

x ( 0,02 t )
x ( 0,02 t ) e 0,02 1 t

0,02 e dx 0,02 1
t0,02 t 0,02 t 0,021

0,02

∞ −∞ − −
− − ⎡ ⎤− ⎛ ⎞= = = = = −⎢ ⎥ ⎜ ⎟− − ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦ −

∫
Varianza con la función generatriz:

1 2

1
t 0 t 0 t 0

t 1 t 1
E(x) 1 1

t t 0,02 0,02 0,02 0,02

− −

= = =

ϑϕ ϑ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞μ = α = = = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ϑ ϑ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 32
2

2 2 2
t 0 t 0t 0

1 t 1 2 t 2
E(x ) 1 . 1

t 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02t 0,02

− −

= ==

⎛ ⎞ϑ ϕ ϑ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞α = = = − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ϑϑ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2
2 1 2 2 2

2 1 1

0,02 0,02 0,02
σ = α − α = − =

2 2 2 2
x 2x

1
Var(B) 110 . 110 5.500 30.250.000

0,02
= σ = = =



                                        Portal Estadística Aplicada:  Estadística Teórica   39

44.  Demostrar la media y varianza de una distribución de Poisson utilizando la función generatriz de los
momentos (F.G.M.)

Solución:

Sea la variable X = "Número de hechos que ocurren en un intervalo unitario de tiempo o espacio"

Función de cuantía:  
x

P(x) . e
x!

−λλ
=

Función generatriz de los momentos:  
x

t x t x

x 0

( t) E e e . . e
x!

∞
−λ

=

λ⎡ ⎤ϕ = =⎣ ⎦ ∑
t t 2 t 3x x

t x t x t x

x 0 x 0

. e ( . e ) ( . e )
( t) E e e . . e e . e . e . 1

x! x! 1! 2! 3!

∞ ∞
−λ −λ −λ

= =

⎡ ⎤λ λ λλ λ⎡ ⎤ϕ = = = = + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎣ ⎦

∑ ∑

siendo, 
2 3

x x x x
e 1

1! 2! 3!

⎡ ⎤
= + + + + →⎢ ⎥
⎣ ⎦

t. eeλ
t t 2 t 3. e ( . e ) ( . e )

1
1! 2! 3!

⎡ ⎤λ λ λ
= + + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦

t t t( . ) . ( 1). e e e( t) e . e e e−λ λ − λ λ −λϕ = = =

Para obtener la media y la varianza se aplica la F.G.M. derivando sucesivamente e igualando t a cero.

t
t tt

1

. ( 1)
. ( 1) t . ( 1)

t 0 t 0t 0 t 0

e
e ee

E(x) . e . e . e
t t

λ −
λ − + λ −

= == =

ϑϕ ϑ
μ = α = = = = λ = λ = λ

ϑ ϑ

t
t2

2
2 2

t . ( 1)
t . ( 1)

t 0
t 0 t 0

e
e. e

E(x ) . (1 ). e . (1 )
tt

[ ]+ λ −
+ λ −

== =

ϑ λϑ ϕ
α = = = = λ + λ = λ + λ

ϑϑ

2 2 2 2 2
2 1 . (1 )σ = α − α = λ + λ − λ = λ + λ − λ = λ
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45.  El estacionamiento de corta estancia en el Aeropuerto Adolfo Suárez está cerca de la terminal, de
modo que al recoger a un pasajero solo hay que caminar una corta distancia al área de recuperación de
equipajes. Para decidir si el estacionamiento tiene suficientes lugares, el gerente del aeropuerto necesita
saber si el tiempo medio de permanencia es superior a 40 minutos.
Una muestra aleatoria de una población normal mostró que 12 clientes estuvieron en el estacionamiento
los siguientes lapsos de tiempo, en minutos:

55
49

47
53

27
39

64
48

53
48

56
37

Con un nivel de significación 0,05, ¿se puede afirmar que el tiempo medio en el estacionamiento es
superior a 40 minutos?

Solución:

Se establece un contraste unilateral de la derecha:  0 1H : 40 H : 40μ ≤ μ >

Regla de decisión:   0

0

Si x k Se acepta H (R.A)

Si x k Se rechaza  H (R.C)

≤⎧
⎨ >⎩

En el muestreo de una población normal con varianza desconocida, y desviación típica muestral  xσ ,

la variable   n 1
x x

x x
t

s

n 1 n

−
−μ −μ

= =
σ
−

En la muestra:

12 12
2 2

i x i x

i 1 i 1

1 576 1 1064
x x 48 s (x x ) 96,727 s 96,73 9,835

12 12 11 11
= =

= = = = − = = = =∑ ∑

11
x x

t
9,835 2,839

12

− μ − μ
= =

Bajo la hipótesis nula, la muestra sigue una distribución  11
x 40

t
2,839
−

=

A partir del nivel de significación α  se determina el valor crítico k:

0 0 0P Rechazar H H cierta P x k H Cierta P x k 40α = = > = > μ = =⎡ ⎤ ⎤⎡ ⎡ ⎤⎣ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎦

11
x 40 k 40 k 40 k 40

P P t 0,05 1,796 k 45,098
2,839 2,8399,835 / 12 9,835 / 12

⎡ ⎤− − − −⎡ ⎤= > = > = → = ⇒ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

Regla de decisión:   0

0

Si x 45,098 Se acepta H (R.A)

Si x 45,098 Se rechaza  H (R.C)

≤⎧
⎨ >⎩

Siendo   x 48 45,098= >  se rechaza la hipótesis nula, concluyendo que el tiempo medio que los clientes

pasan en el estacionamiento es superior a 40 minutos. El aeropuerto necesita ampliar su
estacionamiento.
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46.  Estudios sobre el comportamiento territorial de la caballa asumen habitualmente que más del 60%
de las caballas se vuelven agresivas cuando se coloca otros peces en su entorno próximo. Se ha
realizado un experimento con 12 caballas, observándose que en las condiciones citadas mostraron
comportamiento agresivo sólo cuatro de ellas.

a)  Obtener un intervalo de confianza con el 95% de confianza para la proporción poblacional a partir de
     estos datos. ¿Cuándo no contradice la hipótesis habitual el resultado del experimento?

b)  Para determinar si el comportamiento agresivo se manifiesta del mismo modo en machos y hembras
     se realiza un experimento con 8 machos y 10 hembras, observándose comportamiento agresivo en 5
    machos y en 4 hembras. ¿ Puede asegurarse que hay mayor tendencia a la agresividad en machos
     que en hembras?

Solución:

a)  Intervalo de confianza para el parámetro  p  de una distribución binomial de parámetros n, p, B(n, p)

       1 / 2

ˆ ˆp . (1 p)
ˆI (p) p z

n−

⎡ ⎤−
= ±⎢ ⎥
⎣ ⎦

α α

Proporción estimada de caballas agresivas:   
4

p̂ 0,333
12

= =       / 2 0,025z z 1,96= =α

x0,333 (1 0,333)
I(p) 0,333 1,96 0,333 0,267 0,066 , 0,6

12

⎡ ⎤− ⎡ ⎤= ± = ± = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎣ ⎦

El intervalo de confianza no contiene valores superiores al 60%, el resultado del experimento no verifica
la hipótesis planteada.

Para verificar la hipótesis se necesita un intervalo más amplio, con una confianza (98%):  0,01z 2,33=

x0,333 (1 0,333)
I(p) 0,333 2,33 0,333 0,317 0,016 , 0,65

12

⎡ ⎤− ⎡ ⎤= ± = ± = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎣ ⎦

b)  Intervalo de confianza para la diferencia de parámetros  1 2(p p )−  de dos distribuciones binomiales:

       y yx x
1 x y x y / 2

x y

ˆ ˆp ( 1 p )ˆ ˆp ( 1 p )ˆ ˆI ( p p ) (p p ) z
n n−

⎡ ⎤−−
− = − ± +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
α α

Denotando por  xp  la proporción de machos y por  yp  la proporción de hembras:

x x
5ˆ ˆp 0,625 q 1 0,625 0,375
8

= = = − =         y y
4ˆ ˆp 0,4 q 1 0,4 0,6
10

= = = − =

x y
x x0,625 0,375 0,4 0,6

I(p p ) (0,625 0,4) 1,96 0,225 0,452
8 10

                  0,227 , 0,677

⎡ ⎤
⎡ ⎤− = − ± + = ± =⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦
= −⎡ ⎤⎣ ⎦

El intervalo de confianza cubre el 0 por lo que no existe diferencia significativa en te machos y hembras, con un
nivel de confianza del 95%.
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47. Dos industrias químicas vierten sus residuos directamente al mar. Se han tomado datos sobre el
contenido en fenoles de estos residuos, eligiéndose para ello doce muestras de residuos procedentes
de la primera industria y diez procedentes de la segunda.
Los resultados obtenidos en los análisis se muestran a continuación (0/00 en fenoles de cada 100 gr de
peso seco de los residuos):

INDUSTRIA A:   28   32   45   23   34   21   38   19   41   23   18   24

INDUSTRIA B:   35   23   20   17   14   42   18   20   22   19

a)  Con un nivel de significación del 5% , ¿existen diferencias significativas en las cantidades de fenoles
     producidos en ambas industrias?

b)  De acuerdo con la normativa legal, el valor medio máximo de fenoles que puede ser vertido al mar
     sin tratamiento es del 30 0/00.  ¿Cumple la industria A con la normativa?.

Solución:

a)  Sea  AX la variable aleatoria que representa la cantidad de fenoles ena la industria A, suponiendo que

AX , es una variable aleatoria normal de media  Aμ  desconocida y desviación típica  Aσ  también

desconocida. Por otra parte, la variable aleatoria  BX  es una variable aleatoria normal de media   Bμ  y

desviación típica  Bσ , ambas desconocidas.

los tamaños muestrales son pequeños   A B( n n ) 30+ ≤ , con lo que los intervalos de confianza para la

diferencia de medias pueden venir dados por:

 
2 2
A B

1 A B A B 2 , f
A B

s s
I ( ) ( x x ) t

n n−

⎡ ⎤
⎢ ⎥μ − μ = − ± +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

α α    cuando   2 2
A Bσ ≠ σ

 
1 21 A B A B / 2 , ( n n 2 ) p

A B

1 1
I ( ) ( x x ) t . s .

n n− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥μ − μ = − ±
⎢ ⎥⎣ ⎦

α α + +    cuando   2 2
A Bσ = σ

Para conocer si las varianza poblaciones desconocidas son iguales o distintas, se necesita realizar un intervalo de

confianza para la razón de varianzas  2 2
A B/σ σ   y observar si el intervalo cubre el 1.

Los cálculos se facilitan con la tabla:
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Ax 2
Ax

2
A A(x x )−   Bx 2

Bx
2

B B(x x )−

28 784 0,111 35 1225 144

32 1024 13,444 23 529 0

45 2025 277,778 20 400 9

23 529 28,444 17 289 36

34 1156 32,111 14 196 81

21 441 53,778 42 1764 361

38 1444 93,444 18 324 25

19 361 87,111 20 400 9

41 1681 160,444 22 484 1

23 529 28,444 19 361 16

18 324 106,778 230 5972 682

24 576 18,778

346 10874 900,667

12 12
2 2

A A A A A A

A 1 A 1

1 346 1 900,667
x . x 28,833 s . (x x ) 81,879 s 9,048

12 12 11 11
= =

= = = = − = = =∑ ∑
10 10

2 2
B A B B B B

B 1 B 1

1 230 1 682
x . x 23 s . (x x ) 75,778 s 8,705

10 10 9 9
= =

= = = = − = = =∑ ∑
 Intervalo de confianza (90%) para la razón de varianzas de dos poblaciones normales

        
A B A B

2 2 2 2
A B A B2 2

A B
/ 2 ; ( n 1 ) , ( n 1 ) ( 1 / 2 ) ; ( n 1 ) , ( n 1 )

s s s s
I( ) ,

F F− − − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥σ σ =
⎢ ⎥⎣ ⎦α α

2
A

0,05 ; 11 , 9 0,95 ; 11 , 92
0,05 ; 9 , 11B

s 81,879 1 1
1,085 F 3,10 F 0,345

75,778 F 2,90s
= = = = = =

2 2
A B

1,085 1,085
I( ) , 0,35 , 3,15

3,10 0,345
⎡ ⎤σ σ = = ⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

El intervalo cubre el punto uno y  se corrabora la hipótesis de que las dos varianzas poblacionales son
iguales. En esta línea, se construye el intervalo de confianza:

1 2A B A B / 2 , ( n n 2 ) p
A B

1 1
I( ) ( x x ) t . s .

n n−

⎡ ⎤
⎢ ⎥μ − μ = − ±
⎢ ⎥⎣ ⎦

α + +

1 2A B / 2 , ( n n 2 ) 0,025 ; 20x x 5,833 t t 2,086−− = = =α +

2
ps ≡ media ponderada de las cuasivarianzas muestrales:   

2 2
A A B B2

p
A B

( n 1 ) . s ( n 1 ) . s
s

n n 2

− + −
=

+ −

2
p p

x x11 81,879 9 75,778
s 79,134 s 79,134 8,896

20
+

= = = =
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A B x x
1 1

I( ) 5,833 2,086 8,896 5,833 7,945 2,112 ; 13,778
12 10

⎡ ⎤
μ − μ = ± = ± = −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎣ ⎦
+

El intervalo cubre al cero,  pudiendo afirmar con un 95% de confianza que las medias poblacionales en
cantidad de fenoles son iguales en las dos industrias.

b)  Sea   Aμ = "Cantidad media de fenoles vertidos por la industria A"

Se establecen las hipótesis nula y alternativa:   0 A 1 AH : 30 H : 30μ ≤ μ >

Se trata de un contraste unilateral  a la derecha (cola a la derecha)

Se formula una regla de decisión a partir de los datos del muestreo.

Regla de decisión:

A 0

A 0

Si x k Se acepta H (R.A)

Si x k Se rechaza  H (R.C)

≤⎧
⎨ >⎩

En el muestreo de una población normal con varianza desconocida, y desviación típica muestral  xσ ,

la variable   A A A
n 1

A A

A A

x x
t

s

n n 1

−
− μ − μ

= =
σ
−

Bajo la hipótesis nula, la muestra sigue una distribución  11 11
9,048

t 30 , t (30 , 2,612)
12

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

A partir del nivel de significación α  se determina el valor crítico k:

A
0 0 A n 1

A

s
P(ETI) P Rechazar H H Cierta P x k t 30 ,

n
−

⎡ ⎤⎛ ⎞
α = = = > =⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

A
11

x 30 k 30 k 30 k 30
P P t 0,03 4,231 k 42,012

2,612 2,8399,048 / 12 9,048 / 12

⎡ ⎤− − − −⎡ ⎤= > = > = → = ⇒ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

0,002 . 0,412
4,025 4,437 0,001 0,005 0,412 0,004 x 4,437 4,2310,004

x 4,437 0,002x

A

4,437 0,003 0,00

bscisas Á a

5

re s

←⎯→

←⎯→

− − − ←⎯→ − → = − =

− ←⎯→ −− −

Siendo  Ax 28,833 42,012= <  no se puede rechazar la hipótesis nula  0H  , con lo que la industria A

cumple la normativa legal.

 La cuestión también se podia haber resuelto con el p_valor.

El p_ valor   ( pα ) es el nivel de significación más pequeño posible que puede escogerse para el que

todavía se aceptaría la hipótesis alternativa con las observaciones actuales.

p 0Si    se acepta la hipótesis nula H  α > α
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[ ]p 0p_ valor P Rechazar el estadístico muestral observado / H  Ciertaα = = =

A 0 A 11      P x 28,833 H Cierta P x 28,833 t (30 , 2,612)= > = > =⎤⎡ ⎡ ⎤⎣ ⎣ ⎦⎦

[ ] [ ]A
11 11

x 30 28,883 30
      P P t 0,4276 1 P t 0,4276 0,9995

2,612 2,612
− −⎡ ⎤= > = > − = − ≥ =⎢ ⎥⎣ ⎦

p 0,9995 0,03α = > α = → Se verifica la hipótesis nula, afirmando que cumple la normativa legal.

48.  El número de millones de metros cúbicos que tiene un embalse sigue una distribución normal
El número de millones de metros cúbicos que tiene un embalse sigue una distribución normal
N(980, 50) . El consumo diario de las poblaciones que sirve es una normal N(85, 30) .

Si se sabe que durante una tormenta la cantidad de agua que se embolsa es una normal N(50, 25) .

Un día han caído dos tormentas, calcular la probabilidad de que al final del día el agua embalsada sea
menor o igual que 980 metros cúbicos.

Solución:

Agua del embalse:   1 1 1X N( , ) N (980, 50)μ σ ≡∼

Consumo diario:   2 2 2X N( , ) N(85, 30)μ σ ≡∼

[ ]
[ ]

3 3 3

3 3

2
3 3

x

x

Agua una tormenta: X N( , ) N(50, 25)                  

E(2X ) 2E X 2 50 100
Agua dos tormentas:   

Var(2X ) 4Var X 4 25

μ σ ≡⎧
⎪

⎧ = = =⎨ ⎪
⎨⎪ = =⎪⎩⎩

∼

2 2
2 2

3 i i i i
i 1 i 1

x2X N , N(100 , 2 25)
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟λ μ λ σ ≡
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑∼

Agua embalse un día con dos tormentas:  
3 3

2 2
1 2 3 i i i i

i 1 i 1

Y X X 2X  siendo  Y N ,
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − + λ μ λ σ
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑∼

( )2 2 2xY N 980 85 100 , 50 30 4 25 N(995, 76,81)− + + + ≡∼

Y 995 980 995
P(Y 980) P P(z 0,19) P(z 0,19) 2P(z 0,19) 0,4247

76,81 76,81
− −⎡ ⎤≤ = ≤ = ≤ − − ≥ = ≥ =⎢ ⎥⎣ ⎦
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49. Sea una población que sigue una distribución normal con media μ  de la que se extraen m.a.s. de

tamaño n. Considere los siguientes estimadores de la media:

                                      
n

1 2 i

i 1

1
ˆ ˆx x

n 1
=

μ = μ =
+ ∑

a)  Estudiar la insesgadez, la eficiencia relativa y la consistencia de ambos estimadores

b)  Elegir uno de los dos estimadores en término del error cuadrático medio

Solución:

a)  Insesgadez:
n n n

1 i i i

i 1 i 1 i 1

1 1 1 1
ˆE( ) E(x) E x E x E(x ) (n )

n n n n
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟• μ = = = = = μ = μ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

Sesgo:    1 1ˆ ˆb( ) E( ) 0μ = μ − μ = μ − μ =

n n n

2 i i i

i 1 i 1 i 1

n1 1 1 1
ˆE( ) E x E x E(x )   (n )

n 1 n 1 n 1 n 1 n 1
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ μ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟• μ = = = = μ =

+ + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

Sesgo:     2 2

    

0 cuando n

esgado
asintoticamente

n n n
ˆ ˆb( ) E( )

n 1 n 1 n 1
s

→ → ∞

μ μ − μ − μ μ
μ = μ − μ = − μ = = −

+ + +

Eficiencia:

Sean dos estimadores insesgados  1θ̂  y   2θ̂  de un parámetro desconocido θ . Se dice  1θ̂  es  más

eficiente que  2θ̂  si se verifica:  1 2
ˆ ˆVar( ) Var ( )θ < θ .

 La eficiencia relativa  se mide por la ratio  1

2

ˆVar( )
ˆVar( )

θ
θ

• 
n n 2

2
1 i i2 2

i 1 i 1

1 1 1
ˆV( ) V( x ) V x V(x ) (n )

n nn n= =

⎛ ⎞ σ⎜ ⎟μ = = = = σ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

• 
n n

2 2
2 i i2 2 2

i 1 i 1

1 1 1 n
ˆV( ) V x V(x ) (n )

n 1 (n 1) (n 1) (n 1)= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟μ = = = σ = σ

+⎜ ⎟ + + +⎝ ⎠
∑ ∑

Eficiencia relativa:

2 2
1

1 22 2 2
2

ˆVar( ) / n (n 1)
ˆ ˆ1 Var( ) Var ( )

ˆVar( ) n / (n 1) n

μ σ +
= = > → μ > μ

μ σ +

El estimador  2μ̂  tiene menor varianza, por lo que es más eficiente que  1μ̂
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Consistencia:

Un estimador  θ̂  es  consistente  cuando 
n n

ˆ ˆlim E( ) y lim V( ) 0
→ ∞ → ∞

θ = θ θ =

1
n n

21

1
n n

ˆlim E( ) lim E( x )   

ˆ
ˆlim V( ) lim 0

n

→ ∞ → ∞

→ ∞ → ∞

μ = = μ⎧
⎪

μ ≡ ⎨ σ⎪ μ = =
⎩

   es consistente

  
2

n n

2
2

2 2n n

1
ˆlim E( ) lim

n 1
ˆ

n
ˆlim V( ) lim 0

(n 1)

→ ∞ → ∞

→ ∞ → ∞

⎧ ⎛ ⎞μ = μ − μ = μ⎜ ⎟⎪ +⎝ ⎠⎪μ ≡ ⎨ ⎡ ⎤⎪ μ = σ =⎢ ⎥⎪ +⎣ ⎦⎩

es consistente

b)  
22ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆECM( ) E( ) V( ) b( ) sesgo b( ) E( )⎡ ⎤ ⎡ ⎤θ = θ − θ = θ + θ θ = θ − θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   
2 2

2
1 1 1ˆ ˆ ˆECM( ) V( ) b( ) 0

n n
σ σ

μ = μ + μ = + =⎡ ⎤⎣ ⎦

   
2 2 2

2 2
2 2 2 2 2

nn 1
ˆ ˆ ˆECM( ) V( ) b( )

n 1(n 1) (n 1)

σ + μ⎛ ⎞μ = μ + μ = σ + μ =⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ++ +⎝ ⎠

El estimador  1μ̂  será elegido sí  
2 22

1 2 2

n
ˆ ˆECM( ) ECM( )

n (n 1)

σ + μσ
μ ≤ μ → ≤

+

2 2 2 22 2 2

2 2 2 2 2

n n n
n(n 1) (n 1) (n 1) (n 1) (n 1)

σ + μ σ σμ σ μ
= + → ≤ +

+ + + + +

2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2

n (n 1) n (2n 1)
n (n 1) (n 1) n (n 1) (n 1) n (n 1) (n 1)

(2n 1)
n

σ + σ − σ + σσ μ μ μ
− ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒

+ + + + + +

+ μ
⇒ ≤

σ

2

1 22

2

2 12

2n 1
ˆ ˆSi se elige antes que

n

2n 1
ˆ ˆSi se elige antes que

n

⎧ + μ
≤ → μ μ⎪

σ⎪⎪
⎨
⎪ + μ⎪ > → μ μ
⎪ σ⎩
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50. La distribución del peso de los dispositivos de un motor de avión sigue una distribución normal
N( , 7)μ . Se pide analizar cuál de los dos estimadores  1μ̂  y   2μ̂  del peso medio es mejor respecto del

sesgo y de la eficiencia, para una muestra aleatoria simple de tamaño cinco.

                             

5

i

i 1
1 2 1 2 3 4 5

x

ˆ ˆ x 2x 3x 4 x x
5

=μ = μ = + + − −
∑

Solución:

 INSESGADEZ:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
5 5

1 i i 1 2 3 4 5
i 1 i 1

1 1
ˆE( ) E x / 5 E x E x E x E x E x E x

5 5

1
          

5

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎡ ⎤μ = = = + + + + =⎣ ⎦⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= μ + μ + μ + μ + μ = μ⎡ ⎤⎣ ⎦

∑ ∑

1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆE( ) b( ) Sesgo b( ) E( ) 0μ = μ + μ → μ = μ − μ = μ − μ =

2 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

ˆE( ) E(x 2x 3x 4 x x ) E(x ) E(2x ) E(3x ) E(4 x ) E(x )

           E(x ) 2E(x ) 3E(x ) 4E(x ) E(x ) 2 3 4

μ = + + − − = + + − − =
= + + − − = μ + μ+ μ − μ − μ = μ

2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆE( ) b( ) Sesgo b( ) E( ) 0μ = μ + μ → μ = μ − μ = μ −μ =

Los dos estimadores son insesgados o centrados.

 EFICIENCIA:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

5 5

1 i i
i 1 i 1

1 2 3 4 5

1
ˆVar( ) Var x / 5 Var x

25

1
             Var x Var x Var x Var x Var x

25
1 49

             49 49 49 49 49
25 5

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ = = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤= + + + + =⎣ ⎦

= + + + + =⎡ ⎤⎣ ⎦

∑ ∑

2 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

x x x x

ˆVar( ) Var(x 2x 3x 4 x x )

              Var(x ) Var(2x ) Var(3x ) Var(4 x ) Var( x )

              Var(x ) 4Var(x ) 9Var(x ) 16Var( x ) Var(x )

              49 4 49 9 49 16 49 49 31 49 1.519

μ = + + − − =
= + + + + =
= + + + + =
= + + + + = =

El primer estimador es más eficiente   1 2
49

ˆ ˆVar( ) Var( ) 1.519
5

μ = < μ = , se elige el primer estimador,

que es el peso medio de la muestra de los dispositivos de un motor.
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51. Sea  1 2 3(x , x , x )  una muestra aleatoria simple procedente de una población que sigue una distribución

normal de media μ  y varianza  2.σ  Se consideran los siguientes estimadores de  :μ

                                    1 2 3 1 2
1 2

x 2x 3x x 4 x
ˆ ˆ

6 3
+ + −

μ = μ =
−

a)  ¿Cuáles son insesgados?

b)  ¿Cuál es el más eficiente?

c)  Encuentra un estimador eficiente para μ

Solución:

a)  Para que un estimador sea insesgado, su esperanza debe coincidir con el parámetro que pretende
estimar; por tanto, se calcula la esperanza de  1μ̂  y   2μ̂

1 2 3
1 1 2 3 1 2 3

1

x 2x 3x 1 1
ˆE E E x 2x 3x E x ] 2E[ x ] 3E[x

6 6 6

1
ˆ           ( 2 3 )  es insesgado

6

+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤μ = = + + = + + =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

= μ + μ + μ = μ → μ

1 2
2 1 2 1 2

2

x 4 x 1 1 1
ˆE E E x 4 x E[ x ] 4E[ x ] ( 4 )

3 3 3 3

ˆ            es insesgado

⎡ ⎤−
μ = = − − = − − = − μ − μ = μ →⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦−⎣ ⎦

→ μ

b)  La eficiencia de un estimador insesgado se mide por su varianza. Así, un estimador insesgado será
tanto más eficiente cuanto menor sea su varianza. Como  1μ̂  y  2μ̂  son insesgados, para ver cuál de ellos

es más eficiente, se calculan sus varianzas respectivas teniendo en cuenta que  1 2 3(x , x , x )  son variables

independientes, pues se trata de una muestra aleatoria simple:

( )1 2 3
1 1 2 3 1 2 3

2
2 2 2 2

x 2x 3x 1 1
ˆVar Var Var x 2x 3x Var x ] 4Var[x ] 9Var[x

6 36 36

71 14
                ( 4 9 )

36 36 18

+ +⎡ ⎤μ = = + + = + + =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
σ

= σ + σ + σ = σ =

( ) 2 2 21 2
2 1 2 1 2

x 4 x 1 1 1 17
ˆVar Var Var x 4 x Var[ x ] 16Var[ x ] ( 16 )

3 9 9 9 9

⎡ ⎤−
μ = = − = + = σ + σ = σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦−⎣ ⎦

Como  2 2
1 2

7 17
ˆ ˆVar Var

18 9
μ = σ < σ = μ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  el estimador  1μ̂  es el más eficiente de los dos.

c)  Para comprobar la eficiencia de la media  x , vista su insesgadez, hay que verificar que su varianza
coincide con la cota de Cramer‐Rao para un estimador insesgado.

                                              
2

1
CCR

lnf (x ,
n . E

=
⎡ ⎤⎛ ⎞ϑ θ⎢ ⎥⎜ ⎟ϑθ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
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Como la muestra procede de una población normal, se tiene:   

2

2
( x )

21
f (x , ) e

2

− μ
−

σμ =
σ π

2

2
( x )

2
2

2

( x )1 1
Ln f (x , ) Ln e Ln

22 2

− μ
−

σ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ − μ⎜ ⎟μ = = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ σσ π σ π⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2

f (x , ) ( x ) ( x )
0

ϑ μ − μ − μ
= − = −

ϑ μ σ σ

22 2
2

2 4 4 2

xlnf (x , n .n n
n . E n . E . E (x )

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞− μ⎡ ⎤⎛ ⎞ϑ θ σ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ = − = − μ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎟ϑθ ⎢ ⎥σ σ σ σ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

En consecuencia,  
2

2

1
CCR

n n
σ

= =

σ
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52.  El peso en kilos de los jamones vendidos por una empresa sigue una distribución normal con varianza
4 y  peso medio desconocido. Se conoce que el peso medio de los jamones vendidos es superior a 5 kg, y
se toman m.a.s. de tamaño 4 para estimar θ .
¿Cuál de los dos estimadores sería el mejor respondiendo a la insesgadez y eficiencia?

                          1 2 3 1 2
1 2

x x x x xˆ ˆ
4 2

+ + +
θ = θ =

Solución:

La v.a   ix "Peso en kg de los jamones"=  sigue una distribución normal de varianza  2 4σ =

Para estudiar la insesgadez de los estimadores se calculan sus esperanzas:

 1 2 3
1 1 2 3

x x x 1 3ˆE( ) E E(x ) E(x ) E(x )
4 4 4

+ +⎡ ⎤θ = = + + = θ⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

       El sesgo del estimador  1θ̂  será:   1 1
3 1ˆ ˆb( ) E( )
4 4

θ = θ − θ = θ − θ = − θ

 1 2
2 1 2

x x 1 2ˆE( ) E E(x ) E(x )
2 2 2
+⎡ ⎤θ = = + = θ = θ⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

       El estimador  2θ̂  es insesgado,   2
ˆb( ) 0θ =

Atendiendo al sesgo se elige  2θ̂

Para analizar la eficiencia relativa de los dos estimadores se calculan las respectivas varianzas

 [ ]1 2 3
1 1 2 3

Observaciones
independientes

x x x 1ˆV( ) V V(x x x )
4 16

+ +⎡ ⎤θ = = + + =⎢ ⎥⎣ ⎦

                   
i

1 2 3 V(x ) 4

1 1 12 3
V(x ) V(x ) V(x ) . 12

16 16 16 4=
= + + = = =⎡ ⎤⎣ ⎦

 [ ]1 2
2 1 2 1 2

x x 1 1 1ˆV( ) V V(x x ) V(x ) V(x ) . 8 2
2 4 4 4
+⎡ ⎤θ = = + = + = =⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

Respecto a la varianza se elige el estimador  1θ̂  por ser el de menor varianza.

Aparecen decisiones contrapuestas, de modo que el estimador se elige en base al error cuadrático medio:
2ECM Varianza (sesgo)= +

2 2

1 2
123ˆ ˆECM( ) ECM( ) 2 0 2

4 4 16
θ +θ⎛ ⎞θ = + − = θ = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

Se analiza cuando es mayor el ECM el primer estimador  1θ̂ :
2

2
1 2

12ˆ ˆECM( ) ECM( ) 2 20 20 4,47
16

θ +
θ > θ → > → θ > → θ > ≈

Si  θ  es en valor absoluto mayor que 4,47, el error cuadrático medio de  1θ̂  es mayor, con lo que se elige

el estimador  2θ̂ .

Siendo el peso medio de los jamones  superior a 5 kg, no queda duda que el estimador a elegir (con

menor error cuadrático medio) es  2θ̂
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53.  En un estacionamiento el número de veces que se abre la barrera en un intervalo de 10 minutos,
para que pasen vehículos en un sector de seguridad, se considera una variable aleatoria con distribución
de Poisson de parámetro λ  desconocido.

a)  En una muestra aleatoria de 8 intervalos de 10 minutos cada uno, elegidos de forma independiente,
     se registra para cada intervalo el valor que toma la variable en estudio.

                       3 5 8 7 4 5 6 2

     Encontrar la estimación máximo verosímil de λ

b)  Sea  1 n(x , ,x ) una muestra aleatoria de tamaño n que sigue una distribución de Poisson.

     Sí  
n

i
1

i 1

xˆ
n=

λ = ∑   ,   1 n
2

x 3xˆ
4
+

λ =  son estimadores. Determinar el mejor estimador del parámetro λ

Solución:

a)  Sea la v.a.  X = "Número de veces que se abre la barrera en un intervalo de 10 minutos",   X P( )λ∼

      

x

e x 0, 1, 2, ...
P(X, ) x!

0 otro caso     

−λ⎧λ
=⎪λ = ⎨

⎪⎩

Función verosimilitud:  

n

i
i 11 nn

n
i n

1 n
i

i 1

x
x x

i 1

L ( ) L (X , ) P(x , ) e e e
x ! x !

x !

=
− − −

=

λ λ λ

=

∑
λ λ λ

λ = λ = λ = =∏
∏

n
n

i
i 1 i

i 1
n

n n
in

i 1
i

i 1

x
x

ln L (X , ) ln e ln ( ) ln x ! ln (e )

x !

=
=− −

=

=

λ λ

⎛ ⎞∑⎜ ⎟ ∑ ⎛ ⎞λ⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ = = λ − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏
∏

                  
n n

i i

1i 1 i

x . ln ln(x !) n
= =

= λ − − λ∑ ∑
n n

i i

1i 1 i

ln L (X , ) x . ln ln(x !) n
= =

λ = λ − − λ∑ ∑
Para obtener el estimador de máxima verosimilitud   ˆEMV( )λ , se deriva la expresión anterior respecto del

parámetro, sustituyendo λ  por   λ̂ , e igualando a cero:

n i

i

n

i 1

i 1ˆ ˆ

x
ln L (X , ) 1 ˆx . n 0 x

n
=

=λ = λ λ = λ

∑ϑ λ
= − = → λ = =

ϑλ λ∑

El estimador de máxima verosimilitud viene dado por la media muestral  ˆEMV( ) xλ =

Utilizando la muestra aleatoria de ocho intervalos de 10 minutos, se obtiene el estimador máximo
verosímil:

                      
3 5 8 7 4 5 6 2ˆ 5

8
+ + + + + + +

λ = =
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En consecuencia, en una muestra aleatoria de ocho intervalos de 10 minutos cada uno, elegidos de forma
independiente, la estimación máxima verosímil corresponde a que la barrera se abre 5 veces.

b)  Se analizan si los estimadores son o no insesgados, esto es, si la esperanza del estimador coincide con
el parámetro a estimar.

n n
i

1 i
i 1 i 1

n.x 1ˆE( ) E E(x )
n n n= =

⎛ ⎞ λ
λ = = = = λ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

[ ]1 n
2 1 2

x 3x 31ˆE( ) E E(x ) 3 E(x )
4 4 4
+ λ + λ⎛ ⎞λ = = + = = λ⎜ ⎟

⎝ ⎠

Ambos estimadores son insesgados.

Varianza de cada estimador:

n n
i

1 i2 2
i 1 i 1

n.x 1ˆV( ) V V(x )
n nn n= =

⎛ ⎞ λ λ
λ = = = =⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

[ ]1 n
2 1 2

x 3x 9 10. 5.1ˆV( ) V V(x ) 9V(x )
4 16 16 16 8
+ λ + λ λ λ⎛ ⎞λ = = + = = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

La efectividad de los estimadores depende del tamaño de la muestra:

   Si la muestra es igual a 1  (n 1)=  el estimador más eficiente es  2λ̂

   Si la muestra es mayor que 1  (n 1)>  el estimador más eficiente es  1λ̂
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54. Se desea determinar si en una zona rural el 60% o el 70% de los hogares dispone de conexión a
internet, que sigue una ley normal; para dilucilarlo se toma al azar una muestra de 400 hogares,
adoptando el criterio de que si en la muestra hay menos de 260 hogares con conexión a internet, se
rechaza que el 60% de los hogares poseen conexión. Se pide:
a)  Nivel de significación del test

b)  Potencia del test

c)  Riesgo tipo II

Solución:

a)  La hipótesis a contrastar es  0H : p 0,6= , frente a la hipótesis alternativa  1H : p 0,7=

Región crítica que define el test:  
260ˆ ˆRC p p 0,65
400α

⎧ ⎫
= ≥ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

Para hallar el nivel de significación, bajo la hipótesis nula, se recurre al error tipo I:

0 ˆP(Cometer error Tipo I) P(Rechazar H  siendo cierta) P(p 0,65 p 0,6 )α = = = ≥ =

Para calcular esta probabilidad interesa conocer la distribución  
400

i
i 1

1
p̂ x

n =

= ∑

i

1 hogares con conexión internet
donde  x

0 hogares sin conexión internet
⎧

= ⎨
⎩

pq pqˆ ˆ ˆE(p) p , V(p) p B p ,
n n

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∼

Como el tamaño de la muestra es sufientemente grande y estar definido  p̂  como suma de variables

aleatorias independientes según una distribución de Bernouilli B(1, p) se puede aproximar la distribución

exacta de   p̂  por una distribución normal 
pq

p̂ B p ,
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼

Bajo la hipótesis nula, 
x0,6 0,4

p̂ N 0,6 , N(0,6 , 0,0245)
400

⎛ ⎞
≡⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∼

p̂ 0,6 0,65 0,6ˆP(p 0,65 p 0,6) P P(z 2,04) 0,0207
0,0245 0,0245
− −⎛ ⎞α = ≥ = = ≥ = ≥ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

b)   0 ˆPot 1 P(Rechazar H  siendo falsa) P(p 0,65 p 0,7)= −β = = ≥ =

Bajo la hipótesis alternativa, 
x0,7 0,3

p̂ N 0,7 , N(0,7 , 0,023)
400

⎛ ⎞
≡⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∼

p̂ 0,7 0,65 0,7ˆPot 1 P(p 0,65 p 0,7) P P(z 2,17)
0,023 0,023
− −⎛ ⎞= −β = ≥ = = ≥ = ≥− =⎜ ⎟

⎝ ⎠

        P(z 2,17) 1 P(z 2,17) 1 0,015 0,985= ≤ = − ≥ = − =
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c)   0 ˆP(Cometer error Tipo II) P(Aceptar H  siendo falsa) P(p 0,65 p 0,7 )β = = = < = =

           ˆ1 P(p 0,65 p 0,7 ) 1 0,985 0,015= − ≥ = = − =

55. La renta disponible mensualmente de una familia rural es una variable aleatoria que sigue una
distribución normal N(905, 450) , expresados en euros. Para realizar un estudio sobre los hábitos de esta

comunidad rural, se ha tomado una muestra aleatoria simple de 1000 familias. Calcular la probabilidad de
que la cuasidesviación típica de la muestra sea superior a 430 euros.

Solución:

Denotando por  2
xs Cuasivarianza muestral≡ , se pide   xP(s 430)>

Por otra parte, siendo la muestra aleatoria simple, y procediendo de una población normal, se tiene:
2

2x
n 12

(n 1) s
−

−
χ

σ
∼  , con lo cual , 

2
2x
9992

999 s

450
χ∼

( )
2 2

2 2 2x
x x 9992 2

x x999 s 999 430
P(s 430) P s 430 P P( 912,17)

450 450

⎛ ⎞
> → > = > = χ >⎜ ⎟

⎝ ⎠

En las tablas de la  2χ  no se encuentran tantos grados de libertad, teniendo que recurrir al

comportamiento asintótico de la normal proporcionado por Fisher:

Para n 30>  la variable  ( )2
n

n2 N 2n 1 , 1→ ∞χ ⎯⎯⎯⎯→ −

2
9992

999

x x x2 2 999 1 2 912,17 2 999 1
P( 912,17) P

1 1

⎛ ⎞χ − − − −⎜ ⎟χ > = > =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                     P(z 1,97) P(z 1,97) 1 P(z 1,97) 1 0,0244 0,9756= > − = < = − > = − =
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56. La empresa Embraer S.A. está desarrollando un nuevo dispositivo en el motor de aviones, para ello
trabaja con dos  muestras de esquemas transitorizados que siguen una ley normal.  La primera muestra,
de tamaño 13, tiene una vida media de 1.200 horas con una cuasidesviación típica de 20 horas.
La segunda muestra, de tamaño 16, presenta una vida media de 1.000 horas, con una cuasidesviación
típica de 25 horas.  Con un nivel de confianza del 90%, ¿existe diferencia significativa entre la media de
vida de los dos esquemas?

Solución:

Sea la variable aleatoria  1X   ≡  'Vida media del primer esquema'  que sigue una distribución normal

1 1N( , )μ σ . Análogamente, la variable aleatoria  2X   ≡  'Vida media del segundo esquema  sigue una

distribución normal  2 2N( , )μ σ

Hay que construir un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales  1 2( )μ − μ  con

varianzas poblacionales desconocidas, y se desconoce si distintas o no, siendo las muestras pequeñas

1 2n n 13 16 29 30+ = + = <

Para dilucidar si las varianzas poblacionales desconocidas son o no distintas, se construye primero un

intervalo de confianza para el cociente de varianzas  2 2
1 2( )σ σ , de modo que si el intervalo cubre al punto

1  se puede partir de que las varianzas son desconocidas pero iguales.

Para construir un intervalo de confianza para el cociente de varianzas se emplea la fórmula:

1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 22 2

1 1 2
/ 2 ; ( n 1 ) , (n 1 ) ( 1 / 2 ) ; (n 1 ) , ( n 1 )

s s s s
I ( ) ,

F F−
− − − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥σ σ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

α
α α

1 2
2 1

1 / 2 ; ( n 1 ) , ( n 1 )
/ 2 ; ( n 1) , ( n 1)

1
siendo, F

F− − −
− −

=α
α

2 22 2 2 2
1 1 2 2 1 2s 20 400 n 13         s 25 625 n 16 s / s 400 / 625 0,64

1 0,90    / 2 0,05

⎧ = = = = = = = =⎪
⎨

− α = =⎪⎩ α

0,05 ; 12 , 15 0,95 ; 12 , 15 0,05 ; 15 , 12F 2,4753 F 1 / F 1 / 2,6169 0,382= = = =

de donde,   2 2
0,90 1 2

0,64 0,64
I ( ) , 0,260 , 1,675

2,4573 0,382

⎡ ⎤
σ σ = = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

El intervalo cubre el punto uno  0,260 1 1,675< < ,  por tanto las varianzas poblacionales son

desconocidas pero iguales con una fiabilidad del 90%.

La pregunta se contesta mediante un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales

1 2( )μ − μ  con varianzas poblacionales desconocidas pero iguales, con muestras pequeñas

1 2n n 30+ <

1 21 1 2 / 2 , ( n n 2 ) p
1 2

1 1
I ( ) ( x y ) t . s .

n n− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥μ − μ = − ±
⎢ ⎥⎣ ⎦

α α + +

donde,   2
ps ≡media ponderada de las cuasivarianzas muestrales:
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2 2
1 1 2 2 22

p p p
1 2

( n 1 ) . s ( n 1 ) . s 12 . 400 15 . 625
s s 525 s 22,91

n n 2 13 16 2

− + − +
= → = = =

+ − + −

1 21 2 1 2 / 2 , ( n n 2 ) 0,05 , 27n n 2 27 x 1.200 x 1.000 t t 1,703+ −+ − = = = = =α

0,90 1 2
1 1

I ( ) (1.200 1.000) 1,703 . 22,91 . 185,432 , 214,568
13 16

⎡ ⎤
μ − μ = − ± + = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

El intervalo de confianza no cubre el cero, por lo que existe diferencia significativa entre la diferencia
media de vida entre los dos esquemas, siendo superior la vida media del primer esquema.

57.  Sea X una variable aleatoria que se distribuye según una normal N( , 4)μ . Suponiendo que el tamaño

muestral  n 10= .  Se pide:

a)  Determinar el número k tal que, exista una probabilidad de 0,99 de que el estadístico desviación
tipica muestral, sea mayor que él.

b)  Determinar el número k tal que, exista una probabilidad de 0,99 de que el estadístico cuasidesviación
tipica muestral, sea mayor que él.

Solución:

a)   2 2
x xP( k ) 0,99 P( k ) 0,99 n 10 X N( , 4)σ > = → σ > = = μ∼

La distribución 
2 2

2x x
n 12 2

n (n 1) s
−

σ −
= χ

σ σ
∼    donde  

2
x

2
x

Varianza muestral        

s Cuasivarianza muestral

⎧σ ≡⎪
⎨

≡⎪⎩

2 2 2
2 2 2x

x x n 12 2 2

n n k n k
P( k ) 0,99 P( k ) 0,99 P P 0,99−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ
σ > = → σ > = → > = χ > =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

σ σ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Por tanto,   
2 2 2

2 2
n 1 92

n k 10 k 10 k
P P 0,99 2,09 k 1,82

16 16−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
χ > = χ > = → = → = ±⎜ ⎟ ⎜ ⎟

σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

k 1,82= .  El resultado es independiente del valor de la media poblacional μ

b)  
2 2

2 2 x
x x 2 2

(n 1) s (n 1) k
P(s k ) 0,99 P(s k ) 0,99 P 0,99

⎛ ⎞− −
> = → > = → > =⎜ ⎟

σ σ⎝ ⎠

2 2 2
2 2
n 1 92

(n 1)k 9k 9k
P P 0,99 2,09 k 1,928

16 16−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
χ > = χ > = → = → = ±⎜ ⎟ ⎜ ⎟

σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

k 1,928= .  El resultado es independiente del valor de la media poblacional μ
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58. Un fabricante de televisores está desarrollando un nuevo modelo de televisor en color que sigue
una ley normal, y para este fin se pueden utilizar dos tipos de esquemas transistorizados.
El fabricante selecciona una muestra de esquemas transistorizados del primer tipo de tamaño 16, y otra
del segundo tipo de tamaño 13.
Los datos muestrales respecto a la vida media de cada esquema son los siguientes:

                       1 1 1

2 2 2

x 1400 horas s 30 horas n 16

x 1500 horas s 17 horas n 13

= = =
= = =

Construir un intervalo de confianza del 90% para la diferencia de vida media de cada tipo de esquema.

Solución:

Sea la variable aleatoria  1X   ≡  'Vida media del primer esquema'  que sigue una distribución normal

1 1N( , )μ σ . Análogamente, la variable aleatoria  2X   ≡  'Vida media del segundo esquema  sigue una

distribución normal  2 2N( , )μ σ
Hay que construir un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales  1 2( )μ − μ  con

varianzas poblacionales desconocidas, y se desconoce si distintas o no, siendo las muestras pequeñas

1 2n n 29 30+ = <

Para dilucidar si las varianzas poblacionales desconocidas son o no distintas, se construye primero un

intervalo de confianza para el cociente de varianzas  2 2
1 2( )σ σ , de modo que si el intervalo cubre al

punto 1  se puede partir de que las varianzas son desconocidas pero iguales.

Para construir un intervalo de confianza para el cociente de varianzas se emplea la fórmula:

                
1 2 1 2

2 2 2 2
2 2 1 2 1 2

1 1 1
/ 2 ; ( n 1) , ( n 1) 1 / 2 ; ( n 1) , ( n 1)

s s s s
I ( ) ;

F F− α
α − − − α − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥σ σ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

donde, 
1 2

2 1

1 /2 ; ( n 1) , ( n 1)
/ 2 ; ( n 1) , ( n 1)

1
F

F− α − −
α − −

=

22 2 2
1 1 1 2

22
2 2

s 30 900 n 16 s / s 900 / 289 3,114        

1 0,90 / 2 0,05s 17 289 n 13

⎧ = = = = =⎪
⎨

− α = → α == = =⎪⎩

0,05 ; 15 , 12 0,95 ; 15 , 12 0,05 ; 12 , 15F 2,6169 F 1 / F 1 / 2,4753 0,404= = = =

de donde,   2 2
0,90 1 2

3,114 3,114
I ( ) ; 1,19 ; 7,71

2,6169 0,404

⎡ ⎤
σ σ = = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

El intervalo no cubre el punto uno, y por tanto las varianzas poblacionales son desconocidas y distintas
con una fiabilidad del 90%.

La situación es un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales  1 2( )μ − μ  con

varianzas poblacionales desconocidas y distintas o no, con muestras pequeñas  1 2n n 30+ <
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2 2
1 2

1 1 2 / 2 , f
1 2

s s
I ( ) ( x y ) t

n n− α α

⎡ ⎤
⎢ ⎥μ − μ = − ± +
⎢ ⎥⎣ ⎦

( )22 2
1 1 2 2

/2 , f 2222
2 21 1

1 2

s / n s / n
t donde f es la aproximación de Welch :    f 2 

(s n )(s n )
n 1 n 1

α

+
= −

+
+ +

( )
( )

( ) ( )

222 2 2
1 1 1 1 1 1

222 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 22 2 2 2
1 1 2 2 1 2

1 2

s 30 900 n 16  s / n 900 / 16 56,25 s / n 3.164,06

s 17 289 n 13  s / n 289 / 13 22,23 s / n 494,17

s / n s / n s s
186,12 35,298 6.159,11

17 14 n n

= = = = = =

= = = = = =

⎛ ⎞
= = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

( )22 2
1 1 2 2

2222
2 21 1

1 2

s / n s / n 6159,11
f 2 2 25,82 26

186,12 35,298(s n )(s n )
n 1 n 1

+
= − = − =

+
+

+ +

1 2 /2 , f 0,05 , 26x 1400 horas x 1500 horas t t 1,706α= = = =

0,90 1 2
900 289

I ( ) (1400 1500) 1,706 115,113 , 84,887
16 13

⎡ ⎤
μ − μ = − ± + = − −⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

El intervalo no cubre el cero, concluyendo que existe diferencia significativa entre la vida media de cada
esquema, siendo mayor la vida media del segundo esquema con una fiabilidad del 90%.
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59. Sea una variable aleatoria X procedente de una población con densidad de probabilidad N( , 4).μ  Se

contrasta la hipótesis nula  0H : 10μ =  frente a la hipótesis alternativa  1H : 12μ = , con un nivel de

significación  0,05α = , con un muestreo simple de tamaño 25. Determinar:

a)  La probabilidad de cometer el error tipo II
b)  La potencia del contraste

Solución:

a)  La media muestral  x ,  bajo la hipótesis nula,   0
4

x N , N 10 , N( 10 , 0,8)
n 25

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ
∼ μ ≡ ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

      La media muestral  x ,  bajo la hipótesis alternativa,  1
4

x N , N 12 , N( 12 , 0,8)
n 25

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ
∼ μ ≡ ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Se plantea el contraste unilateral a la derecha (cola a la derecha):

Regla decisión  0

0

x k se acepta H  (R.A) 

x k se rechaza H  (R.C)

≤⎧
⎨ >⎩

Para hallar el valor crítico  k   se recurre al nivel de significación  0,05α = :

( )0 0
x 10 k 10

P(ET I) P(Rechazar H / H Cierta) P x k N( 10 , 0,8) P
0,8 0,8
− −⎛ ⎞α = = = > = > =⎜ ⎟

⎝ ⎠

    
k 10 k 10

P z 0,05 1,645 k 11,316
0,8 0,8
− −⎛ ⎞= > = → = → =⎜ ⎟

⎝ ⎠

Error Tipo II:   ( )0 0P( ET II ) P( Aceptar H / H Falsa ) P x 11,316 N( 12 , 0,8)β = = = ≤ =

                   
x 12 11,316 12 11,316 12

P P z P(z 0,855) P(z 0,855)
0,8 0,8 0,8
− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ≤ = ≤ = ≤ − = ≥ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

            1 P(z 0,855) 1 0,8037 0,1963= − ≤ = − =

( )0 0Pot P Rechazar H H Falsa 1 1 0,1963 0,8037= = − β = − =

b)  Potencia del Contraste:

( )0 0Pot P Rechazar H H Falsa= =

1 1 0,1963 0,8037= − β = − =
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60. Una cadena de producción de un componente electrónico debe revisarse cuando el porcentaje de
productos defectuosos supera el 3%. Según el mecanismo establecido para el control de calidad, se extrae
a lo largo del día, y de forma aleatoria, una muestra de 300 unidades de las que se detectan 17
defectuosas.
a)  Utilizando una significación del 1%, ¿debería revirsase el sistema de producción?
b)  Construir un intervalo de confianza para la proporción de componentes electrónicos defectuosos,    
     con un nivel de significación del 1%.

Solución:

a)  Sea la variable aleatoria 
1 unidad defectuosa     

X
0 unidad no defectuosa
⎧

= ⎨
⎩

     X B(1, p)∼

 p P(x 1) "Proporción de productos defectuosos"= = ≡

 Se contrasta la hipótesis nula   0H : p 0,03≤   frente a la hipótesis alternativa   1H : p 0,03>

El tamaño muestral  n 300=  es suficientemente grande para que la aproximación a la  distribución

asintótica N(0, 1) sea aceptable.

 La proporción muesrtral  p̂ , bajo la hipótesis nula  0H , sigue una distribución:

   ( )p . q 0,03 . 0,97
p̂ N p, N 0,03, N 0,03, 0,0099

n 300

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∼ ≡ ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  Se plantea el contraste unilateral a la derecha (cola a la derecha):

 Regla decisión:

  0

0

p̂ k se acepta H  (R.A) 

p̂ k se rechaza H  (R.C)

≤⎧
⎨ >⎩

Para hallar el valor crítico  k   se recurre al nivel de significación  0,01α = :

( )( )0 0
p̂ 0,03 k 0,03ˆP(ET I) P(Rechazar H / H Cierta) P p k N 0,03, 0,0099 P
0,0099 0,0099
− −⎛ ⎞α = = = > = > =⎜ ⎟

⎝ ⎠

     
k 0,03 k 0,03

P z 0,01 2,33 k 0,053
0,0099 0,0099
− −⎛ ⎞= ≤ = → = → =⎜ ⎟

⎝ ⎠

La proporción muestral  observada  
300

i
i 1

1 17
p̂ x 0,057 0,053 k

n 300=

= = = > =∑
Rechazando la hipótesis nula, teniendo que revisar el sistema de producción.

  Otra forma, se acepta la hipótesis nula cuando el estadístico observado o de contraste es menor que el
estadístico teórico:

       p‐valor p‐valor
p̂ p 0,057 0,03

z z z 2,741
p . q 0,03 . 0,97
n 300

α
− −

= ≤ → = = ≤ 0,012,33 z=



                                        Portal Estadística Aplicada:  Estadística Teórica   62

Se rechaza la hipótesis nula. En consecuencia, con un nivel de significación del 1% , hay que revisar el
sistema de producción.

b)  Intervalo de confianza para la proporción poblacional:

Región aceptación:

     p‐valor A
p̂ p p . qˆz z R p p z .

np . q
n

α α

⎧ ⎫− ⎪ ⎪= ≤ → = ≤ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

p . q 0,03 . 0,97
I , p z . I , 0,03 2,33 ( , 0,053)

n 300α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −∞ + → = −∞ + = −∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

La proporcion muestral  
17

p̂ 0,057
300

= =  no se encuentra en el intervalo de confianza, rechazando la

hipótesis nula. En consecuencia, con un nivel de significación del 1% , hay que revisar el sistema de
producción.
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61. La característica  en estudio  de una población X N( , )μ σ∼ , contrastar con un nivel de significación

del 20%, las hipótesis nula   2
0H :  10σ =  y la alternativa  2

1H :  10σ ≠ . Se toma una muestra aleatoria

simple de tamaño 7, cuyo resultado es:   7,1 5,3 4,7 8 9,9 3,4 3,6

Solución:

Se trata de un contraste bilateral o de dos colas:    2
0H :  10σ =     2

1H :  10σ ≠

Se puede plantear que bajo la hipótesis nula la distribución en el muestreo:

0

2 2 22
n 12 2 2 6x

n 1 x x2 H

. 10.Varianza muestral
Varianza teórica n 7( / n )

−
−

σ χ χσ
χ = = → σ = → σ =

σ

Regla de decisión:  ( ) ( )
2 2
x 0 1 x 2 0

2 22
x 1 x 2 0x 0

k se acepta H k k se acepta H

k k se rechaza Hk se rechaza H

⎧ ⎧σ ≤ ≤ σ ≤⎪ ⎪→⎨ ⎨
σ < ∪ σ >σ >⎪ ⎪⎩⎩

         
2 2
x x( n 1 ) . s n . 7 . 5,017 35,119− = σ = =

Los valores críticos k se determian a partir del nivel de significación  0,20α =

2 2 2 2
0 0 x 1 x 2 x 6

2 2
6 1 6 2

10
P Rechazar H / H Cierta P k ( k )

7

10 10
      P k P k / 2 / 2 0,1 0,1 0,2

7 7

( )⎡ ⎤
α = = σ < σ > σ = χ =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= χ < + χ > = α + α = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∪

 2 2
6 1 6 1 1 1

10 7 7
P k P k 0,1 k 10,645 k 15,207

7 10 10
⎡ ⎤ ⎡ ⎤χ < = χ > − = → − = → = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 2 2
6 2 6 2 2 2

10 7 7
P k P k 0,1 k 10,645 k 15,207

7 10 10
⎡ ⎤ ⎡ ⎤χ > = χ > = → = → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

La varianza  muestral observada   2
x15,207 5,017 15,207− ≤ σ = ≤  se encuentra en la región de

aceptación, aceptando la hipótesis nula.

  Se podría haber elaborado un intervalo de confianza para la varianza  2σ  de una población normal,

verificando si se acepta la hipótesis nula al encontrarse la varianza  2 10σ =  cubierta en el intervalo.
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2 35,119 35,119
I.C ( ) , 3,299 , 15,934

10,645 2,204
⎡ ⎤σ = = ⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

Como  010 3,299 , 15,934 Se acepta H∈ →⎡ ⎤⎣ ⎦

  Se puede resolver con  un contraste del p‐valor para la varianza de una población normal:

Se acepta   2
0H :  10σ =  sí   

2
2 2x
1 / 2 , ( n 1 ) / 2 , ( n 1 )2

( n 1 ) . s
,− α − α −

− ⎡ ⎤∈ χ χ⎣ ⎦σ

Como 2,204 3,511 10,645≤ ≤  se acepta la hipótesis nula.
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62. Una empresa dedicada a la fabricación de artículos deportivos dispone de dos máquinas para el
inflado de balones. La presión en Kg del inflado de la máquina A sigue una ley normal  AN( , 1,6 )μ  y  la

presión en Kg del inflado de la máquina B se distribuye según una ley  BN( , 1,2 )μ .

Contrastar con un nivel de significación del 5% sí   0 A BH : 1μ − μ ≥  frente a   1 A BH : 1μ − μ < .

Para ello se toman dos muestras aleatorias simples de balones que dan las siguientes presiones de
inflado:

Máquina A   4 5 3 6 7 5,5 4,5 6 4

Máquina B 3 5 7 3,5 4 4,5 6

¿Cuál es el resultado del contraste?

Solución:

Hipótesis nula   0 A BH : 1 0μ − μ − ≥  frente

a la hipótesis alternativa   1 A BH : 1 0μ − μ − <

Contraste unilateral con cola a la izquierda

( )
2 2 2 2
A B

A B
A B

1,6 1,2
( x x ) N 0, N 0, N 0, 0,7

n n 9 7

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + ≡ + =
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∼

Bajo la hipótesis nula:     ( ) ( ) ( )A B A B( x x ) N 0, 0,7 x x 1 N 1, 0,7− → − − −∼ ∼

Regla decisión:

0 0

0 0

A B A B

A B A B

( x x 1) k se acepta H (R.A.)  ( x x ) 1 k se acepta H (R.A.) 

( x x 1) k se rechazaH (R.C.) ( x x ) 1 k se rechazaH (R.C.)

− − ≥ − ≥ +⎧ ⎧
→⎨ ⎨− − < − < +⎩ ⎩

El valor crítico k se determia a partir del nivel de significación  0,05α =

0 0 A B

A B
A B

P(Rechazar H H Cierta) P ( x x 1) k / N 1 , 0,7

x x 0 k 1 0 k 1
   P ( x x ) k 1 / N 0 , 0,7 P P z

0,7 0,7 0,7

k 1 k 1
   P z 0,05 1,645 1 k 1,1515

0,7 0,7

⎡ ⎤α = = − − < − =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦
− − + − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤= − < + = < = < =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− − − −⎡ ⎤= > = → = → + = −⎢ ⎥⎣ ⎦

Regla decisión:   0

0

A B

A B

( x x ) 1,1515 se acepta H (R.A.) 

( x x ) 1,1515  se rechazaH (R.C.)

− ≥ −⎧
⎨ − < −⎩

De otra parte, en la muestra:  
2

A A
A B2

B B

ˆx 5  1,3889
( x x ) 0,2857

ˆx 4,7143 1,7041

⎧ = σ =⎪ → − =⎨
= σ =⎪⎩

Siendo   A B 0( x x ) 0,2857 1,1515 Se acepta H− = ≥ − →



                                        Portal Estadística Aplicada:  Estadística Teórica   66

  Se puede resolver con un contraste unilateral a la izquierda:

   

Se acepta  0H  cuando 
estadístico estadístico

contraste teórico
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

≥ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

p 0,05 022

5 4,7143 1
z 1,020 1,645 z Se acepta H

1,2 1,6
7 9

− −
= = − ≥ − = − →

+
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63. Una compañía de refrescos presenta un nuevo producto en el mercado afirmando que posee menos
calorías que su homólogo más antiguo y conserva el resto de propiedades. Para verificar la afirmación
de la compañía se eligieron al azar 14 botes del refresco nuevo y se calculó su media, 20 calorías por
bote, y su desviación estándar  muestral, tres calorías. De modo independiente, se tomó otra muestra
aleatoria de 16 botes del refresco antiguo, obteniéndose una media de 28 calorías por bote con una
desviación estándar muestral de 5 calorías.
Suponiendo que la cantidad de calorías por bote sigue una distribución normal en ambos refrescos, pero
con desviaciones típicas diferentes, ¿existe alguna razón para no creer en la afirmación de la compañía
con un nivel de significación del 2,5%?

Solución:

Denotando por X e Y las variables aleatorias que representan la cantidad de calorías por bote en  el
nuevo producto y en el antiguo, respectivamente:  x xX N( , )μ σ∼   e    y yY N( , )μ σ∼  ,  siendo X e Y

independientes con  x yσ ≠ σ

Se contrastan las hipótesis:

0 x y

1 x y

H :   0

H :   0    (el nuevo producto posee menos calorías que el antiguo)

μ − μ ≥⎧⎪
⎨ μ − μ <⎪⎩

  Se acepta  0H  sí  p observado , ft t tα= > −

Estadístico de contraste:

p 22
yx

x y

x y 20 28
t 5,387

9 25ss
14 16n n

− −
= = = −

++

El p_valor es el nivel de significación más

pequeño para el que se acepta la hipótesis
alternativa.

Estadístico teórico para tamaños muestras pequeños  x y(n n+ > 30) y varianzas poblacionales

desconocidas y distintas:   , f 0,025 , 26t t 2,056α− = − = −

222 2yx

x y

2 2 22 22
yx

yx

x y

ss 9 25
n n 14 16

f 2 2 26   (aproximación de Welch)
9 25ss
14 16nn
15 17

n 1 n 1

⎛ ⎞
⎛ ⎞+⎜ ⎟ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠= − = −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠+

+ +

Como  observado 0,025 , 26t 5,387 2,056 t= − < − = −  se rechaza la hipótesis nula,  concluyendo que no

existen razones para no creer en la afirmación de la compañía.
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  Otro procedimiento:      0 x y 1 x yH :   0 H :   0μ − μ ≥ μ − μ <

Regla de decisión:   0

0

( x y ) k Se acepta H  

( x y ) k Se rechaza H

− ≥⎧
⎨ − <⎩

Bajo hipótesis nula:   
22
yx

f f 26
x y

ss 9 25
( x y ) t 0 , ( x y ) t 0 , t (0, 1,485)

n n 14 16

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟− + → − + ≡⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∼ ∼

0 0 26 26

26

k
P Rechazar H H  Cierta P ( x y ) k t (0, 1,485) P t

1,485

k k
    P t 0,025 2,056 k 3,053

1,485 1,485

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤α = = − < = < =⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
− −⎡ ⎤= > = → = → = −⎢ ⎥⎣ ⎦

Siendo  (x y) 20 28 8 3,053− = − = − < −  se rechaza la hipótesis nula, con lo que no se puede

corroborar lo que dice la compañía con un nivel de significación del 2,5%.
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64. Los ingresos de las agencias de viajes siguen una ley normal, seleccionados al azar los ingresos
mensuales de 10 administrativos del sector se obtiene:

           1.250 , 1.230 , 1.210 , 1.200 , 1.240 , 1.185 , 1.190 , 1.220 , 1.260 , 1.195  euros.

¿Puede aceptarse la hipótesis, a un nivel de significación del 5%, que los ingresos medios de los
administrativos de las agencias de viajes son superiores a 1.200 euros?

Solución:

Se trata de un contraste unilateral a la derecha o de cola a la derecha.

La hipótesis a contrastar es  0H : 1.200μ = , frente a la hipótesis alternativa  1H : 1.200μ > , para ello se

utiliza el estadistico experimental  
x

x
t

s / n

− μ
=

Se acepta la hipótesis nula sí   , (n 1)
x

observado
x

t t   (estadístico teórico)
s / n

α −
− μ

= ≤

Muestra:
10 10

2 2
1 i x i x

i 1 i 1

1 12.180 1 6.210
a x x 1.218 s (x x ) 690 s 690 26,26

10 10 9 9= =

= = = = = − = = = =∑ ∑

Bajo la hipótesis nula, 
x

observado
x 1.218 1.200

t 2,1675
s / n 26,26 / 10

− μ −
= = =

Estadístico teórico:    , (n 1) 0,05 , 9t t 1,8331α − ≡ =

Como  observadot 2,1675 1,8331= >  se rechaza la hipótesis nula   1.200μ =  y por tanto se aceptará

que los administrativos de las agencias de viajes tienen unos ingresos medios superiores a 1.200 euros
con un nivel de confianza del 95%.
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65. La directora del departamento de personal de una corporación está buscando empleados para un
puesto en el extranjero Durante el proceso de selección, la administración le pregunta cómo va la
incorporación de empleados, y ella contesta que sigue una ley normal y que la puntuación promedio
en la prueba de aptitudes será de 90 puntos.
Cuando la administración revisa 19 de los resultados de la prueba, encuentra que la puntuación media
es de 83,25 puntos con una desviación estándar de 11.
Con un nivel de confianza del 90%, ¿lleva razón la directora?. Calcula su  p‐valor.

Solución:

Sea la variable aleatoria X = "Empleados para una puesto en el extranjero"    μ σ∼X N ( , ) ,  siendo ambos

parámetros desconocidos.

En el muestreo de la población normal con varianza desconocida, con muestras pequeñas n 19 30= < ,

la media muestral   18
x

x
x t

s / n

− μ
=∼

Se establecen las hipótesis:   0 1H : 90 H : 90μ = μ ≠

Como la hipótesis alternativa es   90μ ≠  en la decisión deberán ser válidos valores de μ  tanto mayores o

menores que 90,  por lo que el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

0

0

x k se acepta H (R.A) 

x k se rechazaH (R.C)

⎧ ≤⎪
⎨ >⎪⎩

1 2

1 2

k x k                 R.A 

( x k ) ( x k ) R.C

≤ ≤⎧
→ ⎨ < ∪ >⎩

Bajo la hipótesis nula, con los datos muestrales ( x 83,25= ,  xs 11= ), el muestreo sigue una distribución

18 18
11

t 90 , t (90 , 2,524)
19

⎡ ⎤
≡⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

El valor crítico k se calcula con el nivel de significación  0,10α =

0 0 18 1 2P Rechazar H H Cierta P x k t (90 , 2,524) P ( x k ) ( x k )⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = > = < ∪ > =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦α

     1 2P( x k ) P( x k ) 0,05 0,05 0,10= < + > = + =

1 1 1
1 18 18

x 90 k 90 k 90 k 90
P(x k ) P P t P t 0,05

2,524 2,524 2,524 2,524
− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤< = < = < = > − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1
1

k 90
1,734 k 85,62

2,524
−

− = → =

2 2
2 18

x 90 k 90 k 90
P(x k ) P P t 0,05

2,524 2,524 2,524
− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤> = > = > =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2
2

k 90
1,734 k 94,37

2,524
−

= → =
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La media muestral observada   x 83,25= ∈ 85,62 , 94,3⎡ ⎤⎣ ⎦  no se encuentra en la región de aceptación.

Con un nivel de significación de 0,10  se rechaza la manifestación de la directora de la corporación.

   [ ]p 0p valor P Rechazar la media muestral  / H  es Ciertaα = − =

p 18 18
x 90 83,25 90

P x 83,25 t (90 , 2,524) P P t 2,6774
2,524 2,524

⎡ ⎤− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= > = > = > − =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎣ ⎦

α

[ ] [ ] [ ]18 18 18 18P t 2,6774 P t 2,6774 P t 2,6774 2P t 2,6774 2(0,008) 0,016⎡ ⎤= > = < − + > = > = =⎣ ⎦

Tabla t‐Student: 2,552 2,878 2,674 2,878
x 0,008

0,01 0,005 x 0,005
− −

= → =
− −

Como  p 0,016 0,10α = < = α  se rechaza la

hipótesis nula.

En consecuencia, se rechaza la manifestación
de la directora de la corporación.

  Se puede resolver elaborando un intervalo de confianza para la media poblacional verificando si, bajo
la hipótesis nula,  la media poblacional de 90  se encuentra dentro del intervalo.

x
/ 2 , (n 1) x

s 11
I( ) x t 83,25 1,734 78,87 , 87,63

n 19
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
μ = ± = ± = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
α

90 ∈ 78,87 , 87,63 →⎡ ⎤⎣ ⎦    Se rechaza la manifestación de la directora de la corporación.
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66. Una multinacional de viajes manifiesta que la satisfacción de sus empleados sigue una ley normal y es
idéntica en las distintas franquicias. Para decidir si la afirmación es correcta  se elige una muestra
aleatoria de 100 empleados de una Comunidad de España encontrando 80 satisfechos y  otra de 200
trabajadores de otra Comunidad encontrando 140 empleados satisfechos.
Con un nivel de significación del 5% se puede admitir la afirmación de la Multinacional.

Solución:

Se contrasta la hipótesis nula de que no existen diferencias entre las proporciones de empleados
satisfechos en ambas Comunidades:    0 x yH : p p=   frente a la hipótesis alternativa de que si existen

diferencias   1 x yH : p p≠ .  El contraste es bilateral o de dos colas.

Las variables aleatorias X ≡ "Empleado Comunidad X"  e  Y ≡ "Empleado Comunidad Y", respectivamente,
siguen una distribución de Bernouilli que toman el valor uno si el empleado está satisfecho, y el valor
cero en caso contrario.

Proporciones muestrales:    x y
80 140ˆ ˆp 0,8 p 0,7
100 200

= = = =

Bajo la hipótesis nula la diferencia de las proporciones muestrales  x yˆ ˆ( p p )− , teniendo en cuenta el

tamaño de las muestras (TCL) siguen una distribución:

y yx x
x y

x y

x xˆ ˆp . qˆ ˆp . q 0,8 0,2 0,7 0,3ˆ ˆ(p p ) N 0 , N 0 , N 0 , 0,05
n n 100 200

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− + ≡ + ≡⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∼

Regla de decisión:

x y 0

x y 0

ˆ ˆp p k Se acepta H (R.A)  

ˆ ˆp p k Se rechaza H (R.C) 

⎧ − ≤⎪ →⎨
− >⎪⎩

1 x y 2 0

x y 1 x y 2 0

ˆ ˆk (p p ) k                        Se acepta H (R.A) 
ˆ ˆ ˆ ˆ(p p ) k  ó  (p p ) k   Se rechaza H (R.C)

≤ − ≤⎧
→ ⎨ − < − >⎩

Los valores críticos k se determinan mediante el nivel de significación  0,05α =

x y
0 0 x y

1 2 1 2

ˆ ˆp p 0 k 0ˆ ˆP(Rechazar H H Cierta) P p p k / N 0 , 0,05 P
0,05 0,05

k k k kk
P z P z z P z P z

0,05 0,05 0,05 0,05 0,05

0,025 0,025 0,05

⎡ ⎤− − −⎡ ⎤α = = − > = > =⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= > = < ∪ > = > − + > =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
= + =

1 1
1

k k
P z 0,025 1,96 k 0,098

0,05 0,05
⎡ ⎤> − = → − = → = −⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2
2

k k
P z 0,025 1,96 k 0,098

0,05 0,05
⎡ ⎤> = → = → =⎢ ⎥⎣ ⎦

Región de aceptación:   x yˆ ˆ0,098 (p p ) 0,098− < − <
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Región de aceptación:   x yˆ ˆ0,098 (p p ) 0,098− < − <

La evidencia empírica (estadístico observado)  x yˆ ˆp p 0,8 0,7 0,1− = − =  no se encuentra en la región

de aceptación, por lo que no se admite la hipótesis nula. La satisfacción entre los empleados de las dos
franquicias no es la misma.

  Otra forma, cuando el estadístico observado o de contraste es menor que el estadístico teórico:

p p

x y
/ 2 / 2 / 2

y yx x

x y

ˆ ˆp p 0,8 0,7
z z z 2

ˆ ˆ 0,05p . qˆ ˆp . q
n n

α α α

− −
= ≤ → = = <

+
0, 0251,96 z=

Se rechaza la hipótesis nula  0H , concluyendo que la satisfacción de los empleados no es la misma en las

dos franquicias.

  O bien, elaborando un intervalo de confianza para la diferencia de parámetros  x y( p p )−

poblacionales de dos distribuciones binomiales.

y yx x
x y x y / 2

x y

0

x xˆ ˆp . qˆ ˆp . q 0,8 0,2 0,7 0,3ˆ ˆI(p p ) (p p ) z 0,1 1,96
n n 100 200

                 0,002 , 0,198 0 0,002 , 0,198 Se rechaza H

α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− = − ± + = ± + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

= ⎯⎯→ ∉ →⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

El intervalo no cubre el 0, por lo que existe diferencia significativa entre la satisfacción de los empleados
en las dos franquicias, siendo mayor la satisfacción en la primera Comunidad.



                                        Portal Estadística Aplicada:  Estadística Teórica   74

67.  Una compañía petrolífera está considerando la posibilidad de introducir un nuevo aditivo en su
gasolina, esperando incrementar el kilometraje medio por litro. Los ingenieros del grupo de investigación
prueban 10 automóviles con gasolina habitual y otros 10 automóviles con la gasolina con el nuevo
aditivo. Los resultados obtenidos han sido:

                
2
1

2
2

Kilometraje medio sin aditivo 14,2 km/l.      s 3,24

Kilometraje medio con aditivo 15,4  km/l.     s 5,76

= =

= =

a)  ¿Se puede considerar probado que el nuevo aditivo aumenta el kilometraje medio por litro?. Plantear
el modelo correspondiente (asumiendo normalidad) y obtener una conclusión con una confianza del 90%.

b)  Obtener el p_valor Sig.(unilateral)=  y dar una conclusión.

Solución:

a)  Se dispone de una muestra aleatoria  1 n(X , , X ) , de tamaño n 10= , de X = "Km. por litro sin

aditivo" y de otra muestra aleatoria  1 m(Y , , Y ) , de tamaño m 10= , de Y = "Km. por litro con aditivo"

Asumiendo que  1 1X N( , )μ σ∼ ,  2 2Y N( , )μ σ∼
En primer lugar, para decidir si es razonable asumir la hipótesis de igualdad de varianzas, se plantea un
contraste de hipótesis  bilateral con un nivel de significación  0,10α =

2 2 2 2
0 1 2 1 1 2H : H :σ = σ σ ≠ σ

Se acepta  0H  sí:

( )2 2
1 2 1 / 2 ; ( n 1) , (m 1) / 2 ; ( n 1) , (m 1)s / s F , F− α − − α − −⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦

0,05 ; 9 , 9 0,95 ; 9 , 9
0,05 ; 9 , 9

1 1
F 3,1789 F 0,3145

F 3,1789
= = = =

2
1

02
2

s 3,24
0,5625 0,3145 , 3,1789 Se acepta H  (igualdad de varianzas)

5,76s
= = ∈ →⎡ ⎤⎣ ⎦

  Se puede establecer un intervalo de confianza para la razón de varianzas de dos poblaciones
     normales:

        ( )
2 2 2 2

2 2 1 2 1 2
1 2

/ 2 ; ( n 1) , (m 1) 1 / 2 ; ( n 1) , (m 1)

s / s s / s 0,5625 0,5625
I / , ,

F F 3,1789 0,3145α − − − α − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
σ σ = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

                             0,1769 , 1,788= ⎡ ⎤⎣ ⎦

Como el Intervalo de confianza cubre el 1 se acepta la hipótesis nula de igualdad de varianzas.

Para obtener una conclusión sobre el aditivo de la gasolina, se plantea un contraste unilateral a la
izquierda de medias entre dos poblaciones normales de varianzas desconocidas pero iguales, con
muestras pequeñas  1 2n n 20 30+ = < :

Hipótesis nula  0 1 2H : μ ≥ μ  frente a Hipótesis alternativa  1 1 2H : μ < μ
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Regla de decisión:  0

0

( x y ) k Se acepta H  

( x y ) k Se rechaza H

− ≥⎧
⎨ − <⎩

2
ps ≡  Media ponderada de las cuasivarianzas muestrales:

2 2
1 22

p

( n 1 ) . s ( m 1 ) . s 9 . 3,24 9 . 5,76
s 4,5

n m 2 10 10 2

− + − +
= = =

+ − + −
         ps 4,5 2,1213= =

Bajo la hipótesis nula  0 1 2H : 0μ − μ ≥

1 2 p
1 2

1 2 0,1 , 18, (n n 2)
1 1 1 1

( x y ) t ( ) , s . t 0 , 2,1213 .
n n 10 10α + −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− μ − μ + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∼

0,1 , 18( x y ) t (0 , 0,9486)− ∼

El valor crítico k se calcula mediante el nivel de significación  0,10α =

0 0 0,1 , 18P Rechazar H H  Cierta P ( x y ) k t (0, 0,9486)⎡ ⎤⎡ ⎤α = = − < =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

      18 18
(x y ) 0 k 0 kk

P P t P t 0,1
0,9486 0,9486 0,9486 0,9486
− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= < = < = > = →⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

     
k

1,330 k 1,2616
0,9486
−

→ = → = −

Siendo  ( x y ) (14,2 15,4) 1,2 1,2616− = − = − > −  se acepta la hipótesis nula, con lo que el aditivo no

aumenta el kilometraje medio por litro.

b)  p_valor Sig.(unilateral)=

        Contraste unilateral a la izquierda         Contraste unilateral a la derecha

            0 1 2 1 1 2H : H :μ ≥ μ μ < μ             0 1 2 1 1 2H : H :μ ≤ μ μ > μ

             Se acepta  0H  sí   pt tα≥ −                  Se acepta  0H  sí   pt tα≤

Se acepta  0H  sí  
1 2p ,

p
1 2

(n n 2)
x y

t t
1 1

s .
n n

α + −
−

= ≥ −
+

Región de Rechazo:  
1 2 p,

1 2
(n n 2)

1 1
R.C. ( x y ) t . s .

n nα + −
⎧ ⎫⎪ ⎪= − < − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
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Estadístico de contraste:   p 0,1 , 18

p
1 2

x y 14,2 15,4
t 1,265 1,330 t

1 1 1 1
s . 2,1213 .

n n 10 10

− −
= = = − > − =

+ +

Se acepta la hipótesis nula, afirmando que el aditivo en la gasolina no aumenta el kilometraje medio
por litro.

La significación unilateral  (p_valor) muestra el grado de compatibilidad entre el valor poblacional
propuesto y la información muestral disponible.

p p , 18p_ valor P t 1,265 0,1138⎡ ⎤= α = > − =⎣ ⎦

Interpolando en la tabla de la t de Student:

p

p p

0,20 0,10 0,862 1,330 0,10 0,4680,20 0,10

0,862 1,265 1,330 0,10 1,265 1,330 0,10 0,065

− ←⎯→ − ←⎯→ −α

α − ←⎯→ − α − ←⎯→ −

( )p p p
x

x x
0,10 0,065

0,10 0,468 0,10 0,065 0,10 0,1138 0,1138
0,468

α − = → α = + = → α =

p 0p_valor Sig.(unilateral izquierda)  0,1138 0,10 Se acepta Hα = = = > = α →
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68. Una empresa ubicada en Madrid tiene dos conductores para trasladar a los empleados a Segovia.
Los conductores deben anotar la duración de cada trayecto. En una muestra aleatoria simple de
50 partes de incidencias por conductor. El conductor A registra un tiempo medio de trayecto de 62,30
minutos con una desviación típica de 10,325 minutos, mientras que el conductor B tiene un tiempo
medio de trayecto de 60,02 minutos con una desviación típica de 8,625 minutos.
El tiempo medio empleado por el conductor A en el trayecto sigue una ley normal  1N( , 9)μ  y el

empleado por el conductor B se distribuye según una ley  2N( , 8)μ .

Con un nivel de significación del 5%, se pide contrastar:

a)   0 1 2H : μ = μ  frente  a   1 1 2H : μ ≠ μ

b)   0 1 2H : 2μ − μ ≥   frente a   1 1 2H : 2μ − μ <

Solución:

a)  Para realizar el contraste bilateral planteado (  0 1 2H : μ = μ ) se recurre al test razón de verosimilitud,

ya que, en este caso el lema de Neyman‐Pearson no proporciona una región crítica óptima.

La regla de decisión que proporciona el test de razón de verosimilitud es:

0

0

x y k se acepta H (R.A)

x y k se rechazaH (R.C)

⎧ − ≤⎪ →⎨ − >⎪⎩

0

0

1 2

1 2

k ( x y ) k                    se acepta H (R.A) 

( x y k ) ( x y k ) se rechazaH (R.C)

≤ − ≤⎧
→ ⎨ − < ∪ − >⎩

La región crítica de dos colas  x y k− >  es función de la diferencia de las medias muestrales. En esta

línea, las distribuciones en el muestreo de las medias son:

1
1

1

x N ,
n

⎛ ⎞σ
μ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼   ,    2
2

2

y N ,
n

⎛ ⎞σ
μ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼

Con lo cual, la diferencia de medias muestrales, bajo la hipótesis nula, se distribuye:

( )
2 22 2

1 2

1 2

9 8
x y N 0 , N 0 , N( 0 , 1,7)

n n 50 50

⎡ ⎤⎡ ⎤σ σ
⎢ ⎥⎢ ⎥− + ≡ + =
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∼

El valor de k se determina a partir del nivel de significación  0,05α =

0 0 0 1 2P(Rechazar H H Cierta) P x y k / H : 0⎡ ⎤α = = − > μ − μ = =⎣ ⎦

                 1 2 1 2k k k kk 0
P z P z z P z P z 0,05

1,7 1,7 1,7 1,7 1,7

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
= > = < ∪ > = > − + > =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

Por simetría:     1 2
0, 025 1 0, 025 2

k k
1,96 z k 3,33 1,96 z k 3,33

1,7 1,7
−

= = → = − = = → =

Región de aceptación:  3, 33 ( x y ) 3, 33− ≤ − ≤
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La evidencia empírica  x y 62, 30 60,02 2, 28− = − = , valor que se encuentra en la región de

aceptación, por lo que se acepta la hipótesis nula de igualdad de medias, con lo que los dos conductores
emplean en promedio el mismo tiempo en el trayecto Madrid‐Segovia, con una fiabilidad del 95%.

  Se puede resolver con un constraste del p_valor:

Se formulan las hipótesis:   0 1 2 1 1 2H : 0 H : 0μ − μ = μ − μ ≠

Se trata de un contraste bilateral o de dos colas, con  0,05α = .

La región de aceptación se encuentra en el
intervalo  / 2 / 2( z , z )α α−

Se acepta la hipótesis nula cuando,

p / 2 /22 2
1 2

1 2

x y
z z

n n

α α
−

= ≤
σ σ

+

p p/2 / 22 2
1 2

1 2

x y 2,28
z 1,96 1,96 z 1,34 1,96

1,7

n n

α α
−

= ≤ → − ≤ = = ≤
σ σ

+

Se acepta que los dos conductores emplean en promedio el mismo tiempo en el trayecto Madrid‐Segovia.

  Por el intervalo de confianza para la diferencia de medias de dos distribuciones normales con

varianza poblacionales  2
1σ  y   2

2σ  conocidas

[ ]
2 2
1 2

0,95 1 2 0,025
1 2

xI ( ) ( x y ) z 2,28 1,96 1,7 1,05 , 5,61
n n

⎡ ⎤σ σ
⎢ ⎥μ − μ = − ± + = ± = −⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥
⎣ ⎦

Como el intervalo cubre el cero no existe diferencia significativa entre el tiempo empleado por los dos
conductores en el trayecto Madrid‐Segovia.

b)  La hipótesis nula planteada   0 1 2H : 2μ − μ ≥   indica que se trata de un contraste unilateral con cola

a la izquierda  1 1 2H : 2μ − μ <

La regla de decisión que proporciona el test de razón de verosimilitud:

0

0

( x y 2) k se acepta H (R.A)

( x y 2) k se rechazaH (R.C)

− − ≥⎧
⎨ − − <⎩

Región de aceptación:   ( z , )− ∞α
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Se acepta la hipótesis nula cuando  
p 2 2

1 2

1 2

x y k
z z

n n

α α
− −

= ≥ −
σ σ

+

Resultando,  
p 22

62, 30 60,02 2
z 0,164 1,645

9 8
50 50

α
− −

= = ≥ −

+

Se acepta la hipótesis nula formulada.
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69. Las compañías de seguros de automóviles suelen penalizar en sus primas a los conductores más
jóvenes, con el criterio que éstos son más propensos a tener un mayor número de accidentes.  Basándose
en la tabla adjunta, con un nivel de significación del 5%, contrastar si el número de accidentes es
independiente de la edad del conductor.   Nota:  i je frecuencia esperada≡

Número de accidentes al año Edad conductor
0 1 2 3 4

 25 o menos
10

11e 33,75=

10 20 40

14e 26,25=

70

15e 39,37=

 26 ‐ 35
20 10

22e 16,62=

15

23e 15,44=

20 30

25e 24,94=

 más de 36
60

31e 34,87=

50

32e 27,12=

30

33e 25,19=

10 5

Solución:

Hipótesis nula  0H ≡ "Número de accidentes sufridos por los conductores no depende de la edad del

                                   conductor"

Se acepta  0H :  
k m k m2 2

i j i j i j2 2
(k 1) . (m 1) ; (k 1) . (m 1)

i j i ji 1 j 1 i 1 j 1

(n e ) n
n

e e− − α − −

= = = =

−
χ = = − < χ∑∑ ∑∑

Región de rechazo de la hipótesis nula:   { }2 2
rechazo (k 1) . (m 1) ; (k 1) . (m 1)R α− − − −= χ ≥ χ

Se forma la tabla de contingencia 3 x 5  donde cada frecuencia observada  i j i 1, , k ; j 1, ,m(n ) = = tiene

una frecuencia teórica o esperada en caso de independencia  i j
i j

xn n
e

n
• •=

Número de accidentes por año

Edad  conductor 0 1 2 3 4

m

i

j 1

n •
=
∑

   25 o menos
10

11e 33,75=

10

12e 26,25=

20

13e 24,37=

40

14e 26,25=

70

15e 39,37=

150

(150)

   26 ‐ 35
20

2 1e 21,37=

10

22e 16,62=

15

23e 15,44=

20

24e 16,62=

30

25e 24,94=

95

(95)

   más de 36
60

31e 34,87=

50

32e 27,12=

30

33e 25,19=

10

34e 27,12=

5

35e 40,69=

155

(155)

k

j

i 1

n •
=
∑ 90 70 65 70 105 400
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11

150 x 90
e 33,75

400
= = 12

150 x 70
e 26,25

400
= = 13

150 x 65
e 24,37

400
= = 14

150 x 70
e 26,25

400
= = 15

150 x 105
e 39,37

400
= =

21

95 x 90
e 21,37

400
= =

22

95 x 70
e 16,62

400
= =

23

95 x 65
e 15,44

400
= =

24

95 x 70
e 16,62

400
= = 25

95 x 105
e 24,94

400
= =

31

155 x 90
e 34,87

400
= = 32

155 x 70
e 27,12

400
= = 33

155 x 65
e 25,19

400
= = 34

155 x 70
e 27,12

400
= = 35

155 x 105
e 40,69

400
= =

Estadístico observado: 
2 23 5 3 5

i j i j i j2 2
(3 1) . (5 1) 8

i j i ji 1 j 1 i 1 j 1

( n e ) n
n

e e− −
= = = =

−
χ = χ = = − =∑∑ ∑∑

2 2 2 2 2 2 2 2 2 210 10 20 40 70 20 10 15 20 30
33,75 26,25 24,37 26,25 39,37 21,37 16,62 15,44 16,62 24,94

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + + + + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2 2 2 260 50 30 10 5
400 143,51

34,87 27,12 25,19 27,12 40,69

⎛ ⎞
+ + + + + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Estadístico teórico:   2 2
0,05 ; (3 1 ) . (5 1) 0,05 ; 8 15,507− −χ = χ =

Como  22
8 0,05 ; 8143,51 15,507χ = > = χ   se rechaza la hipótesis nula de independencia entre la edad

del conductor y el número de accidentes.

En consecuencia, la edad influye significativamente en el número de accidentes al año.
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70. Novecientos cincuenta escolares se clasificaron de acuerdo a sus hábitos alimenticios y a su
coeficiente intelectual:

Coeficiente  Intelectual

<  80 80 −  90 90 −  99 ≥  100

Nutrición buena
245

11e 252, 47=

11g 0,03= −

228
• • • •

12g 0,02= −

177

13e 173,80=

• • • •

219

14e 209,47=

• • • •

Nutrición pobre
31

• • • •

21g 0,28=

27

22e 21, 74=

• • • •

13

23e 16, 20=

23g 0,22= −

10
• • • •

24g 0,67= −

A un nivel de significación del 5%,  utilizando el estadístico Chi‐cuadrado y  Razón de verosimilitudes,
¿hay dependencia estadística entre los hábitos de alimentación y el coeficiente intelectual?.

Solución:

Hipótesis Chi‐cuadrado:  0

1

H : 'Las variables analizadas son independientes'

H : 'Existe dependencia entre las dos variables'  
⎧
⎨
⎩

Se elabora la  tabla de contingencia 2 x 4, donde   i j
i j

xn n
e

n
• •=

Coeficiente  Intelectual

<  80 80 −  90 90 −  99 ≥  100 in •

Nutrición buena
245

11e 252, 47=

11g 0,03= −

228

12e 233,26=

12g 0,02= −

177

13e 173,80=

13g 0,02=

219

14e 209,47=

14g 0,04=

869

Nutrición pobre
31

21e 23, 53=

21g 0,28=

27

22e 21, 74=

22g 0,22=

13

23e 16, 20=

23g 0,22= −

10

24e 19, 53=

24g 0,67= −

81

     jn •      276      255      190      229  950

         
11 12 13 14

21 22 23 24

869 . 276 869 . 255 869 . 190 869 . 229
e 252,47 e 233,26 e 173,80 e 209,47

950 950 950 950
81 . 276 81 . 255 81 . 190 81 . 229

e 23,53    e 21,74   e 16,20   e 19,53 
950 950 950 950

= = = = = = = =

= = = = = = = =

Estadístico de contraste:  
k m 2

i j2 2
(k 1) (m 1) 3

i ji 1 j 1

x

n
n

e− −
= =

χ = χ = −∑∑
2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2

i j2
3

i ji 1 j 1

n 245 228 177 219 31 27 13 10
n 950

e 252,47 233,26 173,80 209,47 23,53 21,74 16,20 19,53

     9,751
= =

χ = − = + + + + + + + − =

=

∑∑
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O bien,

2 4 2 2 2 2
i j i j2

3
iji 1 j 1

2 2 2 2 2

(n e ) ( 245 252,47) ( 228 233,26) ( 177 173,80)
e 252,47 233,26 173,80

( 219 209,47) ( 31 23,53) ( 27 21,74) ( 13 16,20) ( 10 19,53)
          9,751

209,47 23,53 21,74 16,20 19,53

= =

− − − −
χ = = + + +

− − − − −
+ + + + + =

∑∑

Estadístico teórico:   2
0,05 , 3 7,815χ =

Como  2 2
3 0,05 , 39, 751 7,815χ = > = χ   se rechaza la hipótesis nula, concluyendo que hay dependencia

estadística entre el coeficiente intelectual y la alimentación.

El test de contraste de independencias por la razón de verosimilitudes  ( test G ) es una prueba de
hipótesis de la Chi‐cuadrado que presenta mejores resultados que el test de Pearson.

Estadístico de contraste razón de verosimilitud:  

k m
i j

i j
i j

i 1 j 1

n
G 2 n . Ln

e
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑∑

Se acepta la hipótesis nula  0H  sí   

k m
i j 2

i j , ( k 1 ) . (m 1 )
i ji 1 j 1

n
G 2 n . Ln

e α − −
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= < χ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑∑

11 12 13 14

21 22 23 24

245 228 177 219
g Ln 0,03 g Ln 0,02 g Ln 0,02  g Ln 0,04  

252,47 233,26 173,80 209,47

31 27 13 10
g Ln 0,28     g Ln 0,22      g Ln 0,22 g Ln

23,53 21,74 16,20 19,

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = = = = = =

= = = = = = = 0,67
53

⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

2 4
i j

i j
i ji 1 j 1

x x x x x x x

x x

n
G 2 n . Ln

e

     2 [ 245 ( 0,03) 228 ( 0,02) 177 0,02 219 0,04 31 0,28 27 0,22

      13 ( 0,22) 10 ( 0,67) ] 10,506

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= − + − + + + + +
+ − + − =

∑∑

Como 
2 4

i j 2
i j 0,05 , 3

i ji 1 j 1

n
G 2 n . Ln 10,506 7,815

e= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= = > = χ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑∑   se rechaza la hipótesis nula, por

tanto, existe dependencia significativa entre el coeficiente intelectual y la alimentación.
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71. Para comprobar si los operarios encontraban dificultades con una prensa manual de imprimir, se hizo
una prueba a cuatro operarios anotando el número de atascos sufridos al introducir el mismo número
de hojas, dando lugar a la siguiente tabla:

Operario   A   B   C   D Total

Obstrucciones   6   7   9   18   40

Con un nivel de significación del 5%,  ¿existe diferencia entre los operarios?

Solución:

Hipótesis nula  0H : No existe diferencia entre los operarios

La probabilidad de que se atascase una hoja sería 1 / 4  para todos los operarios.

De este modo, el número de atascos esperados para cada uno de ellos sería  i i 1 , , 4(e 10) ==

Se elabora la Tabla de Contingencia 1 x 4

Operario   A   B   C   D Total

Obstrucciones   6
  (10)

  7
 (10)

  9
 (10)

 18
 (10)

  40
  (10)

La hipótesis nula se acepta a un nivel de significaciónα  sí

k 2 k 2
i i2 2i

k 1 ; k 1
i ii 1 i 1 estadístico teórico

estadístico contraste

( n e ) n
n  

e e− α −
= =

−
χ = = − < χ∑ ∑        k Número intervalos≡

Región  de rechazo de la hipótesis nula:  
k 2

2i i
; k 1

ii 1

( n e )
R

e α −
=

⎧ ⎫−⎪ ⎪= ≥ χ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑

con lo cual,  
4 2 2 2 22

2 i
3

ii 1

n 6 7 9 18
n 40 9

e 10 10 10 10
=

χ = − = + + + − =∑
Con el nivel de significación  0,05α =  el estadístico teórico:  2

0, 05 ; 3 7,815χ =

Siendo  2 2
3 0, 05 ; 39 7,815χ = > = χ  se verifica la región de rechazo.

En consecuencia, se rechaza la hipótesis nula,  concluyendo que existe diferencia significativa entre los
operarios respecto al número de atascos en la prensa de imprimir.
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72. La tabla refleja el número de accidentes mortales de tráfico que se producen en una carretera a lo
largo de un período de tiempo.

Accidentes mortales por día  0  1  2  3  4  5

Número de días 132 195 120 60 24  9

¿Se ajustan los datos a una distribución de Poisson?. Utilizar un nivel de significación 0,05

Solución:

Hipótesis nula  0H : La distribución empírica se ajusta a la distribución de Poisson

La hipótesis nula se acepta a un nivel de significaciónα  sí

k 2 k 2
i i2 2i

k p 1 ; k p 1
i ii 1 i 1 estadístico teórico

estadístico contraste

( n e ) n
n

e e− − α − −
= =

−
χ = = − < χ∑ ∑     

k Número intervalos                   

p Número parámetros a estimar

≡⎧
⎨ ≡⎩

La distribución de Poisson se caracteriza porque sólo depende del parámetro λ  que coincide con la
media.

Sea la variable aleatoria X = "Número de accidentes mortales por día"  y    in ≡  "Número de días"

ix in     i ix n i ip P( x k )= =

0 132 0 0,2465

1 195 195 0,3451

2 120 240 0,2415

3 60 180 0,1127

4 24 96 0,0394

5 9 45 0,0110

i ix n 756
x 1,4

n 540
= λ = = =

∑

  
k

1,4
i

1,4
P(x k) e

k!
−= =    k 0 , , 5=

n = 540   756

Las probabilidades con que llegan las partículas  k 0 , , 5=   se obtienen sustituyendo los valores de k

en  
k

1,4
i

1,4
P(x k) e

k!
−= =

Para verificar si el ajuste de los datos a una distribución de Poisson se acepta o no, mediante una  2χ , hay

que calcular las frecuencias esperadas  i i( e n . p )=

ix 0 1 2 3 4 5

Frecuencias
   132

1e 133,1=

    195

2e 186,3=

   120

3e 130,4=

    60

4e 60,8=

    24

5e 21,3=

     9

6e 5,9=
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1 2 3

4 5 6

e 540.0,2465 133,1    e 540.0,3451 186,3  e 540.0,2415 130,4

e 540.0,1127 60,8      e 540.0,0394 21,3   e 540.0,0110 5,9   

= = = = = =
= = = = = =

Dando lugar a una tabla de contingencia  x1  6 , no teniendo que agrupar columnas contiguas al no

aparecer frecuencias esperadas menor que cinco.

Los grados de libertad son cuatro:   k p 1 6 1 1 4− − = − − =

Estadístico de contraste:   
6 62 2

2 i i i
4

i ii 1 i 1

( n e ) n
n

e e
= =

−
χ = = − =∑ ∑

                                                     
2 2 2 2 2 2132 195 120 60 24 9

540 5,41
133,1 186,3 130,4 60,8 21,3 5,9

= + + + + + − =

Estadístico teórico:   2
0,05 ; 4 9,488χ =

El estadístico de contraste (bondad de ajuste) es menor que el estadístico teórico, con un nivel de

significación 0,05 ,   2 2
4 0,05 ; 4( 5,41 9,488 )χ = < = χ  , concluyendo que los accidentes mortales de tráfico

en la carretera se ajustan a una distribución de Poisson.
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73. En el gráfico se presenta la evaluación del estado general de salud de una muestra de personas
adultas mayores, según sea su peso normal o sobrepeso.

    

Analizar la existencia de una relación significativa entre el peso y el estado general de salud en el adulto
mayor,  con un nivel de significación del 5%, aplicando el test Chi‐cuadrado de Pearson y el test G de la
razón de verosimilitud.

Solución:

Se trata de dos variables dicotómicas  con datos de frecuencia, pudiéndose aplicar una prueba de
contraste de asociación con la Chi‐cuadrado.

La hipótesis nula H : El estado de salud y el peso son independientes0

Llevando la información a una tabla de contingencia de  x2 2

PesoEstado de Salud
Normal Sobrepeso

     i •n

Bueno            12

        9,41
         8

    10,59
   20

    20
Malo              4

        6,59
        10

     7,41
   14

    14
       jn •     16 18 34

La frecuencia observada   21n 4=  es menor que lo aconsejable en cada celda (  5≥ ), lo que podría hacer

pensar en una inestabilidad del cálculo.

Como la frecuencia esperada  21e 6,59= , todas las celdas cumplen con el mínimo aconsejable de 5 en su

valor esperado. En la práctica se acepta hasta un 20% de las celdas que no cumplen con el requisito de
que la frecuencia esperada sea   5≥

Se calculan los valores de  2χ  correspondientes a las dos observaciones, siendo la frecuencia esperada

i j
i j

xn n
e

n
• •=

11 12 21 22

x x x x20 16 20 18 14 16 14 18
e 9,41 e 10,59 e 6,59 e 7,41

34 34 34 34
= = = = = = = =
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Estadístico de contraste:

2 2 2 2 2 2 2
i j2 2

(2 1) . (2 1) 1
i ji 1 j 1

n 12 8 4 10
n 34 3,265

e 9,41 10,59 6,59 7,41− −
= =

χ = χ = − = + + + − =∑∑
 Estadístico teórico:   2

0,05 , 1 3,841χ =

Siendo  2 2
1 0,05 , 13,265 3,841χ = < = χ   se acepta la hipótesis nula, concluyendo que el estado general de

salud del adulto mayor no está asociado a su peso.

  Adviértase que como la muestra n 40<  se hace aconsejable el uso de la Chi‐cuadrado con el factor
de corrección de continuidad de Yates:

Factor corrección  
i j i j i j

i j i j i j

n e n 0,5

n e n 0,5

< → +⎧⎪
⎨ > → −⎪⎩

Correción de Yates en una tabla contingencia  x2 2 :  

2

11 22 12 21
2
1

1 2 1 2

x x x

x x x

n
n n n n n

2
n n n n• • • •

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠χ =

La corrección no es válida cuando  11 22 12 21x x
n

n n n n
2

− ≤

En general, la corrección de Yates se hace cuando el número de grados de libertad es 1.

En este caso, 

2

2
1

x x x

x x x

34
34 12 10 8 4

2 2,125
20 14 16 18

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠χ = =

Como  2 2
1 0,05,12,125 3,841χ = < = χ   se acepta la hipótesis nula, es decir, el estado general de salud

del adulto mayor no está asociado a su peso.

  La validez del contraste también se puede hacer con el p‐valor  pα :

       ( )2
p p , 1P 2,125 0,273α = χ > =

0,90 pα 0,10

0,0158 2,125 2,706
     

p

0,90 0,10 0,0158 2,706

0,10 2,125 2,706

− ⎯⎯→ −

α − ⎯⎯→ −

p px( 0,10) (0,0158 2,706) (0,90 0,10) x (2,125 2,706) 0,273α − − = − − → α =

Al ser  p 0,273 0,05α = > = α   se acepta la hipótesis nula, afirmando que el estado general de salud del

adulto mayor es independiente de su peso.
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El test de contraste de independencias por la razón de verosimilitudes  ( test G ) es una prueba de
hipótesis de la Chi‐cuadrado que presenta mejores resultados que el test de Pearson.

Estadístico de contraste razón de verosimilitud:  

k m
i j

i j
i j

i 1 j 1

n
G 2 n . Ln

e
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑∑

Se acepta la hipótesis nula  0H  sí   

k m
i j 2

i j , ( k 1 ) . (m 1 )
i ji 1 j 1

n
G 2 n . Ln

e α − −
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= < χ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑∑
2 2

i j
i j

i ji 1 j 1

n
G 2 n . Ln

e
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑∑

      x x x x x
12 8 4 10

2 12 Ln 8 Ln 4 Ln 10 Ln 3,344
9,41 10,59 6,59 7,41

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

Estadístico teórico:   2
0,05 , 1 3,841χ =

Siendo  2
0,05 , 1G 3,344 3,841= < = χ , se acepta la hipótesis nula, afirmando que el estado general de

salud del adulto mayor y su peso son independientes.
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74. En un laboratorio se observó el número de partículas α  que llegan a una determinada zona procedentes de
una sustancia radiactiva en un corto espacio de tiempo siempre igual, obteniéndose los siguientes resultados:

 Número partículas  0  1  2  3  4  5

 Número períodos de tiempo 120 200 140 20 10  2

¿Se ajustan los datos a una distribución de Poisson?. Utilizar un nivel de significación 0,05

Solución:

Hipótesis nula  0H : La distribución empírica se ajusta a la distribución de Poisson

La hipótesis nula se acepta a un nivel de significaciónα  sí

k 2 k 2
i i2 2i

k p 1 ; k p 1
i ii 1 i 1 estadístico teórico

estadístico contraste

( n e ) n
n

e e− − α − −
= =

−
χ = = − < χ∑ ∑     

k Número intervalos                   

p Número parámetros a estimar

≡⎧
⎨ ≡⎩

O bien, la región de rechazo de la hipótesis nula: 
k 2

i i 2
; k p 1

ii 1

( n e )
R

e α − −
=

⎧ ⎫−⎪ ⎪= ≥ χ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑

La distribución de Poisson se caracteriza porque sólo depende del parámetro λ  que coincide con la
media.

Sea la variable aleatoria X = "Número de accidentes mortales por día"  y    in ≡  "Número de días"

Sea la variable aleatoria X = "Número de accidentes mortales por día"  y    in ≡  "Número de días"

ix in     i ix n i ip P( x k )= =

0 120 0 0,3012

1 200 200 0,3614

2 140 280 0,2169

3 20 60 0,0867

4 10 40 0,0260

5 2 10 0,0062

i ix n 590
x 1,2

n 492
= λ = = =

∑

  
k

1,2
i

1,2
P(x k) e

k!
−= =    k 0 , , 5=

n = 492   590

Las probabilidades con que llegan las partículas  k 0 , , 5=   se obtienen sustituyendo los valores de k

en  
k

1,2
i

1,2
P(x k) e

k!
−= =  o bien en las tablas con  1,2λ =

Para verificar si el ajuste de los datos a una distribución de Poisson se acepta o no, mediante una  2χ , hay

que calcular las frecuencias esperadas  i i( e n . p )=
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ix 0 1 2 3 4 5

Frecuencias
   120

1e 148,2=

    200

2e 177,8=

   140

3e 106,7=

    20

4e 42,7=

    10

5e 12,8=

     2

6e 3,05=

1 2 3

4 5 6

x x x

x x x

e 492 0,3012 148,2 e 492 0,3614 177,8 e 492 0,2169 106,7

e 492 0,0867 42,7 e 492 0,0260 12,8 e 492 0,0062 3,05

= = = = = =
= = = = = =

La frecuencia observada   6n 2=  es menor que lo aconsejable en cada celda (  5≥ ), lo que podría hacer

pensar en una inestabilidad del cálculo.

Resulta una tabla de contingencia   x1  6 , en donde hay que agrupar las columnas contiguas necesarias

por tener la frecuencia esperada   5≥ , se tiene  6e 3,05 5= < .

En la práctica se acepta hasta un 20% de las celdas con una frecuencia esperada menor que 5.

Por tanto, se tiene la tabla de contingencia  x1  5

ix 0 1 2 3 4   y    5

Frecuencias
   120

1e 148,2=

    200

2e 177,8=

   140

3e 106,7=

    20

4e 42,7=

       12 10 2= +

5e 15,85 12,8 3,05= = +

Los grados de libertad son tres:   k p 1 5 1 1 3− − = − − =

Estadístico de contraste:   
5 52 2

2 i i i
3

i ii 1 i 1

( n e ) n
n

e e
= =

−
χ = = − =∑ ∑

                                                     
2 2 2 2 2120 200 140 20 12

492 32,31
148,2 177,8 106,27 42,7 15,8

= + + + + − =

Estadístico teórico:   2
0,05 ; 3 7,815χ =

El estadístico de contraste (bondad de ajuste) es mayor que el estadístico teórico, con un nivel de

significación 0,05 ,   2 2
3 0,05 ; 3( 32,31 7,815 )χ = > = χ  , rechazando la hipótesis nula, concluyendo que

la distribucion no se puede ajustar a una distribución de Poisson a un nivel de significación del 5%.

Se verifica la región de rechazo:  
5 2

i i 2
0,05 ; 3

ii 1

( n e )
R 32,31 7,815

e
=

⎧ ⎫−⎪ ⎪= = > χ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑
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0H La distribución empírica se ajusta a una distribución de Poisson≡

Valor experimental del estadístico de
contraste:  z 1,225=

p_valor ( Sig. asintótica bilateral )
0,100=

Siendo p_valor  0,1 0,05= > = α  ,

por tanto,  se acepta la hipótesis nula.
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75. En un examen final de estadística teórica los estudiantes recibieron las siguientes calificaciones:

80 70 90 75 55 80 50 65 100 75 60 60

75 95 50 80 90 85 70 95 75 70 85 50

50 65 65 50 60 70 85 85 90 70

¿Las calificaciones fueron o no distribuidas según una ley normal a un nivel de significación 0,05?

Solución:

Método de aplicación de la Prueba de ajuste para la normalidad de la distribución de frecuencias:

Número de intervalos   34 6= ≈

Amplitud del intervalo  máx mínX X 100 50
10

n 6
− −

= = ≈

Utilizando intervalos de clase convenientes, se clasifican los datos en una distribución de frecuencias:

Intervalos
ix in i ix n.

ix n2
i .

45 ‐ 55 50 5 250 12.500

55 ‐ 65 60 4 240 14.400

65 ‐ 75 70 8 560 39.200

75 ‐ 85 80 7 560 44.800

85 ‐ 95 90 7 630 56.700

95 ‐ 105 100 3 300 30.000

n 34=
6

i i

i = 1

x . n 2.540=∑
6

2
i i

i 1

x . n 197.600
=

=∑

Se calculan la media y la desviación típica:

6

i i

i 1

1 2.540
x x . n 74,7

34 34
=

= = =∑
6

2 22 2
x i i x

i 1

1 197.600
x .n ( x ) 74,7 231,67 231,67 15,2

34 34
=

σ = − = − = σ = =∑
Test Chi‐cuadrado de Pearson para modalidades excluyentes:  Se acepta la hipótesis nula sí:

k p 1 k p 12 2
i i2 2i

k p 1 ; k p 1
i ii 1 i 1 estadístico teórico

estadístico contraste

( n e ) n
n  

e e

− − − −

− − α − −
= =

−
χ = = − < χ∑ ∑

k Número intervalos p Número parámetros que se necesitan calcular≡ ≡
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Se calculan las probabilidades de cada uno de los intervalos tipificando con una N(74,7 , 15,2)

ntervalos
in ip i ie p . n= 2

i i( n e )− 2
i i i( n e ) / e−

45 ‐ 55 5 0,0729 2,4786 6,3575 2,5649

55 ‐ 65 4 0,1626 5,5284 2,3360 0,4225

65 ‐ 75 8 0,2469 8,3946 0,1557 0,0185

75 ‐ 85 7 0,2437 8,2858 1,6533 0,1995

85 ‐ 95 7 0,1582 5,3788 2,6283 0,4886

95 ‐ 105 3 0,0673 2,2882 0,5067 0,2214

3,9156

Mediante la tabla normal se hallan las probabilidades de cada uno de los intervalos:

[ ] [ ]45 74,7 x 74,7 55 74,7
P 45 x 55 P P 1,95 z 1,29

15,2 15,2 15,2
− − −⎡ ⎤< < = < < = − < < − =⎢ ⎥⎣ ⎦

                               [ ] [ ] [ ]P 1,29 z 1,95 P z 1,25 P z 1,95 0,0985 0,0256 0,0729= < < = > − > = − =

[ ] [ ]55 74,7 x 74,7 65 74,7
P 55 x 65 P P 1,29 z 0,64

15,2 15,2 15,2
− − −⎡ ⎤< < = < < = − < < − =⎢ ⎥⎣ ⎦

                              [ ] [ ] [ ]P 0,64 z 1,29 P z 0,64 P z 1,29 0,2611 0,0985 0,1626= < < = > − > = − =

[ ] [ ]65 74,7 x 74,7 75 74,7
P 65 x 75 P P 0,64 z 0,02

15,2 15,2 15,2
− − −⎡ ⎤< < = < < = − < < =⎢ ⎥⎣ ⎦

                               [ ] [ ]1 P z 0,64 P z 0,02 1 0,2611 0,4920 0,2469= − > − > = − − =

[ ] [ ]75 74,7 x 74,7 85 74,7
P 75 x 85 P P 0,02 z 0,68

15,2 15,2 15,2
− − −⎡ ⎤< < = < < = < < =⎢ ⎥⎣ ⎦

                               [ ] [ ]P z 0,02 P z 0,68 0,4920 0,2483 0,2437= > − > = − =

[ ] [ ]85 74,7 x 74,7 95 74,7
P 85 x 95 P P 0,68 z 1,34

15,2 15,2 15,2
− − −⎡ ⎤< < = < < = < < =⎢ ⎥⎣ ⎦

                               [ ] [ ]P z 0,68 P z 1,34 0,2483 0,0901 0,1582= > − > = − =

[ ] [ ]95 74,7 x 74,7 105 74,7
P 95 x 105 P P 1,34 z 2

15,2 15,2 15,2
− − −⎡ ⎤< < = < < = < < =⎢ ⎥⎣ ⎦

                               [ ] [ ]P z 1,34 P z 2 0,0901 0,0228 0,0673= > − > = − =

Las condiciones necesarias para aplicar el test de la Chi‐cuadrado exigen que al menos el 80% de
los valores esperados de las celdas sean mayores que 5.  Cuando esto no ocurre hay que agrupar
modalidades contiguas en una sola hasta lograr que la nueva frecuencia sea mayor que cinco.
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Se agrupan las modalidades necesarias (sumando frecuencias) , que tienen una frecuencia esperada
menor que 5,  con sus correspondientes modalidades contiguas, se tiene:

Intervalos in ip i ie p . n= 2
i i( n e )− 2

i i i( n e ) / e−

45 ‐ 65 9 0,2355 8,0070 0,9860 0,1231

65 ‐ 75 8 0,2469 8,3946 0,1557 0,0185

75 ‐ 85 7 0,2437 8,2858 1,6533 0,1995

85 ‐ 105 10 0,2255 7,6670 5,4429 0,7100

1,0511

Se establece la hipótesis nula:    0H  Las calificaciones se distribuyen según una ley normal≡

El número de grados de libertad:  (k p 1 4 2 1 1)− − = − − = , se han perdido dos grados de libertad, ya

que se han calculado dos parámetros:   yμ σ

El estadístico de contraste:    
4 2

2 2i i
1 0,05 , 1

ii 1

(n e )
1,0511 3,814

e
=

−
χ = = < = χ∑  (estadístico teórico)

En consecuencia, se acepta la hipótesis nula  afirmando puede considerarse  que las calificaciones se
distribuyen normalmente a un nivel  0,05α =

0H :  Las calificaciones se distribuyen según una ley normal
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Valor experimental del estadístico de
contraste:   z 0,558=

p_valor ( Sig. asintótica bilateral )  0,914=

Siendo p_valor  0,914 0,05= > = α   se

acepta la hipótesis nula.
En consecuencia, las calificaciones se
distribuyen según una ley normal.
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1.  Determinar los apartados:

a)  Sí A y B son sucesos independientes entonces A y B son disjuntos.

b)  Sí  [ ]f(x) 2x   para  x 0 , 1  con  E X 2 3= ∈ =⎡ ⎤⎣ ⎦  entonces Var(X) 1 18=

c)  Sí  2F(x) x   para  x 0 , 1  entonces su función de densidad es f(x) 2x  para  x 0 , 1= ∈ = ∈⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Solución:

a)  No es cierto.   xA B   por ser disjuntos P(A B) 0 P(A) P(B)  por ser independientes.∩ = φ ⇒ ∩ = ≠

b)  Cierto.   2 2
2 1

1 4 1
2 9 18

σ = α − α = − =     donde, 
141

2 2
2

0 0

x 1
E(X ) x . 2x dx 2

4 2

⎡ ⎤
α = = = =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫
c)  Cierto.  2 dF(x)

F(x) x f(x) 2x
dx

= → = =

2.  Determinar los apartados:

a)  Sí P(A) 0,5  y  B A   entonces   P(A / B) 1= ⊂ =

b)  Sí A es el suceso sacar un 8 en un examen y  B es el suceso sacar un 7 en el examen, entonces los sucesos
     A y  B  son independientes.

c)  La función de distribución de una variable aleatoria es  2F(x) (x 0,1)  para  x 0 , 1= − ∈⎡ ⎤⎣ ⎦

d)  Sí   2y 3x 2x 3= + −  ,  con  2
x x2  y    6μ = σ = ,  entonces   [ ]E y 23=

Solución:

a)  Cierto.  Sí P(A) 0,5  y  B A   entonces  A B B= ⊂ ∩ =    
P(A B) P(B)

P(A / B) 1
P(B) P(B)
∩

→ = = =

b)  No es cierto. Los sucesos A  y  B  son disjuntos por tanto No independientes.

c)  No es cierto.  La función de distribución es no es negativa:  F(0) (0 0,1)  0,1= − = −

d)  Cierto.    2 2
x 2 x 2 24 6 10σ = α − μ = α − = → α =

                      2 2 x xy 3x 2x 3 E(y) 3E(x) 2E(x ) 3 3 2 2 10 3 23= + − → = + − = + − =
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3.  Determinar los apartados:

a)  Sí P(A) 0,5  y  P(B) 0,3  entonces   P(A / B) 0,3= = =

b)  Sí A  y  B  son independientes entonces B A⊂

c)  Sí  f(x) 2x   para  x 0 , 1   entonces  P(x 0,2) 0,4= ∈ = =⎡ ⎤⎣ ⎦

d)  Sí  2F(x) x   para  x 0 , 1   entonces  P(x 0,3) 0,09= ∈ ≤ =⎡ ⎤⎣ ⎦

Solución:

a)  No es cierto. Falta la premisa de que A y B sean independientes:

     
P(A) . P(B)P(A B)

P(A / B)
P(B)
∩

= =
P(B)

0,3=

b)  No es cierto.  Sí  A y  B son independientes entonces  B⊂A  pues se tendría:

      B A B A B P(B A) P(B) P(B) .P(A)⊂ → ∩ = → ∩ = ≠

c)  No es cierto. La función de densidad  f(x)  es una variable continua donde no existen las probabilidades
     para valores concretos:  P(x 0,2) 0= =

d)  Cierto.   2 2F(x) x F(0,3) P(x 0,3) 0,3 0,09= → = ≤ = =

4.  Determinar los apartados:

a) Sí  3F(x) k x   para  x 0 , 2   entonces  k = 1 4= ∈⎡ ⎤⎣ ⎦

b)  Sea x una variable aleatoria continua dedinida en   0 , 8⎡ ⎤⎣ ⎦  , entonces 
2E 2x 34 30⎡ ⎤− =⎣ ⎦

Solución:

a)  No es cierto.   3F(2) 1 k2 8k k 1 8= = = → =

      Si hubiera sido la función de densidad  3f(x) k x=  se tendría:

       
242 2

3

0 0 0

x
1 f(x) dx k x dx k 4k k 1 4

4

⎡ ⎤
= = = = → =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫
b)  Es cierto.  2 2 xE 2x 34 2E x 34 2 32 34 30⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = − = − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

     
848 8 8

2 2 2 3
2

0 0 0 0

x 1 1 x
E x x f(x) dx x . dx x dx 32

32 32 32 4

⎡ ⎤
⎡ ⎤α = = = = = =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦∫ ∫ ∫
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5.  Sea una variable aleatoria X que se distribuye como una B(30 ,  0,2)   y otra variable aleatoria Y que se

distribuye como una B(150 ,  0,3) .

a)  ¿Si X e Y son independientes,  se puede afirmar que la variable X Y+  se distribuye como una
     B(180 ,  0,5) ?.  Justifica tu respuesta.

b)  ¿Se puede afirmar que por el teorema de Moivre la variable Y tiende a una normal? Si fuera así, ¿qué
     parámetros tiene esa distribución normal?

Solución:

a)  No se distribuye como una B(180 ,  0,5) , para aplicar la propiedad reproductiva tienen que tener la

misma probabilidad p.

b)  Según el TCL   ( ) ( )x x xY N 150 0,3 , 150 0,3 0,7 N 4,5 , 5,61≡∼

6. Los errores que se cometen al estimar el ahorro familiar de un país siguen una distribución normal de
media 0 y desviación  eσ

Comprobar que la función 
2

2
e

ne

σ
 sigue una distribución  Chi‐cuadrado, sabiendo que el tamaño muestral

es n y el error medio muestral es e .

Solución:

Si  1 2 nX , X , , X  son n variables aleatorias independientes N(0, 1) , la variable Chi‐cuadrado de Pearson

con n grados de libertad es  2 2 2 n
n 1 2 2X X Xχ = + + +

La variable aleatoria E = "Errores al estimar el ahorro familiar" sigue una  eN(0, )σ

La media muestral de los errores  ee N 0,
n

σ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼  con lo que la variable tipificada:

( ) ( )
2 2

22 2
12

ee e

nee 0 e
z N 0, 1 z N 0, 1

/ n / n

− ⎛ ⎞ ⎡ ⎤= → = = = χ⎜ ⎟ ⎣ ⎦σσ σ⎝ ⎠
∼ ∼
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7.  Las variables aleatorias en estudio son independientes.

Sean:   1 2 3X N(10 , 2) , X N(15, 2) y X N(20 , 2)∼ ∼ ∼  donde   1 2 3Y 5X 4X 3X= + −   y
22 2

31 2 X 20X 10 X 15
U

2 2 2
−− − ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. Calcular:  a)   [ ]P 20 Y 30≤ ≤        b)  [ ]P U 11≤

Solución:

a) 
3 3

2 2
1 2 3 i i i i

i 1 i 1

Y 5X 4X 3X siendo Y N ,
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + − λ μ λ σ
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑∼

2 2 2 2 2 2x x x x x xY N 5 10 4 15 3 20 , 5 2 4 2 ( 3) 2 Y N 50 , 2 50⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + + − ↔⎣ ⎦ ⎣ ⎦∼ ∼

[ ] 20 50 Y 50 30 50
P 20 Y 30 P P( 2,12 z 1,41)

2 50 2 50 2 50

− − −⎡ ⎤≤ ≤ = ≤ ≤ = − ≤ ≤ − =⎢ ⎥
⎣ ⎦

                            P(1,41 z 2,12) P(z 1,41) P(z 2,12) 0,0793 0,0170 0,0623= ≤ ≤ = ≥ − ≥ = − =

b)     

1
1

2
2

3
3

X 10
X N(10,2) N(0,1)

2
X 15

X N(15,2) N(0,1)
2

X 20
X N(20,2) N(0,1)

2

−⎧
⎪
⎪

−⎪
⎨
⎪

−⎪
⎪⎩

∼ ∼

∼ ∼

∼ ∼

[ ] [ ] [ ]
22 2

2 2 2 231 2
3

X 20X 10 X 15
U U N(0, 1) N(0, 1) N(0, 1)

2 2 2
−− − ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = + + = χ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

[ ] 2 2
3 3P U 11 P 11 1 P 11 1 0,05 0,95⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ = χ ≤ = − χ ≥ = − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

8. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribución  2χ  con 200 grados de libertad.
Calcular sin recurrrir a las tablas de la Chi‐cuadrado: P(X 183)≤

Solución:

La distribución  2χ  es, asintóticamente,  ( )N n, 2n , es decir,  ( )2
200 N 200 , 400χ ∼

X 200 183 200
P(X 183) P P(z 0,85) P(z 0,85) 0,1977

400 400

⎛ ⎞− −
≤ = ≤ = ≤ − = ≥ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
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9. El error cometido en expedir tiques por una maquina sigue una normal  N(0, )σ .

a)  ¿Cuál es la probabilidad de que el error cometido en valor absoluto de una medida cualquiera sea
     al menos σ ?

b)  ¿Cuánto valdría la probabilidad si se toma como medida la media aritmética de 10 medidas
     independientes?

Solución:

a)  Sea la variable aleatoria X = "Expedir tiques por la maquina",  N(0, )σ

[ ] [ ] [ ]X 0 0
P X P P z 1 P (z 1) (z 1) P(z 1) P(z 1)

⎡ − σ − ⎤
≥ σ = ≥ = ≥ = ≤ − ∪ ≥ = ≤ − + ≥ =⎢ ⎥σ σ⎣ ⎦

                   xP(z 1) P(z 1) 2P(z 1) 2 0,1587 0,3174= ≥ + ≥ = ≥ = =

b)  Sea la variable aleatoria 
10

1 2 10 i
i 1

1
Y X X X y X

10 =

= + + + → = ∑

       
10 10

i i
i 1 i 1

1 1 1
E(y) E X E X 10 0

10 10 10= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = = μ = μ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑

       
10 10 2

2 2
y i i

i 1 i 1

1 1 1
Var(y) Var X Var X 10

10 100 100 10= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ σ
σ = = = = σ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑

y N 0,
10

σ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∼

10. El departamento comercial de una industria alimenticia sabe que 2 de cada 10 consumidores
reconocen su producto en una prueba a ciegas.
¿Cuántas pruebas a ciegas de sabor deberían hacerse para que la proporción de que los que conocen la
marca oscile entre el 16% y el 24% con una probabilidad mínima de 0,8?

Solución:

Reconocen el producto el 20%,  p 0,2=

pq
p̂ N p,

n

⎛ ⎞
≈ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
     

x0,2 0,8 0,4
p̂ N 0,2 , N 0,2 ,

n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ˆ0,16 0,2 p 0,2 0,24 0,2ˆP(0,16 p 0,24) P
0,4 / n 0,4 / n 0,4 / n

− − −⎛ ⎞≤ ≤ = ≤ ≤ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                  P 0,1 n z 0,1 n P z 0,1 n P z 0,1 n⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ≤ ≤ = ≥ − − ≥ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                                  ( ) ( )1 2P z 0,1 n 0,8 P z 0,1 n 0,1= − > = → ≥ =

0,1 n 1,282 n 165= → =

Para una probabilidad como mínimo de 0,8 harían falta 165 pruebas.
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11. La variación porcentual del PIB de 2020, con respecto al año anterior, es una variable aleatoria normal
N(2, 0,5) . ¿Entre qué limites oscilará la variación del PIB con probabilidad 0,95?

Solución:

P(2 x PIB 2 x) 0,95− < < + =

2 x 2 PIB 2 2 x 2 x x
P(2 x PIB 2 x) P P z

0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
− − − + − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− < < + = < < = < < =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                       
x x x x x x

P z P z P z P z 1 P z P z
0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5

⎡ ⎤−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= > − > = < − > = − > − > =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

                      
x x

1 2P z 0,95 1,96 x 0,98
0,5 0,5

⎛ ⎞= − > = → = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

En consecuencia, P(1,02 PIB 2,98) 0,95< < =

El PIB oscilará entre 1,02 y 2,98

12. El peso (en gramos) de unas cajas es una variable aleatoria X, con distribución normal, cuya desviación
típica es igual a 12 gramos. Se extraen muestras aleatorias simples de tamaño 100 cajas.
¿Cuál es la probabilidad de que el peso medio de las cajas supere el peso medio real en al menos 300
miligramos?

Solución:

X N( , 12)  con  n 100μ =∼

Se pide calcular    [ ]P x ( 0,3) P (x ) 0,3≥ μ + → −μ ≥⎡ ⎤⎣ ⎦

Se puede determinar que la variable aleatoria  (x )− μ  sigue una distribución normal con las siguientes

características:

2 2

E(x ) E(x) 0                    

(x ) N(0, 1,2)12 144
V(x ) V(x) 1,44

n 100 100

− μ = − μ = μ − μ =⎧
⎪ → −μ⎨ σ

−μ = = = = =⎪⎩

∼

[ ] x 0,3
P (x ) 0,3 P P(z 0,25) 0,4013

1,2 1,2
−μ⎛ ⎞− μ ≥ = ≥ = ≥ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
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13. El número de llamadas independientes a la central de una agencia de viajes durante un día es una
distribución de Poisson de parametro  100λ = .
¿Cuál es la probabilidad de que durante 30 días,  el total de llamadas se encuentre entre 2.900 y 3.100?

Solución:

La distribución de Poisson es reproductiva, en el sentido de que la suma de variables de Poisson
independientes es otra variable de Poisson.

n

i i
i 1

X P( ) Y X P(n ) donde  E(Y) n , V(Y) n
=

λ → = λ = λ = λ∑∼ ∼

En 30 días n 30 :=   Y P( 3.000 ) donde  E(Y) 3.000 , V(Y) 3.000= =∼

3.100 k
3.000

k 2.900

3.000
P(2.900 Y 3.100) e

k!
−

=

≤ ≤ = ∑
Cálculo prácticamente imposible de calcular, por el teorema central del límite se tiene:

( )Y P(n ) Y N n , n E(Y) n , V(Y) nλ ⎯⎯→ λ λ = λ = λ∼ ∼

2.900 3.000 Y 3.000 3.100 3.000
P(2.900 Y 3.100) P P( 1,82 z 1,82)

3.000 3.000 3.000

⎛ ⎞− − −
≤ ≤ = ≤ ≤ = − ≤ ≤ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

                                           x x1 2 P(z 1,82) 1 2 0,0344 0,9312= − ≥ = − =

14. La probabilidad de que un paciente mejore tras administrarle un medicamento es de 0,82.

a)  Se suministra de manera independiente el medicamento a 10 pacientes en la Clínica Salud.
¿Qué modelo de distribución de probabilidad sigue la variable número total de pacientes que mejoran en
dicha clínica?

b) Si cada una de las 50 clínicas de una provincia realizan el mismo experimento de manera
independiente, ¿Qué modelo de distribución de probabilidad sigue la variable  número total de pacientes
que mejoran en dicha provincia?  ¿Cuál es la probabilidad de que al menos 400 pacientes mejoren en esa
provincia?

Solución:

a)  X = "Mejoría con el medicamento en una Clínica"   ( ) ( )X B n, p B 10, 0,82≡∼

b)  Y = "Mejoría con el medicamento en las 50 clínicas"    
50

1 2 50 i
i 1

Y X X X X
=

= + + + =∑

( ) ( ) ( )
50

i
i 1

x x xY B X , 0,82 B 500, 0,82 N 500 0,82, 500 0,82 0,18 N 410, 8,59
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ≡ ≡⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∼ ∼

( ) ( ) ( ) ( )Y 410 400 410
P Y 400 P P z 1,16 P z 1,16 1 P z 1,16

8,59 8,59
− −⎡ ⎤≥ = ≥ = ≥ − = ≤ = − ≥ =⎢ ⎥⎣ ⎦

                      1 0,1230 0,877= − =
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15. Se desea dar una estimación por intervalos a un 95% de confianza para la proporción de alumnos
que están a favor de aumentar en número máximo de convocatorias permitidas por la normativa de
permanencia.
¿Qué tamaño de muestra habría que considerar si se desea un intervalo con una amplitud de 0,06?.
Suponga que p q 1 / 2= = .

Solución:

/2

ˆ ˆpq
A 2z

nα=        /2 0,025z z 1,96α = =      x x
1

0,06 2 1,96
4n

→ =

x

1 10,06 1
0,0153 0,000234 n 1068

2 1,96 4n 4n 4n
= → = → = → =

16. Sean A y B dos sucesos tales que P(A) 0,6.=  Calcular P(A B)∩  en cada caso:

a)  A y B mutuamente excluyentes

b)  A está contenido en B

c)  B está contenido en A y P(B) 0,3=
d)  P(A B) 0,1∩ =

Solución:

a)  A y B mutuamente excluyentes A B P(A B) 0

P(A B) P(A) P(A B) P(A) 0 0,6

⇒ ∩ = φ ∩ =

∩ = − ∩ = − =

b)  A   B   P(A B) P(A)    P(A B) P(A) P(A B) P(A) P(A) 0⊂ ⇒ ∩ = → ∩ = − ∩ = − =

c)  B   A   P(A B) P(B)    

                     P(A B) P(A) P(A B) P(A) P(B) 0,6 0,3 0,3

⊂ ⇒ ∩ = →

→ ∩ = − ∩ = − = − =

d)  P(A B) P(A) P(A B) 0,6 0,1 0,5∩ = − ∩ = − =
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17.  Un dispositivo está formado por muchos elementos que trabajaban independientemente, siendo la
probabilidad de fallo durante la primera hora de trabajo muy pequeña e iguales en todos los elementos.
Si la probabilidad de que en ese tiempo falle por lo menos un elemento es 0,98.

a) Hallar la media y desviación típica del número de elementos que fallen en la primera hora.

b) Calcular la probabilidad de que fallen a lo sumo dos elementos en ese tiempo.

Solución:

a) Habiendo muchos elementos independientes, el tamaño (n) es muy grande, con una probabilidad de
fallo muy pequeña, condiciones para que el dispositivo siga una distribución de Poisson.

Sea la variable aleatoria X = "Fallo en la primera hora de un elemento",  X P( )λ∼  ,   
k

P(X k) e
k!

−λλ
= =

0

P(X 1) 0,98 P(X 1) P(X 0) e 0,02 e 0,02
0!

−λ −λλ
≥ = → < = = = = → =

ln 0,02 3,91 3,91 3,91 1,98−λ = → λ = μ = λ = σ = =

b) 
0 2

3,9 3,9 3,93,9 3,9 3,9
P(X 2) P(X 0) P(X 1) P(X 2) e e e

0! 1! 2!
− − −≤ = = + = + = = + + =

                   
2

3,9 3,9x
3,9

1 3,9 e 12,505 e 0,2531
2

− −⎡ ⎤
= + + = =⎢ ⎥⎣ ⎦

18. Se ha realizado una muestra aleatoria simple (m.a.s) de tamaño 10 de una población considerada
normal, llegando a la conclusión que la varianza muestal es 4.
Calcular la probabilidad P x 1,22⎡ − μ ≤ ⎤⎣ ⎦
Solución:

x 1,22
P x 1,22 P

2 / 3 2 / 3

⎡ − μ ⎤
⎡ − μ ≤ ⎤ = ≤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎣ ⎦

         [ ]9 9P t 1,83 P 1,83 t 1,83= ⎡ ≤ ⎤ = − ≤ ≤ =⎣ ⎦
                 [ ] [ ]9 9P t 1,83 P t 1,83= ≥ − − ≥ =

                 [ ]91 2P t 1,83 0,9= − ≥ =
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19. En una población de mujeres, las puntuaciones de un test de ansiedad‐riesgo siguen una distribución
normal N(25,10) . Al clasificar la población en cuatro grupos de igual tamaño.

¿Cuales serán las puntuaciones que delimiten estos grupos?.

Solución:

Siendo la variable aleatoria X = "Puntuaciones en un test de ansiedad‐riesgo"

1 1
1

Q 25 Q 25X 25
P(X Q ) 0,25 P P z 0,25

10 10 10
− −−⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ = → ≤ = ≤ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )P z 0,67 0,25≤ − =           ( )P z 0,67 0,25≥ =

Las puntuaciones que delimitan estos cuatro grupos
serán el primer  1Q , segundo  2Q  y tercer cuartil  3Q

de la distribución.

1
1 x

Q 25
0,67 Q 25 0,67 10 18,3

10
−

= − → = − =

En la distribución normal la media y la mediana son iguales:   e 2M Q 25μ = = =

3 3
3

3

Q 25 Q 25X 25
P(X Q ) 0,75 P P z 0,75

10 10 10
Q 25

        P z 0,25
10

− −−⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ = → ≤ = ≤ = →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞→ ≥ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
3 X

Q 25
0,67 Q 25 0,67 10 31,7

10
−

= → = + =

20. El peso de un paquete de cigarrillos se distribuye según una N(80, 4) . Se dispone de dos lotes de 100

paquetes cada uno de ellos. ¿Cuál será la probabilidad de que el peso del primer lote supere en más de 40
gramos al peso del segundo lote?

Solución:

Denotando por 
X peso del paquete de cigarrillos del primer lote   

Y peso del paquete de cigarrillos del segundo lote

≡⎧
⎨ ≡⎩

100 100

i i
i 1 i 1

x Peso del primer lote          y Peso del segundo lote
= =

≡ ≡∑ ∑

La distribución 
2 2 2 24 4

(x y) N 0, N 0, N(0, 0,56)
100 100 100 100

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + ≡ + =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼

x y 0,4
P ( x y ) 0,4 P P(z 0,71) 0,2389

0,56 0,56
−⎛ ⎞− > = > = > =⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦

⎝ ⎠



                                        Portal Estadística Aplicada:  Estadística Teórica   108

21. Sea A, B y C tres sucesos incompatibles, con  P(A) 0,5= ,  P(B) 0,25=  , P(C) 0,15= . Se pide:

a)  P(A B)∩

b)  P(A B C)∩ ∩

c)  P(A B C)∩ ∩

d)  Probabilidad de que exactamente se realice uno de los tres sucesos considerados.

Solución:

a)   incompatibles P(A B) 0P(A B) P(A) P(B) P(A B) P(A B) P(A) P(B)∩ =∪ = + − ∩ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ∪ = +

     P(A B) P(A B) 1 P(A B) 1 P(A) P(B) 1 0,5 0,25 0,25∩ = ∪ = − ∪ = − − = − − =

b)  Como son incompatibles:  P(A B C) P(A) P(B) P(C)∪ ∪ = + +

     P(A B C) P(A B C) 1 P(A B C) 1 P(A) P(B) P(C) 1 0,5 0,25 0,15 0,1∩ ∩ = ∪ ∪ = − ∪ ∪ = − − − = − − − =

c)  Como A, B y C  son incompatibles:    A B A C B C A B C∩ = φ ∩ = φ ∩ = φ ∩ ∩ = φ

     
A C C A

A C C B C C A B C C
B C C B

∩ = φ → ⊂⎧
→ ∩ = ∩ = ∩ ∩ =⎨ ∩ = φ → ⊂⎩

         P(A B C) P(C) 0,15∩ ∩ = =

d)  Sea el suceso E ≡  Ocurre exactamente uno de los tres sucesos A, B, C

     

A B C A

E (A B C) (A B C) (A B C) A B C B

A B C C

⎧ ∩ ∩ =
⎪= ∩ ∩ ∪ ∩ ∩ ∪ ∩ ∩ ∩ ∩ =⎨
⎪ ∩ ∩ =⎩

      con lo cual,

      P(E) P (A B C) (A B C) (A B C)= ⎡ ∩ ∩ ∪ ∩ ∩ ∪ ∩ ∩ ⎤ =⎣ ⎦
               P(A) P(B) P(C) 0,5 0,25 0,15 0,9= + + = + + =
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22.  Sea una variable aleatoria discreta X, sabiendo que la media es 4 y  la varianza es 1.

a)  ¿Cuál es el coeficiente de variación de la variable transformada por un cambio de origen a la izquierda
     de 3 unidades?

b)  ¿Cuál es el coeficiente de variación de la variable transformada por un cambio de escala en 3
     unidades?

c)  Cuál es el coeficiente de variación de la variable transformada por un cambio de origen a la izquierda
     de 3 unidades y un cambio de escala en 3 unidades?

Solución:

a)  Y X 0 X ( 3) X 3= − = − − = +i

Y YE(Y) E(X 3) E(X) 3 E(Y) 4 3 7μ = = + = + → μ = = + =

2 2 2 2
Y x x YVar (X 3) Var(X) Var(3) 0 1σ = + = + = σ + = σ → σ =

Coeficiente de variación:    Y
Y

Y

1
CV 0,1428

7
σ

= = =
μ

b)  Al realizar un cambio de escala en 3 unidades, la variable transformada es:  
X

Y
3

=

Media:   Y x
X 1 1

E(Y) E E(X)
3 3 3
⎡ ⎤μ = = = = μ⎢ ⎥⎣ ⎦

Varianza:   2 2
Y x

X 1 1
Var(Y) Var Var(X)

3 9 9
⎡ ⎤σ = = = = σ⎢ ⎥⎣ ⎦

Desviación típica:   2
Y x x

1 1
9 3

σ = σ = σ

Coeficiente de variación:   
x

xY
Y x

Y x
x

1
13CV 0,25 CV

1 4
3

σ σσ
= = = = = =

μ μμ

c)  La variable  transformada  
X 3

Y
3
+

=

Media:   Y x
X 3 1 1 3 1 7

E(Y) E E(X 3) E(X) 1 1 3,33
3 3 3 3 3 3
+⎡ ⎤μ = = = + = + = μ + = + =⎢ ⎥⎣ ⎦

Varianza:   2 2
Y x

X 3 1 1 1
Var(Y) Var Var(X 3) Var(X)

3 9 9 9
+⎡ ⎤σ = = = + = = σ⎢ ⎥⎣ ⎦

Coeficiente de variación:   
x

x xY
Y

Y x
x

1
13CV 0,1428

1 3 4 3 71
3

σ σ σσ
= = = = = =

μ μ + +μ +
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23. Una variable aleatoria sigue la distribución de una F de Fisher‐Snedecor, con media  3μ = , calcular los

puntos críticos  0,05 , n , nF   y    0,95 , n , nF

Solución:

Sean  2
nχ  y   2

mχ  dos variables  2χ de Pearson, respectivamente, con n y m grados de libertad,

independientes entre sí, se denomina F de Fisher‐Snedecor con n y m grados de libertad a la variable:

2
n
2
m

/ n
F

/m

χ
=
χ

.   Tiene por media 
n

n 2
μ =

−
 sí  n 2>

n n
3 3n 6 n n 3

n 2 n 2
μ = ⇒ = ⇒ − = ⇒ =

− −

0,05 , 3 , 3 0,95 , 3 , 3
0,05 , 3 , 3

1 1
F 9,2766 F 0,1077

F 9,2766
= = = =

24. Analizar la verdad o no de las siguientes afirmaciones y explicar por qué:

a)  P(Error  tipo I)   P(Error  Tipo II)   1+ =

b)  Cuando disminuye la probabilidad de cometer un Error de Tipo I, también disminuye la probabilidad
de cometer un Error de Tipo II.

Solución:

a)  Error Tipo I:    0 0P(ET I) P(Rechazar H / H cierta)α = =

Un Error Tipo I es un falso positivo, como una alarma de fuego que suena cuando no existe tal fuego.

Error Tipo II:   0 0P( ET II ) P( Aceptar H / H falsa )β = =

Un Error Tipo II es el caso de un falso negativo, como una alarma que falla y no suena cuando existe un
fuego.

Un Error Tipo I puede tener consecuencias menos aceptables que las que tendría un Error Tipo II. En
términos económicos, cometer un Error Tipo II podría ser menos costoso que un Error Tipo I

No es verdad  P(Error  tipo I)   P(Error  Tipo II)   1+ =  porque no son complementarios.

b)  No es verdad. Se encuentran
inversamente relacionados.
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25.  Las puntuaciones de estadística teórica se distribuyen según una ley normal, con μ  y σ
desconocidas.  Se desea contrastar  0H : 74μ =  frente a   1H : 74μ ≠ . Para ello, se introducen en SPSS

las puntuaciones de quince alumnos escogidos aleatoriamente. Los resultados han sido:

SPSS:  Analizar/Comparar medias/ Prueba T para una muestra

Con un nivel de significación de 0,05 , se pide:

a)  ¿Qué se puede decir del contraste?

b)  Media  muestral y cuasidesviación típica muestral

c)  Define el p‐valor y como calcular la significación bilateral

d)  Calcula  el  p‐valor al contrastar   0H : 74μ ≤  frente a    1H : 74μ >

e)   Calcula  el  p‐valor al contrastar   0H : 74μ ≥  frente a    1H : 74μ <

Solución:

a)  El intervalo de confianza [ ]0,83 , 15,23−  cubre el cero, se puede afirmar que la muestra procede de

una población N(74, )σ , con un nivel de significación de 0,05

Por otro lado,

p ‐ valor Sig.(bilateral) 0,075 0,05= = > = α  y se acepta la hipótesis nula   0H : 74μ =

b)   x
1 /2 , (n 1)

s
I ( ) x t

n
− α α −

⎡ ⎤
μ = ±⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

    Diferencia de medias   x 74 7,2 x 81,2= − = → =

     x
x

x

x
x 74 x 74s 7,2

t 3,743 s 3,743 15 14,496
t 1,923s / 15 15

− −
= → = = = → = =

     x
x

s
Cuasidesviación típica muestral:  3,743 s 14,496

15
= → =

    Estadístico de contraste:  
x

Diferencia de medias 7,2
t 1,923

s / n 14,496 / 15
= = =

c)  La Significación bilateral (p‐valor) muestra el grado de compatibilidad entre el valor poblacional
propuesto y la información muestral disponible.

Si el nivel crítico es pequeño (generalmente,   p 0,05α < ), se concluye que la información recogida en la

muestra es incompatible con la hipótesis nula de que la muestra procede de la población.

[ ]p 0 14 14p‐valor P Rechazar x H  es Cierta P t 1,923 2. P t 1,923 0,075α = = ⎡ ⎤ = ⎡ > ⎤ = > =⎣ ⎦⎣ ⎦
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d)  SPSS siempre calcula el p‐valor para un contraste bilateral o de dos colas, si se desea realizar un
contraste unilateral o de una cola hay que dividir entre 2 la significación bilateral:

p / 2( 0,075 / 2 0,0375)α = =

Se trata de un contraste unilateral  a la derecha (cola a la derecha):     1H : 74μ >

Siendo,    p /2 0,0375 0,05α = < → Se rechaza  0H

e)  Se trata de un contraste unilateral  a la izquierda (cola a la izquierda):    1H : 74μ <

Siendo,  p /2 Sig.(unilateral izquierda)  1 0,0375 0,9625 0,05α = = − = > →  Se acepta  0H
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26.  Se quiere comparar las puntuaciones en estadística teórica de dos Universidades que siguen,
respectivamente, una distribución normal, con varianzas desconocidas y se supone que estadísticamente
iguales. Se toman al azar dos muestras iguales de estudiantes de ambas Universidades.
Los resultados obtenidos en SPSS son:
SPSS:  Analizar/Comparar medias/ Prueba T para dos muestras independientes

Con un nivel de significación de 0,05, se pide:

a)  ¿Existe diferencia significativa sobre las puntuaciones de estadística teórica en las dos Universidades?

b)  ¿Cuál es la media ponderada de las cuasivarianzas muestrales?

c)  ¿Cuál sería el p‐valor si se hubieran contrastado las puntuaciones
     0 1Autónoma Complutense Autónoma ComplutenseH : H :μ ≤ μ μ > μ

Solución:

a)  En los resultados obtenidos en SPSS la Prueba de Levene permite decidir si las varianzas poblacionales
son iguales.

Como la probabilidad asociada al estadístico de Levene  (p ‐ valor Sig.: 0,699)  0,05= > = α  se acepta

la hipótesis nula de que las varianzas poblacionales son iguales.

1 21 1 2 p/2 , (n n 2)
1 2

error típico diferencia

1 1
I ( ) ( x y ) t . s .

n n− α α + −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥μ − μ = − ± +
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Las dos Universidades tienen la misma puntuación en estadística teórica a un nivel de significación del
0,05 α = ya que el intervalo de confianza cubre el cero.

Un intervalo de confianza sirve para tomar una decisión sobre la hipótesis nula que permite contrastar el
estadístico T (t de Student).

Por otra parte,

p‐valor Sig.(bilateral)  0,661 0,05= = > → Se acepta    0 Autónoma ComplutenseH : μ ≤ μ

b)   2
ps ≡ Media ponderada de las cuasivarianzas muestrales:   

2 2
2 1 1 2 2
p

1 2

(n 1 ) s (n 1) s
s

n n 2
− + −

=
+ −

p p
1 2

1 1 1 1
Error típico de la diferencia  s . 4,962 s .

n n 15 15
= + → = +

2
p p

4,962 4,962
s 13,588 s 184,633

0,36511 1
15 15

= = = → =
+
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t ≡  valor experimental del estadístico de contraste:

x yDiferencia de medias 2,200
t 0,443

Error típico diferencia 4,9621 1
13,588 .

15 15

−
= = = =

+

0,025 , 28 0t 0,443 t 2,048  se acepta H= ≤ =

p‐valor Sig.(bilateral)  0,661= = . La Significación bilateral  muestra el grado de compatibilidad entre el

valor poblacional propuesto y la información muestral disponible.

Si el nivel crítico es pequeño (generalmente,   p 0,05α < ), se concluye que la información recogida en la

muestra es incompatible con la hipótesis nula de que las medias poblacionales son iguales.

La Prueba T se basa en el supuesto de normalidad, el cumplimiento de este supuesto sólo es exigible con
muestras pequeñas. El supuesto de normalidad carece de relevancia en muestras grandes.

c)  SPSS siempre calcula el p‐valor para un contraste bilateral o de dos colas, si se desea realizar un
contraste unilateral o de una cola hay que dividir entre 2 el nivel de significación del contraste bilateral
(p valor 0,699 / 2 0,3495)− = =

Contraste unilateral a la derecha (cola a la derecha):    1 Autónoma ComplutenseH : μ > μ

Contraste unilateral a la izquierda (cola izquierda) Contraste unilateral a la derecha (cola derecha)

1 Autónoma ComplutenseH : μ < μ 1 Autónoma ComplutenseH : μ > μ

0p‐valor Sig.(unilateral derecha)  0,3495 0,05 Se acepta H= = > = α →
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27. Se quiere comparar las puntuaciones en un test de inteligencia de dos estratos sociales que siguen,
respectivamente, una distribución normal pasando la prueba de Kolmogorov‐Smirnov, con varianzas
desconocidas. Se han tomado al azar dos muestras iguales en ambos estratos.
Los resultados obtenidos en SPSS son:

Con un nivel de significación de 0,05, se pide:

a)  Calcula con los datos el valor de la t de Student, sin recurrir a las tablas

b)  ¿Cuál es la media ponderada de las cuasivarianzas muestrales?

c)  Se aceptaría el contraste   0 1estrato 1 estrato 2 estrato 1 estrato 2H :  H : μ ≥ μ μ < μ   calculando el p_valor

Solución:

a)    estrato 1 estrato 2Diferencia medias ( x y ) 80,6 79 1,6= − = − =

estrato 1 estrato 2x y 1,6
Estadístico t 0,330

4,843

−
= = =

∈

estrato 1 estrato 2 estrato 1 estrato 2 0,025 , 28I( ) ( x y ) t . 8,321 , 11,521⎡ ⎤μ − μ = − ± ∈ = −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦

0,025 , 28 0,025 , 28x x x xLongitud Intervalo 11,521 ( 8,321) 19,842 2 t 2 t 4,843= − − = = =∈

0,025 , 28
19,842

t 2,048
2 . 4,843

= =

b)   p p
1 1 4,843

Error típico diferencias 4,843 s . s 13,2632
15 15 1 1

15 15

= = = + → = =
+

∈

c)  SPSS siempre calcula el p_valor para un contraste bilateral o de dos colas, si se desea realizar un
contraste unilateral o de una cola hay que dividir entre 2 el contraste bilateral, teniendo en cuenta que
es un contraste unilateral a la izquierda    0 estrato 1 estrato 2H : μ ≥ μ   el  p_valor 1 0,744 / 2 0,628= − =

0p_valor Sig.(unilateral izquierda)  0,628 0,05 Se acepta H= = > →
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28. En el estacionamiento de un aeropuerto se abre la barrera en intervalos que siguen una  distribución
de Poisson. Encuentra el estimador máximo verosímil del parámetro de Poisson  y comprueba su
eficiencia.

Solución:

En la distribución de Poisson:  
x

P(X x) e E(x) V(x)
x!

−λλ
= = = λ = λ

La función de verosimilitud  L (X, )λ  en una muestra aleatoria simple de tamaño n:

n

i

1 n i 1

x
n x x

n
i n

1 ni 1
i

i 1

L ( ) L (X , ) P(x , ) e e e
x ! x !

x !

=
− λ−λ −λ

=

=

λ λ λ
λ = λ = λ = =

∑

∏
∏

n n

i i
i 1 i 1

x x

n n
n n

i i

i 1 i 1

L (X , ) e ln L (X , ) ln e

x ! x !

= =
− λ − λ

= =

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥λ λ

λ = → λ = =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

∏ ∏

             

n

i
i 1

x n n n
n

i i i

i 1 i 1 i 1

ln ln x ! lne x ln ln(x !) n= − λ

= = =

= λ − + = λ − − λ
∑

∏ ∑ ∑
n n

i i

i 1 i 1

ln L (X , ) x ln ln(x !) n
= =

λ = λ − − λ∑ ∑
Para obtener el estimador de máxima verosimilitud  ˆEMV( )λ , se deriva la expresión anterior respecto del

parámetro para obtener, sustituyendo λ  por   λ̂
n

n i
i 1

i

i 1ˆ ˆ

x
lnL (X , ) 1 ˆ0 x n 0 x

n
=

=λ = λ λ = λ

∑
ϑ λ

= → − = → λ = =
ϑλ λ∑

El estimador de máxima verosimilitud (estimador que ofrece mayor credibilidad) viene dado por la media

muestral   ˆEMV( ) xλ =

Para que un estimador sea eficiente tiene que ser centrado y de varianza mínima. La varianza mínima se
analiza en virtud de la acotación de Cramer‐Rao:

2

2 2

ˆb( ) 0ˆ1 b( ) 1ˆ ˆV( ) CCR V( ) CCR
ln P (x ; ) ln P(x ; )

n . E n . E

λ =⎡ ⎤+ λ⎣ ⎦λ ≥ = → λ ≥ =
ϑ λ ϑ λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ϑλ ϑλ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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El estimador es eficiente cuando  ˆV( ) CCRλ =

 Insesgadez y Varianza

El estimador  λ̂  es insesgado (centrado) sí  ˆE( )λ = λ

n

ni ni 1
i i

i 1
i 1

x
1 1 1ˆE( ) E E x E(x ) (n )

n n n n
=

=
=

⎡ ⎤∑⎢ ⎥ ⎛ ⎞
⎢ ⎥λ = = = = λ = λ∑⎜ ⎟
⎢ ⎥ ⎝ ⎠
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

n

ni
i 1

i2 2
i 1

x
1 1ˆV( ) V( x ) V V(x ) (n )

n nn n
=

=

⎛ ⎞∑⎜ ⎟ λ⎜ ⎟λ = = = = λ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

 Consistencia

Cuando no es posible emplear estimadores de máxima verosimilitud, el requisito mínimo deseable para
un estimador es que sea consistente.

n n

ˆ ˆ ˆlim E( ) y lim V( ) 0 Estimador   es consistente
→ ∞ → ∞

λ = λ λ = → λ

x x

P(X x) e lnP(x , ) ln e x ln ln(x!)
x! x!

−λ −λ⎡ ⎤λ λ
= = → λ = = λ − − λ⎢ ⎥

⎣ ⎦

lnP(x , ) xx
1

ϑ λ − λ
= − =

ϑλ λ λ

2 2
2 2

2 2 2 2

lnP(x , ) x 1 1 1 1
E E E(x ) E(x x ) V(x)
⎡ ⎤ϑ λ − λ λ⎡ ⎤= = − λ = − = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ϑλ λ λλλ λ λ⎣ ⎦⎣ ⎦

Finalmente,   2

1 1ˆV( ) CCR
1 nln P(x ; ) nn . E

λ
λ ≥ = = =

ϑ λ⎡ ⎤
⎢ ⎥ λϑλ⎣ ⎦

El menor valor de la varianza del estimador será 
n
λ

Se sabe que  ˆV( ) V( x )
n
λ

λ = = ,  lo que muestra  ˆV( ) CCRλ =  es el estimador empleado es eficiente.
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29.  Una variable aleatoria X  sigue una distribución de la t de Student, sabiendo que la varianza 
n

2
t 3σ = .

Calcular los puntos críticos:   0,20 ; nt   ,   0,99 ; nt

Solución:

Si la variable aleatoria X  sigue una distribución t de Student con n grados de libertad, tiene de media

nt
0μ =  y  varianza  

n
2
t

n
n 2

σ =
−

.

Por tanto, 
n

2
t

n
3 n 3n 6 n 3

n 2
σ = = → = − → =

−

0,20 ; 0,20 ; 3nt t 0,978= =

0,99 ; 0,99 ; 3 1 0,99 ; 3 0,01 ; 3nt t t t 4,541−= = − = − = −

30.  Sean  1 2 3 50X , X , X , , X  variables aleatorias N(0,1) , independientes entre sí, siendo las variables

independientes  2 2 2 2
1 2 3 15U X X X X= + + + +   ,   2 2 2 2

1 2 3 25V X X X X= + + + +   e   Y U V= + .

Calcular P(Y 60)≥

Solución:

Si  1 2 3 n(X , X , X , , X )  son variables aleatorias independientes entre sí N(0,1) ,

la variable  2 2 2 2 2
n 1 2 3 nX X X Xχ = + + + +  es una Chi‐cuadrado de Pearson con n grados de libertad

Si  U  y  V  son dos Chi‐cuadrado de Pearson, respectivamente con 15 y 25 grados de libertad,
independientes entre sí, la suma de las dos variables  (U V)+ es una Chi‐cuadrado con 50 grados de

libertad:   2 2 2 2
15 25 15 25 50Y U V += + = χ + χ = χ = χ

De otra parte,  ( )2
n

n 30
N n, 2n

>χ ⎯⎯⎯⎯→ , con lo que,  ( ) ( )2
50Y N 50 , 100 N 50 , 10χ ≡ ≡∼

Y 50 60 50
P(Y 60) P P(z 1) 0,1587

10 10
− −⎛ ⎞≥ = ≥ = ≥ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
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31.  De una población normal N(0, 1)  se toma una muestra aleatoria de tamaño 5, de media  x  y de

desviación típica  xσ . Calcular:   
x

x
P 2,302
⎛ ⎞

>⎜ ⎟σ⎝ ⎠
   ,   

x

x
P 1,388
⎛ ⎞

<⎜ ⎟⎜ ⎟σ⎝ ⎠
Solución:

Se sabe que si de una población normal N( , )μ σ  se toma una muestra de tamaño n, la variable

n 1
xx

x x
t . n 1

/ n 1
−

− μ − μ
= = −

σσ −
  es una t de Student con  (n 1)−  grados de libertad.

En consecuencia,   4
x x

x 0 2x
t . 5 1

−
= − =

σ σ

( )4
x x

x 2x
P 2,302 P 4,604 P t 4,604 0,005
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

> = > = > =⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ) ( )4 4
x x

2 xx
P 1,388 P 2,776 P 2,776 t 2,776 1 2. P t 2,776

                               1 2.0,025 0,95

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≤ = ≤ = − ≤ ≤ = − ≥ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − =

32.a)  Entre la varianza muestral  2
xσ  y la cuasivarianza muestral  2

xs  de una variable aleatoria, demuestra

que estimador es más eficiente.

32.b)  Si X P( )λ∼ ,  siendo  x  y   2
xs  estimadores centrados para λ , ¿cuál es más eficiente?

Solución:

Entre dos estimadores el más eficiente es el que presenta menor varianza muestral.

2
2 2 2 2 2 2
x x x x x x

2
x

n n
a)  Como  s . V(s ) . V( ) V(s ) V( )

n 1 n 1

                                                 La varianza muestral   es más eficiente. 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= σ → = σ → > σ →⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
→ σ

1 2 n
1 2 n 1 2 n2 2

2

x x x 1 1
b)  V( x ) V V(x x x ) V(x ) V(x ) V(x )

n n n
1

              
nn

+ + +⎡ ⎤= = + + + = + + + =⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
λ

= λ + λ + + λ =⎡ ⎤⎣ ⎦

2 1 2 n
x 1 2 n 1 2 n2 2

2 2

x x x 1 1
V(s ) V V(x x x ) V(x ) V(x ) V(x )

n 1 (n 1) n

n1
          

(n 1) (n 1)

+ + +⎡ ⎤= = + + + = + + + =⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥− −⎣ ⎦
λ

= λ + λ + + λ =⎡ ⎤⎣ ⎦− −

2 2 2
x2 2

2
x

n 1 n
V( x ) V(s ) (n 1) n

n n(n 1) (n 1)

          x  es más eficiente que s

λλ
= < = → < → − < →

− −

→
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33.  Siete variables aleatorias siguen una distribución de media 0 y desviación típica 1.
Siendo la variable X  la suma de estas siete variables aleatorias independientes. Se pide:
a)  Media y desviación típica de típica de X
b)  ¿Qué número deja por debajo una probabilidad de 0,9?
c)  ¿Qué número deja por encima una probabilidad de 0,05?
d)  ¿Cuál es la probabilidad de que X tome valores menores que 16?

Solución:

a)  La variable  2 2 2
7 7 7

7
2 2 2
7 i

i 1

xx   tiene 7 2 7 14 14
χ χ χ

=

χ = μ = σ = = σ =∑
b)  P(x k) 0,9 P(x k) 0,1 k 12,017< = → ≥ = → =

c)  P(x k ) 0,05 k 14,067> = → =

d)  P(x 16) P(x 16) 1 1 0,025 0,975< = α → ≥ = − α = − =

34.  Se sabe que dos poblaciones distintas X e Y, se distribuyen normalmente con media 0. Además
P(X 2) P(Y 3) 0,1587.≥ = ≥ = Calcula sus respectivas varianzas.

Solución:

Sean las variables aleatorias   1X N(0 , )σ∼   e   2Y N(0 , )σ∼

1 1 1 1

2
1 1

N(0,1) X 0 2 0 2 2
P(X 2) P P z 0,1587 1

                2 4

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
≥ = ≥ = ≥ = → = →⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ σ σ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

→ σ = → σ =

2 2 2 2

2
2 2

N(0,1) X 0 3 0 3 3
P(X 2) P P z 0,1587 1

                3 9

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
≥ = ≥ = ≥ = → = →⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ σ σ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

→ σ = → σ =
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35.  La duración en minutos, de un proceso de embarque sigue una distribución N( , )μ σ .

El 60% de las veces dura más de 40 minutos. El 55% de ellas dura menos de 50 minutos.
¿Qué distribución sigue?

Solución:

Sea la variable aleatoria X = 'Duración del proceso de embarque'

A partir de la información, se plantean dos ecuaciones:

X 40 40
P(X 40) 0,60 P P z 0,60

40 40 40
P z P z 0,40 0,25

− μ − μ −μ⎡ ⎤ ⎡ ⎤> = → > = > = →⎢ ⎥ ⎢ ⎥σ σ σ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
− μ − + μ − + μ⎡ ⎤ ⎡ ⎤→ < = ≥ = ⇒ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥σ σ σ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

X 50 50
P(X 50) 0,55 P P z 0,55

50 50
P z 0,45 0,12

− μ − μ − μ⎡ ⎤ ⎡ ⎤< = → < = < = →⎢ ⎥ ⎢ ⎥σ σ σ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
− μ − μ⎡ ⎤→ ≥ = ⇒ =⎢ ⎥σ σ⎣ ⎦

Se resuelve el sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas:

0,25 40
46,76 27,03

0,12 50

μ − σ =⎧
→ μ = σ =⎨μ + σ =⎩

36. a)  X e Y son variables aleatorias independientes que siguen una distribución de Poisson.
2          P(X 2) 2e−= =  ,   6P (X Y) 2 18e−+ = =⎡ ⎤⎣ ⎦ .  Calcular:  P(Y 2)=

      b)  X e Y son variables aleatorias independientes que siguen una distribución de Binomial.
        Las variables  (X Y) B(12 , 0,2)+ ∼  e Y B(7 , 0,2)∼ .  Calcular:  P(X 3)=

Solución:

a)    2P(X 2) 2e X P( 2)−= = → λ =∼         6P (X Y) 2 18e (X Y) P( 6)−+ = = → + λ =⎡ ⎤⎣ ⎦ ∼

      Por la propiedad reproductiva de Poisson: Y P( 6 2 4)λ = − =∼

       
2

4 44
P(Y 2) e 8e

2!
− −= = =

b)  Por la propiedad reproductiva de la Binomial:  
(X Y) B(12 , 0,2)

X B(5, 0,2)
Y B(7 , 0,2)           

+⎧
→⎨

⎩

∼
∼

∼

       3 25
P(X 3) 0,2 0,8 0,0512

3
⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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37.  Completar la ley de probabilidad , conociendo que la esperanza matemática es 1,8

iX x= 0 1 2 3

i ip P(X x )= = 0,2 a b 0,3

Solución:

4

i
i 1

p 0,2 a b 0,3 1 a b 0,5
=

= + + + = → + =∑
4

i i
i 1

x . p a 2b 0,9 1,8 a 2b 0,9
=

= + + = → + =∑

Resolviendo el sistema:  
a b 0,5 b 0,4

a 2b 0,9 a 0,1

+ = =⎧
⇒⎨ + = =⎩

38. Se tienen dos variables aleatorias cuya distribución es normal: X N(3, 2)∼  ,  Y N(5, 1)∼  Obtener la

esperanza matemática y la varianza de la variable: W 2X 4Y= +  y de la variable Z (X Y) / 2= +

Solución:

2 2

x x

x x

E(W) E(2X 4 Y) 2 E(X) 4E(Y) 2 3 4 5 26          
W 2X 4Y

V(W) V(2X 4 Y) 4V(X) 16 V(Y) 4 2 16 1 32

= + = + = + =⎧⎪= + → ⎨
= + = + = + =⎪⎩

2 2

X Y 1 1 1 3 5
E(Z) E E(X Y) E(X)    E(Y) 4       

X Y 2 2 2 2 2 2
Z

2 X Y 1 1 1 2 1 5
V(Z) V V(X Y) V(X)    V(Y)

2 4 4 4 4 4 4

⎧ +⎛ ⎞= = + = + = + =⎜ ⎟⎪+ ⎝ ⎠⎪= → ⎨
+⎛ ⎞⎪ = = + = + = + =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

39.  ¿Pueden ser dos sucesos independientes y disjuntos a la vez? . Ponga un ejemplo.

Solución:

Dos sucesos A y B son disjuntos o incompatibles cuando A B∩ = φ , siendo P(A B) P( ) 0∩ = φ = .

Son independientes cuando P(A B) P(A) . P(B)∩ =

La independencia de dos sucesos no tiene nada que ver con que sean disjuntos.

Si dos sucesos A y B, con probabilidades no nulas, son independientes, no pueden ser disjuntos,
ya que P(A B) P(A) . P(B) 0∩ = ≠
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40.  La función de densidad de una variable aleatoria es:

        
2ax b 0 x 2

f(x)
0 en el resto

⎧ + < <⎪= ⎨
⎪⎩

       siendo  
1

P x 1 0,1666
2
⎡ ⎤< < =⎢ ⎥⎣ ⎦

.  Determinar a y b.

Solución:

Hay que calcular dos parámetros (a y b), por lo que se necesitan dos ecuaciones:

 Por ser función de densidad:

        
22 2 3

2

0 0 0

8ax
1 f(x) dx (ax b) dx a bx 2b 8a 6b 3

3 3

⎡ ⎤
= = + = + = + → + =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫
  

11 1 3
2

1/2 1/2 1/2

1 x
P x 1 f(x) dx (ax b ) dx a bx 0,1666

2 3

⎡ ⎤⎡ ⎤≤ ≤ = = + = + =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ,  con lo que:

        
13

1/2

x a a b 7a b
a bx b 0,1666 7a 12b 4
3 3 24 2 24 2

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = + − + = + = → + ≈⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

Resolviendo el sistema:  
8a 6b 3 16a 12b 6 2 11

a 0,22 b 0,2
7a 12b 4 7a 12b 4 9 54

+ = + =⎧ ⎧
→ → = = = =⎨ ⎨+ = + =⎩ ⎩

41.  Sea X una variable aleatoria continua con función de densidad:

                             2

8
1 x 8

7xf(x)

0 otro caso

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪
⎩

a)  Calcular el primer y tercer cuartil, el decil 7 y el percentil 85

b)  Calcular la mediana y la moda

Solución:

a)  Función de distribución:

      
xx x

2
1 1

8(x 1)8 8 1
F(x) P X x f(t)dt dt 1 x 8

7 t 7x7t−∞

⎡ ⎤ −
= ≤ = = = − = ≤ ≤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦∫ ∫
Sustituyendo se calculan cuartiles, decil y percentil:

1
1 1 1 1 1 25

1

8 (Q 1)1 32
F(Q ) 7Q 32(Q 1) Q 1,28 Q P 1,28

4 7Q 25
−

= = → = − → = = = =

3
3 3 3 3 3 5 75

3

8 (Q 1)3 32
F(Q ) 21Q 32(Q 1) Q 2,91 Q D P 2,91

4 7Q 11
−

= = → = − → = = = = =

7
7 7 7 7

7

8 (D 1)7 80
F(D ) 49 D 80(D 1) D 2,58

10 7D 31
−

= = → = − → = =

85
85 85 85 85

8 (P 1)85 800
F(P ) 595 P 800(P 1) P 3,90

−
= = → = − → = =
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b)   e 2 5 50M Q D P= = =

e
e e e e

e

8 (M 1)1 16
F(M ) 7 M 16(M 1) M 1,78

2 7M 9
−

= = → = − → = =

La Moda   dM  se obtiene calculando el máximo de la función de densidad:

2 3
1 x 8 Función      8 16

f(x) f '(x) 0
decreciente7x 7x

≤ ≤= → = − < ⎯⎯⎯⎯→

f(8) f(x) f(1)≤ ≤   con lo que   dM 1=
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