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TEORIA DE JUEGOS

- 7

La Teoria de Juegos es una rama de las Matematicas y la Economia que se
encarga de analizar situaciones denominadas Juegos, en las que dos o mas
jugadores deben decidir qué decisién tomar en funcion de las decisiones

. que puedan tomar los otros.

Se suele considerar que la Teoria de Juegos nacié cuando el matematico hungaro John von
Neumann y el economista aleman Oskar Morgenstern publicarén en 1944 el libro Theory of Games
and Economic Bahavior (Teoria de Juegos y Comportamiento Econdmico).

Una de las principales contribuciones de este libro es la aplicacion de los conceptos de estrategia de
juego en lugar de conceptos mas aleatorios, la introduccién de la nocién de Juego Cooperativo, su
forma de coalicién, y los Conjuntos Estables Neumann-Morgenstern.

Estos autores fueron los primeros en aplicar ampliamente la Teoria de Juegos, por razones practicas,
especialmente para analizar el comportamiento econdmico. Muchos desarrollos futuros surgieron
de esta obra, como la nocidn de nucleo vy la utilidad transferible, y el posterior desarrollo de la teoria
de la utilidad esperada.

A mediados del siglo XX surge otra figura fundamental para la Teoria de Juegos, el popular
matematico John Forbes Nash (Premio Nobel de Economia en 1944) teorizé sobre los Juegos
No Cooperativos.

Alo largo de la historia ha habido once ganadores del Premio Nobel de Economia relacionados con
la Teoria de Juegos. En 2005 lo recibieron Thomas C. Schelling y Robert J. Aumann por ampliar la
comprension de conflicto y cooperacién mediante analisis basados en la Teoria de Juegos. En 1212
lo obtuvieron Lloyd Stowell Shapley y Alvin Elliot Roth por sus aportaciones a la Teoria de
asignaciones estables y la practica del diseifo del mercado (que se encuentran dentro de la Teoria de
Juegos)". En 2014 lo consiguio el economista Jean Tirole, muy conocido por su trabajo sobre la
"Economia del bien comun". Sus estudios giran entorno a Teoria de Juegos, Economia y Psicologia,
Banca y Finanzas. De hecho, recibid el Nobel por su Andlisis sobre el poder del mercadoy la
regulacion.

PREMIOS NOBEL DE ECONOMIA: www.estadistica.net/Nobel/economic0.html
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TEORIA DE JUEGOS: DEFINICIONES

Un juego es una situacion en donde los particpantes (jugadores) toman decisiones estratégicas, es
dcir, tienen en cuanta las acciones y respuestas de los demas participantes.

Una estrategia es una regla o plan de accion para jugar. La estrategia dptima para un jugador es la
gque maximice su utilidad esperada.

Cada participantes (jugador) tiene un conjunto de estrategias posibles y tendra una utilidad segun la
estrategia adoptada por él y los demas jugadores.

Se supone que los jugadores son racionales, es decir, piensan en las consecuencias de sus actos y
actian maximizando sus propios beneficios. Al mismo tiempo, los jugadores piensan en que los
demas agentes del juego también son racionales.

Un juego basicamente esta formado por los siguientes elementos:

Jugadores: Toman las decisiones tratando de maximizar su utilidad, deben de ser dos como
minimo.

Estrategias: Decisiones entre las que puede optar cada jugador, pueden ser finitas o infinitas.

Resultados: Distintas formas en las que puede finzalizar cada juego, dependiendo de las
distintas acciones elegidas por los jugadores.
Cada reultado implica unas consecuencias para cada jugador.

Pagos: Ganancia o pérdida que obtiene el jugador al finalizar el juego.
Cada resultado lleva unos pagos asociados para cada uno de los jugadores.

Perfiles de estrategia: Conjunto de estrategias o vector correspondiente a cada uno de los
jugadores.
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JUEGOS COOPERATIVOS Y JUEGOS NO COOPERATIVOS

La Teoria de Juegos distingue dos modelos distintos en su planteamiento: Juegos Cooperativos y Juegos
No Cooperativos.

En un Juego Cooperativo los jugadores disponen de mecanismos que permiten tomar acuerdos
vinculantes antes del juego. Es decir, los jugadores pueden cooperar formando coaliciones de jugadores
con el fin de obtener mayores beneficios.

Un Juego No Cooperativo o Competitivo no permite negociar e imponer un contranto vinculante. Cada
jugador busca su maximo beneficio sin permitirse cualquier tipo de acuerdo previo entre jugadores.

El problema central se encuentra en el reparto de beneficios de los jugadores que forman la
coalicién. La teoria de Juegos Cooperativos analiza la importancia o influencia que ha tenido cada
jugador en la obtencidon del beneficio, para proponer un reparto de beneficios adecuado.

La Teoria de Juegos No Cooperativos estudia las diferentes estrategias que pueden emplear cada
uno de los jugadores. Dependiendo de las diferentes estrategias que se empleen, existe una funcién
de pagos asociada a cada jugador.

Dentro de los Juegos No Cooperativos, hay que diferenciar entre:
= Juegos estaticos y dinamicos
= Juegos sin informacién completa y con informaciéon completa

Los Juegos Estaticos son aquellos en los que las decisiones de los jugadores se toman a la vez, es
decir, los jugadores no saben lo que han dedicido los otros.

En los Juegos Dinamicos al menos uno de los jugadores debe saber qué decisién han tomado los
otros jugadores antes de tomar la suya.

En los Juegos con informacién completa (como puede ser el ajedrez) los jugadores conocen
completamente las consecuencias que tendran para ellos y para el resto de jugadores cada conjunto
de decisiones. No son el tipo de juego mas habitual, pero son muy utiles como ejemplos didacticos
(dilema del prisionero) para comprender mejor la Teoria de los Juegos.

¢ Enlos Juegos sin informacién completa, todos o alguno de los jugadores desconce alguna de las
consecuencias. Es el tipo mds comun de juego, describen situaciones en las que algunos jugadores
puede que no conozcan alguna informacién acerca de los otros jugadores, como pueden ser sus
pagos o preferencias.

Esta incertidumbre acerca de los rivales afectara a la forma en que los jugadores analizan la
situacion y eligen sus estrategias.

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE JUEGOS 5
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Ejemplos de juegos sin informacion completa:

= Competencias entre empresas que desconocen los costes de sus rivales.
= Un vendedor conoce la verdader calidad del producto, pero el comprador no.
= Un trabajador nuevo en la empresa conoce su verdadera productividad y el empresario no.

= Una negociacion entre un vendedor y un comprador en la que el primero no conoce la
valoracion del segundo.

= Una subasta en la que cada participante conoce su propia valoracién del objeto, pero no la
valoracion de los demas.

Hay dos formas de describir un juego (jugadores, acciones, resultados y pagos): la forma normaly la
forma extensiva.

En la forma normal o estratégica la descripcion del juego se realiza de forma matricial, para el caso de
dos jugadores, y se centra principalmente en las estrategias de los jugadores, interpretando que estos
son capaces de tomar sus decisiones a la vez.

En la forma extensiva la descripcion del juego se realiza en forma de arbol, dando mas importancia a la
secuencia del juego, esto es, a la forma en la que se desarrollan o se pueden desarrollar las acciones
de cada jugador para llegar a los resultados.

ESTRATEGIAS DOMINANTES

Son mejores que otras estrategias, sin importar lo que otros jugadores hagan. Hay dos tipos de
dominio estratégico:

= Estrategia estrictamente dominante: Cuando siempre proporciona a un jugador mayor utilidad,
independientemente de la estrategia del otro jugador.

= Estrategia débilmente dominante: Cuando proporciona a un jugador al menos la misma utilidad
para todas las estrategias del otro jugador, y estrictamente superior para alguna de sus estrategias.

= Un Equilibrio de estrategias dominantes se alcanza cuando cada jugador tiene su propia estrategia
dominante. Luego se alcanza un equilibrio.

ESTRATEGIAS PURAS

Cada Jugador tiene a su disposicion un conjunto de estrategias. Cuando un jugador elige una accién
con probabilidad 1 estd jugando una estrategia pura.

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE JUEGOS 6
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JUEGOS ESTATICOS

En un juego estratégico estatico o juego simultaneo cada jugador ejecuta una accién sin conocer la
alternativa elegida por los demas jugadores.

Elementos de un juego simultaneo:
a) Conjunto de jugadores: N={1,2, ..., n}
b) Conjunto de acciones/estrategias posibles S, para cada jugador

c) Funcién de utilidad (esperada) sobre cada uno de los perfiles de estrategias. U,:S —> R

para cada jugador i

Un juego en forma normal es una terna (N, S, U)

. . . Estrategias racionalizables
Se analizan dos tipos de solucion: o
Equilibrio de Nash

ESTRATEGIAS RACIONALIZABLES

La estrategia de un jugador esta estrictamente dominada si existe otra estrategia posible que
proporciona al jugador un pago mayor independientemente de lo que hagan los demas jugadores.
Un ejemplo de estrategia estrictamente dominada en el Dilema del Prisionero.

Un jugador racional nunca utilizara una estrategia estrictamente dominada, dado que esta conducta
seria inconsistente con adoptar siempre aquellas acciones que maximizan su bienestar. El orden de
eliminacién de estrategias estrictamente dominadas no afecta al resultado.

Estrategias racionalizables:

¢ Eneljuego (N, S, U) se eliman todas las estrategias estrictamente dominadas. Se obtiene un nuevo
juego (N, S*, V)

¢ En este juego (N, S', U) se vuelven a eliminar las estrategias estrictamente dominadas para obtener
el juego (N, S?, U)

¢ Se procede iterativamente hasta que no se puedan eliminar mas estrategias. Cuando se finaliza en

¥, este ser4 el conjunto de estrategias racionalizables.

Nota: Para encontrar estrategias racionalizables no se deben eliminar estrategias débilmente
dominadas.
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ESRATEGIA ESTRICTAMENTE DOMINADA: EIE (Eliminacion Iterativa Estricta)

El juego sdlo tiene dos estrategias (una para cada jugador) que sobreviven a la eliminacion iterada
de estrategias estrictamente dominadas. Determinar cuales son, razonando las hipétesis que hay
gue hacer al eliminar cada estrategia sobre la racionalidad de los jugadores.

AP = o o S B B A R TSP NomMDFe e siims i

EIOTCICIO TBI QA cvonisammisvss sovsnmmadsimsismisiamanionmimeiikss sl s v s s v A e e i

G G Cs Ca
F1 7,0 10, 100 15,104 2,3
F, 0,16 10,0 0,15 0,4
Fs3 20,9 8,0 11,10 0,5
Fy 14, 20 2,300 10,7 10,6

Solucién:

Se observa que la columna C, se encuentra estrictamente dominada por C3, dado que
104>3 ,15>4 ,10>5, 7>6

Si Columna es racional, nunca eligira C,4

Si Fila sabe que Columna es racional, entendera que los Unicos resultados posibles son:

C1 G G
F1 7,0 10, 100 15,104
F2 0,16 10,0 0,15
F3 20,9 8,0 11,10
Fa 14, 20 2,300 10,7

En la nueva submatriz de pagos, la estrategia F4 esta dominada por Fs, pues

20>14 ,8>2,11>10

Si Fila es racional, nunca eligira F,

Si Columna se anticipa, lo que requiere saber que Fila sabe que Columna es racional, sabe que los

Unicos resultados posibles son:

C1 G G
F1 7,0 10, 100 15, 104
F2 0,16 10,0 0,15
F3 20,9 8,0 11,10

En la nueva submatriz de pagos, la estrategia C, estd dominada por Cs, pues

104>100, 15>0, 10>0

Si Columna es racional, nunca jugara C,

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE JUEGOS 8
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Si Fila se anticipa, lo que requiere saber que Columna sabe que Fila es racional, sabe que los tnicos
resultados posibles son:
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C G
F1 7,0 15, 104
F2 0,16 0,15
Fs 20,9 11,10

Suponiendo que la racionalidad es de conocimiento publico, Fila no deberia jugar F, puesto que esta
dominada tanto por F; como por Fs, adviértase que 7>0, 15>0y 20>0, 11>0
Si Fila es racional, nunca jugara F,

Si Columna se anticipa, lo que requiere saber que Fila sabe que Columna es racional, sabe que los
Unicos resultados posibles son:

C1 G
F1 7,0 15,104
Fs 20,9 11,10

En la nueva submatriz de pagos, Columna no debe elegir C; porque se encuentra dominada por Cs,
dado que: 104>0, 10>9

Los unicos resultados posibles son:

G
F1 15, 104
F3 11, 10

Fila no debe elegir F; al encontrarse dominada por F;, dado que 15> 11

El Unico resultados posible es:

G
F, 15, 104

Se concluye por eliminacion, Fila eligira F; y Columna eligird Cs: EIE = {(Fl, C3)}
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ESRATEGIA DEBILMENTE DOMINADA: EID (Eliminacion Iterativa Debil)

Eliminando todas las estrategias dominadas se obtiene un nuevo juego reducido, una vez que se
obtiene el nuevo juego se vuelve a repetir el proceso hasta llegar al modelo en el que no haya
estrategias dominadas.

Las estrategias resultantes pueden ser distintas en funcion de si se ha eliminado primero una
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estrategia dominada u otra.

Empresa B
No Publicidad Radio Television
No Publicidad 13,3 11,8 8,13
EmpresaA | Radio 15,2 12,4 10,12
Television 18,1 15,6 10,3

En la Empresa A la opcion 'No Publicidad' estd dominada por la opcién 'Radio':

15>13, 12>

En la Empresa B la opcion 'No Publicidad' esta dominada por la opcién 'Radio’: 8>3 ,4>2,6>1

11,10>8

En consecuencia, se elimina la opcidn 'No Publicidad' en las dos empresas.

Empresa B
Radio Television
Empresa A Radio 12,4 10,12
Televisiéon 15,6 10,3

En la Empresa A la opcion 'Radio’ esta dominada por la opcidon 'Televisiéon': 15>12 , 10>10 , asi

gue se elimina

Empresa A

E la Empresa B la opcién 'Television' estd dominada por la opcion 'Radio': 6 >3 , asi que se elimina

la opcién 'Radio’

Empresa B

Radio

Televisidon

Televisidon

15,6

10,3

la opcidn 'Television'

Por tanto, queda una solucién: EID = {(Televisién, Radio)}

Se puede observar que existen diferentes soluciones dependiendo del método que se utilice para

resolver el problema.
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ESRATEGIA ESTRICTAMENTE DOMINADA: EIE (Eliminacion Iterativa Estricta)

Es un método analogo al EID (Eliminacidn Iterativa Débil) con la diferencia de que para que se
elimine una estrategia debe ser estrictamente dominada por otra.

En este caso, al contrario que en el EID, la estrategia resultante es siempre la misma,
independientemente del orden en el que se eliminen las estrategias.

NOmMDBIe . oniimemianimmnnimmns

EJOrcICIO del B ..o oumumimuss smumunndimimininsmmsssinrssss shsonsns s s domma B s v S T P e B

Empresa B
No Publicidad Radio Television
No Publicidad 13,3 11,8 8,13
EmpresaA | padio 15,2 12,4 10,12
Television 18,1 15,6 10,3

En la Empresa A la opcion 'No Publicidad' esta dominada estrictamente por la opcién 'Radio’:
15>13,12>11,10>8

En la Empresa B la opcién 'No Publicidad' esta dominada estrictamente por la opcién 'Radio':
8>3,4>2,6>1

En consecuencia, se elimina la opcidn 'No Publicidad' en las dos empresas.

Empresa B
Radio Television
Empresa A Radio 12,4 10,12
Television 15,6 10,3

En la Empresa A no hay mas estrategias estrictamente dominadas: 15>12 , 10%10

En la Empresa B no hay mas estrategias estrictamente dominadas: 12> 4 , 3%6

En consecuencia, hay cuatro soluciones posibles:

'Radio - Radio' , 'Radio - Television' , 'Television - Radio' y 'Television - Television'

ESTRATEGIA DOMINANTE: Es una estrategia dptima sea cual sea la dedicison de los jugadores.

Es un caso especial de Equilibrio de Nash, en donde un jugador asopta una estrategia conociendo la

decision adoptada por el otro competidor.
Cualquier Equilibrio de estrategia dominante es siempre un Equilibrio de Nash (EN).

Sin embargo, no todos los Equilibrios de Nash son Equilibrios de estrategias dominantes.
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WINQSB: JUEGOS DE SUMA CERO

La Teoria de Juegos analiza situaciones en donde los jugadores adoptan decisiones conociendo la
disponibilidad de estrategias de cada uno de ellos.

Un juego es de suma cero cuando las ganancias de un jugador son pérdidas para el otro, es decir, un
jugador se beneficia solamente a expensas de otros.

Si los intereses de los dos jugadores se centran en un mismo valor de la matriz de pagos, el juego tiene
un "punto de silla" o "equilibrio" y esa cantidad es el valor del juego. Se dice entonces que los
jugadores usan estrategias puras, lo que significa que cada jugador tendra una estrategia que usara el
100% del tiempo.

Cuando los jugadores distribuyen su tiempo de juego entre varias estrategias, utilizan estrategias
mixtas.

La mayoria de los casos reales en negocios y politica, al igual que el dilema del prisionero, son juegos
de suma no cero, porque algunos desenlaces tienen resultados netos mayores o menores que cero,
es decir, la ganancia de un jugador no se corresponde necesariamente con la pérdida de otro.

Por ejemplo, un contrato de negocios involucra idealmente un desenlace de suma positiva, donde
cada parte termina en una posicion mejor que la que tendria si no se hubiera existido la negociacion.

SUMA CERO:
Jugador 2
Matriz de pago en Estrategias B1 B2
estrategias puras
Jugador 1 Al — >0
A2 200 100

rProblem Type

() Bayesian Analysis

C Payoff Table Analysis &5 Decision Analysis

O el e B File Edit Format Solve and Analvze  Resulks  Ukilities  Windc

EEEEEIREREIEE

) Decigion Tree Analyzis

Problem Title JUEGO 1 | M Payoff Table of Zero-Sum Game for JUEGO 1
Mumber of Strategies for Player 1: 2 Pla_',lEl1 Y PIE}'EIE Bl | B2
Mumber of Strategies for Player 2: 2 Al 150 50

A2 200 100

0K ‘ | Cancel | | Help |
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M Zero-sum Game Analysis for JUEGO 1
Player |Strategy Dominance Elimination Sequence .
1 T 7 Al Dominated by A2 1 La estrategia Al del Jugador 1 es
2 1 A2 Not Dominated dominada por la estrategia A2 y la
3 2 B1 Dominated by B2 2 ; :
4 2 B2 Not Dominated estrategia B1 es dominada por la
== Saddle  Paint [Equilibrium] is Achieved!! estrategia B2, con lo que queda el valor
The Best| Pure | Strategy for Player 1: A2 .
The Best| Pure | Strategy for Player 2: B2 de la matriz (100)
Stable Payoff for Player 1 = 100
Player 1 is Winning!!l

Hay un punto de silla, la estrategia pura para el jugador 1 es A2 y para el Jugador 2 es B2.
El valor del juego es 100 a favor del Jugador 1.

Jugador 2
Estrategias Bl B2
Matriz de pago en Al 100 _50
estrategias mixtas Jugador 1 A2 50 150
A3 —-200 120
Problem Type
i
©5T:::pla;er ez::-:::: A Flle Edit Format Solve and Analvze Resulks  Utilities  Windo
() Decision Tree Analysis EE]E‘E IMIEE
,
Froblem fileUEGO 2 | Playerl \ Player2 Bl |
MNumber of Strategies for Player 1: 3 Al 100
Mumber of Strategies for Plaper 2: :i ;;]u 50
1] % ‘ | Cancel I | Help |

M Zero-sum Game Analysis for JUEGO 2

Como no existe punto de silla (equilibrio), los
Jugadores reparten su tiempo de juego.

El Jugador 1 juega la estrategia Al el 40% del
tiempo, la estrategia A2 el 40% del tiempo y no
juega la estrategia A3.

Player | Strategy | Dominance | Elimination 5equence
1 1 POAl Not Dominated
2 1 A2 Mot Dominated
3 1 A3 Dominated by A2
4 2 B1 Not Dominated
5 2 B2 Not Dominated

Player Strategy Optimal Probability
1 1 Al 0.40
2 1 A2 0.60
3 1 A3 1]
1 2 B1 0.80
2 2 B2 0.20

Expected Payoff for Player 1 = 70

El Jugador 2 dedica a la estrategia B1 el 80% del tiempo y a la estrategia B2 el 20% del tiempo.
El valor del juego es 70 a favor del Jugador 1.

100x0,4 +50x0,6 =70

50x0,8+150x0,2=70
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EQUILIBRIO de NASH

= El concepto de equilibrio de Nash (EN) identifica los perfiles de estrategias en los que ningun
jugador tiene incentivos para desviarse si espera qus los demas adopten las acciones que el
equilibrio prescribe para ellos.

= (Cada jugador tiene que estar jugando su mejor estrategia dadas las elecciones de los otros
jugadores.

= Ningun jugador tiene incentivos a cambiar su estrategia unilateralmente.

DEFINICION: Un equilibrio de Nash (EN) de un juego en forma normal es un perfil de estrategias
S*=(S;, --+ ,S;) tal que para cada jugador i y cada estrategia s, €S, se tiene:

U(S;, ST )2U,(S,, S7)
Interpretacion del equilibrio de Nash (EN):

= Es una norma autosostenible: Un vez aceptada, ninguiin jugador tiene incentivos para no
seguirla.

= Cada jugador responde de la mejor manera que puede frente a las estrategias de los demas
jugadores.

= Es un perfil de expectativas que se autoconfirman: Si los jugadores esperan que los demas se
comporten de acuerdo con lo prescrito, entonces estas acciones ocurren como consecuencia de
la conducta de los jugadores.

= Paracada jugador i€ N y para cada perfil de estrategias de los demas jugadores, s_; €S_,. Se

identifica la estrategia (o estrategias) que maximiza la utilidad del jugador i.
Esto es, BR,(s_,) como la Mejor Respuesta (BR =Best Response) del jugador i al perfil s_,

Esta interpretacion permite reformular el concepto de equilibrio de Nash como una solucién a un
sistema de ecuaciones. Sea, por ejemplo, N=2, el equilibrio de Nash S* =(S], S;) resuelve el
) S, €BR,(S,)
sistema
S, €BR,(S,)
La forma de resolver el sistema depende del juego en concreto:

a) Si las mejores respuesta son funciones, el problema se reduce a resolver un sistema de
ecuaciones (juegos en los que las estrategias estan descritas por una variable continua):
S, €BR,(S,) S, €BR,(S,)
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b) En juegos donde se busca la mejor respuesta de un jugador para cada eleccion de los otros
jugadores (puede ser dificil). Observando las mejores respuesta que satisfacen el sitema se

encuentra el equilibrio de Nash.

c¢) Enlos juegos que se pueden representar matricialmente se puede reflejar la mejor respuesta de
cada jugador ante lo que hacen los demds marcando el pago correspondiente. En las entradas de la
matriz donde se haya marcado todos los pagos se tendra un equilibrio de Nash.

Ella

El
|2 DZ
1, 1,1 0,0
D, 0,0 1,1

Si El elige 1, la mejor opcién para Ella es elegir I, pues 1> 0 y se marca con (x).

Si El elige D, la mejor opcidn para Ella es elegir D, pues 1>0 y se marca con (x).

Ella

El
|2 DZ
1, 15,1 0,0
D, 0,0 1,1

Si Ella elige 1, la mejor opcién para El es elegir I, pues 1> 0 y se marca con (o).

Si Ella elige D, la mejor opcién para El es elegir D, pues 1>0 y se marca con (o).

Ella

El
|2 DZ
I, 1, 1° 0,0
D, 0,0 1, 1°

Las entradas de la matriz donde se han marcado los pagos son (l,,1,) y (D,,D,), portanto

EN={(I1, Iz)l (Dl' DZ)}
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EMPRESAS, EQUILIBRIO DE NASH

En un equilibrio de Nash cada empresa ejecuta el mejor 'movimiento’ posible teniendo en cuenta los
movimientos de las demas empresas.

Un equilibrio de Nash (EN) no implica que se logre el mejor resultado conjunto para las empresas, sino
solo el mejor resultado para cada una de ellas consideradas individualmente. Es posible que el
resultado fuera mejor para todas las empresas si, de alguna manera, coordinasen su accién.

En términos econdmicos, es un tipo de equilibrio de competencia imperfecta que describe la situacion
de varias empresas compitiendo por el mercado de un mismo bien y que pueden elegir cuanto producir
para intentar maximizar su ganancia.
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DILEMA DEL PRISIONERO: Analiza los incentivos que tienen dos presos que han sido
encarcelados y son interrogados para delatar al otro compariero.

Al no haber pruebas concluyentes, si se delatan se puede cerrar el caso.

Se muestra la matriz de pagos (afios de prisidn) que tendra cada uno en funcién de la decisién que

tomen:
Prisionero 2
DILEMA DEL PRISIONERO
Delata D, No Delata D,

Delata D o e Matriz Afios

Prisionero 1 2 i s <« ( ) }
_ de pagos | prision
No Delata D, -10, -1 -2,-2

El Prisionero 1 tiene dos estrategias (D, , D, )y el Prisionero 2 tiene dos estrategias (D, , D,)

Resolviendo el problema por medio de estrategias dominadas, en el Prisionero 1 la estrategia D,

domina a la estrategia D, pues —6>-10 y -1>-2

Por lo que se elimina la estrategia D,

Prisionero 2
DILEMA DEL PRISIONERO
Delata D, No Delata D,
Prisionero 1 Delata D, -6, -6 -1, -10

En el Prisionero 2 la estrategia D, domina a la estrategia D, pues —6>—10

En consecuencia, en el dilema del prisionero, la estrategia dominante para ambos jugadores es
delatar, lo que significa que Delatar-Delatar es el equilibrio de la estrategia dominante (Equilibrio de
Nash).

Si hubieran podido pactar, estarian mejor decidiendo No Delatar (—1, —1) = Equilibrio éptimo de

Pareto, ambos serian condenados a 1 afio de prisidn, aunque seria inestable (hay incentivos de
desviarse). Al no existir ninguna relacion entre los prisioneros, no existe confianza entre ellos, y no
hay motivos para pensar que puedan colaborar.

Senalar que cualquier equilibrio de estrategia dominante es siempre un Equilibrio de Nash.

Sin embargo, no todos los equilibrios de Nash son equilibrios de estrategias dominantes.
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OLIGOPOLIO. DUOPOLIO

La Teoria de Juegos tiene un enorme campo de aplicacién en Economia y Ciencias Sociales,
= permite analizar y predecir el comportamiento esperado de individuos que interactidan en

7 ﬁ un juego, en una situacion determinada (comportamiento estratégico),

maximizando la utilidad de cada individuo.

En otras palabras, permite dar con la estrategia dptima adelantandose y previniendo la estrategia
gque tomaran el resto de competidores.
Esta utilidad vendra determinada por las decisiones tomadas, asi como los resultados obtenidos.

La Teoria de Juegos estudia la eleccion de la conducta éptima cuando los costes y beneficios de cada
opcién no estan fijados de antemano, dependiendo de las elecciones de otros individuos.

Tiene relevancia en mercados como los Oligopolios, estructura de mercado en donde existen pocos
competidores relevantes y cada uno de ellos tiene cierta capacidad de influir en el precio y cantidad
de equilibrio, donde la competencia por lograr cuota de mercado es muy alta.

GUERRA DE PUBLICIDAD: Las empresas Ay B forman un Duopolio (mercado caracterizado
principalmente por la existencia de dos empresas que controlan la totalidad de un mercado en
concreto, especialmente, gracias a la fijacion conjunta de precios) en el sector de grandes almacenes,
ambas destinan una gran inversion en publicidad, que se adjunta en la siguiente matriz de pagos.
¢éCual seria la decision optima?

Empresa B
GUERRA DE PUBLICIDAD Hacer No Hacer
Publicidad Publicidad

Hacer Publicidad 10. 5 15. 0 Matriz ( MiIIonesJ

Empresa A f ! <«
de pagos euros

No Hacer Publicidad 6,8 10,2

Solucién:

En la empresa A la estrategia dominante es 'Hacer Publicidad': 10>6 , 15>10
En la empresa B la estrategia dominante es 'Hacer Publicidad: 5>0, 8>2

El equilibrio de Nash en estrategias puras es que ambas empresas hagan publicidad:

EN = {(Publicidad, Publicidad)}
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GUERRA DE PUBLICIDAD Empresa B
MODIEICADA Hacer No Hacer
Publicidad Publicidad
Hacer Publicidad 10, 5 15,0
Empresa A i 3
No Hacer Publicidad 6, 8 18,2

Matriz Millones
euros

e
de pagos

Solucién:

La empresa A no tiene como estrategia dominante: 10>6 , 15)!18

La empresa B si tiene como estrategia dominante 'Hacer Publicidad': 5>0, 8>2

GUERRA DE PUBLICIDAD Empresa B
MODIFICADA Hacer
Publicidad
Hacer Publicidad 10. 5
Empresa A ’
No Hacer Publicidad 6,8

La estrategia de la empresa A es 'Hacer Publicidad' porque asi gana 10 millones de euros en lugar de

6 millones.

El equilibrio de Nash es que ambas empresas hagan publicidad: EN = {(Publicidad, Puincidad)}
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En el planteamiento hay dos clases de participantes: conductores de autobuses y pasajeros. La
matriz de pagos resume las utilidades para cada una de las distintas combinaciones de estrategias.

AP = o o S B B A R TSP NomMDFe e siims i
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Pasajeros
Paradas regulares Paradas transbordo
Conductores Paradas regulares 15, 10 5,5
autobuses Paradas transbordo 5,5 20, 30
Analizar si existen equilibrios de Nash y estrategias dominantes.
Solucién:
Pasajeros
Paradas regulares Paradas transbordo
Conductores Paradas regulares 15, 10 5,5
autobuses Paradas transbordo 5,5 20,30

ESTRATEGIAS COMINANTES: No hay estrategias dominantes al no existir incentivos para cambiar de
posicion. Se necesitaria una fuerza externa para moverse de la posicion inicial, sea cual fuere la
situacion.

EQUIILIBRIOS DE NASH:

Pasajeros
Paradas regulares Paradas transbordo
Conductores Paradas regulares 15°, 10" 5,5
autobuses Paradas transbordo 5,5 20°, 30"

Los equilibrios de Nash corresponden a los pagos EN = {(15, 10), (20, 30)}

Se observa que todo Equilibrio de Nash no es una estrategia dominante.
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’ Encontrar la solucién mediante equilibrio de Nash en el siguiente planteamiento:

Empresa A

Empresa B
No Publicidad Radio Television
No Publicidad 13,3 11,8 8,13
Radio 157,72 12,4 10,12
Television 18,1 15,6 10,3

Si la Empresa B escoge 'No Publicidad', la mejor opcidn para la Empresa A es utilizar
'Televisiéon' y se marca con (o).

Si la Empresa B escoge usar 'Radio', la mejor opcién para la Empresa A es utilizar

Empresa A:

'Television', se marca con (o).

Si la Empresa B opta por 'Television', la mejor opcion a la Empresa A es utilizar 'Radio’' o
'Television' indistintamente, se marcan las dos con (o).

Empresa A

Empresa B
No Publicidad Radio Television
No Publicidad 13,3 11,8 8,13
Radio 15,2 12,4 10°, 12
Televisién 18°,1 15°,6 10°,3

Si la Empresa A escoge 'No Publicidad', la mejor opcién para la Empresa B es utilizar
"Television' y se marca con (*).

Empresa B:

'Television', se marca con (*).

Si la Empresa A escoge usar 'Radio’, la mejor opcidn para la Empresa B es utilizar

Si la Empresa A opta por 'Television', la mejor opcion a la Empresa B es utilizar 'Radio’,
se marca con (*).

Empresa A

Empresa B
No Publicidad Radio Television
No Publicidad 13,3 11,8 8, 13"
Radio 15,2 12,4 10°, 12"
Televisién 18°,1 15°, 6" 10°,3

Hay dos Equilibrios de Nash: EN = {(Radio, Televisién) , (Televisién, Radio)}'
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COMPETENCIA ENTRE EMPRESAS

ASINAtUra. ..o GTFUPO

La empresa A domina el mercado en una ciudad y una nueva empresa B esta estudiando si
entra en él. Si la empresa B entra en el mercado, la empresa A tiene dos posibilidades:
Asumir la competencia de la empresa B, lo que se traduce en una disminucién de la cuota
de mercado; o bien lanzar una guerra de precios.

Si la empresa A decide asumir la competencia, ambas empresas tendran un beneficio de 5 millones
de euros anuales, mientras que si decide lanzar una guerra de precios, las pérdidas anuales sean de
5 millones para la Empresa Ay 10 millones para la Empresa B. Sila empresa B decide no entrar en
el mercado, el beneficio anual para la Empresa A es de 20 millones.

El juego en forma normal:

Empresa B
Entrar mercado No entrar mercado
Empresa A Asumir competencia 5,5 20,0
Guerra de precios -5,-10 20,0

Si no se desea tener valores negativos se puede sumar 10 a todos los resultados:

Empresa B
Entrar mercado No entrar mercado
Asumir competencia 15,15 30,10
Empresa A
Guerra de precios 5,0 30,10

Se soluciona el problema mediante el Equilibrio de Nash:

Si la Empresa B toma la opcién 'Entrar mercado', la opcidn mas beneficiosa para la
Empresa A es 'Asumir la competencia' y se marca con (o).

Empresa A: g |3 Empresa B elige la opcién 'No entrar en mercado', a la Empresa A le es indiferente
cualquier opcién: 'Asumir la competencia' o una 'Guerra de precios', con lo que se
marcan las dos con (o)
Empresa B
Entrar mercado No entrar mercado
Asumir competencia 15°, 15 30°, 10
Empresa A
Guerra de precios 5,0 30°,10
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Si la Empresa A toma la opcion 'Asumir la competencia', la opcidon mas beneficiosa para
la Empresa B es 'Entrar en mercado'y se marca con (*).

Empresa B:
Si la Empresa A toma la opcion 'Guerra de precios', la opcidon mas beneficiosa para la
Empresa B es 'No entrar en mercado' y se marca también con (*).
Empresa B
Entrar mercado No entrar mercado
Asumir competencia 15° , 15" 30°, 10
Empresa A
Guerra de precios 5,0 30°, 10"

Existen dos equilibrios de Nash:
EN= {(Asumir competencia, Entrar mercado) , (Guerra de precios, No entrar mercado)}
El Equilibrio de Nash en estrategias puras no tiene en cuenta qué jugador comienza el juego.

Un juego representado en formal normal no tiene en cuenta qué Jugador juega primero, pudiendo
perder informacion.

(IMPRESC EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE JUEGOS 23



(IMPRESC EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

mx” Asignatura..............ccocoooiiiie e GIUPO kit
S

UNIVERSIDAD AUTONOMA

APEIOS ocunmndnnaninnanansmmrnnmrms iy VOB o s s e s

EJOrcICIO del B ..o oumumimuss smumunndimimininsmmsssinrssss shsonsns s s domma B s v S T P e B

JUEGOS DINAMICOS. FORMA EXTENSIVA

Juegos en los que un jugador tiene que tomar una decisidn tras conocer parte del desarrollo del
juego, en concreto qué hizo algunos de sus rivales.

El modelo matematico del juego se desarrolla en forma extensiva.

En la forma extensiva la descripcidn del juego se realiza en forma de arbol de decisién, dando mayor
importancia a la secuencia del juego, es decir, a la forma en que se desarrollan o se pueden
desarrollar las acciones de cada jugador para llegar a los resultados.

Para realizar la respresentacion se utiliza un arbol de decisidn, formado por: jugadores; nodos que
incluyen los resultados de las elecciones de alguno de los jugadores o del fin del juego; acciones que
relacionan los nodos y que equivalen a las elecciones de los jugadores; y los vectores de pago que
se asocian con cada nodo al final del juego.

En un juego representado en forma extensiva se deben especificar:

El orden en que los jugadores van tomando sus decisiones

La informacidn que tienen en cada momento

Las alternativas que tienen a su disposicion

El resultado final de cada posible camino que se haya podido seguir

ESTRATEGIA: Es un plan contingente que prescribe qué accién tomara el jugador en cada una de las
posibles ocasiones (vértices) eb las que le puede tocar mover, incluso en aquellas situaciones en las
gue no sigue el plan inicial.

Senalar que la definicidn de estrategia no requiere que se lleven a cabo todas las acciones en ella. Se
realizaran unas acciones u otras segun el desarrollo del juego.

PERFIL DE ESTRATEGIA: Es un vector de estrategias, una para cada jugador, S=(s,,s,, *** ,s,).
S = Conjunto de perfiles de estrategia: S=S, xS, x ... x§,

Enestalinea, si S,={A,B}y S,={X,Y} = $=5,x5,={(A,X),(A,Y),(B,X),(B,Y)}
Denotando por s_, =El perfil de estrategia para todos los jugadores excepto para el jugador i

Un perfil de estrategia se puede denotar como s=(s,,s_;)

TIPOS DE JUEGOS DINAMICOS:

= Juegos con informaciéon completa: Los jugadores estan perfectamente informados de lo
ocurrido hasta el momento en que juegan.

= Juegos con informacién incompleta: Algun jugador no conoce el resultado de algtin movimiento
de azar o la accién que ha tomado otro que ha jugado antes.
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SUBJUEGOS: EQUILIBRIO DE NASH PERFECTO EN SUBJUEGOS (ENPS)

Un subjuego en un juego dinamico de informacién perfecta consiste en un vértice no final del juego y en
todos los vértices siguientes, unidos por las mismas ramas y respetando los pagos finales y la asignacion
de jugadores.

ENPS: Un perfil de estrategias constituye un ENPS si constituye un equilibrio de Nash (EN) de cada
subjuego.

EMPRESAS - ENPS

Un perfil de estrategias es un equilibrio perfecto en subjuegos si genera un equilibrio de Nash en cada
subjuego del juego original. El conjunto de equilibrios perfectos en subjuegos para un juego dado es
siempre un subconjunto del conjunto de equilibrios de Nash para ese juego. En algunos casos, los
conjuntos pueden ser idénticos.

Cuando las Empresas disputan cualquier disputa que consista en solo una parte de la disputa original y
su comportamiento representa una equilibrio de Nash de esa pequefia disputa, su comportamiento es
un equilibrio perfecto en las disputas.

El ENPS normalmente se resuelve por 'inducciéon hacia atras', de derecha a izquierda, eliminando las
ramas que impliquen cualquier jugador que hace un movimiento que no es creible (no es éptimo) en un
nodo.

MONOPOLIOS. OLIGOPOLIOS. RRHH

e o o) Enlaempresa el ENPS es una herramienta muy popular, sobre todo cuando se desea
k« realizar mediciones de motivacidn-satisfaccion de empleados. Se implanta en encuestas
como herramienta de medicidn en Recursos Humanos.
En la vida financiera para maximizar beneficios y minimizar riesgos. En Instituciones para evitar
Monopolios y Oligopolios.

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE JUEGOS 25



(IMPRESC EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

mx Asignatura..............ccocoooiiiie e GIUPO kit
FLTh :
UNIVERSIDAD AUTONOMA APeAOS s:nummmmnnsaanamsGRwERanssaissnnss. NOMBIG mmammsasi s

EJOrcICIO del B ..o oumumimuss smumunndimimininsmmsssinrssss shsonsns s s domma B s v S T P e B

REPRESENTACION EN FORMA EXTENSIVA

La forma extensiva debe representar la informacion con la que cuenta cada jugador en el momento de
tomar una decision.

Cuando un jugador posee la misma informacién en mas de un nodo, estos nodos se unen con una linea
discontinua. Asi, en estos nodos un jugador no puede distinguir su ubicacidn exacta en el juego.

Un Conjunto de Informacién es un conjunto formado por nodos entre los cuales un jugador no puede
distinguir su posicidn en el juego cuando toma una decision. Es decir, al conjunto de nodos conectados
mediante lineas discontinuas. Generalmente esto ocurre cuando el jugador no puede observar las
acciones que toman otros jugadores en los nodos predecesores.

Todo nodo de decisidn pertenece a un Conjunto de Informacion.

Todos los nodos que pertenecen al mismo Conjunto de Informacién tienen el mismo nimero de
sucesores inmediatos y deben tener el mismo conjunto de acciones sobre las ramas (diferentes

acciones que un jugador puede elegir) que conducen a estos. Si no fuera asi, el jugador podria distinguir
entre los nodos.

Cada juego en forma extensiva posee una representacion en forma normal. Un juego en forma normal
puede poseer mas de una representacion en forma extensiva.

En esta linea, existe una discursién sobre si en realidad los juegos en forma normal contienen toda la
informacién requerida.

JUEGOS ESTATICOS (one-shot games) poseen una buena representacién en forma normal al no existir
discrepancia en la informacién entre esta representacion y la forma extensiva.

Jugador 2
C D

Jugador 1 A (1,3) (1, 3)
(2,1) (2, 4)

Se puede representar de frma extensiva:

(1,3)

(1,3)

(1,3)

(2,1)

2, 4)
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Se considera la matriz de pagos entre las Empresas 1y 2.

Empresa 2
C D

A (4,2) | (2,3)
3,2) | (1,1)

Empresa 1

El juego simultaneo tiene un equilibrio de Nash en estrategias puras: EN= {(2, 3)}

¢ La Empresa 2 elige sin saber lo que ha hecho la Empresa 1

Conjunto

y (4, 2)
Informacion

La Empresa 1 tiene un solo conjunto de

informacion con dos posibles acciones (A, B).

h (2,3)

Estrategias de la Empresa 1: (A, B)
(3,2)

Estrategias de la Empresa 2: (C, D)

0 1,1

La Empresa 1 no puede establecer cudl es su mejor accién hasta que no conozca que hara la Empresa 2.

La forma estratégica o normal asociada:
Empresa 2

C D

A | (@,2) | (25,37) | EN={(2,3)}

(3,2%) (1,1)

Empresa 1

¢ LaEmpresalesla primera en elegir.

Conjuntos
Hay 3 conjuntos de informacién y 3 subjuegos: Informacién oo oo a

El que comienza en el vértice 1, el que comienza en el

vértice 2 y el que comienza en el vértice 2", |
El juego completo es a su ve un subjuego. (3 2} .
Empresa 1 con 4 estrategias: (CE, CF, DE, DF) '

),
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El juego en forma estratégica o normal, queda:
Jugador 2
(C,E) (C,F) (D, E) (D, F)
Jugador 1 A (4I 2) (4l 2) (21 3) (21 3) (a*l b)
(3,2) (1,1) (3,2) (1,1)
(a, b")
Equilibrios de Nash:
Jugador 2
(C,E) (C,F) (D, E) (D, F)
Jugador 1 A (401 2) (401 2) (21 3*) (201 3*)
(3,2%) (1,1) (3°,2°) (1,1)

Hay dos equilibrios con estrategias puras de Nash: EN = { (A, (D,F)), (8B, (D,E)) }

El Equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS) es el equilibrio por induccidn hacia atras:

ENPS={ (A, (D,F)),

(8, (D, E)) }
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COMPETENCIA ENTRE EMPRESAS EN FORMA EXTENSIVA

La empresa A domina el mercado en una ciudad y una nueva empresa B esta estudiando si
entra en él. Si la empresa B entra en el mercado, la empresa A tiene dos posibilidades:
Asumir la competencia de la empresa B, lo que se traduce en una disminucién de la cuota
de mercado; o bien lanzar una guerra de precios.

Si la empresa A decide asumir la competencia, ambas empresas tendran un beneficio de 5 millones
de euros anuales, mientras que si decide lanzar una guerra de precios, las pérdidas anuales sean de
5 millones para la Empresa Ay 10 millones para la Empresa B. Sila empresa B decide no entrar en
el mercado, el beneficio anual para la Empresa A es de 20 millones.

El juego en forma normal:

Empresa B
Entrar mercado No entrar mercado
Empresa A Asumir competencia 5,5 20,0
Guerra de precios -5,-10 20,0

Si la Empresa B toma la opcidn 'Entrar mercado', la opcidn mas beneficiosa para la
Empresa A es 'Asumir la competencia' (5> —5) y se marca con (x).

Empresa A: i |3 Empresa B elige la opcién 'No entrar en mercado', a la Empresa A le es indiferente
cualquier opcién: 'Asumir la competencia' 0 una 'Guerra de precios', con lo que se
marcan las dos con (x)

Empresa B
Entrar mercado No entrar mercado
Sl Asumir competencia 54,5 20,0
Guerra de precios -5,-10 20,0

Si la Empresa A toma la opcidn 'Asumir la competencia', la opcidon mas beneficiosa para
la Empresa B es 'Entrar en mercado' (5> 0)y se marca con (*).

Empresa B:
Si la Empresa A toma la opcidn 'Guerra de precios', la opcién mas beneficiosa para la
Empresa B es 'No entrar en mercado' (0 > —10) y se marca también con (*).
Empresa B
Entrar mercado No entrar mercado
Empresa A Asumir competencia 5% .5 20°,0
Guerra de precios -5,-10 20°,0°
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Existen dos equilibrios de Nash:

EN= {(Asumir competencia, Entrar mercado) , (Guerra de precios, No entrar mercado)}

Se puede representar de forma extensiva:

Se empieza a resolver el
juego de derecha a izquierda:
Empresa A

Comienza decidiendo que

Empresa A opcién es mas beneficiosa

para la Empresa A, que es
'Asumir la competencia',
dado que 5> -5.

En el nodo que se inicia se
incorpora la opcion éptima
e (5, 5)
fe ’
9, () 20,0
< 5,5
g(\“a < ’aéo
En la Empresa B | a opcién mas beneficiosa es 3\6‘3
'Entrar en el mercado' ya que 5> 0
R Empresa B
La solucién éptima es:
(Asumir competencia, Entrar mercado) &, 4’05
e/, .
Mg, %
0y, 20,0

Esta solucion coincide con una de las obtenidas en el Equilibrio de Nash:

EN= {(Asumir competencia, Entrar mercado) , (Guerra de precios, No entrar mercado)}

Mientras que la otra solucién no coincide, el Equilibrio de Nash no tiene en cuenta qué jugador
comienza el juego. Esta circunstancia aparecera siempre que el juego tenga horizonte finito y que
ademas tenga informacion perfecta.
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JUEGOS DINAMICOS CON INFORMACION COMPLETA

Todos los jugadores conocen lo ocurrido hasta el momento en que juegan, cada conjunto de
informacion contiene un Unico nodo de decision.

En un juego dindmico con informacidn completa el equilibrio de Nash en subgrupos (ENPS) se puede
calcular por induccién hacia atras de derecha a izquierda.
Elementos de |la forma extensiva:

¢ Arbol de decisién: Vértice inicial del que salen varias ramas que llegan a otros vértices, de los que

pueden salir otras ramas, y asi sucesivamente. Los vértices de los que no salen ramas se denominan
vértices finales.

¢ Asignacion de los vértices no finales entre los jugadores: Cada vértices debe de ser de algin
jugador y ningun vértice puede corresponder a mas de un jugador.

+ Asignacion de acciones a cada jugador en cada uno de los vértices que tiene asignados.

¢ Asignacion de pagos (utilidades): En cada vértice final se asigna un pago a cada jugador.

(2,2)
La figura respresenta la forma extensiva de (,2)
un juego con informacién completa:
. (0, 0)
El Jugador 1 juega en dos momentos
distintos, la segunda vez en uno de dos (C1-1)
posibles vértices. '
(2,4)

La forma estratégica o normal del Juego seria:

Jugador 2 Una estrategia en un juego dinamico es un plan que

prescribe qué accidon tomara el jugador en cada uno de

Jugador 1 A B los vértices (posibles acciones) em los que le puede tocar

1, c, c) (2,2) (2, 2) actuar, incluso en aquellas situaciones en las que no se
sigue el plan inicial.

(1, c, d) (2,2) (2,2)

(I, d, c) (2,2) 2,2) Una estrategia no requiere que se lleven a cabo todas las
acciones, se realizaran unas acciones u otras segun el

(1,d,d) (2,2) (2,2) desarrollo del juego.

(D, ¢, ) (4,2) (-1,-1) Identificando las estrategias (I, ¢, c), (I, ¢, d), (I,d,c) y

(D, ¢, d) (4, 2) (2, 4) (1, d, d) en una sola estrategia (I) se puede realizar una

(D, d, ) (0, 0) (-1, -1) simplificacidn. Adviértase que estas cuatro estrategias son
indistinguibles al ofrecer los mismos pagos para ambos

(D, d, d) (0,0) (2, 4) jugadores.
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(0,2)
Se considera el juego en forma extensiva

a) Especificar el conjunto de estrategias puras de 3,0)
cada jugador. '

(2,1)
b) Calcular los equilibrios de Nash perfectos en

subjuegos (ENPS), la trayectoria y los pagos.

(1,3)

Solucién:
a) Eljugador 1 tiene un solo conjunto de Conjuntos de Informacion
informacién con dos posibles acciones. (0,2)
En consecuencia, el jugador 1 tiene 2* =2
estrategias: S, ={A, B}

(3,0)
El jugador 2 tiene dos conjuntos de informacién, 2,1)
en cada uno de estos dos conjuntos dispone de
dos posibles acciones. Por tanto, el jugador 2
tiene 2” = 4 estrategias: S, ={Cc, Cd, Dc, Dd} (1,3)

b) Se trata de un juego con informacién completa porgue cada conjunto de informacién contiene
un Unico nodo de decisidn. Es decir, en cada nodo de decisidn el jugador al que toca escoger una
accion conoce las jugadas anteriores.

En consecuencia, el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS) es el equilibrio por induccién
de derecha a izquierda: Se comienza buscando las acciones éptimas para el jugador 2.

Las acciones dptimas del Jugador 2 estan indicadas (0.2)

por flechas.

La accidn éptima del Jugador 1, que anticipa las 3,0)

acciones del Jugador 2, sera escoger la accién B
que obtendra un pagode 1 (1> 0)

(2,1)

(1,3)
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El Unico equilibrio de Nash perfecto en subjuegos
(ENPS) es (B, Cd), esto es:

La estretegia B para el Jugador 1y la estrategia Cd
para el Jugador 2.

La trayectoria correspondiente es la serie de
decisiones que se llevan a cabo si se juega este
equilibrio: B—d

El pago resultante es (1, 3)

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE JUEGOS 33

ASIGNATUNA. ... es

APBIIAOS 5o s i s e s R SRR 5

NOmMDBIe . oniimemianimmnnimmns

(0,2)

(3,0)

(2,1)

(1,3)

EJOrcICIO del B ..o oumumimuss smumunndimimininsmmsssinrssss shsonsns s s domma B s v S T P e B

= (B, Cd)



(IMPRESC EN PAPEL RECICLADO)

ASIGNATUNA. ... es

APEIOS ocunmndnnaninnanansmmrnnmrms iy VOB o s s e s

EJOrcICIO del B ..o oumumimuss smumunndimimininsmmsssinrssss shsonsns s s domma B s v S T P e B

El juego dinamico entre dos jugadores consite en que el Jugador 1 escoge primero entre Ayudar
(A) o No Ayudar (NA), y después el Jugador 2, conociendo la eleccion del Jugador 1, decide a su vez
entre si Ayuda (A) o No Ayuda (NA). Cada Jugador recibe una utilidad de 8 si ayudan, y de 2 si nadie
ayuda. Por otra parte, si un Jugador Ayuda y el otro No Ayuda, el Jugador que Ayuda obtiene una
utilidad de O y el Jugador que No Ayuda de 9.

Se pide:

a) Representar el juego en forma extensiva y en forma estratégica.

b) Hallar el equilibrio o equilibrios de Nash (EN) en estrategias puras.

c) Hallar el equilibrio perfecto de Nash (ENPS) del juego por induccién hacia atras. En caso de
existir, indicar un equilibrio no perfecto.

Solucién:

a) Para representar la matriz de pagos se sitla el Jugador 1 en las filas y al Jugador 2 en columnas.

Sefalar que en los Juegos Dinamicos la palabra 'estrategia' se reserva para designar todo un plan
completo de acciones de respuesta de un jugador frente a las acciones del otro jugador.
(8, 8)
En el nodo de arriba: Las estrategias del Jugador 2
indican lo que haria el Jugador 2 si el Jugador 1

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

(0,9) eligiera A.
(9,0) En el nodo de abajo: Las estrategias del Jugador 2
indican lo que haria el Jugador 2 si el Jugador 1
eligiera NA.
(2, 2)
En forma estratégica o normal:
Jugador 2
(A, A) (A, NA) (NA, A) (NA, NA)
Jugador 1 A 8,8 8,8 0,9 0,9 (a, b)
NA 9,0 2,2 9,0 2,2 (a,b")

b) Solo hay un equilibrio de Nash: [NA, (NA, NA):|

Si el jugador 2 elige (A, A), la mejor opcidn del jugador 1 es elegir (9,0): 9>8

Si el jugador 2 elige (A, NA), la mejor opcidn del jugador 1 es elegir (8,8): 8>2

Jugador 1:

Si el jugador 2 elige (NA, A), la mejor opcién del jugador 1 es elegir (9,0): 9>0

Si el jugador 2 elige (NA, NA), la mejor opcién del jugador 1 es elegir (2,2): 2>0
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Jugador 2
A A A, NA NA, A NA, NA
Jugador 1 A 8,8 8,8 0,9 0,9
NA 9,0 2,2 9,0 2,2

Si el jugador 1 elige A, la mejor opcion del jugador 2 es elegir (0,9): 9>8

Jugador 2:
: Si el jugador 1 elige NA, la mejor opcion del jugador 2 es elegir (2,2): 2>0
Jugador 2
A A A, NA NA, A NA, NA
Jugador 1 A 8,8 8,8 0,9 0,9
NA 9,0 2,2 9,0 2,2
c)

El equilibrio perfecto es

[NA, (NA,NA)]
= [NA,(NA,NA)| Pago resultante es (2,2)

No hay ningun equilibrio no perfecto,
pues solo hay un equilibrio de Nash.
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Se considera el juego representado por el arbol de decisién que figura a continuacién:

(1, 3)

a) Describir la estrategia de cada jugador y el perfil estratégico en los subjuegos.
b) Obtener los equilibrios perfectos en subjuegos.

Solucioén:

a) Hay 4 subjuegos.

Estrategias del Jugador 1: S; ={I;,D; } x{l, D3} ={(l, 15}, (I3, D3) , (D1, 15) , (D1, D4)}
Estrategias del Jugador 2: S, ={I,,D,} x{l,,D,} ={(I,,1,), (1,,D,) , (D,,1,) , (D, D,)}

Resolviendo el juego por induccién hacia atras (de derecha a izquierda)

42 etapa: ElJugador 2 juega |,

Un perfil estratégico del equilibrio del subjuego es (I,) 3>1

32 etapa: El Jugador 1 juega |,

Un perfil estratégico del equilibrio del subjuego
es (I3, 14) (3, 1) 3>1
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22 etapa: El Jugador 2 juega D,

Un perfil estratégico del equilibrio del subjuego (-1, 0)
es (D,,13,1,)

12 etapa: El Jugador 1 juega D,

Un perfil estratégico del equilibrio del (1,2)
juego total es (D,, D,, I5,1,) (-1,0)

(1,3)

b) El equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS) es el equilibrio por induccién hacia atras.

ENPS={(D,,1,), (D,, 1,)}
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Se representa una decision empresarial con (4,6)
informacion incompleta y se desconoce la accién

gque maximiza el pago de la Empresa 2. (0,0)
Antes de resolver el problema de la Empresa 2 (1,1)
hay que resolver el problema de la Empresa 1.

1 subjuego (9, 3)

La forma estratégica onormal asociada: Empresa 2
C D
Empresa 1 A (4%, 6) (0,0)
(1,1) (9%,37)

EN={(A, C), (B, D)}

6,4
Cuando la Empresa 2 observa la decisién de la &, 4)

Empresa 1 antes de tomar su decisidn, el arbol de

(1,1)
decision pasa a tener 3 subjuegos.
(0, 0)
El orden de pagos que refleja el movimiento se
describe en la representacion grafica. 3,9)
Empresa 1
La forma estratégica o normal (A, A) | (A,B,) | (B5,A,) | (B,,B,)
Empresa 2 C (61 4) (61 4) (1' 1) (1r 1) (a*r b)
D (0,0) (3,9 (0,0) (3,9) (a, b”)

Equilibrio de Nash:

Sila Empresa A elige (A,, A,), la mejor opcién de la Empresa B es elegir (6*,4): 6>0

Sila Empresa A elige (A, B,) , la mejor opcién de la Empresa B es elegir (6*,4): 6>3
Empresa B:

Sila Empresa A elige (B,, A, ), la mejor opcién de la Empresa B es elegir (1*,1): 1>0

Sila Empresa A elige (B,, B, ), la mejor opcién de la Empresa B es elegir (3*,9): 3>1
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Empresa 1
(Al’ AZ) (All BZ) (Bl' Az) (Bll BZ)
Empresa 2 C (6%, 4) (6", 4) (1%,1) (1,1)

Si la Empresa B elige C, la mejor opcidon de la Empresa 1 es elegir (6,4): 4>1

Empresa A:

Si la Empresa B elige D, la mejor opcion de la Empresa 1 es elegir (3,9): 9>0

Empresa 1
(A, A) | (AL, B,) (B4, A;) (B,,B,)
Empresa 2 C (6*,4%) | (6%,47) | (1%,1) (1,1)
D (0, 0) (3,9% (0,0) (3%,97)

EN={(C,(A;A,)), (C,(A;B,)), (D,(B,B,))}

Como el juego es con informaciéon completa los ENPS
se pueden calcular por induccién hacia atras:

ENPS = {(C,(A,, B,))}
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(3,1)
a) Calcular equilibrio de Nash en estrategias puras y
equilibrio de Nash perfecto en subjuegos, si la empresa B
elige sabiendo lo que ha hecho la empresa A. (0,0)
b) Calcular equilibrio de Nash en estrategias puras y (0,0)
equilibrio de Nash perfecto en subjuegos, si la empresa B
elige sin saber lo que ha hecho la empresa A.
(1,3)
Solucién:
La empresa A puede tomar dos acciones (I, D), tiene ~ Conjuntos de Informacion
dos estrategias: | y D.
(3,1)
La empresa B tiene cuatro estrategias:
(I1r lz) ’ (Ill Dz) ’ (D]_r lz) ’ (Dll Dz)
(0,0)
Hay tres conjuntos de informacion y tres subjuegos,
el que comienza en el vértice A, el que comienza en (0,0)
el vértice B.1y el que comienza en el vértice B.2.
El juego completo es a su vez un subjuego. (1,3)

= Sila empresa B elige sabiendo lo que ha hecho la Empresa A se tiene un Juego Dinamico con
Informaciéon Completa.

La forma normal es:

Empresa B
(I,1,) (I,,D,) (Dy,1,) (D,,D,)
Empresa A ' (3,1) (3,1) (0,0) (0,0) (a*, b)
D (0,0) (1,3) (0,0) (1,3) (a,b*)

Los equilibrios de Nash en estrategias puras son:

Si la empresa B elige (I,, 1,), la mejor opcién de la empresa A es elegir (3,1): 3>0

Si la empresa B elige (l,, D, ), la mejor opcion de la empresa A es elegir (3,1): 3>1
Empresa A: | : i f .

Si la empresa B elige (D, 1,), la mejor opcién de la empresa A es elegir (0, 0)

Si la empresa B elige (D,, D,) la mejor opcién de la empresa A es elegir (1,3): 1>0
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Empresa B
(13,1,) (,D,) (D, 1) (D, D,)
Empresa A I (§I 1) (§I 1) (61 0) (OI 0)
D (0,0) (1,3) (0,0) (1,3)

Si la empresa A elige |, la mejor opcidn de la empresa B es elegir (3,1): 1>0 Sila

Empresa B:

empresa A elige D, la mejor opcién de la empresa B es elegir (1,3): 3>0

Empresa A

Empresa B
(I, 1) (I, D,) (Dy, ) (D4, D,)
I (3,1) (3,1) (0,0) (0,0)
D (0,0) (1,3) (0,0) (1,3)

Los equilibrios de Nash: EN={(l, (I, 1,)), (1, (I;, D,)) , (D, (D, D,))}

Al ser un juego dinamico con informacién completa el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS)
se pueden calcular por induccién hacia atras.

Hay dos formas de buscar los ENPS:

= Ver cudles de los EN satisfacen la definicion de ENPS

= Construir directamente los ENPS, comenzando por los subjuegos que no incluyen otros subjuegos.

En juegos con informacion completa,
la induccidn hacia atras y el ENPS
seleccionan los mismos equilibrios.

ENPS ={l, (I, D,)}

ENPS ={l, (I, D,)}

(3,1)

> EN={I}
(0,0)
(0,0)

> EN={D,}
(1,3)

De los tres equilibrios de Nash en estrategias puras, solo uno es ENPS. Esta inconsistencia temporal
observada es lo que se intenta evitar con el equilibrio perfecto en subjuegos.
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= Sila empresa B elige sin saber lo que ha hecho la empresa A se tiene un Juego Dindmico con
Informaciéon Incompleta.

(3,1)
Se elige siempre la misma accién en todos los vértices
de un mismo conjunto de informacion. \
0,0
Estrategias de la empresa A: {I, D} B (0,0)
Estrategias de la empresa B: {I,, D, } > \ (0,0)

De (1,3)

Lo primero que hay que resolver es el problema de la empresa A.
A su vez, la empresa A no puede establecer cual es su mejor accidn hasta no saber que hara la
empresa B.

Hay un solo subjuego, el que comienza con la empresa A.
Si se considera cualquier otro vértice como inicial de otro subjuego se romperia el conjunto de
informacion de la empresa B.

(3,1)
Como el unico subjuego es el juego original,
los equilibrios perfectos en subjuegos en \
estrategias puras (ENPS) son los equilibrios (0,0)
de Nash en estrategias puras (EN): (0,0)
D
ENPS ={(I,1,), (D, D,)}
(1,3)
La forma normal asociada: Empresa B
I, D,
Empresa A | (3I l) (Ol 0)
D (0, 0) (1,3)

EN= {(|, I1) ’ (D, Dl)}
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JUEGOS DINAMICOS CON INFORMACION INCOMPLETA

Algun jugador desconoce la accién que ha tomado otro jugador, es decir, algiin conjunto de
informacion contiene mas de un nodo de decision.

El equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS) se encuentra buscando los equilibrios de Nash de
cada subjuego.

Cuando un jugador no sabe en cual de sus vértices se encuentra se dice que los vértices pertenecen
a un mismo conjunto de informacién (Cl).

Un conjunto de informacion (Cl) puede contener cualquier nimero de vértices.

Graficamente se unen con lineas de puntos los vértices que pertenecen a un mismo conjunto de
informacion.

En una situacidn de informacién incompleta no se puede condicionar la accién al vértice en que se
encuentra, sino al conjunto de informacién.

La estrategia de un jugador es una accién para cada uno de sus conjuntos de informacién, es decir,
se elige siempre la misma accidn en todos los vertices de un mismo conjunto de informacién.

El nimero de ramas que parten de cada vértice de un determinado conjunto de informacién debe
de ser el mismo. En caso de no ser asi, el jugador adquiriria nueva informacion al contar las
alternativas de que dispone.

No se puede utiizar siempre la induccidn hacia atras en un juego don informacién incompleta.

El concepto de equilibrio perfecto en subjuegos (ENPS) permite considerar los problemas de los
jugadores simultaneamente y ofrecer una solucién.

SUBJUEGO: La misma que con informacidn completa, es decir, un subcojunto del juego original
gue siga teniendo una estructura de juego, incorporando dos condiciones:
= El vértice inicial del subjuego debe de ser el Unico vértice de un conjunto de informacién.
= Si el subjuego contiene un vértice de un conjunto de informacion, debe contener también
todos los demas vértices de ese mismo conjunto.
Intuitivamente estas condiciones significan que los subjuegos no pueden romper los conjuntos de
informacion del juego original.
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Dos empresas entran en una guerra de competencia, teniendo que decidir simultaneamente si
abren una franquicia en una capital de provincia (F) o no la abren ( F ). Pasado un tiempo, la Empresa
G observa si la Empresa H ha abierto una franquicia en una capital de provincia o no y debe decidir si
asimilarlo (A) o abrir otra franquicia y entrar en una guerra de precios (P).

(_4r_ 4)

(0,0)

(31_ 3}
a) Especificar el conjunto de estrategias

puras de cada jugador.

(_1r0)
b) Calcular los equilibrios de Nash
perfectos en subjuegos, la trayectoria y (-3,3)
los pagos.
(Or_ 1)
(_21_ 2)
(2,2)
Solucioén:

Conjuntos de informacion

(—4,—-4)
a) La Empresa G tiene 5 conjuntos de
informacién, en cada uno de estos
conjuntos dispone de dos acciones.
En consecuencia, la Empresa G tiene

(0,0)

(3r_ 3}

2° =32 estrategias, sea, por ejemplo,
FAPPA una de estas estrategias.

La empresa H tiene un solo conjunto de
informacion, en cada conjunto dispone de

acciones. (0,—1)

Por tanto, la Empresa H tiene 2* =2

estrategias, estoes, S, = {F, F } (=2,-2)

(2,2)
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b) La empresa G tiene mas de un nodo de decision, con lo que se trata de un juego con informacién
incompleta, esto es, en algin nodo de decision la Empresa G al tomar una decisidon desconoce alguna

alguna jugada anterior.

El equilibrio de Nash perfecto en
subjuegos (ENPS) se encuentra buscando
los equilibrios de Nash de cada subjuego.

El arbol de decision se resuelve de
derecha a izquierda, con cuatro subjuegos
gue comienzan cada uno en un nodo de
decision de la Empresa G.

El concepto de equilibrio de Nash en cada
uno de estos subjuegos se reduce a la
accion éptima de la Empresa G.

Se sustituyen los cuatro subjuegos por los pagos
correspondientes a los equilibrios encontrados.

El resultado es el juego estatico representado en el

arbol de decision de la derecha.

Para hallar los equilibrios de Nash de este juego
reducido (ENPS) solamente se miran los equilibrios en

estrategias puras.

La tabla de pagos es:

(3:_ 3)

Empresa G

2,2)
Empresa H
Abrir franquicia =F No Abrir franquicia = F
Abrir franquicia = F 0*, 0" 3", -3
No Abrir franquicia = F 0%, -1 200

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE JUEGOS 45



(IMPRESC EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

R ASIgnatura...............cocooii e, GIUPO
Wk
haal]

RPEIOS scicisicsonisonvisssemgnasiinwetamsamosasrazesss NOTIIIO g s et
DEMADRID o Efereicia deh dia e
unico equilioHd 48 NIRH fel juego reducido es (Abrir franquicia; Abrir franquicia) = (F, F) -~

Incorporando todos los equilibrios de los subjuegos:

El Unico equilibrio de Nash ENPS en
estrategias puras viene dado por
(FPAPP, F)

La trayectoria correspondiente es el
conjunto de decisiones que se efectuan
si se juega este equilibrio: F—F—P

Los pagos resultantes son (0, 0)
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Se representan de forma extensiva y con informacion completa los pagos de tres empresas A, By C,
respectivamente. Determinar el perfil estratégico, la trayectoria y los pagos de todos los equilibrios de
Nash perfectos en subjuegos en estrategias puras, en los siguientes casos:

a) Cuando el juego es de informacién (4,4,0)
completa y todas las empresas pueden

observar las acciones previas de las demas. (4,0, 4)

b) Cuando la empresa B es la Unica que no
puede observar las acciones de las otras dos
empresas.

(0,1, 4)

(4, 4,0)

c¢) Cuando las acciones de la empresa A son
observadas por las empresas By C, y la
empresa C no puede observar las acciones de
la empresa B.

(1,1,2)

(3,0,0)

Solucion:

a) En cada nodo de decision la empresa a la que corresponde escoger una accidn conoce las jugadas
anteriores (informacién completa). En consecuencia, el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS)
es el equilibrio que se obtiene por induccién hacia atras.

(4,4,07

(4,0, 4%
ENPS ={(a,, (b,, b,), (c;,¢, ,¢,)}

(0,1,4%)
Trayectoria: a,— b, —c,
: (4,4,07
Pagos correspondientes: (1,1, 2)

(1,1,2%) Pago

(3,0,07
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b) Como la empresa B no puede observar la (44,9
accion elegida por la empresa A, los nodos de (4,0, a)
decision de la empresa B forman un solo

conjunto de informacidén, es decir, los nodos (0,1, 4)
de decision de la empresa B estaran

conectados. (4,4,0)
Para calcular los equilibrios de Nash perfectos (1,1,2)
en subjuegos (ENPS) se comienza de nuevo

hacia atras. (3,0,0)

En esta situacion se trata de juego con
informacion incompleta: La empresa B tiene
un conjunto de informacidn con dos nodos de
decision.

Lo ideal seria indicar la mejor accién de la
empresa B. Sin embargo, la empresa B no
sabe 'dénde se encuentra’'.

La nueva situacion, en este caso, no supone

ningun problema, la empresa B esté donde

esté, deber3 elegir la accién b, en ambos
(0,5,5) “

nodos.

(4,4,0%) LaempresaAescogera la accién a,

(4, 0, 4%) ENPS ={(a,, b,, (c,,¢,,¢,)}

(0,1,4%) Trayectoria: a,— b, —¢,
@, 4, 0" Pagos correspondientes: (1,1, 2)

Sefalar que con informacién incompleta la

(1,1,27) estrategia de la empresa B es b, , con informacién

completa es (bz;bz)
(3,0,0
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c) Las acciones de la empresa A se observan

por las empresas B y C. Sin embargo, la e = SR

empresa C no puede observar las acciones de

la empresa B. < (4,0, 4) |

En consecuencia, los dos nodos superiores de = (0,1, 4)

la empresa C forman un solo conjunto de : ==

informacién. - _.(4’ % 0)
(1,0,2)

No se pueden conectar los tres nodos de la & (1,1,2)

empresa C porque de hacerlo la empresa C

tanpoco podria observar la accién elegida por " (3,0, 0)

la empresa A. (0,5,5) :

La empresa C tiene un conjunto de informacién con dos nodos de decisidn, es un juego de informacidn
incompleta.

Para calcular los equilibrios de Nash perfectos en subjuegos (ENPS) se comienza de nuevo hacia atras,
indicando las mejores acciones de la empresa C.

No se puede indicar la mejor accion de la empresa C porque no sabe 'dénde se encuentra' y constituye
un problema. Por un lado, elige c, en el nodo de arriba con un pago de (4,0, 4) y c, en el nodo de

abajo conun pagode (1,1,2).

Tiene que elegir la misma accidn en ambos nodos, pero équé accidn?.

Cy (4! 4: U)

g (4, 0,4) | Se comienza en el nodo de arriba. En este juego estatico hay dos
empresas B y C, la tabla de pagos sera:
c'\ (0! 1: 4) : p y p g
¢ ~~(4,4,0)
Empresa C

c, c,

Empresa B b, (47,0) (0,47)

b, (1,4%) (4%,0)

El juego estatico no tiene equilibrios de Nash (EN) en estrategias puras. En consecuencia, tampoco
hay equilibrios de Nash perfectos en subjuegos en estrategias puras (ENPS).
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TEORIA DE JUEGOS EN ESTATEGIAS MIXTAS

@E Mientras que en las estrategias puras cada jugador emprende una estrategia

e pag)
Y

/5 determinada.

_ En las estrategias mixtas los jugadores eligen aleatoriamente entre dos o mas
opciones posibles, seguiin un conjunto de probabilidades elegidas.
En otras palabras, mientras una estrategia pura no involucra al azar; una estrategia mixta si
involucra al azar

Las estrategias puras son un caso particular de estrategias mixtas, eligiendo probabilidades igual a 1
o0 a 0. Es decir, una estrategia pura se puede considerar como una estrategia mixta degenerada que
asigna toda la probabilidad a una de las alternativas.

La estrategia mixta del jugador i es una distribucion de probabilidad definida sobre las estrategias
puras de este jugador S,

Todo equilibrio de Nash en estrategias puras es también un equilibrio de Nash en estrategias mixtas.
Las estrategias puras que forman parte de una estrategia mixta deben tener la misma ganancia
esperada.

Si un jugador encuentra una estrategia pura en equilibrio, la mejor respuesta del otro jugador seria
otra estrategia pura. Cuando esto no sucede, en equilibrio ambos jugadores deberan usar
estrategias mixtas. Todo juego en estrategias mixtas tiene un equilibrio de Nash.

[ewrresas| Cuando en una competencia en precios se juega un equilibrio en estrategias mixtas,
=221 los precios observados forman un ciclo.

Una politica de promociones involucra estrategias mixtas. Una estrategia que elige
lanzar promociones solo algunas veces es mejor que cobrar precios bajos cada dia
(Sears, 1990)

La oportunidad de un mercado asimétrico tiene equilibrios asimétricos en estrategias
puras y un equilibrio asimétrico en estrategias mixtas.

El mas eficiente de estos equilibrios es el equilibrio en estrategias puras en el que la
empresa mas eficiente entra en el mercado.
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La Policia de una ciudad solo cuenta con recursos para vigilar una zona con venta ambulante
entre dos zonas tradicionales. Los Manteros de éstas zonas, a su vez, se han organizado para operar
en una sola zona.

La matriz que se adjunta representa las utilidades asociadas a las diferentes combinaciones de
Policias y Manteros.

Manteros
Trabajar zona A Trabajar zona B
e Patrullar zona A 1,-1 -1,1
Policias
Patrullar zona B -1,1 1, -1

Analizar el equilibrio de Nash y el resultado de la vigilancia
Solucién:

= No existen equilibrios de Nash en estrategias puras porque al menos uno de los participantes
(Policias o0 Manteros) tiene incentivo para cambiar de estrategia, dado lo que hace el otro e
independientemente de su posicion.

Sea cual sea el desarrollo, un participante que pierde siempre tiene una estrategia que le hubiera
dado una mayor ganancia dada la eleccion del otro participante.

Por ejemplo: Si los Manteros estan operando en la zona B, mientras la Policia vigila la zona A, los
Policias tienen incentivos para vigilar la zona B. En esta situacién, los Manteros prefieren cambiarse
de zona, y asi sucesivamente.

La Funcidn de reaccion o de Mejor Respuesta (BR = Best Response) de un participante es la mejor

respuesta (estrategia) que éste puede tomar con respecto a las estrategias adoptadas por los demas
participantes.

Zona A si Manteros trabajan en zona A
BRpgjicias (Manteros) = , i
Zona B si Manteros trabajan en zona B

Zona A si Policias trabajan en zona B

BR Policias) =
Manteros ) {Zona B si Policias trabajan en zona A

= Existe equilibrio de Nash en estrategias mixtas, que los Policias elijan con probabilidad 1/ 2
Trabajar enlazona A,y 1/ 2 en la zona B, al igual que los Manteros. En este caso, el beneficio
esperado para ambos es cero en el equilibrio.

Se supone (como siempre) que ambos participantes conocen los pagos del otro.

Ambos participantes (Policias y Manteros) jugaran las estrategias con ciertas probabilidades, de la
forma:
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Manteros

Trabajar zona A =q

Trabajar zonaB=(1-q)

Policias Patrullar zona A =p 1,4

—1,1

Patrullar zonaB=(1-p) L |

15 =d

Si se comienza en lugar de la Policia, su ganancia esperada si elige una estrategia mixta

Cpoiicia = (P, 1—p), cuando el Mantero elija a su vez una mixta cualquiera Gy nteros = (4,1 —0)

vendra dado por las Utilidades esperadas:

E[ Upoiicias (0,@) | = 1.p.q+(-1).p. (1 - @) +(-1).(1—p).q+1.(1—p).(1—q) = 4pq—2p—2q +1

E[ Umtanteros (P,@) |=(~1).p.q+1.p. (1 —a) +1.(1—p).q+(-1).(1—p).(1—q) = —4pq + 2p+2q -1

= Utilidad esperada o pago de la Policia:

<0 q<0,5

SE|:UPoIicials(p'q)] — 3(4pq-2p-2q+1) =4q-2=¢=0 q=0,5
9p 9p

>0 ¢g>0,5

Denotando por BR

q
1

p=0 q<0,5
Rwlim, M
BRPoIicias(q) =JP€E [0,1] q=0,5 05 {Manteros)

p=1 q>0,5

0

= Utilidad esperada o pago de los Manteros:

<0

98| Untaners (P-0)] _ 8(=4pa+2p+2a-0) _ . _|_g
9q 3q

>0

p>0,5
p=0,5
p<0,5

policia 1@ Mejor respuesta de la Policia, ésta adopta la forma:

Denotando por BRy,nero 12 Mejor respuesta de los Manteros, ésta adopta la forma:
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q=0 p>0,5
BRyanero (POIiCIas) =BRy,,ero (P) =4 9 €[0,1] p=0,5 BR
q=1 p<0,5

(Policias)

Mantere

[

0 0,5

Mejor Respuesta de Policias y Manteros (BR =Best Response), donde la decision se encuentra
entre los valoresde p (0<p<1) y q(0<9g<1)

p=0 q<0,5 q=0 p>0,5
BRPoIicias(q) = p € [011] q = 015 BRMantero (p) = q € [0I1] p = 0I5
p=1 q>0,5 q=1 p<0,5

Equilibrio de Nash en estrategias mixtas

q
El Equilibrio de Nash se encuentra en la 1 [r—— — e — —
interseccion: EN={(0,5, 0,5)}
Los participantes se comportan de manera BR.. | )
e (o]
impredecible, asignando la misma probabilidad 05 .—
? I I
a cada una de sus estrategias puras. [
|
I
|
:
|
L
0 0,5 1 P
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En una carrera mortal dos pilotos conducen su vehiculo a toda velocidad hacia un acantilado, el
primero que salta de su coche pierde. Se supone que los dos prefieren ser el Ultimo en saltar, pero
también saltar antes que no saltar para evitar despefiarse.

El juego en forma estratégica se representa:

P2
U2 =Saltar el ultimo | P2 = Saltar el primero
P1 U1l = Saltar el dltimo 0,0 3,1
P1 = Saltar el primero 1,3 2,2

Calcular los equilibrios de Nash en estrategias puras y mixtas. Interpretacion intuitiva del equilibrio
en estrategias mixtas.

Solucion:

En estrategias puras los Equilibrios de Nash son: EN= {(U1,P2),(P1,U2)}

Sea (p, 1—p) la estrategia del piloto P1y (q,1—q) la estrategia del piloto P2. Para calcular las
probabilidades:

P2
q l1-q
U2 =Saltar el ultimo | P2 = Saltar el primero
P1 p U1 = Saltar el dltimo 0,0 3,1
1-p P1 = Saltar el primero 1,3 2,2

= Utilidad esperada o pago del piloto P1:
E[Um]=0.pq-+3.le—q)+1.U—qu—FZJl—m.ﬂ—q)=—2pq+-p—(1+ 2

La eleccién de una estrategia mixta del piloto P1 queda totalmente determinada por el valor que se
asigne a p, planteando un problema de eleccién en término de dicho valor.

Derivando parcialmente respecto a p se puede analizar la influencia sobre la utilidad esperada del
piloto P1

9E[U,,]  8(-2 2 et
8P1= b-qu;-q+ )=__2q+1E —0 q=05
. 3 >0 q<0,5

Denotando por BR;, la Mejor Respuesta del piloto P1, ésta adopta la forma:
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q
1
p=0 q>0,5
BR,,(q)={ pe[0,1] q=0,5 i
p=1 g<0,5 '
0 0,5 T

= Utilidad esperada o pago del piloto P2:
E[Us,]=0.pa + 1.p(1—q) + 3.(1-p)a + 2.(1-p)(1-q)=-2pg—p +q — 2

La eleccion de una estrategia mixta del piloto P2 queda totalmente determinada por el valor que se
asigne a g. Derivando parcialmente respecto a q se puede analizar la influencia sobre la utilidad
esperada del piloto P2

9e[u,,] (-2 2 S
. r2] _ 9(= pq—8p+q - )=_2p+1E —0 p=0,5
: : >0 p<0,5

Denotando por BR;, la Mejor Respuesta del piloto P2, ésta adopta la forma:

q
1
q=0 p>0,5
BR,,(p)=4 qe[0,1] p=0,5 os
q=1 p<0,5 ’
0 05 1"

La solucidn se encuentra en las tres intersecciones:

0,5 l 11
EN = {(0; 1) ’ [Er E) ’ (11 0)}

M- p
0 0,5 1
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L En la figura adjunta se representa en forma extensiva los pagos de las Empresas 1y 2

Se pide: A, 71 C, Tl A, 3,1)

a) Estrategias de cada Empresa. 8
Trayectoria. Equilibrio de Nash perfecto !

en subjuegos. (1,2) (4,3) (2,4)

N
o]

b) Representar el juego en su forma normal. Equilibrios de Nash en estrategias puras y mixtas.

Solucién:

Conjuntos de Informacion

a) La Empresa 1 tiene 2 conjuntos de
informacion, con dos acciones en cada
uno de estos conjuntos, por lo que [ C A
. . L 11} : (3,1)
dispone de cuatro estrategias:
C 8
S, =(A;,B;)x(A,,B,)= 2 2
= {A1A2 »AB, ,BJA,, B1Bz} (4,3) (2,4)

La Empresa 2 tiene 1 conjunto de informacién y dispone de dos acciones.
En consecuencia, tiene 2 estrategias S, ={C,,C,}

Hay informacion perfecta porque cada uno de los tres conjuntos de informaciéon dispone de un solo
nodo de decisidn, es decir, en cada nodo de decisidon la Empresa que tiene que escoger una accién
conoce las jugadas anteriores.

El equilibrio de Nash perfecto en
subjuegos (ENPS) es el equilibrio

por induccién hacia atras. (4,3) A (4,3)

ENPS ={(A,A,,C,)}

La trayectoriaes A; —C, y los pagos

corespondientes son (4, 3)
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Otra forma de representar el juego en
forma extensiva.

La estrategia A;A, domina a las estrategias
B,A,y BB,: 3>1,4>1

La empresa 2 no utilizara en ningun equilibrio

las estrategias B,A, y B,B,

b) El juego en forma estratégica o normal se representa:
Empresa 2
C, C,
AA, (3, 1) (4, 3)
Empresal | A8 (2, 4) (4, 3)
B,A,; (1, 2) (1, 2)
B,B, (1, 2) (1, 2)

El juego se reduce a la matriz:

Estrategias puras

Empresa 2
q 1-q
G )

Empresal | A1A; (3%, 1) (4%, 3%)

A.B, (2, 47) (4%, 3)

Estrategias mixtas

p
1-p

Empresa 2
q —q
G C,
A/A, (3, 1) (4, 3)
A.B, (2, 4) (4, 3)

= En estrategias puras hay un solo equilibrio de Nash: EN= {(AlAz, Cz)}

=  Para calcular los equilibrios de Nah en estrategias mixtas se necesitan calular las utilidades

esperadas de las dos empresas.
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Sea (p,1—p) la estrategia de laEmpresal y (q,1—q) la estrategia de la Empresa 2.

Para calcular las probabilidades:

= Utilidad esperada de la Empresa 1:
E[U;]=3.p.a + 4.p.(1-q) + 2.(1-p).q + 4.(1-p).(1-q) = pg —2q +4

La eleccidn de una estrategia mixta de la empresa 1 queda totalmente determinada por el valor que
se asigne a p, planteando un problema de eleccién en término de dicho valor.

Derivando parcialmente respecto a p se puede analizar la influencia sobre la Utilidad esperada de la

empresa A
<0 q<0
SE[U,] 9(pg-2q+4) | ~
3p 9p
>0 q>0
Denotando por BR; la Mejor Respuesta de la Empresa 1, ésta tiene la forma:
:‘ Para cualquier estrategia mixta de la
Empresa 2, la mejor respuesta de la
pe[0,1] q=0 B ,
BR,(q) = Empresales A;A, (p=1), excepto si
p=1 g>0 0,5

g =0 que entonces cualquier estrategia

p €[0, 1) es la mejor respuesta.

0 0,5 1

= Utilidad esperada de la Empresa 2:
E[u,]=1.p.a + 3.p.(1-q) + 4. (1—p).q + 3.(1—-p). (1-q)= =3pq + q +3

La eleccidn de una estrategia mixta de la Empresa 2 queda totalmente determinada por el valor que
se asigne a q, planteando un problema de eleccién en término de dicho valor.

Derivando parcialmente respecto a q se puede analizar la influencia sobre la utilidad esperada de la

Empresa 2
SE[U] e . <0 p>0,33
- +q+
2] _8(-3pa+q )=_3p+1E —0 p=0,33
3¢ 3¢
>0 p<0,33

Denotando por BR, la Mejor Respuesta de la empresa 2, ésta tiene la forma:
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q
1
q=0 p>0,33
Cuando p=0,33 alaEmpresallees
BR,(p)=1qe[0,1] p=0,33
q=1 0<0,33 0,5 indiferente tomar cualquier accién.
0 03305 1 "
q
1
La solucidn se encuentra en la interseccidn, el conjunto
05 {(r,0)/0,33<p<1}
En consecuencia, EN={(p, 0)/0,33<p<1}
0 0,3305 g
<1

Los equilibrios de Nash perfectos en subjuegos (ENPS) son casos especiales de equilibrios de Nash
(EN). En este caso, ENPS=(1, 0)
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La empresa A amenaza con entrar en un mercado dominado por la empresa monopolista B. Si la
empresa A decide entrar, la empresa B puede repartirse el mercado o iniciar una campafia en contra.
Se supone que los beneficios asociados a las estrategias de las empresas son:

- Sila empresa A no entra en el mercado, los beneficios seran (r,, n,) = (0, 2)

- Sila empresa A entra en el mercado y la empresa B realiza un ataque, los beneficios son
(my, mg)=(-3,-1)

- Sila empresa A entra en el mercado y la empresa B se reparte el mercado (coopera), los
beneficios seran (n,, m,)=(2,1)

Se pide:

a) Plantear la situacion en forma extensiva y forma normal

b) Hallar los equilibrios de Nash perfectos en subjuegos en estrategias puras

c¢) Hallar los equilibrios de Nash en estrategias puras. ¢ Hay alguna amenaza no creible en alguno de los
equilibrios de Nash?

d) Hallar los equilibrios de Nash en estrategias mixtas

Solucién:

a) El juego en su forma extensiva:

(2,1)
(2,1)
(_3: - 1)
(_3r _1)
(0,2)
(0,2)
Empresa B
NC C
Empresa A NE (0, 2) (0, 2)
E (-3, -1) (2, 1)
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b) Como cada conjunto de informacion contiene un Unico nodo de decision se trata de un juego con
informacion completa, con lo que se pueden hallar los ENPS por induccidn hacia atras.

L |

(2,1)
La Unica accion éptima de la
empresa Aes (E, C)

(-3,-1)

= ENPS=(E,C)

(0,2)

c) Los equilibrios de Nash en estrategias puras

Empresa B
NC C
Empresa A NE (0%, 2°) (0, 2%)
E (_31 _1) (zx’ 1*)

Los equilibrios de Nash en estrategias puras han sido subrayados:
EN={(NE,NC), (E, C)}
e Ladefinicion de ENPS garantiza que no habra amenazas no creibles en el equilibrio (E, C) .

e Enel otro equilibrio, (NE, NC) hay una amenaza no creible: La empresa B no decidara por no

cooperar (NC) si la empresa A decide entrar.

La Unica accidn racional es cooperar que da lugar a un pago de 1 a la empresa B, frente a un pago de
—1 si no coopera.

d) Sea (p, 1—p) la estrategia de laempresa A y (q,1—q) la estrategia de la empresa B.

Para calcular las probabilidades:

Empresa B
q 1-q
NC C
Empresa A P NE (0, 2) (0, 2)
1-p E (_3r _1) (Zl 1)
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= Utilidad esperada de la empresa A:
E[U.]=0.p.q + 0.p.(1-q) + (-3).(1-p).q + 2.(1-p).(1-q)=5pq —2p — 5q + 2

La eleccidn de una estrategia mixta de la empresa A queda totalmente determinada por el valor que se
asigne a p, planteando un problema de eleccién en término de dicho valor.

Derivando parcialmente respecto a p se puede analizar la influencia sobre la utilidad esperada de la

empresa A
SE[U.] 9(5pg-2p-5q + 2 B
-2p - +
al _8(5pa—2p - 59 )=5q—2s —0 q=0,4
3p 9p
>0 g>0,4
Denotando por BR, la Mejor Respuesta de la empresa A, ésta adopta la forma:
q
1 _________

p=0 q<0,4
BRA(@)=<pe[0,1] q=0,4
p=1 q>0,4 0,4

0 0,4 1
= Utilidad esperada de la empresa B:
E[UB]=2.p.q +2.p.(1-q) + (-1).1-p).g + 1.(1-p).(1—g)=2pg+p—-2qg + 1

La eleccidon de una estrategia mixta de la empresa B queda totalmente determinada por el valor que se
asigne a g, planteando un problema de eleccién en término de dicho valor.

Derivando parcialmente respecto a p se puede analizar la influencia sobre la utilidad esperada de la

empresa A
SE[U;] 92 2 1 =9, p=t
+p- +
sl _9(2pq +p — 29 )=2p—25 _0 p=1
34 94
>0 p>1

Denotando por BRg la Mejor Respuesta de la empresa B, ésta tiene la forma:

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE JUEGOS 62



ADOMAOE oo oo i NTOTIIEE s v s
DE MADRID EETOTCRENO BT B s s om0V N

ASINAtUra. ..o GTFUPO

gqg=0 p<l
BRg(p) =1 qe[0,1] p=1
g=1 g>1

En el grafico de las correspondencias de Mejor Respuesta la I 2
interseccién es el conjunto {(0, 0)} U{(1, 9>0,4)}

Los equilibrios de Nash: EN = {(0, 0)} u{(1, g 0,4)} 0,4

o
=
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Sea el pago entre las estrategias de las Empresas:

(3,1)

(0,0

(2,2)

(3,0)
(0, 3)

(1,1)

La estrategia de una Empresa es un plan de comportamiento o de conducta, en donde cada Empresa
asigna una accién a cada nodo que le corresponde. La estrategia tiene tantas componentes como
conjuntos de informacidn tenga la Empresa.

En la disputa entre Empresas hay 5 subjuegos que comienzan a partir de cada nodo de decision y

continuan hasta el final de la disputa.

Solucién:

La Empresa 1 tiene tres conjuntos de Informacién, en consecuencia tiene 2°=8 estrategias:

E, = [(I,D), {(a,b)x (a,b)}] =[(I,D), (aa,ab,ba,bb):|= (laa,lab,lba,lbb,Daa,Dab,Dba,Dbb)

La Empresa 2 tiene dos conjuntos de informacién, por tanto tiene 2> = 4 estrategias:

E, ={(L,M) x(0,P)} = {(LO,LP,MO,MP)}

a) Equilibrios en estrategias dominadas

Empresa 2
LO LP MO MP
laa (3,1) (3,1) (0,0) (0,0)
lab (3,1) (3,1) (0,0) (0,0)
Iba (3,1) (3,1) (0,0) (0,0)
Empresa 1 Ibb (3,1) (3,1) (0,0) (0,0)
Daa (2,2) (0,3) (2,2) (0,3)
Dab (2,2) (1,1) (2,2) (1,1)
Dba (3,0) (0,3) (3,0) (0,3)
Dbb (3,0) (1,1) (3,0) (1,1)
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Empresa 2
LOQ LP MO MP
laa (3,11) (3,1) (0/,0) (0,/0) 12 ETAPA: Las estrategias
lab 3, (3,1) (0], 0) (0,0) Daa, Dab, Dba, MO y MP
b 3. 3.1) ol 0) (0 /o) estan débilmente dominadas.
Empresa 1 Ibb (3.{2) (3,1) (0}, 0) (0,0) 22 ETAPA: La estrategia Dbb
Daa (2-12) (0,-3) (2/,2) (0,13) esta débilmente dominada
Dah 7 1_1) 2] ) 1.11) por laa, la estrategia LO esta
—= - — — débilmente dominada por LP.
Doa (30 (073) (3/,0) (0531
Dbb (3.'9) (1.1) (3,0) (1.11)

Equilibrio en estrategias dominadas = {(Iaa, LP), (lab, LP), (Iba,LP) y (Ibb, LP)}

Sefalar que toda estrategia dominada es una estrategia de Nash, lo contrario no se verifica.

b) En un equilibrio de Nash cada empresa ejecuta el mejor 'movimiento’' posible teniendo en cuenta los
movimientos de las demas empresas.

Un equilibrio de Nash (EN) no implica que se logre el mejor resultado conjunto para las empresas, sino
solo el mejor resultado para cada una de ellas consideradas individualmente. Es posible que el resultado
fuera mejor para todas las empresas si, de alguna manera, coordinasen su accién.

En términos econémicos, es un tipo de equilibrio de competencia imperfecta que describe la situacion de
varias empresas compitiendo por el mercado de un mismo bien y que pueden elegir cuanto producir para
intentar maximizar su ganancia.

Equilibrios de Nash:

Empresa 2
LO LP MO MP
laa | (3*,1%) | 3%,1%) | (0,0) (0,0)
lab | (3*,1%) | (3*,1*)| (0,0) | (0,0)
lba | (3*,1*) | (3*,1%)| (0,0) | (0,0)
Empresal | PP | (3,1 [ (3*,1) | (0,00 | (0,0)
Daa 2,2) | (0,3 | (2,2) | (0,3%)
Dab | (2,2%) | (1,2) | (2,29 | (1*,1)
Dba | (3*,0) | (0,3") | 3*,0) | (0,3
Dbb | (3*,0) | (1,1%) | (3*,0) | (1*,1%)
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¢) Un perfil de estrategias es un equilibrio perfecto en subjuegos si genera un equilibrio de Nash en
cada subjuego del juego original. El conjunto de equilibrios perfectos en subjuegos para un juego dado

es siempre un subconjunto del conjunto de equilibrios de Nash para ese juego. En algunos casos, los
conjuntos pueden ser idénticos.

Cuando las Empresas disputan cualquier disputa que consista en solo una parte de la disputa original y
su comportamiento representa una equilibrio de Nash de esa pequefia disputa, su comportamiento es
un equilibrio perfecto en las disputas.

El ENPS normalmente se resuelve por 'induccion hacia atras', de derecha a izquierda, eliminando las
ramas que impliquen cualquier jugador que hace un movimiento que no es creible (no es éptimo) en un
nodo.

(2, 2)
ENPS = {(Ibb, LP)}

(3,0)
(0, 3)

(1,1)
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Dos jovenes participan en una carrera suicida hacia un acantilado. Los dos prefieren ser el tltimo el
saltar, pero también prefieren saltar primero a no saltar, para asi evitar despenarse.

La carrera se puede interpretar en forma estratégica: Que los dos jovenes salten los 'Ultimos' se
interpreta como que ninguno salta; mientras que los dos salten 'los primeros' significa que los dos
saltan al mismo tiempo. La matriz de pagos que resulta es:

Joven B

Saltar el dltimo (SU) | Saltar el primero (SP)

Jouen A Saltar el dltimo (SU) (0, 0) (3, 1)

Saltar el primero (SP) (1, 3) 2, 2)
Hallar los equilibrios de Nash en estrategias puras y mixtas.
Solucién:
Equilibrios de Nash en estrategias puras

Joven B
SuU SP
Joven A SU (Ol 0) (3*1 1x)
SP (1%, 39 (2, 2)

Los equilibrios de Nash en estrategias puras: EN = {(SP, SuU), (Su, SP)}

ESTRATEGIAS MIXTAS: Sea (p,1—p) la estrategia del Joven A y (q,1—q) la estrategia del joven B.

Para calcular las probabilidades:

Joven B
q 1-q
SU SP
Joven A P sU (0, 0) (3,1)

Utilidad esperada del Joven A:
E[U.]=0.p.q + 3.p.(1-q) +1.(1-p).q + 2.(1-p).(1—q) =p(1-2q)+2—q

La eleccidon de una estrategia mixta del Joven A queda totalmente determinada por el valor que se
asigne ap, planteando un problema de eleccién en término de dicho valor.

Derivando parcialmente respecto a p se puede analizar la influencia sobre la utilidad esperada del
Joven A
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p=1 sil-2q>0 —» g<0,5
1-2q9 = {pe[0,1] si 1-29=0 - q=0,5
p=0 sil-29q<0 —» g>0,5

9E[U,] 9[p(1-2q)+2-q]
3p 3 9p =

Denotando por BR, la Mejor Respuesta del Joven A, ésta adopta la forma:

q
1 __________
p=1 g<0,5
BRy(a)=4pe[0,1] q=0,5
p=0 q>0,5 0,5
0 p

Utilidad esperada del Joven B:
E[U;]=0.p.q + 3.(1-p).q + 1.p.(1—q) + 2.(1-p).(1-a) =q(1-2p)+2—p

La eleccion de una estrategia mixta del Joven B queda totalmente determinada por el valor que se
asigne a g, planteando un problema de eleccién en término de dicho valor.

Derivando parcialmente respecto a q se puede analizar la influencia sobre la utilidad esperada del
Joven A

q=1 sil-2p>0 —»> p<0,5
1-2p > qe|:0,1:| si1-2p=0 —»> p=0,5
q=0 si 1-2p<0 > p>0,5

9E[Us] _ S[a(1-2p)+2-p]_
3q 3q

Denotando por BRg la Mejor Respuesta del Joven B, ésta tiene la forma:

q
q=1 p<0,5 1=
BRy(p)=4 a<[0,1] p=0,5
gq=0 p>0,5
0 0,5 1 P
q
1 ______
La Mejor Respuesta se encuentra en las intersecciones: ‘
(0,1), (0,5,0,5), (1,0) 0,5 =
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Calcular los equilibrios de Nash en estrategias mixtas del siguiente juego:

Empresa B
B1 B2 B3
Al 1,-1 6,—-6 0,0
Empresa A A2 250 0,0 3,-3
A3 3,-3 2,-2 4,-4
Solucién:

NOmMDBIe . oniimemianimmnnimmns

EJOrcICIO del B ..o oumumimuss smumunndimimininsmmsssinrssss shsonsns s s domma B s v S T P e B

Para hallar las estrategias mixtas, como de cualquier otro juego en el qué alguno de los jugadores
tiene mas de dos estrategias, no existe alguna técnica que siempre funcione de manera mecanica,

aunque siempre hay que buscar los mismo:

e ¢Con qué probabilidades deben jugar las Empresas sus estrategias para lo que esté haciendo cada
uno de ellas sea una mejor respuesta al comportamiento de la Emprea rival?

En otras palabras, ¢ Cudles tienen que ser las probabilidades (p,,p,) vy (a,,d,) paraque (p,,p,) sea

la mejor respuesta a (q,, q,) Y, asuvez, (q,,q,) seala mejor respuestaa (p,,p,)?

P1

Empresa A
P2

1-p,—p;

Empresa B
d; ) 1-9,-0q,
Bl B2 B3
Al 1,-1 6,—6 0,0
A2 2,-2 0,0 3,-3
A3 3,-3 2,-2 4,-4

Se analiza si la matriz de pago se puede simplificar, comprobando que la Empresa A tiene una

estrategia dominada:

La estrategia A2 se encuentra estrictamente dominada por la estragiaA3 (3>2,2>0,4>3) >

La Empresa A nunca jugarad la estrategia A2, es decir, p, =0.

Con lo que se puede eliminar del juego a la estrategia A2 del conjunto de estrategias de la Empresa
A, concluyendo que la Empresa A sélo jugara la estrategia Al con probabilidad p, y la estrategia A3

con probabilidad (1—p,)
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Empresa B
q q; 1-q,-q,
Bl B2 B3
Empresa A P Al 1,-1 6,-6 0,0
1-p, A3 3,-3 2;-2 4,-4

En el caso de la Empresa B no se puede hacer lo mismo pues no tiene ninguna estrategia
estrictamente dominada.

Suponiendo que la Empresa utiliza una estrategia mixta del tipo (p,,1—p,) se tiene que
Empresa A

encontrar cual es la mejor respuesta de la Empresa B.

Para hallar la mejor respuesta BR hay que calcular los pagos que tendra la Empresa B con cada una de
sus estrategias y observar cual de ellas es la mejor respuesta:

Ug(p;,Bl)=1.p; + 3.(1-p;) = 3-2p,
Ug(p;,B2)=6.p; + 2.(1-p;) = 2+4p,
Ug(p,,B3)=0.p; + 4.(1-p,) = 4-4p,

U a

Se representan las rectas en un eje de
coordenadas (p;, Ug)

1
p, < E — B2 mejor respuesta
1 :
p, = g — B1lyB2 mejor respuesta

1
E< p, < E — B1 mejor respuesta

=— — B1yB3 mejorrespuesta
P13 y ! P U.(p;,B2)

1 ]
p, > 5 — B3 mejor respuesta

v

Se analizan estas cinco posibilidades para saber si existe equilibrio en estrategias mixtas.
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1
¢ SilaEmpresaAelige p, < F — La Empresa B decide B2, al ser la mejor respuesta al hecho de
s 1 p S g
que la Empresa A decida p, < c’ con lo que la mejor respuesta para la Empresa A sera decidir siempre

5 ) : 1 3
la estrategia Al, es decir, p, =1 . Hecho que contradice que p,; < e En consecuencia, no puede

existir equilibrio.

1
¢ Sila Empresa A elige p, = E — La Empesa B dedide B1 o B2 como mejores respuestas, con lo

gue se encuentra dispuesta a 'decidir al azar' entre estas dos estrategias, con lo que se tiene
9,+9,=1 - q,=1-q;.

Falta por saber cudles tienen que ser estas probabilidades g, y (1—q,) para que la Empresa A esté

dispuesta a decidir al azar entre sus estrategias A1y A3.

Empresa B
q1 1_q1
Bl B2
Empresa A P1 Al 1,-1 6,6
1-p, A3 3,-3 2,-2

Para calcular la mejor respuesta de la Empresa A, hay que calcular cuanto gana la Empresa A en cada
una de las estrategias cuando la Empresa B participa con las probabilidades q; y (1-q,)

U,(Al,q9,)=1.q, + 6.(1-q,) = 6-5q,
U,(A3,9;)=3.q; + 2.(1-q;) = 2+ q,

Resolviendo el sistema de ecuaciones se tiene que U, (A1, q,) =U, (A3, q,), se tiene:

2 1
6-59, =2+q; — q1=5 - q2=1—q1=§

Se encuentra el equilibrio:

1
La Empresa A juega Al con probabilidad p, = E y A3 con probabilidad (1—p,) =%

2 1
La Empresa B juega B1 con probabilidad q, = s y la B2 con probabilidad (1-q,) = =
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1 1
+ Sila Empresa A elige = <p; < > — La mejor respuesta de la Empresa B es B1, con lo que la
mejor respuesta de la Empesa A ante esto sera jugar siempre A3, es decir, p, =0.
8 1 1
Esto contradice que = <p, <=.

2
No puede existir equilibrio en este caso.

1
¢ SilaEmpresa Aelige p, = E — La Empesa B dedide B1 o B3, entonces la mejor respuesta de
la Empresa A sera decidir siempre A3, es decir, p, =0
1
Esto contradice que p, = 5

No puede existir equilibrio en este caso.

1
¢ Sila Empresa A elige p, > B} — La Empesa B dedide B3, entonces la mejor respuesta de la
Empresa A sera decidir siempre A3, es decir, p, =0
1
Esto contradice que p, > B

No puede existir equilibrio en este caso.

v'  Este caso de competencia entre Empresas tiene un Unico equilibrio, y lo es en estrategias
mixtas, no existe ningun equilibrio en estrategias puras.

1
En este equilibrio la Empresa A juega la estrategia A1 con probabilidad E y la estrategia A3 con
- 5 . .
probabilidad 5 nunca juega la estrategia A2.

2 1
La Empresa B juega la estrategia B1 con probabilidad & y la estrategia B2 con probabilidad 3’

nunca juega la estrategia B3.
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Antes de iniciar una carrera mortal, dos pilotos inician una prueba previa en un circuito para
saber el tipo de ruedas que tienen que poner. En la vuelta de prueba, el piloto P1 con una maniobra
estratégica decide si impide (I) o no (NI) la participacién del piloto P2 en la carrera. Si impide
continuar a P2 tendria 4 puntos al final de la carrera y P2 ninguno. Si no impide continuar a P2, los
dos pilotos eligen el tipo de ruedas simultaneamente, para lluvia (L) o tiempo seco (S), con los
resultados que se reflejan en la siguiente forma extensiva.

Se pide:
a) Estrategias de P1y P2

b) Calcular el equilibrio perfecto
en subjuegos (ENPS)

Solucién:

(4, 0)

P1: S; ={I,NI} x{L, S} ={(,1),(1,5), (NI, L), (NI, S)}

a) Estrategias:
P2: S, ={L,S}

b) Hay 2 subjuegos:

e Eljuego completo que
comienza en P1.1

e ElJuego que comienza en
P1.2.

El subjuego que comienza en (P1.2) es un juego estatico, los pilotos deben jugar un EN.

P2
q 1-q

L S
P1 p L 1,2 25,3
1-p| S 5%, 4" 0,3

Estrategias puras: EN={(S,L), (L, S)}
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Para calcular las probabilidades se recurre a las Ecuaciones de Equilibrio o a la Utilidad Esperada

1.9+2.(1-q) =5.9+0.(1-q —> q=
= Ecuaciones Equilibrio:

’ 1_q=

2.p+4.(1-p)=3.p+3.(1-p) > p==— , 1-p=

Nl w|r

Up1(|-rq)=1-q+ 2.(1-q) =2-q 1
= Utilidad P1: - 2—-q=5q - q=§ , 1-q=—
Up,(S,0)=5.9+ 0.(1-q) = 5q

Utilidad esperada de P1: E [Upl(L, q):|= 2—-

WK

e
3

= Las Utilidades esperadas o pagos de cada piloto consisten en la suma (ponderada por las
probablidades) de los resultados de cada piloto.

E[Up:]=1.p.q + 2.p.(1-q) + 5.(1-p). q + 0.(1—p). (1-a) =—6pq + 2p + 5q
E[Up]=2.p.a + 3.p.(1-q) + 4.(1-p).q + 3.(1-p). (1-a)=—-2pq + q + 3
Derivando E[U,, | respectoap y E[Uy,; ] respecto a g, e igualando a 0, se tiene:

9€[u —6pq + 2p + 5 1 2
[Vea] _ S=6pa+2p+5a)_ oo o g L ol q_g2
Sp Sp 3 3

9E[u 2 3 1 1
[Uro] _ S(-2pa +q+ PR P
3q 3q 2 2

Estrategias puras: EN={(S, L), (L, S)}

Estrategias mixtas: EN= {(% (L) + % (S)), (% (L) + % (S))}

El piloto P1 en cada uno de estos equilibrios, respectivamente, tienen una utilidad esperadade 5/2
y 5/3
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Juego Completo: El piloto (P1) prefiere ganar 4 puntos de forma segura si toma la decision de impedir
la salida (NI) del piloto (P2), tanto si éste elige S como si juegan el equilibrio en estrategias mixtas.

o [ |
Aparecen (1, (L,S)) y (I, (E'ED como ENPS

Por otra parte, si el piloto (P2) elige L, entonces el piloto (P1) prefiere NI (5> 4), surgiendo
(NI, (S, L)) como ENPS

ENPS = {(L (L,9)), (N1 (S, 1)), (" G%D}
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JUEGOS NO COOPERATIVOS REPETIDOS: FINITOS, INFINITOS

Los juegos repetidos pueden tener un horizonte temporal finito, donde el juego se repite un nimero
finito y conocido de veces. O bien el juego se repite con una duracién deconocida por los jugadores
(horizonte temporal inifinito).

Horizonte temporal finito

Si se considera un juego que sélo se juega una vez en el que existen posibilidades de cooperacion
pero no corresponden con una situacion de equilibrio de Nash.

Cuando el juego se termina y no existe futuro, en el Gltimo periodo cada jugador seguira su
comportamiento 6ptimo a corto plazo, sélo queda por jugar el juego que sélo se juega una vez y no
cooperara con el rival.

En el periodo anterior cada jugador tiene que decidir si coopera o no coopera con el rival,
anticipando que en el ultimo periodo no va a cooperar, por lo que los jugadores seguiran también su
comportamiento éptimo a corto plazo.

En consecuencia, se repetird el Equilibrio de Nash (EN) a corto plazo tantas veces como se repita el
juego. En el tnico Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos (ENPS) cada jugador se comportara
periodo tras periodo como lo haria a corto plazo.

En definitiva, en un horizonte temporal finito la cooperacion entre los jugadores no se sostiene
como equilibrio.

Horizonte temporal infinito

Cuando un juego se repite infinitos periodos el comportamiento de los jugadores puede influir en
las decisiones que elijan en el futuro.

El jugador compara distintas acciones, teniendo que comparar el valor presente descontando que
obtendria con cada una de ellas.

Siendo r = Tipo de interés (tanto por 1), se define el factor de descuento & como:

1 0=0cuandor —» o Aljugador solo le interesa el presente
-
0=1 cuandor=0 Presente y futuro tienen el mismo interés

El elemento relevante es la tasa de descuento 6 € (0, 1)
. 2 3 1
Aplicando la tasa de descuento, el pago descontadoes: u=1+ 6+ 8+ &6+ ... = T

k
Al recibir un pago de k unidades, cada periodo converge a: u= s
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En este tipo de juegos, en ocasiones incluyendo amanezas de castigo en caso de incumplimiento del
acuerdo de cooperacion, se puede sostener como equilibrio comportamientos que no son de
equilibrio a corto plazo.

Estrategias

Los jugadores para mantener la cooperacion en juegos reptidos pueden utilizar distintas estrategias:
estrategia del disparador y estrategia del ojo por ojo.

ESTRATEGIA DEL DISPARADOR (D): Se coopera en cada periodo si anteriormente se habia
cooperado o si es el primer periodo, y no se coopera durante el resto del juego si anteriormente
algun jugador se ha desviado de la cooperacion.

En definitiva, el jugador que no coopera se somete a un castigo infinito.

Es una estrategia muy utilizada en actividades econémicas.

ESTRATEGIA DEL TALION (TD, Toma y Daca) : Consiste en comenzar cooperando y luego hacer lo
que hizo el jugador rival en el periodo anterior. Es decir, elegir C si el jugador rival ha elegido C en
el periodo anterior o elegir NC si el jugador rival ha elegido NC en el periodo anterior.
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APLICACION ECONOMICA: DILEMA DEL PRISIONERO REPETIDO

Se presenta un juego con estructura del dilema del prisionero

Jugador 2
C NC
C (6, 6) (-2, 8) - Matriz
Jugador 1 de pagos
NC (8 s 2) (2 ’ 2)

Se produce un conflicto entre el resultado eficiente, que se obtiene cuando ambos jugadores eligen
cooperar (6, 6), y el resultado /neficiente que aparece cuando ambos jugadores eligen su accion

dominante, no cooperar (2, 2)

Cuando el juego se juega solamante una vez (T=1), (NC, NC) es un equilibrio de Nah en estrategias

dominantes. Es decir, ante cualquier estrategia de otro jugador, la mejor respuesta de cada uno de
los jugadores es no cooperar.

Sin embargo, los jugadores obendrian mejores resultados si cooperasen jugando (C, C) - esta

combinacién de estrategias es 6ptimo de Pareto y ademds maximiza las ganancias agregadas -

La representacion en forma extensiva una solavez (T=1):

Jugador 2
C NC
=lc | (,6) |(-2,8)
§ C
FINC[(8,-2) (2,2)
(2,2) (8, -2) (-2, 8) (6, 6)

Si juegan dos veces (T =2) debiendo decidir simultaneamente entre C o NC, sabiendo que los pagos

de cada uno seran la suma de los pagos que se les otorgaria al elegir una u otra estrategia en ambas
etapas.

Antes de analizar las posibilidades de cooperacion cuando el juego se repite, hay que distinguir
entre horizonte temporal finito y horizonte temporal infinito.
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HORIZONTE TEMPORAL FINITO: Supongamos que el juego se repite 2 veces (T =2), los jugadores ya
saben que no existe futuro mas alla del segundo periodo.

En el dltimo periodo se llega a la misma conclusién que en el dilema del prisionero clasico, ambos
jugadores decidaran (NC, NC), los jugadores saben que se termina en el periodo 2 y no tienen interés

en mejorar en el futuro porque no existe.

Si los jugadores se encuentran en el periodo (T —1) seguiran decidiendo (NC, NC) porque saben que

el juego se termina y no tiene sentido cooperar para intentar mejorar en el futuro, ya que en el
Gltimo periodo no se va a cooperar.

En consecuencia, independientemente del nimero de veces que se repita el juego, en el ultimo
periodo cada jugador eligira (NC, NC) y en el Unico Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos (ENPS)

se jugard (NC, NC) en cada periodo.

Jugador 2

C NC

C (6: 6) (721 8)

NC |(8,-2)| (2,2

Jugador 1

(4,4) (10,0) (0, 10) (8,8)|(10,0) (16,—4) (6,6) (14,4)[ (0,10)  (6,6) (-4,16) (4,14)((8,8) (14,4) (4,14) (12,12)
Subjuego 1 Subjuego 2 Subjuego 3 Subjuego 4
EN:{NC,NC}l EN:{NC,NC}l EN:{NC,NC}l EN:{NC,NC}l
Pagos totales = Pagos totales = Pagos totales = Pagos totales =
=(2,2) + pagos en subjuego =(8,—2)+ pagos en subjuege  =(-2,8) + pagos en subjuego  =(6, 6) + pagos en subjuego

Un juego repetido un numero finito de veces es un juego dindmico en el que un juego
simultaneo (juego de etapa) se juega un nimero finito de veces y los resultados de cada
etapa son observados antes de la siguiente.

= Eljuego repetido tiene un Unico equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS) si el juego
simultaneo (juego de etapa) tiene un Unico equilibrio de Nash (EN).
En el ENPS se juegan las estrategias de EN en cada etapa.
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= Sjel juego de etapa tiene dos o mas EN, pueden existir ENPS en los que en alguna etapa no se
juegan estrategias que sean EN pero se juega algo que es mejor para los dos jugadores.

HORIZONTE TEMPORAL INFINITO: Los jugadores no saben cuando va a terminar el juego, pero si
conocen la historia pasada el juego.

Se comparan los pagos que obtendrian los jugadores en caso de cooperar y los pagos que
obtendrian en caso de desviarse de la estrategia.

ESTRATEGIA DEL DISPARADOR

= Silos jugadores siguen las estrategias de cooperacion los pagos correspondientes son:

Acciones T=1 T=2 T=3 T=4 coce
Jugadorl C C C C ecee
Jugadorz C C C C ecee
Pagos

Jugadorl 6 6 6 6 XXX
Jugadorz 6 6 6 6 ecoe

: 2 3 6
GananciaJugador: 6 + 6.6 + 6.0 +6.06" + --- :ﬁ

= Suponiendo que el Jugador 2 no coopera en el primer periodo, siguiendo la estrategia del
disparador, el Jugador 1 no volvera a cooperar en ningin momento futuro y la combinacion de
estrategias (a corto plazo) de primer periodo sera (C, NC) y en el resto de periodos (NC, NC)

Acciones T=1 T=2 T=3 T=4 cees
Jugador 1 C NC NC NC coee
Jugador 2 NC NC NC NC ceee
Pagos
Jugador 1 -2 2 2 2 .
Jugador 2 8 2 2 2 .
i 2 3 28
GanancialJugador2: 8 + 2.6 +2.6°+2.8° + - = 8+n

Se analizan las ganancias obtenidas en cada caso para ver si el Jugador 2 tiene incentivos a desviarse
del acuerdo de cooperacion.
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Para que la cooperacion se pueda obtener como equilibrio:

1
Siempre que ambos jugadores sean lo suficientemente pacientes, si (8 > g) , jugar la estrategia

del disparador por parte de cada jugador constituye un equilibrio de Nash (EN) del juego repetido
con horizonte infinito, en donde los jugadores cooperan periodo tras periodo.

La estrategia del disparador se caracteriza por desencadenar un castigo eterno (jugar NC) ante una
accion NC del rival. Es decir, aunque el jugador que se desvia a NC volviese a cooperar C, no se le
perdona y el castigo se mantiene para siempre.

A continuacion, se analiza la Estrategia del Talion donde la duracién del castigo depende de la
conducta del rival durante los periodos de castigo.

HORIZONTE TEMPORAL INFINITO: ESTRATEGIA DEL TALION (TD)

= Silos jugadores siguen las estrategias de cooperacion los pagos correspondientes son: Si los
jugadores siguen las estrategias de cooperacion los pagos correspondientes son:

NOmMDBIe . oniimemianimmnnimmns
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Acciones T=1 T=2 T=3 T=4 cecs
Jugador 1 C C C C coee
Jugador 2 C C C C coee
Pagos

Jugador 1 6 6 6 6 ceoe
Jugador 2 6 6 6 6 seee

: 2 3 6
Ganancialugador: 6 + 6.0 + 6.6 + 6.8 + --- =ﬁ

= Suponiendo que el Jugador 2 no coopera en el primer periodo, siguiendo la estrategia del
Talion (TD), el Jugador 1 en el segundo periodo no coopera (juega NC).

Por su parte, el Jugador 2 en el segundo periodo tiene dos opciones:

a) Volver a cooperar C, en cuyo caso el Jugador 1 volvera a cooperar en el tercer periodo,
regresando al punto de partida.

b) Continuar no cooperando en el segundo periodo jugando NC indefinidamente, con lo que el
Jugador 1 seguira jugando también NC.
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¢ En el caso que el Jugador 2 vuelva a cooperar en el segundo periodo, con la estrategia de TD, el
pago que obtendra sera:

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Jugador 1 C NC C NC C seee
Jugador 2 NC C NC C NC ceee
Pagos
Jugador 1 -2 8 ) 8 ) e
Jugador 2 8 -2 8 2% 8 s
Ganancia Jugador 2:
8 —2.5+8.82-2.83+8.8%— . = (84852 +88% + -+ )—(286 + 283 + -+ )=
_ 8 26 8-2%
1-8% 1-8* 1-8&°
¢ En el caso que el Jugador 2 sigue no cooperando, jugando NC indefinidamente
Acciones T=1 T=2 T=3 T=4 T=5 cces
Jugador 1 C NC NC NC NC seee
Jugador 2 NC NC NC NC NC sece
Pagos
Jugador 1 -2 coee
Jugador 2 8 2 2 2 2 coce
i 2 3 20
Ganancialugador2: 8 + 2.6 +2.0° +2.8> + --- = 8+ﬁ

La estrategia (C, C) es un equilibrio de Nash si su pago es mayor o igual que cualquiera de las

posibles pagos en que pueden incurrir los jugadores en sus desviaciones, esto es, se tienen que
cumplir simultaneamente las desigualdades:

e > 8-2% Utilizando la estrategia del Talidn, (C, C) es un equilibrio de
1-8  1-8° 1
- 0>— 1
6 25 3 Nash con horizonte infinito cuando § > —
15 °%15 3
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Sea la matriz de pagos de dos jugadores:

Jugador 1

Jugador 2
C D
A (1,1) (5,0)
B (0, 5) (4, 4)

El juego simultaneo se repite dos veces en dos periodos, en t=1 yen t=2. El resultado de la
primera vez que se juega (t =1) es observado antes de jugarlo una segunda vez. El pago del juego

repetido es la suma de los pagos en cada jugada (t=1, t=2). Se pide:

a) Forma extensiva del juego. Conjuntos de informacion y estrategias.
b) Calcular los EN y ENPS

Solucidn:

a) Cuando el juego se juega solamante una vez, (1, 1) es un equilibrio de Nah en estrategias

dominantes.

Jugador 2
C D
A | @@,1) [(s,0)

B | (0,5)

Jugador 1

(4, 4)

(2,2) (6,1)(1,6) (5.5)|(6,1)  (10,0)(5,5) (9, 4)([(1,6) (5,5) (0,10)  (4,9)(5.5) (9,4) (4,9) (8,8)
Subjuego 1 Subjuego 2 Subjuego 3 Subjuego 4
EN:{A,c}l EN={A,C}1 EN:{A,C}l EN:{A,C}I
Pagos totales = Pagos totales = Pagos totales = Pagos totales =
=(1, 1) + pagos en subjuego = (5, 0) + pagos en subjuego = (0, 5) + pagos en subjuego  =(4, 4) + pagos en subjuego

Cada jugador tiene 5 Conjuntos de Informacion

Subjuegos: 4 + Juego completo

Eje estrategia: ABBAA
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Jugador 2
C D
Ts' A |@[,1) ((s,0)
-]
©
2B |(0,5) | (4,4)
A ' B B .
(6,1) (5,5) ) (4,9
C C D C D C C D
(2,2) (6,1) (1,6) (5,5) (6,1)  (10,0)(5,5) (9,4) (1,6) (55 (0,10) (4,9) (55) (9,4) (4,9  (88)
Subjuego 1 Subjuego 2 Subjuego 3 Subjuego 4
EN:{A,C}l EN:{A,C}Jv EN:{A,C}l EN:{A,c}l
Pagos totales = Pagos totales = Pagos totales = Pagos totales =
=(1, 1) + pagos en subjuego = (5, 0) + pagos en subjuego = (0, 5) + pagos en subjuego =(4, 4) + pagos en subjuego

= Calculo de EN del Subjuego 1

Pagos: t=2 Jugador 2
C D
A . —
Jugador 1 (1,1) (5,0)
B (0, 5) (4, 4)
EN={A, C}
Pagos: t=1+ t=2 Jugador 2
C D
A = —
Jugador 1 (2,2) (6, 1)
: (1, 6) 5, 5)
EN={A, ¢}

El resultado es independiente de que se tomen los pagos solo de esa etapa o los pagos totales.

En cada uno de los cuatro subjuegos hay un Unico equilibrio de Nash: EN = {A, C}
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= Calculo de EN del Juego completo

Jugador 2
C D
A & &
Jugador 1 (2, 2) (6, 1)
B (1, 6) (5, 5)

El pago de EN (1, 1) de la segunda etapa ha sido afiadido a los pagos de t=1
= ENPS={AAAA, C CCCC}

El jugador 1 juegaAen t=1 yjuega Aen t=2 para todo resultado posbileen t=1

El jugador 2 juega Cen t=1 yjuega Cen t=2 para cualquier resultado de la primera etapa.
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Cuando un juego de etapa tiene dos o mas EN, pueden existir ENPS en los que en alguna etapa no se
juegan estrategias que sean EN pero se juega algo que es mejor para los dos jugadores.

Se juega dos veces el juego de etapa que se describe en forma normal:

Jugador 1

Jugador 2
A, B, C,
A, (1, 1) (5,0) (0, 0)
B, (0, 5) (4, 4) (0, 0)
C, (0, 0) (0, 0) (3,3)

Se observa que tiene dos EN = {(Al, A,), (C,, CZ)} en estrategias puras, mientras que (B,,B,) no

es un equilibrio de Nash pero tiene pagos de Pareto.

Utilizando estrategias con premios y castigos creibles, es decir, se premia y se castiga jugando
estrategias que sean EN: Se premia al jugar (C,, C,) con pago (3, 3), se castiga al jugar (A, A,)

con pago (1, 1)

El juego en forma normal que resultaen t=1:

Jugador 1

Jugador 2
A, B, C,
A, (2,2 (6, 1) (1,1)
B, (1, 6) (7,7) (1,1)
G (1, 1) (1, 1) (4, 4)

Tiene tres EN={(A,, A,), (B,,B,), (C;,C,)}, conlo que (B, B,) es una jugada de EN

Se observa que si el Jugador 1 juega B, el Jugador 2 tiende a desviarse y jugar A, puesgana5en

lugar de 4. Para evitar que no se desvie 4 +premio > 5+ castigo, es decir, 4+3>5+1.
Para que sea ENPS los premios y castigos deben de ser jugadas que sean EN

Si los pagos en el desvio fueran mayores no se podria sostener (B,,B,) en t=1 en un ENPS:
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Jugador 2
A, B, (O

Al (II l) (gl 0) (OI 0)

B 0,0

JUgador 1 (0,7 (4, 4) (0, 0)

C, (0, 0) (0, 0) (3, 3)

sl el Jugador 1 juega B, el Jugador 2 tiende a desviarse y jugar A, , gana 7 en lugar de 4. Para evitar
gue no se desvie 4 + premio > 7 + castigo, y nose cumple, 4+3>7+1.
El Jugador 2 se desvia y no es ENPS.

= Estrategias de ENPS:
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Jugador 2
A, B, €,
(I,1) | (5,0) | (0,0)
2 0,5 | (a9 | 00,0
3 — C,
1 ¢ | (0,0 (0,0 | 3,3

(2,2) (6,1)
i e 5 (1! 1) (1! 1)

(1,1) (1,6) (7,7)
(1,1) (1,1) (3,3)

(1,1 (1,1) (1,1) (4,4)

(1,1) (5,00 (0,0)(0,5) (4,4)

(0,0) (0,0)

(0,0) (3,3)
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® En t=1 elJugador 1 juega B, y el Jugador 2 juega B,

& Ent=2:
El Jugador 1 juega C, siobservaqueen t=1 sejugé (B,;,B,) yjuega A, sise jugd algo distinto. El

Jugador 2 juega C, siobservaqueen t=1 sejugé (B;,B,) yjuega A, sise jugd algo distinto.

En cada subjuego de t=2 se juega (C,, C,) o0 se juega (A;, A,), con lo que en cada subjuego las

estrategias generan un EN.

Por induccion hacia atras se calculan los EN del juego completo, sustituyendo los subjuegos por sus
pagos en EN.
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JUEGOS REPETIDOS EN INFINITAS ETAPAS

Sea G un juego de etapa, y sea G(x, 8) el juego consistente en repetir el juego G indefinidamente

en el tiempo con una tasa de descuento por etapa de 3, de modo que en cada etapa los jugadores
conocen los resultados de las etapas anteriores.

Se considera una funcién de pagos aditiva, de modo que el pago final de n etapas es la suma de los
pagos de cada etapa. Se demuestra que, incluso si G tiene un Gnico punto de equilibrio de Nash,
existen resultados perfectos en subjuegos que no son jugar ese equilibrio.

En este planteamiento es necesaria una tasa o factor de descuento, pues de otra forma, la suma de
pagos seria infinita.

El valor presente de una sucesién de pagos {u, }

e 9]
Du, .81
t=1

51 aplicando el factor de descuento, sera

ESTRATEGIA DEL DISPARADOR: DILEMA DEL PRISIONERO

Jugador 2
C NC
C (1, 1) (5, 0) - Matriz
Jugador 1 de pagos
NC (0, 5) (4, 4)

La estrategia del disparador consiste en cooperar durante las etapas hasta que un jugador deje de
cooperar, en que se cambia a jugar el equilibrio de Nash.

= SielJugador 2 sigue la estrategia de cooperacién la ganancia sera:

o 0] _ o 0] _ 4
Du.d'r=>4.8"1=4+4.5+4.8"+ - i p. geométrica ilimitada
t=1 t=1 -

= Si el Jugador 2 cambia de estrategia en la primera etapa y no coopera, el Jugador 1 no volvera
a cooperar en ningun momento futuro y la combinacién de estrategias (a corto plazo) de primer
periodo serd (C,NC) y en el resto de periodos (C, C). La ganancia sera:

< 3 o
5+ ) 0.8 =5+ 8""=5+—
t22 t22 1-5
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Se analizan las ganancias obtenidas por el Jugador 2 en cada caso para ver si tienen incentivos a
desviarse del acuerdo de cooperacion.
1

5+—>L — 5-46>4 > 8<l
1-8 1-39 4

Como el juego es simétrico y considerando por simplicidad que ambos jugadores tienen el mismo
; 1 :
factor de descuento, el factor de descuento tendria que ser o < i para que el Jugador 2 prefiera no

cooperar.

Es decir, el valor hoy de un dinero ganado en la siguiente etapa tendria que ser menor que la cuarta
parte, lo que no parece parece admisible ni una hipétesis razonable para los tipos de interés que se
manejan habitualmente, aunque en casos de mucha inflacién se hayan presentado circunstancias
semejantes.

~ .
e Eu,

El ejemplo anterior, sirve para introducir los resultados siguientes:
o N
En un juego repetido infinitamente del tipo G(«, 3), cada subjuego que se inicia en la etapa (t+1)

es idéntico al original.

Se definen Ganancias Factibles a las ganancias (u,, ... ,u,) en el juego de etapa G si son

combinacién convexa (media ponderada donde las ponderaciones son no negativas y suman uno)
de las ganancias a las estrategias puras G.

Las ganancias a las estrategias puras (1,1), (0,5), Ganancia

Jugador 2
(4, 4) y (5, 0) son factibles.
(0, 5)

Otros pagos factibles son: (4, 4)

Los pares (x, x) con 1<x <4, que resultan de las :
Ganancias

Factibles

medias ponderadas de (1,1) y (4, 4)

Los pares (y,w) paray+w=5e 0<y<5

gue resultan de las medias ponderadas de

Ganancia

(0,5) y (5,0) (5,0) Jugador1

Los otros pares en el interior de la zona xombreada son medias ponderadas de las ganancias de mas
de dos estrategias puras.

Los jugadores pueden utilizar una mecanismo aleatorio para obtener una media ponderada de las
ganancias de estrategias puras.
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GANANCIA MEDIA

Se define como la ganancia constante (igual en todas las etapas, salvo el factor de descuento) que
deberia tenerse en cada etapa para que tuviera el mismo valor presente que una ganancia dada por
una sucesion de estrategias.

Sea J el factor de descuento que tiene un valor presente V. En caso de recibir una ganancia u en

cada etapa, el valor presente seria i Para que u sea la ganancia media de la sucesidn infinita

(uy, ... ,u,) con un factor de descuento §, estos dos valores presentes han de ser iguales, en
consecuencia u=V(1-9).

Es decir, la ganancia media es (1—98) veces el valor presente.

Dado el factor de descuento 0, la ganancia media de la sucesidn infinita de ganancias
Up, Uy, Uz, ... €S:

u=(1-38)) 8" tu,

t=1

La ventaja de la ganancia media con respecto al valor presente es que la primera es directamente
comparable con las ganancias del juego de etapa.

La sucesion infinita de ganancias del ejercicio tiene una ganancia media de 4 pero un valor presente
de 4 /(1-4). Sin embargo, como la ganancia media no es mas que un valor presente, maximizar la

ganancia media es equivalente a maximizar el valor presente.

El resultado principal en la discusién sobre juegos repetidos infinitamente viene dado por el
Teorema de Milton Friedman (1971).

Teorema de Friedman:

Sea G un juego finito, estatico y con informacién completa. Denominando a (e, ... ,e,)alas

ganancias en un equilibrio de Nash de G, y a (u,, ... ,u,) a otras ganancias factibles cualesquiera
de G.
Si u; > e, para cualquier jugador iy el factor de descuento § estd lo suficientemente cerca de uno,

existe un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS) del juego repetido infinitamente G(x, 0)

que alcanza (u,, ... ,u,) como ganancia media.
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Ganancia
Jugador 2

(0,5)

El teorema de Friedman, siempre que el factor de (@, 4)
descuento 3 se encuentre suficientemente cerca

de 1, garantiza que puede alcanzarse cualquier Ganancias

punto en la zona sombreada como ganancia media Factibles

en un ENPS del juego repetido.

Ganancia
(5,0) Jugador 1

Sea EN= {(ael ) e 58 )} el equilibrio de Nash de G que proporciona las ganancias de equilibrio
(e, ... ,&,). Sean (aul, ... ,a, ) la coleccién de acciones que proporciona las ganancias factibles

(uq, ... ,u,) -ignorando el mecanismo aleatorio publico tipicamente necesario para alcanzar

cualquier ganancia factible.

Con el jugador i se considera la estrategia del disparador: Juega a, en la primera etapa.
En la etapa t-ésima, si el resultado de todas las (t — 1) etapas anteriores ha sido jugar (aul y e say )

juega a, , en caso contrario juega a

Si ambos jugadores adoptan esta estrategia, el resultado en cada etapa del juego repetido
infinitamente sera (aul , - ,a, ), siempre que el factor de descuento & se encuentre lo

suficientemente cerca de 1. Sefalar que esta estrategia es ENPS.

Si todos los jugadores excepto el jugador i han adoptado la estrategia del disparador.

Los demas jugadores jugaran siempre (ael, SR NP P ) si el resultado de alguna

€ e

etapa difiere de (a, , ... ,a, ).
La mejor respuesta del jugador i es jugar siempre a, si el resultado en alguna etapa difiere de

(aul, ,aun)

Queda por determinar la mejor respuesta del jugador i en la primera etapa y en cualquier etapa en
la que todos los resultado anteriores hayan sido (a, , ... ,a, ).

Denotando por ay a la mejor desviacion de (aul, ,aun) qgue puede adoptar el jugador i, sera una

solucion de:

maxu;(a, , ... ,a
aeA
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Sea d, la ganancia a i con esta desviacion: d, =u;(a,, ... ,a, , 34,3, , - ,3,)

1 n
Ignorando el mecanismo aleatorio: La mejor desviacion y su ganancia pueden depender de qué esta
estrategia pura haya seleccionado el mecanismo aleatorio.
Se tiene:

d2u=(@,, .. ,a ,3a, ,.,3,)>e=(, .. 8, ,3 - ,3 )

n

Jugar a, proporciona una ganancia d, en esta etapa, pero en lo sucesivo desencadena

(a ,3e , - ;@ )porparte de los demas jugadores, con lo que la mejor respuesta del

el’ “ee

jugadories a, , de forma que la ganancia en cada etapa futura sera e,

El valor presente de esta sucesion de ganancias sera: V,=d, +8.e,+8* .e;+ ... =d,+——e,

Como cualquier desviacion desencadena la misma respuesta de los demas jugadores, sélo se
necesita considerar la desviacion mas ventajosa.
Alternativamente, jugar a, proporciona una ganancia u; en esta etapa y conduce a la misma

eleccién entre ay y a, en la siguiente etapa.

Denotando por V, el valor presente de las ganancias del juego de etapa que recibe el jugador i por

elegir dptimamente (y cada vez que lo haga en lo sucesivo)

u;

1-6

Sijugar a, es optimo, se tiene: V,=u; +8V, — V,=

d, =Ganancia mayor a la mejor desviacién del jugador i entre las diferentes combinaciones de
estrategias puras sleccionadas por el mecanismo aleatorio.

, e = 02
1-6 1-9 d —e

En consecuencia, jugar a, es optimo <

En resumen, en la primera etapa y en cualquier etapa donde los resultados anteriores hayan sido
(aul , - ,a, ), la decisién 6ptima del jugador i (puesto que los demas jugadores han adoptado la
d. —e

estrategia del disparador) es a, < 6 2
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Por otra parte, considerando que la mejor respuesta del jugador i es jugar a, para siempre si el

resultado de alguna etapa difiere de (aul , .. ,a, ), se concluye que jugar la estrategia del

disparador por parte de todos los jugadores esun EN < 8 > max :‘ g
I g—§
. dl O Ui =
Siendo d, 2u, 2e; = r <1 Vi
. —e.

Falta demostrar que este EN es perfecto en subjuegos, es decir, que las estrategias del disparador
constituyen un equilibrio de Nash en cada subjuego de G(x, 0), sefialando que cada subjuego de

G(o0, 8) es idéntico al propio G(, 3).

Si los jugadores adoptan la estrategia del disparador en el juego completo, los subjuegos se pueden
agrupar en dos clases:
= Subjuegos en los que los resultados de las etapas anteriores han sido (aul , . ,a,): Las
estrategias de los jugadores en un subjuego de primera etapa son de nuevo las estrategias
del disparador, que constituyen un equilibrio de Nash del juego completo.
= Sujuegos en los que el resultado de al menos una etapa difiere de (aul , . ,a, ):las

estrategias de los jugadores en un subjuego de segunda etapa consisten en repetir el
equilibrio del juego de etapa (ael » e 48 ), lo que es un equilibrio de Nash del juego

completo.

Por tanto, el equilibrio de Nash con estrategias del disparador del juego repetido infinitamente es
perfecto en subjuegos.

PREMIOS NOBEL DE ECONOMIA: http://www.estadistica.net/Nobel/economic0.html
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Sea el juego dinamico que consiste en jugar un nimero infinito de periodos el dilema del
prisionero, donde C= Coopera, NC= No Coopera

Jugador 2
C NC
c (4, 4) (0, 5)
Jugador 1
NC (5, 0) (1,1

1
Se supone que ambos jugadores tienen un factor de descuento 8, =9, = Bk

Se considera la siguiente estrategia:
En T=1 cooperan
En T>1 coopera siy sélo si el otro jugador ha cooperadoen T-1

a) éCuales son los pagos resultantes si ambos jugadores siguen esta estrategia?
b) éEs un Equilibrio de Nash?

Solucion:

a) Silos jugadores cooperan el resultado para cada jugador sera un pago de

Acciones T=1 T=2 T=3 T=4 coes
Jugador 1 C C C C cece
Jugador 2 C C C C ceee
Pagos

Jugador 1 4 4 4 4 cece
Jugador 2 4 4 4 4 ceee

El pago de cada jugador sera:

4 __ 4 g
1-8, 1-(1/2)

Su. 5 =34.8"1=4 + 4.5 +4.8 + - =
t=1 t=1

b) Para analizar si es EN se resuelve por induccion
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= SielJugador 1 no coopera en la primera etapa obtendra una ganancia:

Ejercicio del dia

ASIGNATUNA. ... es

Acciones T=1 T=2 T=3 T=4 cecs
Jugador 1 NC C C C coee
Jugador 2 C C C C coee
Pagos
Jugadorl 5 4 4 4 eeeoe
JugadorZ 4 4 4 XXX
En la etapa 1:
. ’ 9 » 432 1 4(1/4 1
U =5+8,+4.85+4.83+4.8;+ ... =5+, +—2 =5+—+M=7+_
—— 1-9, 2 1-(1/2) 2

1
- 7+5 < 8 no esta incentivado para cambiar

= SielJugador 1 coopera en la etapa 1 pero no coopera en la etapa 2 obtendra una ganancia:

Acciones T=1 T=2 T=3 T=4 cecs
Jugador 1 C NC NC NC DO0C
Jugador 2 C C NC NC DO0C
Pagos
Jugadorl 4 5 4 4 XXX
JugadorZ 4 0 4 4 XXX
En la etapa 2:
. 2, 3 A S , 4.8
U =4+5.8,+85+4.5;+4.8] +4.8, +...=4+5.5,+ 85+ —L=
N— 1_81
5 1 31 28+3 3
=4+—+—+1=—= =7+—< 8 no estaincentivado para cambiar
2 4 4 4 4
1 2 -1
u=7+-=7+ 51
3 22 -1
= por recurrencia: < 2
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En la etapa n: Si el jugador 1 colabora hasta la etapa (n—1) inclusive pero decide no colaborar en la

n
etapa n, obtendra uj =7+ — < 8, por lo que no esta incentivado para cambiar.
Jugador 2
C NC
C (4, 4) (0, 5)
Jugador 1 B
NC (5,0) (1,1)

En definitiva, el jugador 1 no esta incentivado para desviarse de la estrategia propuesta.
En conclusion, el perfil de estrategias del enunciado es un EN = {(4, 4)}
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El juego en forma normal G, con la matriz de pagos expuesta, se repite infinitamente

Jugador 2
C D
A (4,1) (3,2)
Jugador 1
B (1, 4) (6, 3)

Hallar un EN y un factor de descuento & que lleven a unas ganancias medias de (6, 3)

Solucién:
Se calculan las correspondencias BR; de mejor respuesta para ambos jugadores.
Jugador 2
q 1-q
C D
P A (4,1) (3,2)
Jugador 1 —
l1-p | B (1, 4) (6, 3)

Las Utilidades esperadas o pagos de cada jugador:
E[u,]=4.pq+3.p(1-a) +1.(1-p)g + 6.(1-p)(1-q)=6pq—3p—-5q+6

Derivando parcialmente respecto a p se puede analizar la influencia sobre la utilidad esperada del

Jugador 1
SE[U,;] 9(6pq—3p-5q+6 DG
-3p-5q+
p1| _8(6pa—3p-5q )=6q—3E —0 q=05
dp Sp
>0 gq>0,5
Denotando por BR, la Mejor Respuesta del q
Jugador 1, adopta la forma: troo— ]
| BR,
p=0 g<o0,5 0,5 :
BR1 (q) = p € [Or]-] CI = 0l5 i
p=1 qg>0,5 :
0 o5 1 "
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La Utilidad esperada del Jugador 2:
E[U,]=1.pa+2.p(1-q) + 4.(1-p)g + 3.(1-p)(1-q)=—2pq—p+q+3

Derivando parcialmente respecto a q se puede analizar la influencia sobre la utilidad esperada del

Jugador 2
9E[U,] 9(-2 3 e bos
- -p+q+
2] _9(=2pg-p+q )=—2p+1E —0 p=0,5
3q 3q
>0 p<0,5
Denotando por BR, la Mejor Respuesta del q
1 ______ il
Jugador 2, adopta la forma: ;
BR, |
q=0 p>0,5 0,5 oo feras s
BR,(p)=1 a<[0,1] p=0,5 ;
q=1 p<0,5 l
0 0,5 1 7
q EN={(0,5, 0,5)}
1 _____
La solucién se encuentra en la interseccion. i
EN={(0,5, 0,5)} U2 |
BR: !
0 o5 1 °©

El teorema de Friedman establece que si u; > e, para cada jugadoriy & esta lo suficientemente

cerca de uno, existe un ENPS (equilibrio de Nash perfecto en subjuegos) del juego repetido
infinitamente G(w, 8) que alcanza (u,,u,, ... ,u,) como ganancia media.

Pagos o ganancias factibles en el juego de etapa G: (6, 3) = {ul(B, D), u,(B, D)}
Pagos o ganancias en el equilibrio de Nash:

e, =4(0,5, 0,5)=v,(0,5,B)=1.0,5+6.0,5=3,5

e, =u,(0,5, 0,5)=u,(0,5,D)=2.0,5+3.0,5=2,5

Siendou, =6>3,5=e,; y u, =3>2,5=e, sepuede aplicar el teorema de Friedman
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Considerando la desviacion mas ventajosa, el factor de descuento:

6-u, 4-— 6-6 4-3
4 > max —ul,—uz =max{ . }=0,67
6-e,  4-e, 6-3,5 4-2,5

ESTRATEGIA JUGADOR 1: Juega B a no ser que el Jugador 2 haya jugado alguna vez una estrategia
gue no sea D. En este caso, el Jugador 1 juega la estrategia mixta 0,5 (estrategia del Jugador 1 en
equilibrio de G) para siempre.

ESTRATEGIA JUGADOR 2: Juega D a no ser que el Jugador 1 haya jugado alguna vez una estrategia
gue no sea B. En este caso, el Jugador 2 juega la estrategia mixta 0,5 (estrategia del Jugador 2 en
equilibrio de G) para siempre.
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VARIABLE CONTINUA:
En muchos juegos las estrategias puras que pueden elegir dos jugadores no
son un numero finito, sino que tienen infinitas posibilidades.

La mayoria de las aplicaciones econdmicas de juegos estaticos se caracterizan por tener un espacio
de estrategias continuo.

= Dos oligopolistas que deben decidir qué cantidad de producto sacan al mercado.
El espacio de estrategias se encuentra el intervalo |:0, qi] , donde q; =capacidad de produccién

maxima para la Empresa i.
= Una estrategia mixta es un ejemplo de variable continua.

Estos juegos se resuelven encontrando la funcién de Mejor Respuesta o Funcidn de Reaccién que
indican qué accidn escogerd un jugador (Mejor Respuesta) para cada una de las posibles acciones de
sus rivales.

‘ FUNCION DE MEJOR RESPUESTA

= Funcién de pagos diferenciable (Competencia en cantidades, Contribuciones voluntarias a un
bien publico)

v’ La funcién de Mejor Respuesta, si la funcién es céncava, surge de la condicién de primer orden
del programa de maximizacion.

v Para otros tipos de funciones hay que considerar las condiciones de orden superior.

= Funcién de pagos no diferenciable o lineal (Competencia de precios, Problemas de reparto)

MODELO DE COURNOT

Cournot en 1838 aplicd la teoria de juegos en el ambito industrial, desarrollé un modelo en el que
un numero reducido de empresas interactuaban dentro de un mercado en el que se ponia a la venta
un producto homogéneo.

Las empresas competian en cantidades, es decir, tenian que determinar la cantidad que querian
vender de dicho producto de manera simultanea.

La cantidad puesta a la venta era establecida por la funciéon de demanda inversa, una vez puesta a

la venta la determinada cantidad se estipulaba el precio.

En el Modelo de Cournot se distinguen dos casos: El Duopolio, caracterizado por ser una
interaccion entre dos empresas y el Oligopolio, donde interactuan n empresas.

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE JUEGOS 101



(IMPRESC EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

ASINAtUra. ..o GTFUPO
APEIAOS ocvmubnnunnannanErsnRTREER s TRnasss NOMBPS sassimisndisnumissimns

EJOrcICIO del B ..o oumumimuss smumunndimimininsmmsssinrssss shsonsns s s domma B s v S T P e B

ORBEg
Q‘\ ihateméﬁ(‘o #4 s
O %
N\
/' iy —
Y &

John Nash desarrollé estudios en torno a la teoria de juegos, que le valieron el Premio
Nobel de Economia en 1994.

Identificéd puntos basicos sobre estrategias y posibilidades de prediccién del
comportamiento que se dan en juegos no cooperativos.

El denominado equilibrio de Nash define la confrontacion entre la cooperacién y el
deseo de obtener el maximo beneficio.

Los notables logros de John inspiraron a generaciones de matematicos, economistas y
cientificos. John Nash se gané un lugar especial en la historia por sus contribuciones
revolucionarias en areas tan diversas de las matematicas como teoria de los juegos,
geometria, topologia y ecuaciones diferenciales parciales.
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DUOPOLIO DE COURNOT: COMPETENCIA EN CANTIDADES
La competencia entre dos empresas se puede describir por medio del equilibrio de Nash.

La empresa 1y la empresa 2 compiten en un mercado por un producto homogéneo (no hay diferencia
en quién lo produce).

Cada una de ellas utilizard como estrategia la cantidad ¢, que produce.

Oferta del mercado: Q =q, +q,.

El coste de produccién unitario es igual para las dos empresas.
El coste total es funcién de la cantidad producida C, (q,) =cq,, y menor que el precio maximo de venta

c<a
El proceso se realiza sélo una vez (juego estatico).

La funcion de demanda inversa, funcidn que establece los precios, es decreciente y lineal en el intervalo
[0,a/ b], determinada por la funcién:

b>0

0 bQ>a

a—-bQ bQ<a a = Tamaio del mercado
P(Q)= onde . . .
—b = Sensibilidad del cosumidor al precio

La utilidad de cada empresa es el beneficio que obtienen en la venta del producto. Es decir, la funcién
de pagos (beneficios netos) es:

n1(q1/ q2)= q1|:a_bq1 _qu:l_cq1 = q1|:a_bq1 _qu —C:|= u1(q1r qz)

nz(qp q2)= qzl:a_bq1 _qu]_cqz = qzl:a_bql _qu —C:|= uz(qll qz)

Descritas las funciones de demanda, costes y utilidad de las empresas, el objetivo es determinar el
punto de equilibrio entre las dos, es decir, determinar el EN.

La respuesta 6ptima de cualquiera de las dos empresas para una estrategia fijada de la otra (q, o0 q,)

se determina (en el caso de la empresa 1) resolviendo la funcién:
max, u,(q,, 9,)=q,(a—bg,-bg,—¢c) 0<g,<a/b

Se trata de obtener el maximo beneficio o el maximo pago, solucién que tiene que estar en el intervalo
|:0, a/ b], donde se cumple que la cantidad que van a producir ambas empresas es positiva y ademas

gue para cada cantidad producida los beneficios son maximos. Estas dos situaciones se denominan,
respectivamente, condiciones de primery segundo orden
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3 : 3 -bqg,—bq, - -bq, —
u;(d;,9,) _8a,(a=ba,-bg,—-¢c) _, S ba baoc0 g luae
3q, 8q, 2b

Analogamente, la respuesta éptima para la empresa 2 seria:

9 ; ) -bqg,-bq, - -bq, -

u,(9,,9,) _39,(a—ba,~bg,—¢c} Pbalobg ci0 g Ll c
Sq, 3q, 2b

Condicién de segundo orden (Beneficios maximos):

92u1(q1, qz) - S(a_qu]_ _qu —C)

=—-2b <0 (es un maximo)

Sqiz dq,
- a—c—bq,
La respuesta 6ptima de la empresa 1 es BR,(q,)= DTS
. a—-c-bq,
La mejor respuesta de la empresa 2 es BR,(q,) = T

. - N ._a-bgj-c o

Si ambas son las respuestas 6ptimas, significa que q; = T es la respuesta 6ptima para
._a-bg-c -~ . . .

q, :T y q, eslarespuesta 6ptima de q;, por tanto EN= {(ql, qz)}

Resolviendo el sistema de ecuaciones

q,=a—c—bq; a—c—b a—c—bq,

. 2b . 2b a-c+bq; . a-c
—> q2= = - q2=_

. _3-c=bq; L 4b 3b

b 2b

. . a
Andlogamente, q, =——

El punto de equilibrio es: EN= {[ql i C, q; = d c}}

. 2(a-c)
G 3b

Cantidad producida en equilibrio: Q*=q; +q
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_2(a—2c)_a+2c

Precio en equilibrio: P(Q*)=a—-bQ"*=a A 8

Beneficios en equilibrio:

UI(qI,q2)=QI[a—bO|Z—bq;—c]=ﬂ{a—;{a"° ;{E_c}:ﬂ

3b 3 3K 4
e S e
u,(d;, d;)=u,(dy, 4,) =
2(a1, a;) =ui(a;, a;) 9b
_ 2
Beneficio total (neto) en equilibrio: U* = %

Representacion del Duopolio de Cournot

Los puntos M, y M, son los

beneficios que la empresa obtendria
en una situaciéon de monopolio.

El punto C° es el equilibrio de Nash.

Las curvas discontinuas reflejan las
utilidades que cada empresa
obtendria para cada cantidad de
producto.

Con las curvas discontinuas se demuestra que C’ es el punto de equilibrio de Nash, ya que para otra
cantidad fabricada por cualquiera de las dos empresas el beneficio proporcionado por las curvas de
utilidad es menor.

Sefalar que el Duopolio de Cournot es un dilema del prisionero ya que ambas empresas tienen
incentivos a la no cooperacion, al ser los beneficios mayores que los que se obtienen cuando
cooperan - Esta situacion no seria posible por tener prohibida la colusion segun la Ley 15/2007 de 3
de julio de defensa de la competencia -.
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SIN COOPERAR: Las cantidades a producir por cada una de las empresas serian q; = % yq,= % ,

(a—cf . (a—cf
ob | 27 gp

que conducen a unos beneficios individuales, respectivamente, de u; =

@. MoNoPoLio  COOPERANDQ: Las cantidades a fabricar por cada una de las empresas se obtendria
T4 1 dividiendo la cantidad a producir en el monopolio entre las dos.

a—-c a—-c
Es decir, g, =—— =—
q, b Yy q, 4b

Los beneficios individuales serian:

2

a—-c a-c _a—c a—c
ul(ql'qz)qul:a_b%—qu]_cch: 4b a—-b 4b -b 4b -c =( 8b)
a—c| a—-c a—c | (a—c)?
U2(q1lqz)=q2|:a—bq1—bq2:|—cq2: T a—b e —b 26 —cl|= o

Se observa que los beneficios obtenidos cooperando son superiores a los beneficios obtenidos en Ia

(a—c)’ . (a—c)

situacion del equilibrio de Nash (EN):
8b 9b

Cantidad producida en equilibrio: Q*=q; +q; = %

a—c a+c
Precio en equilibrio: P(Q*)=a-bQ" =a——2 =—2
h T C o
Beneficio total (neto) en equilibrio: U* = TS

. . . 2(a-c) a-c
La produccién es mayor en un duopolio que en un monopolio: 8 >

2b

a+2c a+c
sl

El precio es menor en un duopolio que en un monopolio: a> c)

(a—c)’

Incentivo a coludir (formar un cartel):
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Como los carteles normalmente son ilegales, los agentes tratan de coludir tacitamente utilizando
estrategias de reduccién de produccidén autoimpuestas, obteniendo un efecto de subida de precios y
por consiguiente un aumento en los beneficios.

DUOPOLIO DE STACKELBERG: COMPETENCIA EN CANTIDADES

El duopolio de Stackelberg (1934), conocido también como modelo de competencia de Stackelberg, es
un modelo de competencia imperfecta basado en el juego no cooperativo. Representa un punto de
inflexion en el estudio de estructuras de mercado, especialmente en el analisis de duopolios, dado que
se basa en hipétesis iniciales diferentes.

Tiene el mismo planteamiento que el modelo de duopolio de Cournot. En esta situacidn, las dos
empresas no eligen a la vez sus estrategias, sino una después de la otra y conociendo la estrategia
elegida por la primera.

Esta situacidon es muy habitual cuando no son ofertas simultaneas, sino que una empresa toma
decisiones de expansion, o de inversion, o de desarrollo, de modo que la segunda empresa actia en
respuesta a la decision de la primera. En muchos casos, la primera es una empresa lider, y la segunda
una empresa con menos poder de mercado.

Pueden ser mas empresas, para simplificar se supone que son dos empresas y que sus estrategias son la
eleccidn de la cantidad de produccion.

El precio unitario de venta, al igual que en el duopolio de Cournot, se considera que varia con las
cantidades producidas segln la funcidon de demanda inversa en el intervalo [0,a/ b]:

a—bQ bQ<a a = Tamaio del mercado
P(Q)= donde b>0

0 bQ>a —b = Sensibilidad del cosumidor al precio

El planteamiento en forma extensiva seria:
1. Laempresalelige g, =20
2. La empresa 2 observa q, yelige q, 20

3. Cada empresa recibe
n1(q11 qz)= CI1|:P(CI1 +q2)—C:|: ql[a_bq1 _qu —C:|= Ul(ql; qz)
nz(qy qz) = qzl:P(q1 +q2)—C:|= qz[a_bq:[ _qu —C:|= uz(q1r qz)

Se tienen que decidir los niveles de produccion en diferentes momentos de tiempo. La empresa 1
determina q, >0 y la empresa 2 se fija en q, y decide q, = 0. Es una situacién en la que hay dos

etapas, que se resuelve por induccién hacia atras.
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De esta forma, se comienza resolviendo el problema de maximizacion de la empresa 2:

max,, uz(ql,q2)=q2|:a—bq1—bq2—c:| 0<qg,+q,<a

La condicidn de primer orden es:

Suz(qpqz):qu(a_bq1_bq2_c)=o s a_bql—quZ—C=0 ird q;=a—bq1—c
3q, Sq, 2b

La condicién de sgundo orden:

%u,(a,,9,) _9a,(a—bg, —2bg, —¢)

=-2< 0 (esunmaximo)

2
Sq, Sq,
Se analiza la decision de la empresa 1, sabiendo que la empresa 2 va a determinar su produccién
. a—bq,-c . =y
q,= — para cualquier decisién que tome la empresa 1.

La empresa 1 posee cierta ventaja, puesto que puede anticiparse a la respuesta de la empresa 2 al
resolver su problema de maximizacién, sustituyendo q, por su valor.

De este modo, el problema de maximizacion de la empresa 1 es:

. . a—bg,—c a—-ba. —c
nwxwUAqyqg=q1b—bq1—qu—cr=%{a—bq1—b——iif———C}=q1E——ih——}

La condicidn de primer orden es:

Su,(q,,9,) 3( |:a—bq1—c
q,

2 2

a_
=0 — a-2bg,-¢c=0 - q=——
8q,  8q, D o o

2b

Sustituyendo en la ecuacion de q; , resulta:

a—c
a—b——c

._a—bqg,—c o o= 2b _a-c¢

% 2b % 2b 4b

El equilibrio de Nash perfecto en subjuegos ENPS = {[Ch = az—bc ) G = a;;}}

a—c¢ a—-c¢ 3(a—-c
,2-c_3(=c)

Cantidad producida en equilibrio: Q*=q; +q. =
5 q B b 4b
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Implicaciones:

3(a—c)

La cantidad total producida en equilibrio de Stackelberg S es mayor que la cantidad total en
2{(a—c
equilibrio de Cournot % :

3(a—c) 2 2(a—c)
4b 3b

— El precio del producto es menor

Si las empresas tienen el mismo nivel de costes, la solucidn de Stackelberg es mas eficiente que la de
Cournot, ya que la produccidn total es mas elevada y el precio es mas bajo.

La cantidad que ha de producir la empresa 1: [q; = az;ch es la de monopolio.

Mientras que la cantidad que tiene que producir empresa 2: [q; = %] es la mitad.

Es curioso observar cémo disponer de mas informacion a la hora de actuar no implica obtener una
solucién mejor, la empresa 1 sabe que cuando actue la empresa 2 tendra esa informacion. La empresa
1 es mas ineficiente (tiene costos mas altos).

Cuando se trata de eficiencia econémica, el resultado es similar al modelo de duopolio de Cournot. El
equilibrio de Nash no es Pareto eficiente. No obstante, la perdida es menor en el duopolio de
Stackelberg que en el de Cournot.

3(a—c) a+3c
Precio en equilibrio: P(Q*)=a-bQ*=a-b ( )=
4b 4
Implicaciones:
El precio en equilibrio de Stackelberg es menor que el precio en equilibrio de Cournot:

at+3c a+2c
<
4 3

Beneficios en equilibrio de las empresas:

o =|:P(Q')—c:|.q; =(a+43c_c). az—bc = (a;l:)

2

u;=|:P(Q')—c:|.q;=(a+3c—cj. a-c| (a-c)

4 4b | 16b
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_ 2 _ 2 _ 2
Beneficio total (neto) en equilibrio: U* = (=9 + (a=c) = =l
8b 16b 16b

Implicaciones:

S CelE e R

) ,=———— —> La empresa 1 obtiene mas beneficios.
8b 16b

Representacion del Duopolio de Stackelberg

q 1t bQ bQ<
d— d
: P(Q)={

0 bQ=>a Los puntos de equilibrio de Stackelberg

BR. () (S°) y Cournot (C°) son estables en
q
g = modelos estaticos de un solo periodo.

En entornos mas dinamicos, como son
los juegos repetidos, se necesitan
reconsiderar los modelos.

. a—cC —
qc0= ql=_ ql_— T

4b

En relacion con la produccidn y el precio de cada empresa, se tiene la relacion:

. . S [« S c

Empresa Lider: q; > q; A u; >u;
. S c S o

Empresa2: g, <qg, A U, <u,

En relacion con las cantidades totales de produccién y al precio, se tiene la relacion:

QM < 0~c < Qs < Qcp
N—— —_— — A ~~ o
Cantidad Cantidad Cantidad Cantidad

Total Total Total Total

Monopolio Cournot Stackelberg  Competencia Perfecta

Pu > P > A > P =CM,
%{_/ 5,_1 5,-/ \ =g J
Preciocon  Precio con Precio con Precio con
Monopolio  Cournot Stackelberg Competencia Perfecta
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La funcidn de coalicion se emplea fundamentalmente en juegos cooperativos.

Se emplea basicamente para estudiar la reparticidn de los rendimientos obtenidos en la cooperacién
entre empresas o jugadores. Trata de contestar a dos cuestiones:

(a) éCuanto es lo minimo que puede conseguir cada empresa actuando en forma unilateral?

(b) éCuanto es lo minimo que pueden obtener las dos empresas cooperando?

OLIGOPOLIO DE COURNOT: COMPETENCIA EN CANTIDADES

El mercado esta compuesto por 7 empresas que compiten, al igual que en el duopolio de Cournot, con
un producto homogéneo y en cantidades, no en precios.

Las empresas participantes (1, 2,3, ... ,n) producen (q,,49,,9;, ... ,q,), respectivamente.

En una empresa i la cantidad producida serd q; y sudemanda inversa:

b>0

a—bQ bQ<a a = Tamaio del mercado
P(Q)= onde
0 bQ>a

—b = Sensibilidad del cosumidor al precio
Q=q,+q,+0q;+ ... +q,
La funcién de costes para cada empresa es: C,(q,)=cq, , siendo a>c, i€(1,2,3, ... ,n)
Los beneficios que obtienen las empresas por la venta del producto, iguales a su utilidad:
m(9, 95, 05, - ,9,)=0P(a,+Q_,)-Cla) =g a=b(a,+Q_)—c|=u(q;, a, a5, - , )

siendo Q_,=(1-n)q,

Para determinar el equilibrio de Nash, la respuesta 6éptima de cualesquiera de las empresas para una
estrategia g, de las otras, se halla resolviendo la ecuacién:

max, u;(a,,d,, 95, - ,4,)=0, |:a— b(q, + Q_i)—c:l cuando 0<qg,<a/b
Para la maximizacién de beneficios se tienen en cuenta la condicién de primer y segundo orden:
Condicidn de primer orden:

8ui(qi, qi_i) - 9qil:a_b(cli +Q—i)_c:|
3q, 5 3q,

=0 — a-2bqg,-bQ_,—c=0
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Condicidén de segundo orden (Beneficios maximos):

92 ui(qi_ir q.) 5 S(a_qui _bQ_i —C)
9q’ = 9q,

=—-2b<0 (esun maximo)

(a;,495,9;, - ,q;)esun EN si cumple las n condiciones de primer orden:
a—2bqg; -bQ’,—c=0 siendo Q’,=(1-n)q; — a-2bqg/-b(l-n)q —c=0

. a-c
ot

Vi=1,25 . n

El punto de equilibrio es: ENz{qzz a-c¢ oo 97C I }

bn+1) " T b+ T ™ bn+1)

a—c
b(n+1)

Cantidad producida en equilibrio: Q* =n.

a—cC _a+nc

Precio en equilibrio: P(Q*)=a-bQ*=a-b.n.

b(n+1)_ n+1
- e (a—c) a—c (a—c)’
Beneficios en equilibrio: u; =q; [a—b(qi+Q _)—c}zb( ) a—n +1—c =m
- n n n
. _nfa-c)?

Beneficio total (neto) en equilibrio: U* =uj +u; + ... +u, =———
b(n+1)

El Oligopolio de Cournot es un dilema del prisionero por tener las empresas incentivos para no cooperar,

al ser los beneficios mayores que los que se obtienen cuando cooperan.

Sin cooperar: Las cantidades a producir por cada una de las empresas serian q; = b(n) para todo
n+
. Tl . la-c) .
i=(1,2,3, ... ,n) que conducen a unos beneficios individuales de u] = W Vie(1,2,3, ... ,n)
n+

Cooperando: Cuando se convierten en un monopolio cooperando, la produccién de cada una de las

a0 e ;
empresas es q; :ﬁ Yie(1,2,3, ... ,n) ysus beneficios individuales serian
n

(a—c)’

ui=qi|:a—b(qi+0._l)—c]= VYie(1,2,3, ... ,n)
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4nb  b(n+1)?

DUOPOLIO DE BERTRAND: COMPETENCIA EN PRECIOS

Una critica comun al modelo de la competencia en cantidades de Cournot es que muchas veces la

variable estratégica elegida por las empresas es el precio.
Modelo de Bertrand:
Las empresas producen articulos diferenciados

Pueden elegir el precio de venta: p, precio de venta de la empresa i
La demanda de un producto es elastica: g, (p,, p;)=a—p, +bp,

Coste de produccién unitario ¢ igual para las dos empresas

El equilibrio de Bertrand es el equilibrio de Nash de competencia en precios.

P, Funcion de demanda

de la empresa 1 dado p,

(Discontinua)

0 P, >Pp;
1
AP, p)) =15 DlR) P =P, P
D(p,) P <p,
N
24,

D) D(p,)
Espacio de estrategias de cada empresa X, =[0, )
Funcién de pagos (beneficios netos):
u,(py,P;) =9, (P;,P,) (P, —¢)=(a—p, +bp,)(p, —¢)
u,(py,P,)=4a,(p,,p,) P, —c)=(a—p, +bp,)(p, —¢)
Se maximizan la funcion de pagos de las empresas.

Parala empresa 1: max, u, (P, p,)= max, (a—p, +bp,)(p, —¢)
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Para la empresa i, resulta:

Su,(p,, p,) _S(a—p, +bp,)(p, —¢)
9p, 9p,

+ bp, +
=a—-2p,+bp,+c=0 —> p;=¥

Analogamente, la respuesta éptima para la empresa 2 seria:

Su,(p,,p,) _S(a—p, +bp,)(p, =) ._atbp, +c

=a-2p,+bp,+c=0 — p,

Sp, Sp, 2
+bp, +
La curva de reaccién de la empresa 1 es BR,(q,)= %
a+bp, +c
La curva de reaccién de la empresa 2 es BR,(q,) = +
Resolviendo el sistema de ecuaciones
+bp, +
e Cbe, e avp2EBBEC)
2 . 2 (2+b)(a+c) a+c
_) p2 — = 2 = (b < 2)
. a+bp,+c 2 4-b 2-b
Ppp=—"7"T""
2
Andlogamente, p; _axc
"7 2-b

El punto de equilibrio (b <2)es: EN= {[pl = —;t; » P2 = _;tsj}

Obsérvese que si el precio de la empresa rival aumenta, la mejor respuesta es aumentar el precio
propio: Los precios son complementarios estratégicos.
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PARADOJA DE BERTRAND

Surge porque la demanda y los beneficios son discontinuos. Describe una situacién en la que dos
empresas (jugadores) llegan a un estado de equilibrio de Nash donde ambas empresas cobran un precio
igual al costo marginal, pese a que son un duopolio.

La paradoja es que en modelos como la competencia Cournot, un aumento en el nimero de empresas se
asocia a una convergencia de los precios a los costes marginales. En estos modelos alternativos de
oligopolio un pequefo nimero de empresas de obtener beneficios positivos de los precios por encima del
coste de carga.

La paradoja de Bertrand aparece raramente en la practica, ya que los productos reales casi siempre se
diferencian de alguna manera aparte del precio, las empresas tienen limitaciones en su capacidad para
fabricar y distribuir, y dos empresas rara vez tienen costos idénticos.

MOTIVOS PARA NO APLICAR ESTICTAMENTE LA PARADOJA DE BERTRAND

o A veces las empresas no tienen la capacidad suficiente para satisfacer toda la demanda. Este un punto
dio lugar al modelo de Bertrand-Edgeworth.

Si se diferencian los productos de las empresas, los consumidores no pueden cambiar por completo el
producto con el precio mas bajo.

® |a competencia de precios repetida puede provocar que el precio esté por encima de MC en equilibrio.

Si una compainia fija su precio un poco mas alto, van a seguir recibiendo la misma cantidad de compras,
pero mas beneficios por cada compra, por lo que la otra compaifiia elevara su precio, y asi
sucesivamente (sélo en juegos repetidos, de lo contrario la dindmica de precios son en la otra
direccién).

Si dos empresas se ponen de acuerdo en un precio, que es en su interés a largo plazo para mantener el
® acuerdo: Los ingresos por reduccion de los precios es menor que el doble de los ingresos de mantener
el acuerdo, y dura sélo hasta que la otra empresa reduce sus propios precios.
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Los consumidores 1y 2 deciden contribuir a un bien publico.

El consumidor 1 tiene una riqueza w, y su contribucién es c,, mientras que el consumidor 2 tiene una

riqueza w, y su contribucién es c, .
La cantidad total de bien publico serd la suma de las contribuciones (c, +c¢,)

u,(c,,¢,)=(c; +¢,)(w, —¢c,)

Los pagos: {
u,(c,, c,)=(c; +¢,)(w, —c,)

Se resuelve el problema de maximizacidn de los consumidores calculando el EN:

max u, (c,, ¢,)=(c, +¢,)(w, —c,) sujetoa 0<c,<w,

Su,(c,,c,) 9|lc,+¢c,)(w,—c,) . W,—-cC
Pt L o L A [ ! ! 1:|=w1—2c1—c2=0 - c=—1
Sc, ¢, 2
< . . W2 _c1
Anadlogamente el consumidor 2: ¢, =———+
Resolviendo el sistema de ecuaciones
co=W1_c2 - _WI—CZ
i 2 2w, —wW
2 . 2 ° 2 1
- C= - =
. W,—C; 2 3
C, =
2
2
. 2W,—W
En consecuencia, c] =ITZ

2 =
El punto de equilibrio es: EN={[C; = 13 , ¢ = W23 W1]}

Es facil mostrar que la solucién no es eficiente.
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Un duopolio se enfrenta a la curva de demanda del mercado P=30-Q, siendo Q la produccion
total de la industria ofrecida por las empresas Ay B. Se supone que las empresas tienen una estructura
de dostes tal que sus costes marginales son nulos.

a) Hallar la cantidad producida en equilibrio y los beneficios obtenidos

b) Calcular la cantidad producida en equilibrio y los beneficios obtenidos si las empresas formasen un
monopolio.

c) Hallar el equilibrio de cantidades y precios, sabiendo que ambas empresas tienen un coste marginal
de 12 u.m.

Solucion:

a) La funcién de demanda inversa, funcidn que establece los precios, es decreciente y lineal en el
intervalo [0, 30], determinada por la funcién:

30-Q Q<30 30 =Tamaio del mercado

P(Q)= donde i . .
0 Q=30 —1=Sensibilidad del cosumidor al precio

Q=q,+9; CM/(q)=cq,=0 i=A,B

La utilidad de cada empresa es el beneficio que obtienen en la venta del producto. Es decir, la funcién
de pagos (beneficios netos) es:

uA(qA, q3)= qA|:3O_qA _qB:I _ch = qA|:3O_qA _qB —C:|= qu:so_qA _qB:I
UB(qA, qB) = qB|:3O_qA _qB:I _ch = qa[so_qA _qB —C:|= qB|:30_qA _qB]

El objetivo es determinar el punto de equilibrio entre las dos empresas, esto es, determinar el equilibrio
de Nash.

La respuesta 6ptima de cualquiera de las dos empresas para una estrategia fijada de la otra (q, o0 q;)

se determina (en el caso de la empresa A) resolviendo la funcién:
manA uA(qu CIB)=CIA (3O_qA_qB) OSqAS3O

Se trata de obtener el maximo beneficio o el maximo pago, solucién que tiene que estar en el intervalo
|:0, 30:|, donde se cumple que la cantidad que van a producir ambas empresas es positiva y ademas que

para cada cantidad producida los beneficios son maximos. Estas dos situaciones se denominan,
respectivamente, condiciones de primery segundo orden
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Condicidn de primer orden:

SUA(qAIqB)=3qA(30_qA_qB)=0 ey 30_2q —q =0 o q =3o_q3
9q, 3q, A Y A 2

Condicién de segundo orden (Beneficio maximo):

2
3 uA(qA'qB)=S(3O 24, qB)=—2<0 (es un maximo)

SCIi Sq,
7 e 30 —0g
La respuesta 6ptima de la empresa Aes BR,(q;) =
. 30—q,
La mejor respuesta de la empresa B es BR;(q,) = 5

; S . . 30-q¢
Si ambas son las respuestas 6ptimas, significa que q, =

8 - ._a—q,
T es la respuesta 6ptima para q; =

2
y g, es larespuesta dptima de g, , por tanto EN= {(q:\, q;)}

Resolviendo el sistema de ecuaciones

q = 30-q; 30_£30_C|I.3J
G 2 30+q; 30

. . 7 Qs = = % — gg=—=10u.c
. 30-q; 2 4 3
TR

30
Andlogamente, q; = = =10 u.c

El punto de equilibrio es: EN= {(qA =10, q; = 10)}

Cantidad producida en equilibrio: Q" =q} +g; =2.10=20 u.m

Precio en equilibrio: P(Q*)=30-Q°*=30—-20=10 u.m

Beneficios en equilibrio: u,(q}, a5) =0}, [30—q; —q;:| =10[30-10-10]=100 u.m
ug (0, a5) =uj (d}, d5) =100 u.m

Beneficiototal (neto) en equilibrio: U* =200 u.m
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El ejercicio se ha resuelto como una demostracion del duopolio de Cournot cuando podia haber
sido mas rapido.

Si la funciéon de demanda del mercado es

a—-bQ bQ<a a=Tamafio del mercado
P(Q)= donde b>0

0 bQ>a —b =Sensibilidad del cosumidor al precio

El punto de equilibrio es: EN= {(q; iy q, = ol CJ} - EN= {(q; =10, q; = 10)}

3b 3b
. : " . 2(a—c) . e
Cantidad producida en equilibrio: Q* = o Q*=q,+9;=2.10=20 u.c
) _ . . a+2c . :
Precio en equilibrio: P(Q*)=a-bQ" = P(Q*)=30-Q*=30—-20=10 u.m
. G 2(a=c) .
Beneficio total (neto) en equilibrio: U :T - U°=200 u.m

b) Silas empresas Ay B cooperasen formando un monopolio (situacion prohibida por la Ley 15/2007 de
3 de julio de defensa de la competencia), si bien se trata de coludir utilizando estrategias de reduccién
de produccién autoimpuestas, obteniendo un efecto de subida de precios y por consiguiente un
aumento en los beneficios.

a—-c

Las cantidades a fabricar por cada una de las empresas serian: q, =q, = T

Cantidad producida en equilibrio: Q* =q; +q; = az—_bc — Q'=15u.c

Precio en equilibrio: P(Q*)=a-bQ" = aT+c — P(Q°)=15u.m

(a—c)’

Beneficio total (neto) en equilibrio: U® = U*=225u.m

Se observa que formando un monopolio la cantidad producida es menor, mientras que los beneficios
obtenidos son mayores.
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El punto de equilibrio es: EN= (qA— T gz = T ] - EN—{(qA—G, qB—G)}

at+2c

Precio en equilibrio: P(Q")= =18 u.m
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La empresa 1 (lider) y la empresa 2 (duopolio de Stackelberg) tienen una curva de demanda lineal
con la siguiente demanda del mercado P=30-Q,, donde Q =q, +q, . Sus costes marginales son cero.

Calcular la cantidad producida vy el precio cobrado y el beneficio obtenido por cada empresa.

Solucién:

a) La funcion de demanda inversa, funcidon que establece los precios, decreciente y lineal en el intervalo
[0, 30], viene determinada por la funcién:

P(Q) 30-Q Q<30 a=30=Tamaio del mercado
= onde

0 Q=30 —1 = Sensibilidad del cosumidor al precio
Q=q,+q, CM,(q)=cq,=0 i=1,2

Se tienen que decidir los niveles de produccidén en diferentes momentos de tiempo.
La empresa 1 determina q, >0 y la empresa 2 se fija en q, y decide g, > 0. Es una situacién en la que

hay dos etapas, que se resuelve por induccién hacia atras.

De esta forma, se comienza resolviendo el problema de maximizacién de la empresa 2:
max,, uz(ql,q2)=q2|:30—q1—q2—c:| 0<q,+9,<30
La condicién de primer orden es:

30-q,-q,— 30-4q, -
(91, 8,) _36,030-0,26,29) _y |, 354 _39,-c=0 - q=20"Hh=C
84, dq, t

Se analiza la decision de la empresa 1 (lider), sabiendo que la empresa 2 va a determinar su produccion

. 30—q,—-c . L .
q, = — N para cualquier decisién que tome la empresa lider.

La empresa lider posee cierta ventaja, puesto que puede anticiparse a la respuesta de la empresa 2 al
resolver su problema de maximizacién, sustituyendo q, por su valor.

De este modo, el problema de maximizacion de la empresa 1 es:

. . 30—q,—c¢ 30—q,—c
max, u, (q1r q2)= q, (30_q1 —Q, —c)= q, |:30_q1 —#—C} =q, |:—1j|

La condicién de primer orden es:

D=0 — 30-2q,-c=0 - q;=30_c=302_0=15u.c

Sq, o Sq, 2

9u1(q1l qz) 3 ( |:30_q1_c
q, 5
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Sustituyendo en la ecuacion de q;, resulta:

30_3O—c_
. 30-q,—c : 2 30—c 30-0
= - = — = =7,5 u.c
% 2 % 2 4 4

El equilibrio de Nash perfecto en subjuegos ENPS = {(q; =15, q, = 7,5)}

Cantidad producida en equilibrio: Q*=q; +q; =15+7,5=22,5u.c

E 3(a—c) a+3c 30+3.0

Precio en equilibrio: P(Q*)=a-Q " =a
4 4 4

=7,5um

Beneficios en equilibrio de las empresas:

3 _ —c) 302
u;=[P(Q°)—c].q;=(a+4 C_C).("‘ZCJJ"’ 8°) == =1125um

] . . (a+3c a—c) (a—c)* 30?
uz=[P(Q)—c].q2=( 2 —c).( p )= 6 16 =56,25 u.m

La empresa lider recibe el doble de beneficios que la empresa 2.

AN a—bQ bQ<a Paralas empresas el mejor resultado
q, P(Q)= 0 bQ>a ©S el de colusion, seguido del equilibrio
a-c 3p c 3 » de Cournot y del equilibrio de la
urva de reaccién .
b dé ln eripresa 1 competencia (Stackelberg)
< Equilibrio de Cournot
A c*={(10,10)}
£ N f
%J i .. [P=cCMm
az—c 15 i _\_\? Equilibrio cc-mpetitl\aro{BeneﬁcinS it
v\ st ={(15,7,5)}
q:‘ _a-¢ i Fane Equilibrio de Stackelberg
3b 3
7,5F=--- - _
s_a—¢ /o) Curva de reaccion
9= 4b Curva_ e . de la empresa 2
colusn:;{n ¥ _}_/://
H i . ) a
7,510 15 30
. a—¢  a—c qs_a—c a—c¢
=25 %730t 2 b

El monopolista establece la cantidad que maximiza sus beneficios: (q° =15, p* =15), con unos

beneficios: u*=q°*.p* =15.15=225 u.m
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En este caso, sus beneficios coinciden con el de colusién (CM = 0), no lo hacen si los costes marginales
no son nulos.

Se podia haber resuelto rapido, considerando el planteamiento general de la funcién de
(2¢ (") demanda inversa:

a-bQ bQ<a a = Tamaio del mercado
P(Q)= donde b>0

0 bQ=>a —b = Sensibilidad del cosumidor al precio

ENPS={[qI=aZ—:, q;=%} a=30,b=1,c=0 ENPS={(a;=15uc, 6;=7,5u.c)]

3
Precio en equilibrio: P(Q*)=a-bQ"= at3c

P(Q’)=%=7,5 u.m

Beneficios en equilibrio de las empresas:

2 2

— 30
u;=(a 9 — u;=—=112,5u.m

8b 8

2 2
= 30

u, = @-9 — u;=—+=56,25u.m
16b 16

—-c)* 3(a—c) 3.30°
Beneficio total (neto) en equilibrio: U* = (=9 = (-0 - U'= =168,75 u.m
8b 16b 16
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Siendo la funcién de demanda inversa P=100-0,5Q, donde Q =q, +q,, y las funciones de
costos CT, =5q,, CT,=0,5¢}

a) Hallar el equilibrio desde el punto de vista de Cournot
b) éQué ocurre si la empresa 1 acttia como lider y la empresa 2 como seguidora?

Solucion:

a) La utilidad de la empresa 1 es el beneficio que obtiene en la venta del producto. Es decir, la funcién
de pago (beneficio neto) es:

u,(a,,q,)= q1[100—0,5q1 —0,5q2:|—cq1 = q1|:100—0,5q1 -0,5q, _C]

Descrita la funcidn de demanda, costes y utilidad de las empresas 1, el objetivo es determinar el punto
de equilibrio entre las dos empresas, es decir, determinar el EN.

La respuesta 6ptima de empresa 1 para una estrategia fijada de la empresa 2 (q,) se determina

resolviendo la funcion:

max, u,(q,, 9,)=9,[100-0,59,-0,5q,—¢,| 0<q,<100/0,5 ¢, =CM,=—L=5

Para la maximizacién de beneficios se tienen en cuenta la condicién de primer y segundo orden:

Condicién de primer orden:

9u,(a,,a,) _ 99,[100-0,50,-0,5q, ¢, |
3q, Sq

=0 —» 100-q,-0,5q9,—¢,=0
_dCT,

¢, =CM, da
1

=5 — 100-q,-0,59,-5=0 — q,=95-0,5q, (funcidn de reaccién)

Condicién de segundo orden (Beneficio maximo):

2
3 ul(q;, %) _995-6,-0,5q) __, q (es un méximo)
349, 94,

Analogamente, para la produccién de la empresa 2 se obtiene:
max, u,(q,, q,)= q2|:100—0,5q1 -0,5q, —cz]

9u,(a,,9,) _ 99,[100-0,5q,-0,5q, —c, |
Sq, 34,

=0 — 100-0,5q,-9,—-c¢c,=0
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¢,=CM,=—*=q, — 100-0,5q,-2q,=0 — q,=50-0,25q, (funcién de reaccion)

Si ambas son las respuestas 6ptimas, significa que q; =(95—-0,5q;) es la respuesta 6ptima para

(d;=50-0,25q;) y g, es larespuesta éptima de q;, por tanto EN = {(q;, q;)}

Resolviendo el sistema de ecuaciones

1=95-0,5q;
{ql % q; =50-0,25(95-0,5q;) — qg;=30u.c q;=80 u.c

g,=50-0,25q;
El punto de equilibrio es: EN= {(q1 =80 u.c, q;, =30 u.c)}

Cantidad producida en equilibrio: Q*=q; +q; =80+30=110 u.c
El precio en equilibrio, sustituyendo en la funcién inversa de la demanda:
P=100-0,5Q=100-0,5.110=45 u.m
Beneficios obtenidos por las empresas en equilibrio:
u,(80,30)=80.(45—5)=3200 u.m u, (80, 30)=30.45-0,5.30> =900 u.m
Beneficio total de las empresas en equilibrio: U=4100 u.m

b) Segun el modelo de Stackelberg, si la empresa 1 es un lider los beneficios que se obtienen por la
venta del producto:

u1(q1r qz):q1p(q1 +q2)_c(q1):q1|:100_0l5q1_Orsqz —C:|

Se tienen que decidir los niveles de produccidon en diferentes momentos de tiempo.
La empresa lider determina q, >0 y la empresa 2 se fija en q, y decide g, > 0. Es una situacién en la

que hay dos etapas, que se resuelve por inducciéon hacia atras.
De esta forma, se comienza resolviendo el problema de maximizacidn de la empresa 2, donde

max, u,(a,,q,)= q2|:100— 0,5q,-0,5q,— c2:|
La condicién de primer orden es:

9q,[100-0,5q, - 0,50, — ¢
9u,(a;,9,) _ 99[ Ao 220 2]=0 — 100-0,5q,-q,—¢,=0
9(:]2 qu
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c,=CM,=——*=q, — 100-0,5q,-2q,=0 — q;=50-0,25q,

Se analiza la decision de la empresa 1 (lider), sabiendo que la empresa 2 va a determinar su
produccién q; =50-0,25q, para cualquier decisién que tome la empresa lider

La empresa lider posee cierta ventaja, puesto que puede anticiparse a la respuesta de la empresa 2 al
resolver su problema de maximizacion, sustituyendo q, por su valor.

De este modo, el problema de maximizacién de la empresa 1 es:

max, u, (q,,d;)=q,[100-0,5q, —0,5q; — ¢, | =,[100-0,5q, —0,5(50—0,25q,) -5 |=
=q,(70-0,375q,)=70q, - 0,375’

La condicidn de primer orden es:

70q, —0,375¢?
9,(9,,9,) 3 (709, 20,375a)) _ 5, 75 ¢ 75 =0 — q=—"2
Sql S.ql 075

’

=93,33 u.c

ENPS ={(q; = 93,33 u.c, g =26,66 u.c)}
Cantidad producida en equilibrio: Q" =q; +q; =93,33+26,33 =120 u.c
Precio en equilibrio: P(Q*)=100-0,5Q*=100-0,5.120=40 u.m

La produccion con Stackelberg es mayor que la soluciéon con Cournot (120 u.c > 110 u.c), mientras

que el precio es menor (40 u.m < 45 u.m)

AN
9,

BR,(q,)=95-0,5q,
190 Curva de reaccion

de la empresa 1

Equilibrio de Cournot
¢’ ={(80,30)}

N st={(93,33, 26,66))
|/ Equilibrio de Stackelberg

50
30 x

ol l
26,66 F -~ o7 g BR,(q,)=50-0,25q,
RV Curva de reaccién
s P de la empresa 2
A Oy X
80 93,33 200 >a,
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Las empresas 1y 2 fabrican los productos q, y q,, respectivamente, donde las demandas por cada
uno de estos productos se representan por: q, =100—2p, +p, y q, =100—-2p, +p, . El coste marginal

de produccién de cada bien es de 10 euros.
a) Determinar cantidades y precios que maximizan el beneficio con el modelo de Bertrand.
b) Determinar cantidades y precios que maximizan el beneficio cuando hay colusién

Solucién:

a) Funcion de pagos (beneficios netos):
u,(p,, p,) =0, (p,, p,)(p, —c)=(100-2p, +p,)(p, —10)
u,(p;,P,)=4a,(p,,P,) (P, —€)=(100—-2p, +p,)(p, —10)

Para maximizar la funcién de pagos de la empresa 1:

S , 3 ((100-2p, + -10 120+
Ul(pl pz) _ |:( p1 pz)(p:[ ):| =120_4p1+p2:0 B p;: pz
Sp, Sp, 4
120+
Andlogamente, para la empresa 2: p; = Tpl

. 120+p,
il
Resolviendo el sistema: . — EN= {(p; =40 euros, p, =40 euros)}
. 120+ p,
2T

Cantidad producida en equilibrio:

q, =100—2p, +p, =100—-80+40=60 u.c q, =100—2p, +p, =100—-80+40=60 u.c
Beneficio en equlibrio para cada empresa:

u,(p,,p,)=u,(p,, p,)=(100—-2. 40+ 40)(40 — 10) = 1800 euros
Beneficio total de las empresas en equilibrio con Bertrand: U =3600 euros

b) Si hay colusion entre las empresas, y de ser el precio la variable a seleccionar, las empresas
maximizaran las utilidades conjuntas:

U=q,.(p,—¢)+q,.(p, —¢c)=(100-2p, +p,)(p, —10)+ (100 - 2p, +p,)(p, — 10)
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Para maximizar la funcién de pagos de lal empresa 1:

)
T [(100-2p, +p,)(p, —10)+ (100 - 2p, +p,)(p, —10)| =110-4p, +2p,=0 —
1

. 110+2p,
Ris
110+ 2
Andlogamente, para la empresa 2: p; = sz
. 110+2p,
=y
Resolviendo el sistema EN= {(p; =55 euros, p; =55 euros}
. 110+2p,
Pi=—f

Cantidad producida en equilibrio en colusion:

q, =100—-2p, +p, =100-110+55=45 u.c q, =100—-2p, +p, =100-110+55=45 u.c
Beneficio en equlibrio para cada empresa en colusion:

u,(p,,P,)=u,(p,, p,)=45. (55—-10) =2025 euros
Beneficio total de las empresas en equilibrio en colusién:

U=gq,.(p, —€)+4q,.(p, —c)=45.(55—-10)+45. (55— 10) = 4050 euros

Si las empresas estan coludidas obtendrian una urilidad de 2025 euros, superiores a las utilidades de
1800 euros que obtendrian en el equilibrio de Bertrand.

El modelo de Bertrand es mas realista y tiene mas sentido cuando las empresas compiten vendiendo
productos diferenciados. Esta diferenciaciéon puede ser real o percibida. Practicamente todos los
productos tienen algtin grado de diferenciacion, con la excepcidn de algunos productos financieros - Ia
acciom de cierta empresa o un gramo de oro de 18 quilates es el mismo independientemente a quién
se compre -

Segun el modelo de competencia de Bertrand, si se rompe la colusién se da inicio a una bajada de
precios, hasta que llega al equilibrio de Nash en el punto de competencia perfecta.
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Dos companiias aéreas 1y 2 compiten como duopolistas en una ruta. Los pasejeros consideran que
el servicio de estas empresas es idéntico. La curva de demanda del mercado viene definido por

Q =339-P, donde Q son miles de pasajeros y P es el precio en euros. Los costes totales para cada
aerolinea son CT, =147Q,.

a) Segun el modelo de Cournot, determinar las cantidades y precios que maximizan el beneficio de las
aerolineas. Calcular el beneficio de cada aerolinea.

b) Considerar que la aerolinea 1 es un lider de Stackelberg.

c) Determinar el equlibrio de Bertrand, calcular el precio, la produccién y el beneficio de las aerolineas.
d) Si las aerolineas forman un Cartel donde cada una de ellas tiene la misma importancia. Calcular
produccion, precio y beneficio dptimo.

e) éExisten incentivos para no cumplir con la cuota de produccién del Cartel?

Solucién:

a) Modelo de Cournot, Sea Q =339-P — P=339-Q

La utilidad de cada aerolinea es el beneficio que obtienen en la venta de billetes. Es decir, la funcién de
pagos (beneficios netos) es:

u1(q1l qz) = q1|:339_q1 _q2:| —qu = q1|:339_q1 _qz —C:|
uz(q1l qz): q2|:339_q1 _q2:| —qu = q2|:339_q1 _qz _C:|

La respuesta 6ptima de cualquiera de las dos aerolineas para una estrategia fijada de la otra (q, o q,).

Se determina (en el caso de la aerolinea 1) resolviendo la funcidn:
max,, u,(a,,9,)=9,(339-q,—q,—¢c) 0<q,<339

Se trata de obtener el maximo beneficio o el maximo pago, solucidn que tiene que estar en el intervalo

|:0, 339:|, donde se cumple que la cantidad que van a producir ambas empresas es positiva y ademas

gue para cada cantidad producida los beneficios son maximos. Estas dos situaciones se denominan,
respectivamente, condiciones de primery segundo orden

Condicidén de primer orden:

Su,(a,, 8q,(339-q,—q,— 339-q, -
Uy(93, 9;) _96,(339-6,-6, =) _ 339-20,-0,-c=0 — g="— 2
3q, Sq, 2
Analogamente, la respuesta éptima para la aerolinea 2 seria:
9 . 9q,(339-q,—-q, - 339—q, —
U (9, Gp) _ 9, hil el 339-q,-2q,~c=0 - g=— M_C
qu qu 2
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Condicidén de segundo orden (Beneficios maximos):

92 ul(qu qz) i ‘9(339_2q1 —q, —C)

=-2<0 (es un maximo)

9q; 9q,
ou ’ 339-c—q, 5
La respuesta 6ptima de la aerolinea 1 es BR,(q,)= e (curva de reaccidn)
: g 339-c—q, v
La mejor respuesta de la aerolinea 2 es BR,(q,) = Fair s (curva de reaccién)
Resolviendo el sistema de ecuaciones
—c—q; 339—c—q;
g =330-¢"% 339_c| 339-¢-% .
2 . 2 339-c+q, . 339-147
.o a= = - g=— =64
. 339-c-q; 2 4 3
q, = f
dCT

CT, =147Q, = CM,=—1=147
dQ

Andlogamente, q; =64
El punto de equilibrio es: EN= {(q1 =64 billetes, q; =64 biIIetes)}

Cantidad producida en equilibrio: Q* =q; + q; =128 billetes
El precio en equilibrio, sustituyendo en la funcidn inversa de la demanda:
P=339-Q=339-128 =211 euros
Beneficios obtenidos por las aerolineas en equilibrio:
u,(64,64)=64.(211—-147) = 4096 euros u,(64,64)=64.(211—-147) = 4096 euros
Beneficio total de las aerolineas en equilibrio: U=8192 euros

b) Segun el modelo de Stackelberg hay decidir los niveles de produccién en diferentes momentos de
tiempo. La aerolinea lider determina q, >0 y la aerolinea 2 se fija en q, y decide q, >0.

Es una situacion en la que hay dos etapas, que se resuelve por induccidn hacia atras.
De esta forma, se comienza resolviendo el problema de maximizacién de la aerolinea 2, donde:

maqu ul(q1l qz) = q1 (339 _q1 _qz pe C)
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, 339-q,-q,—
Su,(a;,9,) _ 99, %~ % c)=0 — 339-9q,-2q9,-¢c=0 -
84, 3q,

339-q, -
_339-9,-147__ «q
2 2

2

Se analiza la decision de la aerolinea lider, sabiendo que la aerolinea 2 va a determinar su produccién

q

q, =96 —?1 para cualquier decisién que tome la aerolinea lider.

La aerolinea lider posee cierta ventaja, puesto que puede anticiparse a la respuesta de la aerolinea 2 al
resolver su problema de maximizacion, sustituyendo q, por su valor.

De este modo, el problema de maximizacion de la aerolinea 1 es:

L ] L] 1
max,, u,(a,,9,)=9q,(339-q,—q;, —¢c)=q, [339—q1 —(96—5 q1)—147} =

1 1
=ql(96—5q1j=96q1 - q;

La condicidn de primer orden es:

1
i(gsql——qi)=o — 96-q,=0 — =96 billetes
Sq, 2

1
q;=96—5q1 — q; =48 billetes

ENPS = {(q; =96 billetes, g, =48 billetes )}
Cantidad producida en equilibrio: Q" =q; + g, = 96 + 48 =144 billetes
Precio en equilibrio: P(Q*)=339-Q" =339-144 =195 euros

Beneficio en equlibrio para la aerolinea lider y la aerolinea 2, respectivamente, es:

u, =195.96-147.96 = 4608 euros  u,=195.48-147.48=2304 euros

Beneficio total de las aerolineas en equilibrio con Stackelberg: U=6912 euros

La produccién con Stackelberg es mayor que la produccién con Cournot (144 billetes > 128 billetes),

mientras que el precio es menor (195 euros < 211 euros)
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c) La paradoja de Bertrand surge porque la demanda y los beneficios son discontinuos: Quien vende
al menor precio se lleva toda la demanda. Una forma de escapar a la paradoja es tener un producto
diferenciado.

PARADOIA: Si los clientes estiman que el servicio es idéntico demandaran pasajes a la aerolinea que
venda billetes a menor precio. Si una aeeolinea baja su precio se apodera de todo el mercado y actia
como monopolista.

La reaccion de la otra aerolinea es bajar mas el precio para quedarse con todo el mercado actuando de
monopolista.

La guerra de precios continuara hasta que el precio baje al nivel del coste marginal. Siendo el mismo
coste marginal CM, =147 (i=1, 2), el precio bajara hata el coste marginal:

P=339-Q=CM=147 —» Q=192=96+96 — u,=u,=0 — U=0

Se asume que g, =g, =96 pensando que la competitividad entre las aerolineas conducird como

maximo a tomar la mitad del mercado.

d) Un Cartel es el acuerdo entre las dos aerolineas con el fin de eliminar la competencia, obteniendo
un poder sobre el mercado aeronautico para obtener los mayores beneficios posibles en perjuicio de
los pasajeros. Las consecuencias son las mismas que con un mercado monopolista, a diferencia que se
reparten los beneficios totales.

Actualmente, el término se aplica a los acuerdos que regulan la competencia en el comercio
internacional.

Siendo q, =q,, la utilidad de cada aerolinea sera:
u,(q,,q,)= q1[339 -q, —q2:| —-cq, = q1|:339 -2q, - c:|
u,(a,,9,)=09,[339-0q, —q, | —cq, =q,[339-2q, -]

El beneficio éptimo de la aerolinea 1 se obtiene maximizando la funcidn:

max, u,(d,, 9,)=q,(339-2q, —147)=q, (192 -24q,)=192q, -2q:

9
9—(192q1—2q§)=192—4q1=0 — q; =48 billetes
q

1

Andlogamente, q, =48billetes
Cantidad producida en equilibrio: Q" =q; +q; = 48+ 48 =96 billetes

Precio en equilibrio: P(Q°*)=339-Q" =339-96 =243 euros
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Beneficio en equlibrio para cada aerolinea:

u, =u, =243.48-147.48 = 4608 euros
Beneficio total de las aerolineas en equilibrio: U=9216 euros

e) El Cartel maximiza beneficios conjuntos en el mercado si la produccién conjunta es de 96 unidades,
asumiendo (en la medida que las aerolineas tienen los mismos costes) producird 48 unidades cada una.

Si la aerolinea 1 sabe que la aerolinea 2 va a producir 48 unidades cumpliendo su acuerdo en el cartel,
la demanda residual del mercado sera:

Q=339-P —» Q,+48=339-P —> Q,=291-P
La utilidad de la aerolinea 1 sera:
u,(9,,9,)= q1|:291—q1 - 147:| = q1|:144—q1:|= 144q, — ¢

Para maximizar el beneficio de la aerolinea 1:

S
9—(144q1 -q;)=144-2q,=0 — q;=72 billetes
q;

Cantidad producida en equilibrio: Q" =q; + 48 =72+ 48 =120 billetes
Precio en equilibrio: P(Q°*)=339-Q°* =339-120=219 euros
Beneficio en equlibrio para cada aerolinea:
u, =219.72-147.72=5184 euros u, =219.48-147.48 =3456 euros

Beneficio total de las aerolineas en equilibrio: U= 8640 euros

Se observa que si las dos aerolineas respetan las cuotas de produccién establecidas por el Cartel, cada
una obtiene un beneficio de 4608 euros.

Si la aerolinea 1 asume que la aerolinea 2 va a respetar el acuerdo del Cartel encuentra mas beneficioso
que ella no lo respete, consiguiendo 72 billetes (en lugar de 48) y un beneficio de 5184 euros.
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Mejor respuesta o
BR, = Funcion de reaccion
Aerolinea 1

% m B ={(9,96)}

64
48

s ={(96,48)}

-~ Lider Aerolinea 1
Linea'de BR, =Funcioén reaccién
Contrato Aerolinea 2 A
48 6472 96 “a,

Considerando las producciones calculadas sobre la funcién de demanda del mercado, se puede hacer
una estimacion del excedente del pasajero (cantidad maxima que esta dispuesto a pagar y lo que en
realidad paga) para cada una de estas situaciones.

N
p

El excedente se puede interpretar como
areas de triangulos que se pegan unos
encima de otros.

|Excedente

R Mientras mas alto el precio de la solucién

menor sera el excedente del pasajero, como
ocurre en la solucién bajo Cartel. El precio
es 243 y el excente del consumidor es el

147 area del tridangulo.

En esta linea, el excedente del consumidor
es mayor en la solucién de Bertrand B* y

|
I
I
|
I
1
.' menor en la solucién de Cournot C*
1

I
]
]
I
1
1
|
I
:
9

[ErY [ —
h 4

I
1
I
|
I
1
I
I
:
0

96 120128144 192 Q
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TEORIA DE LAS SUBASTAS

Una subasta es un mecanismo de venta o compra caracterizado por un conjunto de reglas por el que
se determina la asignacién de recursos y su precio en funcién de las pujas de los participantes

La Teoria de las Subastas se estudian por:
e Formacion de precios: Identificar como se forman los precios en presencia de informacién asimétrica.

e Relevancia empirica: Subastas de arte, licencias de franquicia, construcciones publicas, y en todos los
mercados.

Porqué se utilizan ciertos mecanismos de subastas.

Mejora en el disefio de mecanismos.

ESTRATEGIA DEL VENDEDOR DEL OBJETO SUBASTADO:

¢Cudl es el mejor mecanismo para maximizar ingresos?
¢Es conveniente exigir un pago para participar?
¢Conviene establecer un precio minimo?

éConviene revelar informacion sobre el valor del objeto?

¢Qué hacer para evitar la colusion?

ESTRATEGIA DEL COMPRADOR DEL OBJETO SUBASTADO:

¢Cual deberia ser mi puja 6ptima?
¢Cudl es el comportamiento esperado de los otros pujadores?

éSe puede obtener informaciom sobre el valor del objeto a través de las pujas de los otros
compradores?

Si puedo influir en el tipo de subasta, éiqué tipo de subasta me conviene mas?
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CLASIFICACION DE LAS SUBASTAS:

: Privadas (Objeto de un pintor)
Valoraciones de los compradores: ; .
Comunes (Explotaciones pretoliferas)

i : Completa: Subastas eléctricas
Informacion sobre las valoraciones de otros compradores:
Incompleta: Subastas de UMTS

Unico: Una obra de arte

Numero de objetos a la venta: e
Muiltiples: Subastas de bonos del Estado

SUBASTAS DE UN OBJETO:

Al primer precio (contratacién publica)
A SOBRE CERRADO: .
Al segundo precio

En subatas al primer precio el pujagor con la puja mas alta gana y paga su propia puja.

En subastas al segundo precio el pujador con la puja mas alta gana y paga la siguiente puja.

Descendente u Holandesa (lonjas de pescado)
ABIERTAS ORALES:
Ascendente o Inglesa (subastas de arte)

En la subata Descendente u Holandesa el precio baja hasta que un pujador lo compra.

En la subata Ascendente o Inglesa el precio sube hasta que solo queda un pujador.
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INFORMACION INCOMPLETA: ESCENARIO SUBASTA A SOBRE CERRADO

Dos jugadores (compradores) participan en una subasta a sobre cerrado para adquirir un objeto. Las
acciones posibles con sus pujas son A, =A,=b, >0 i=1,2

Los jugadores tienen una valoracion v, independiente y uniformemente distribuida [0, 1], que es

informacion privada.

SUBASTA AL PRIMER PRECIO: Es el formato estandarizado de subastas para licitaciones
gubernamentales. Cada comprador potencial determina y envia su puja de manera privada.

El subastador se encarga de vender el objeto a quien haya hecho la puja mas alta.

En caso de empates, el subastador suele asumir un sorteo aleatorio entre aquellos que hayan
presentado la puja mas alta.

0 b, <b,

o v,—b,
Utilidad o pago: u,(b,,b,;v,,Vv,)=1— . L b, =b,
v,—b, b;>b,

Se prueba que ENB = {(bl(vl) =% , b,y(v,) VZ_ZJ} Equilbrio de Nash Bayesaiano

-1
Con njugadores el equilibrio es b,(v;) = u
n

Dada la estrategia del jugador 2, el jugador 1 gana la subasta si puja b > VTZ - v,<2b
El pago del jugador 1 es: u, =(v, —b) . p(v, < 2b)

2b 2b
u, =(v;—b). [ “f(v,)dv, = (v, =b).[v,]2 =2b(v, ~b)

9[2b(v, -b)] 5

El valor que maximiza u, es:
! Sb

v,—-4b=0 — bl(v1)=%

v
7 . . _ 2
Analogamente, el valor que maximiza u, es b,(v,)=—*

En el equilibrio cada jugador (comprador) puja la mitad de su valoracién. Consecuencia de que se
enfrentan a una tension:

e Cuanto mayor es la puja, mayor es la probabilidad de ganar.
e Cuanto menor es la puja, mayor es el pago en caso de ganar.
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SUBASTA AL SEGUNDO PRECIO:

Subastas de Vickrey, propuestas y analizadas en 1961 por William Vickrey (Nobel de Economia en 1996).
En la atualidad constituyen el paradigma econdmico predominante para pensar las subastas.

Vickrey sostenia la necesidad del uso de subastas disefiadas especialmente cuando se trata de bienes
publicos importantes. En una subasta de Vickrey el bien es vendido al postor mas alto, al precio de la
puja perdedora mas alta.

Gana el jugador que hace la puja mas alta, pero paga por el objeto una cantidad igual a la segunda puja
mas alta.

Se modela como en la subasta al primer precio:

0 b, <b;

N v.—b.
Utilidad o pago: u;(b,,b,;v,,v,)=——— b, =b,
v,—b, b, >bj

Se prueba que ENB = {(bl(vl) =v,, b,(v,)= vz)}

Dada la estrategia del jugador 2, con la regla de decisidon b(v) =v, el jugador 1 gana la subasta si puja

b>v, = v,<b

En tal caso, la ganancia del jugador 1 es: u, =(v, —V,)
b b b b
u, =_|.0 (v, —v,) b(v,)dv, = IO (v, —v,) v, dv, =I0 v,V, dv, —j.o v,v,dv, =

b
b 1 1
:V1[V2]o_|:EV§:| =bv1_5b2

0
- 9 1.,
El valor que maximiza u, es: 3b bv, —Eb =v,—-b=0 — b,(v,)=v,

Ya no existe la tension de la subasta al primer precio, ahora cada jugador puja su valor.
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CALCULO DE PUJAS EN SUBASTA A SOBRE CERRADO AL PRIMER PRECIO

Los jugadores que son neutrales al riesgo

Se supone simetria, todas las valoraciones proceden de la misma distribucién

El jugador i tiene una valoracién v, independiente, que es una extraccion aleatoria de una distribucion
uniforme U[O0, k]

Cada jugador conoce su valoracion pero no conoce la de los demas, aunque sabe que proceden de una
distribucion U[O0, k]
Las funciones de puja de cada jugador son b, =aq; v, , siendo 0<a, <1

El pago del jugador i se resuelve: max u, = (v,—b,) . p(ganar/b,)+0.[1—p(ganar/b,)]
p(ganar / b,) =Probabilidad que tiene el jugador i de ganar la subasta cuando realiza una puja

igual a b,

b, b, | WV 1 b
p(ganar/bi)zp(bi>bj)=p(bi>ajvj)=p[;'>vj}=p(vj<—'} = ——t=—

i

max u, =(v,—b,) . p(ganar/b,)=(v,-b,) . L=(vi . L b ]
' ko .

i

Para calcular el valor que maximiza u,, :

V.
9b, | ' ka, ko

i i

2
9 [ bi == bi ]:Vi—Zbizo - bl=% pUJaéptlma

LA OFERTA GANADORA AUMENTA CON EL NUMERO DE PUJANTES

Considerando tres jugadores, el jugador i gana la subasta cuando realiza una puja igual a b,

p(ganar/b,)=p(b,>a,v,).p(b, >0, vk)=[ i}
ko

2 2 3
max u, =(v,—b,) . p(ganar/b,)=(v,-b,) . k:)i > =£vi. o )
' o
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Para calcular el valor que maximiza u,, :

9 b? b’
Vi : k2 a2 k2 aZ

. 2v.
Sbi — — ' J =2bi \Z —32b|2 =0 > bi =?' puja éptima
Si se consideran »n jugadores:

p(ganar/b,)=p(b,>a,v,).p(b,>0a,v,) ... p(b;>a v,) =[ i}

n-1 n—-1 n
max u, =(v,—b;) . p(ganar/b;)=(v,-b,) . %%" " : J
' a
Para calcular el valor que maximiza u,, :

) bin_1 b? n-2 n-1 (n—l)Vi P
ob [vi. g g } =(n-1)b/ “v,—nb!"" =0 — b= " puja Optima

Se observa que a medida que aumenta el nimero de jugadores aumenta la valoracién.

PRECIO ESPERADO EN LA SUBASTA

El precio esperado por el subastador cuando se extraen » valoraciones independientemente de una

distribucion U[O0, k] es: (n;l kj
n+1

El valor esperado de la valoracién mas alta: k

n+1
El precio esperado en la subasta y por tanto el valor esperado de la puja mas alta:

(n—l).( n k):n—l c
n n+1 n+1
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PUJAS EN INCERTIDUMBRE EN SUBASTA A SOBRE CERRADO AL PRIMER PRECIO

El riesgo que asume cada jugador esta estrechamente ligado a la opciédn que maximice su utilidad
esperada con la obtencion del bien que se esta subastando.

Existe la probabilidad que en una subasta se enfrenten jugadores con diferentes tipos de riesgo. En
este sentido, se analizan casos en que dos jugadores asume su riesgo (diferente al de su adversario).
El objetivo es determinar cual seria la puja dptima de un jugador cuando se enfrenta a un
contrincante con diferente riesgo al suyo.

OBTENCION DE LAS PUJAS OPTIMAS A PARTIR DE UNA FUNCION DE PUJA

Neutral al riesgo: b, =a, v,
Diferentes pujas con distintos tipos de riesgo { Adverso al riesgo: b, =a, \/v—,
Amante del riesgo: b, =a, v}

Dos jugadores, uno neutral al riesgo (b,) y otro amante al riesgo (b,)

vj~U[0, k]
p(ganar/b)=p(b,>b)=p(b,>a,v})=p &>v. =p|v < L I L)
' ' ' ) a, "\ k\ o

1 fb v,b’? b¥?
max u, =(vi—bi).p(ganar/bi)=(vi—bi).E =
i a]

ko, ko,

Para calcular el valor que maximiza u,, :

g |vbY* p¥? v
N =v,—3b, =0 — b, =— pujadptima neutral al riesgo
S‘bj k\/GT k\/GT i i i 3 p J p g

Andlogamente, para el jugador amante (b)) al riesgo

b b \ vi-uio.kl 1 b
p(ganar/b,)=p(b,>b)=p(b,>a,v)=p| —>v, |=p|Vv,<—| = ——
o, o, k a,

by _vb by

i
o, ka, ka

1
max u, =(v;—b;). p(ganar/b;)=(v;-b)). "
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Para calcular el valor que maximiza u,, :

V.
:| =v;,—2b,=0 — b, =7’ puja 6éptima amante al riesgo

9 |v,b, b
8b, | ko, ka,

Dos jugadores, uno amante al riesgo (b,) y otro adverso al riesgo (b,)

p(ganar/bi)zp(bi>bj)=p(bi>aj\/7j)=p[ \/>J (v <_Z} "i“‘io,kl lb—i

] k a;
2 2 3
max u, =(v;—b;) . p(ganar/b,)=(v,—b,) . lb__Vab;_ biz
i k(Xj kaj

Para calcular el valor que maximiza u,, :

2v,
5 2} =2b,v,—-3b7=0 — b = il puja éptima amante al riesgo
ka; kaj 3

9 [vb? b
9b,

Andlogamente, para el jugador adverso (b;) al riesgo

b. b, | w-vlo.k 1 };)1/2
p(ganar/b,)=p(b,>b,)=p(b, >, v))=p| [ L >V, [=p|v,< [ 7
(v o, Kk o,

1/2 1/2 3/2
1b vb” b

ai’z kal?  kal?

max u, =(v;-b,) . p(ganar/b,)=(v,-b)) .

Para calcular el valor que maximiza u,, :

9 [vb” b} Voo .
9b ka”z ko =v,—-3b;=0 — b= B puja éptima adverso al riesgo
i 1

Dos jugadores, uno adverso al riesgo (b;) y otro neutral al riesgo (b,)

b~ b vJ~U[0, k1 1 b
p(ganar/b)=p(b,>b))=p(b >a,v))=p| —>v, |=p|Vv,<— e
a a, k a,

2
max u, =(v,—b,) . p(ganar/b,)=(v,—b,) 15=V'—b'—b—I
: ka, ko, ka,

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE JUEGOS 144

APEIOS ocunmndnnaninnanansmmrnnmrms iy VOB o s s e s

EJOrcICIO del B ..o oumumimuss smumunndimimininsmmsssinrssss shsonsns s s domma B s v S T P e B



(IMPRESC EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

ASINAtUra. ..o GTFUPO

Para calcular el valor que maximiza u,, :

8 {vb b
8b, | ka;, ko,

Vv,
=v,—2b,=0 - b,= ?' puja éptima adverso al riesgo

Andlogamente, para el jugador neutral (b;) al riesgo

b? b? \ vi-ulo,kl 1 b?
p(ganar/bj)=p(bj>bi)=p(bj>ai\/7i)=p —>v, |=plvi<—5| = ==
o, o k aj

16 vb? b
max u, =(v,-b,) . p(ganar/b;)=(v,-b)) . Ea_zzm_kaz
1 1 1

Para calcular el valor que maximiza u,, :

9 Vi b12 b? 2 zvj . g L .
9b. | ko2 = Kol =2v;-3b; =0 — b, =—3 puja 6ptima neutral al riesgo
j 1 1
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En una subasta hay dos jugadores, donde todos pagan por su puja sin importar si gané el objeto
subastado. Cada jugador conoce su valoracién pero no sabe cudl es la valoracidn del contricante, solo
sabe que es una variable aleatoria que se distribuye U[0,1]

a) Encontrar la oferta 6ptima del jugador si el oponente sigue la regla de decisién b(v) =k v?

b) En equilibrio la oferta 6ptima del jugador i debe seguir b(v)=kv?, écudl es el ENB?

Solucién:

b vj~U[0, k] b b-1/2
kK"

a) p(ganar/b)=p(b,>b)=p(b >kv])=p L\/%>VJ.J=p [V,- < r' i

1/2
v;b; b

max u, =V,.p(ganar/b,)-b,= 7 :

9 |v.b!? v?
Para calcular el valor que maximiza u,, : b, |'<1/'2 -b, |=v,-2,kb,=0 — bi=4—'

2 2 2
b) b=Yi=kv} - k=> — ENB={|b,=Y, b,="
ak 2 2 2

Demostrar que en una subasta de primer precio entre dos jugadores, que un jugador ofrezca su
valoracidn, con la regla de decisiéon b(v)=v, v~UJO0, 1], no es un equilibrio de Nash.

Solucién:

vj~U[0,1]

a) p(ganar/bi)zp(bi>bj)=p(bi>vj)=p(vj<bi) = b

max u, =(v,—b). p(ganar/b,)= (v,—b,). b,

Para calcular el valor que maximiza u,; : \;}—b[(vi -b,). bi:| =v,—2b,=0 — b, =%

ENB={(b1 =%, b, —Vyzj}

Si el jugador 2 puja su valoracidn, el jugador 1 puja prefiere pujar la mitad de la suya, con lo que no es un
ENB porque tiene incentivos unilaterales a desviarse.

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE JUEGOS 146



(IMPRESC EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

mxn Asignatura..............ccocoooiiiie e GIUPO kit
S

UNIVERSIDAD AUTONOMA

APEIOS ocunmndnnaninnanansmmrnnmrms iy VOB o s s e s

EJOrcICIO del B ..o oumumimuss smumunndimimininsmmsssinrssss shsonsns s s domma B s v S T P e B

Herencia Subastada: Dos hermanos heredan la empresa de su padre, para decidir quien se queda con la
herencia de la empresa hacen una subasta de primer precio entre ellos donde la puja mas alta gana,
paga su puja y se queda con la empresa. La diferencia con una subasta normal de primer precio es
que el perdedor se queda con la puja del ganador. Es decir, si el hermano i gana con b, , entonces el

se queda con v, —b, y el perdedor se queda con b, .
Se supone gque cada uno conoce su valoracion, pero no la de su hermano y sabe que v, ~ U|:0, 1] y
en equilibrio b(v)=kv.

Calcular la utilidad esperada en equilibrio.
Utilidad esperada: u, =(v,—b).p(b,>b)+ I:/kbj (v,)dv,
]

vj~U[0, 1] b
—_

p(ganar/bi)=p(bi>bj)=p(bi>ij)=p(%>vj)=p(vj<ri) = >

1 1 1 ko7t k b}
‘[b]/kbj(vj)dvj _Ib]/kkvj dv, —kaI/ij dv, P I:VJ' :Ibi/k T2 2k

b. k b> vb b?> k Db?
U=(v,—b). 2Ly S 2L M D KD
k 2 2k k k 2 2k

Para calcular el valor que maximiza la utilidad esperada:

9 |vb b k bl|_ v 2b
k k 2 2k

S o i :————ﬁ=0 - Vv,—3b,=0 —» v, -3kv,=0 — k=l
3b, k 3

. 3 3 5
La utilidad esperada en equilibrio: u, =| v, 1 A [vf]l ==-=vi
3 2 i 26
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