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GRAFO - TAD GRAFO

Apellidos

Un Grafo es una entidad matematica introducida por Euler en 1736 para representar entidades (vértices)
qgue pueden relacionarse libremente entre si, mediante el concepto de arista.

Se puede definir un TAD (Tipo Abstracto de Datos) Grafo basado en estas ideas, el cual contiene
elementos sobre los que esta definida una relacién de vecindad o adyacencia. Un vértice puede
relacionarse con cualquier otro vértice y establecer cualquier nimero de relaciones.

Hay muchas situaciones en las cuales el modelado mas conveniente de los datos de una aplicacién es
mediante grafos, por ejemplo la representacién de una red de carreteras, calles, telecomunicaciones,
electrificacion, internet, planificacion de tareas, etapas de un proceso industrial, etc.

GRAFO - MATRIZ DE ADYACENCIA

Un Grafo es un conjunto de objetos, llamados vértices o nodos, conectados entre si.

A las conexiones entre los objetos se las denomina aristas o arcos.

Si en un Grafo se indica con un 1 la existencia de conexién y con un 0 la falta de existencia de ella, este se
puede representar con una matriz que proporciona la misma informacién que el Grafo.

Ejemplo: Un archipiélago formado por cuatroislas A, B, Cy D B
. Y . g 2
establece un sistema de comunicacién por avién. Por falta de RERN
¢ A3
medios, no todas las islas estan conectadas entre si. El grafo que (,' .: ‘\
aparece al margen representa las conexiones que se ofrecen. R : *
0' ' “‘
Lasislas A, B, Cy D son los vértices del grafo y las conexiones o ‘
. L]
Adz--nenn- R S TRLTTE Yo
A->B,A—>C,B—>D, C>B, D> A ‘. '
L T
"
son /as aristas o arcos del grafo. D

La matriz de adyacencia es:

A B C D <« Destino

01

Origen —

OO0 w >
= O O
o = O

1

o O O

a,, = 1 indica que existe comunicacién de la isla A hacia B

o =

a,; =0 indica que no existe comunicacidén de la isla B hacia A

o

Si las aristas o arcos de un grafo estan orientadas, como en el ejemplo, el grafo se denomina Grafo
Dirigido o Digrafo (sus aristas vienen dados por pares ordenados).
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MATRIZ DE ADYACENCIA ASOCIADA A LOS GRAFOS
Los Grafos pueden ser no dirigidos o dirigidos

Grafo dirigido o Digrafo: Las aristas o arcos estan orientadas.

A B C <« Destino
A1 11
M=Origen - B |1 0 O
0 1 1
g
3 A B C D <« Destino
- A(0O0O0 1
: _ B |10 0 1
e M=Origen —
E c|0 1 00
E D(0 010
)
g A B C D <« Destino
5 A (000 1
i , B|1 01 1
o M= Origen —
2 cCc|({0 0 10
o
g D 0010
=
i
2 @
g @ A B C D <« Destino
A (1 010
B |01 10
_"' M= Origen —
@ (N g clo11 o
\e D1 0 0O
A B
IOENO. A (11
M =
: B (1 0
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o A B C
A (0 0 1
M=B |1 1 0
110

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

S
S

A B CD
A (0 010
M= B (1 010
cJj01 00
DIl1 0 01
Pueblos unidos por carreteras A B CDE < Destno
B A(010 01
C B (1 00 11
A Origen > C |0 0 0 1 1
D|0O1 100
: D El1 1100

Un grafo G(V,A) esta formado por un conjunto no vacio V de vértices o nodos y otro conjunto A de

aristas o lados constituidos por pares no ordenados de vértices distintos.

Algebraicamente, un grafo es la terna G=(V, A, ¢), donde V es un conjunto no vacio de vértices, A es un

conjunto de aristas y ¢ es la funcidn de incidencia.

V* es un conjunto formado por

o:A—>V* )
subconjuntos de 1 0 2 elementos de V

Los Grafos se pueden representar graficamente mediante diagramas y en forma matricial con la matriz de
adyacencia y la matriz de incidencia.

MATRIZ DE ADYACENCIA

Sea un grafo G=(V, A, @) con un conjunto de vértices V = {vl, V,, Vg, v, vn} y un conjunto de aristas
A= {al, a,,a;, =, am}, se define la matriz de adyacencia del grafo G como una matriz booleana de

nxn:

1 siv, esadyacenteavy,
M, (G) = (mi.) donde m, = .
' ' |0 siv, noesadyacenteayv,
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Todas las matrices de adyacencia M de un GRAFO SIMPLE (sin aristas paralelas y sin bucles) son matrices
simétricas con diagonal principal formada por ceros.
El resto de elementos son unos, formando dos tridngulos (uno superior y otro inferior).

1

GRAFO SIMPLE : M, = — Tr(M,)=0+0+0+0=0

11
1 11
11 1
111
Para determinar si un grafo tiene o no tiene triangulos, los ALGORITMOS (secuencia de pasos légicos que
permiten solucionar un problema) a menudo devuelven como salida tres vértices que cumplen dicha

condicion.

Otro enfoque es encontrar la traza de M?, el Grafo no contiene triangulos <> Tr(M?) =0

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Matriz de adyacencia del grafo

(relaciona vértices con vértices)

- @ristas paralelas
dg
o multiple s

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Vv, V, Vv, Vv, V,
v, (0 2 1 0 0)—> gr(1)=3
v, |2 0 0 1 o0|—> gr(2)=3 2
2 g ( ) Zgr(vi)zlo 5
M(G= v, (1 0 2 0 0| gr(3=3 <% Zgr(vi)=2.5=10
v, |01 0 0O O0|—> gr(4)=1 5 aristas =t
v \0 0 0 0 0)—> gr(5)=0

Cada arista hace incrementar en uno el grado de cada vértice de sus extremos (si son distintos) o en 2 si se
trata de un bucle.

Un vértice es aislado < grado(vértice)=0
En un Grafo . i -
Un vértice es colgante o pendiente < grado(vértice) =1

El Grado (gr) de un vértice es la cantidad de aristas incidentes en el vértice.

En todo Grafo la suma de los grados de los vértices es igual al doble de la cantidad de aristas, es decir,
Ter(v)=2|A
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Bucle o Lazo: Arista que estd asociada a dos vértices idénticos (a, es un bucle).

Vértices Adyacentes: Son los vértices unidos por alguna arista

v, esadyacentea v, y v, pero no es adyacente a v,

Aristas Adyacentes: Son las aristas que tienen un Unico vértice en comun, siendo distintas y no paralelas.

a, y a; son aristas adyacentes

Aristas Incidentes: Son las aristas que tienen un vértice como extremo.
v, esadyacentea v, y v, pero no es adyacente a v,

Aristas Multiples o Paralelas: Dos o mas aristas que son incidentes en al menos dos vértices. Las aristas
paralelas tienen los mismos vértices en comun o inciden sobre los mismos vértices. Son muy utilizadas en
redes eléctricas.

a, paralelaaa; < o(a;)=¢(a;) cona, 3,

a, Y ag son aristas paralelas o multiples.

Grafo Sencillo o Simple: No tiene aristas multiples, tiene una sola arista entre dos vértices. En general, un
grafo que no tiene bucles ni aristas paralelas o dirigidas.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Multigrafo o Pseudografo: Grafo que contiene aristas paralelas. De esta forma, dos nodos pueden estar
conectados por mas de una arista.

Los Multigrafos podrian utilizarse, por ejemplo, para modelar las posibles conexiones de vuelo ofrecidas
por una aerolinea. En este caso se tendria un grafo dirigido, donde cada nodo es una localidad y donde
pares de aristas paralelas conectan localidades, segtin un vuelo es hacia o desde una localidad a la otra.

MATRIZ DE INCIDENCIA

Sea un grafo G=(V, A, @) con un conjunto de vértices V = {vl, Vy, Vg, oo, vn} y un conjunto de aristas

A= {al, a,,a,, -, am}, se define la matriz de incidencia del grafo G como una matriz booleanade nxn:

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Mic dond 1 siv; esincidente a a;
(G)={m, ) donde m, =
(@) ( ") " |0 siv, noesincidente a a

Matriz de adyacencia y matriz de incidencia del grafo.
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= Matriz de Adyacencia (relaciona vértices con vértices):

v, (0 1 0 1 1)—> gr(1)=3

v, 11 0 1 1 0|l—> gr(2)=3 2

2 g ( ) Zgr(vi)=2.8=16
M(G) =v;|0 1 0 1 1> gr(3)=3 -

v; |1 1 1 0 1|—> gr(4)=4 8 aristas

v {1 0 1 1 0)—> gr(5=3

= Matriz de Incidencia (relaciona vértices con aristas):

a, a, a3 a, a; ag a, ag

vy(1 1 0 1 0 0 0 O
v,[1 01 0 0 1 0 0O
M@G=v,|0 0 1 0 0 0 1 1
v, |0 0 0 1 1 1 1 0
v{o 1. 0 0 1 0 0 1

CAMINOS DE UN GRAFO

Las sucesivas potencias de la Matriz de Adyacencia (M) de un Grafo dirigido (Digrafo) indican el nUmero
de caminos diferentes que se pueden seguir para ir de un vértice a otro. En esta linea,

M? indica el ndmero de caminos diferentes de longitud 2 para ir de un vértice a otro. Es decir, el
numero de caminos diferentes para ir de un vértice a otro pasando por otro vértice.

M? indica el nimero de caminos diferentes de longitud 3 para ir de un vértice a otro. Es decir, el
namero de caminos diferentes para ir de un vértice a otro pasando, en su intermedio, por dos vértices.
D
Ejemplo: El Jefe de Recursos Humanos de una empresa quiere saber
quién es el lider de un grupo de 5 personas (A, B, C, D, E). Para ello,
hace entrevistas personales por parejas, estableciendo quién tiene E C
ascendencia sobre el otro. Representa las encuestas en un grafo
dirigido de cinco vértices, donde A — B indica que A domina a B.

éQuién es el Lider?
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m O O @ >

Vil

\

A domina a 3 personas
B domina a 1 persona

C domina a 2 personas
D domina a 3 personas
E domina a 2 personas

Para analizar quien es el lider del grupo se suman las lineas de la Matriz de Adyacencia, obteniendo
cuantos trabajadores son influidos por una persona (domina). Tanto A como D dominan a 3 personas, no

pudiendo decidir quién es en lider. Se hace necesario calcular M?

M =MxM=

= B O O O

P O R O R

o r O O B

o O o » O

O r KL O K,

= = O O O

P O r O K,

O »r O O =

o O o +r» o

O Rr R O R

1 2011y » 5
1 0101 » 3
11010 —> 3
1 3102 » 7
01111 > 4

Los elementos de M? indican el nimero de caminos diferentes de longitud 2 que se pueden seguir para ir

de un vértice a otro. Es decir, dominios de segundo orden.

Mas en concreto, cantidad de trabajadores que son influenciados por personas que domina cierta
persona. Por ejemplo, si A domina a By B domina a C, es légico pensar que A domina a C.

M+ M =

m O O ® >

A B CDE
01101
0 0010
01001
1 0101
11000

O Rr R B R

P W L ON

= B O r O

P, O R O R

B N O R, B

Il
BN R R e
N W N O W
kL N O R, B
S = I N
P W R RN
vl il

8
4
5
[10]

6

=
(=}

La matriz (M+ M?) representa la cantidad de dominios de primer y segundo orden que ejerce cada

trabajador sobre el resto de personas del grupo.

Pudiendo afirmar que el trabajador D es el lider del grupo.
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B
=
a) Indica todos los caminos de longitud 3 que se pueden seguir de Ca D. Y c
b) Indica todos los caminos de longitud 4 que se pueden seguir de Ca A.
D

D <« Destino

Matriz de Adyacencia: M= Origen —

O 0 @ >

P O L, O P
O r OO W
oo r L 0O

1
1
0
0

a) Para encontrar los caminos de longitud 3 hay que hacer M*

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

0 011 0 011 1 100
5 1 011 1 011 1 1 11
M =MxM= X =
0100 0100 1 011
” 1 00O 1 00O 0 01 1
L
- |
§ A B C D <« Destino
w
9 1 1 00 0 011 A(l1 0 2 2
< . 1111 |[1011| Bf212 2
E M =MxM= X =
: 1011 |o100| Cc|11 1
z 0 011 1 00O D{1 1 0 0
s
<
g El nimero de caminos de longitud 3 que se pueden seguir para ir de C a D viene dado por elemento
|

de la tercera fila y cuarta columna de M?, es decir, a;, =1.
Hay un unicocamino C - B - A —» D

b) Para encontrar los caminos de longitud 4 hay que hacer M*

A B C D <« Destino
1022 (0011} A(1 211
woey_|2 122 (1011 B3 233
1 11 1| "ot 00| |12 2
1100/ (1000 Dl1 022
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El nimero de caminos de longitud 4 que se pueden seguir de C a A viene dado por el elemento de Ia
tercera fila y primera columna de M*, es decir, ag; = 2.
C>B—->A->D->A

Con lo que hay dos caminos:
C>B—>C—>B->A

B
Escribir la matriz de adyacencia del grafo adjunto y decir cémo
es esa matriz. D
Aé c
A B CD
A 111
B|1 11
Matriz de Adyacencia : M(G)=C 11 1 - Tr(M)=0+0+0+0=0
D(1 1

Como ocurre con todas las Matrices de Adyacencia de un Grafo Simple (sin aristas paralelas y sin
bucles), se trata de una matriz simétrica con diagonal principal formada por ceros. El resto de
elementos son unos, formando dos tridngulos (uno superior y otro inferior).

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

1 0O
Matriz de Adyacencia en forma simplificada: M(G) =1 1 O
111
= _ . . . A B
Escribir la matriz de adyacencia del grafo adjunto y
deducir los campos de longitud 4 de A a D.
] . N
éPosee tridngulos el grafo? De c
A B CD
A(0O1 1 0
, _ B|1 0 0 1
Matriz de Adyacencia: M,(G)=
C{1 0 0 1
DILO 1 1 O
El grafo no contiene tridngulos < Tr[M;(G)} =0
0110 0110 2 0 0 2
) 1 0 0 1 10 0 1 0 2 20
M;(G) = X =
10 0 1 10 0 1 0 2 20
0110 0110 2 0 0 2
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2 0 0 2 0110 0 4 40
3 0 2 20 1 001 4 0 0 4
M;(G) = X =
0 2 20 1 001 4 0 0 4
2 0 0 2 0110 0 4 40

El grafo no contiene tridngulos <> Tr[M:(G)] =0+0+0+0=0

Para calcular los caminos de longitud 4 es necesario calcular M? :

A BCOD

0 440) (0110) A(g8 0 o0 [g]
M;‘(G)_4004x1001=B0880
400 4/|100 1| Clo 8 8 0
0440) (0110 D800 8

ABABD ABDBD ACABD ACDBD

Caminos de longitud4deAaD: m;, = 8
ABACD ABDCD ACACD ACDCD

Un grafo tiene 12 aristas, 2 vértices de grado 4, 1 vértice de grado 3, 5 vértices de grado 2 y el
resto de vértices son colgantes. éCudl es la cantidad total de vértices del grafo?. Dibujar una
posibilidad.

Yer(v)=2[A|
2|/A| = (2x4)+ (1x3)+ (5x2)+ (bx1) = 2x12 — b=3 Vértices colgantes (grado 1)

Numero total vértices: Z:vi =2+ 1+ 5+ 3 =11 Vértices.

gr(2)=2 6) =2 _
or(5) = 3 gr(6) A0 er(10) =1
3 &) 7 fgjgr(g) =2
gr(l)=2 gr(3)=4 gr(7) =4
(8) aper(11)=1
gr(4)=1 gr(8) =2
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CICLO o CIRCUITO. REGION

Los Grafos pueden ser no dirigidos o dirigidos. Los Grafos dirigidos reciben el nombre de Digrafos. Para
muchas aplicaciones es necesario indicar el sentido de las aristas.

En los Digrafos o Grafos dirigidos se indica el sentido de las aristas.
Si el Grafo indica, por ejemplo, las calles de un pueblo y los vértices las esquinas, para obtener el camino
mas corto en automovil entre dos esquinas dadas es necesario conocer el sentido de las calles.

Un Digrafo es la terna G=(V, A, 9), donde V es un conjunto no vacio de vértices, A es un conjunto de

aristas y & la funcién de incidencia: 6: A —— VxV

La funcidn de incidencia se dice dirigida, haciendo corresponder a cada arista un Par Ordenado de
vértices, el primero se llama Extremo Inicial de la arista y el segundo Vértice Final.

Los Caminos y Ciclos se definen de la misma forma que para los Grafos no dirigidos, respetando el sentido
de las aristas.

CAMINO: Sucesion de aristas adyacentes distintas.

CICLO o CIRCUITO: Es un camino cerrado, el vértice inicial coincide con el final.
LONGITUD DEL CAMINO: Cantidad de aristas que lo componen.

CAMINO SIMPLE: Cuando todos los vértices son distintos.

CAMINO ELEMENTAL: Cuando todas las aristas son distintas.

GRADO DE UNA REGION: Longitud del camino que la bordea.

Y P \.-"’r
a) Grado de cada vértice y caminos de A hacia F de longitud 3y 5 /Bf =~ EI/
)i C P
_ AN ™~ {
b) Ciclos de longitud 3,4,5y 7 {]@—-’ (D:)/" ~— &
(\_ _/

Un Camino posible es C=(A; B; C; F), también

se puede nombrar un camino mediante vértices y
aristas: C=(A,1;B,2;C,3; F)

Long(C) = 3 porque tiene 3 aristas.

Otro Camino posible de longitud 5 puede ser

C=(A,5;D,6;C,4,E,8;E,9;F)

Portal Estadistica Aplicada - Redes No Valoradas 12
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b) Un posible Ciclo o Circuito de longitud 3 seria:
" G
C=(C,4;E9;F3;0 @,}

Un posible Ciclo o Circuito de longitud 4 seria

C=(A,5;B,2;C,6;D,5; A)

Un posible Ciclo o Circuito de longitud 5 seria:

C=(A,1;8B,2;C,6;D,7;D,5; A)

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Un posible ciclo o circuito de longitud 7 seria:

C=(A,1;8B,2;C,4;E,9;F,3;C,6,D,5; A)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Dados los grafos G, y G, adjuntos, A g c A g c
encontrar el grafo unién G=G; UG,
y el grafo G—{A} s E s :
G, G;
A B c B C
%}q A
° G=GuG, & ° G- F
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GRAFO k- REGULAR

Un grafo G=(V, A, ¢) esk-regular < gr(v;)=k Vv,eV VkeN

GRAFO COMPLETO

Es un grafo simple donde cada par de vértices esta conectado por una arista. Es un grafo k-regular con
todos sus vértices de grado (n—1)

P . n .
Un grafo completo de n vértices tiene ( ) aristas y se denota por K,

Los Kk, son grafos simples de n vértices, donde cada vértice es adyacente a todos los demas.

Para que un grafo completo fuera disconexo habria que eliminar todos los vértices.

AN~

3 ;2 - 3 aristas 4;3 - 6 aristas 5L24 =10 aristas % =15 aristas L ;6 =21 aristas

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

GRAFO BIPARTIDO

Es un grafo G=(V, A, @) cuyos vértices se pueden separar en dos conjuntos disjuntos U y W, es decir, tal
que se verificaque UUW =V y UNW = ¢. De este modo, las aristas sélo pueden conectar vértices de
un conjunto con vértices del otro.

En el grafo V={1,2,3,4,5,6, 7,8,9}

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

u={1,2,3,4,5} y W={6,7,8,9}
donde UUW=Vy UnW=¢

Todas las aristas que hay, tienen un extremo en U y el otro
enW

U v={1,2,3,4,5},U={1,2,3} ,w={4,5}

vértices (uno de U y el otro de W), solo exige que las aristas que existan deben

W
"‘ 704 Un Grafo Bipartido no exige que tenga que existir arista entre todo par de
’ \05 de estar comprendidas entre un vértice de cada subconjunto.

No hay una arista entre 2 y 4, cuando podia haber ocurrido.
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PROPIEDADES GRAFO BIPARTIDO
= Un grafo G es bipartito si y solo si no tiene ciclos de longitud impar.

= Un grafo es bipartido si sus vértices pueden colorearse utilizando dos colores de forma que no exista
ninguna arista que conecte dos vértices del mismo color.

= Cuando los dos subconjuntos U y W tienen la misma cantidad de vértices o cardinalidad, el grafo
bipartido G es balanceado.

= Sitodos los vértices del mismo lado de la biparticion tienen el mismo grado, G se llama grafo
birregular.

* Engeneral k, no es bipartido, porque tres vértices estan conectados entre si y forman un ciclo de

grado impar.

GRAFO BIPARTIDO COMPLETO

Un grafo bipartido G =(V, A, ¢), es decir, que esta formado por dos conjuntos disjuntos de vértices U y

W, es completo cuando todas las posibles aristas unen esos vértices.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

El grafo completo bipartito G con particiones
de tamafio [U|=ny |W|=m se denota por

n,m

k3,1 ks, 2

SUBGRAFO

Un subgrafo de un grafo G=(V, A, ¢) es un grafo G* =(V°*, A®, 9,.) talque V'V, A"c A, ¢,. esla
funcion @ restringidaa A°.
Un subgrafo se obtiene:

= Suprimiendo uno o varios vértices y las aristas incidentes en ellos. Al suprimir un vértice el subgrafo
resultante es G,

= Suprimiendo solamente una o varias aristas. Al suprimir una arista el subgrafo resultante es G,

g3

( )

X

Sea el grafo G=(V, A, ¢) P
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Un subgrafo G, = G, se obtiene al 0

eliminar los vértices H= {A, E, G} % o

Subgrafo G, = G, obtenido al eliminar el vértice C, interrumpiendo la

e comunicacion.
o 0 En el disefio de redes se trata de evitar puntos de corte, esto es, nodos
que si tienen algun problema de funcionamiento interrumpen la
. comunicacion entre los otros.

GRAFO CONEXO

Un grafo es conexo cuando de cualquier vértice se E o‘

puede llegar a cualquier otro a través de un camino. o o o

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Grafo no conexo ya que entre los vértices A y F no existe ningun
camino.

No obstante, como se refleja debajo, esta formado por dos subgrafos
conexos, conocidos como componentes conexas.

© [

( >

C
E)
|
D

. §
{
b

Componentes Conexas: o

N
_4
b

7

},/’ —

A

)

RELACION DE CONEXION
Dado un grafo G =(V, A, ¢), en el conjunto de vértices V = {v1 sV, Vg, e, vn} se define la relacion:
V;Rv; & Existe un camino dev; av; o bienv, =v,

La relacién es de equivalencia, en consecuencia, pueden hallarse las clases de equivalencia, a las que se
denomina componentes conexas.
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ISTMO O PUNTO DE CORTE

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

[
UAM ASIGNATUTA ... Grupo.............

Dado un grafo conexo G =(V, A, ¢), un vértice o nodo veV esunlstmo < G, es no conexo.

Es decir, un Istmo es un vértice que si se suprime desconecta el grafo.

CONECTIVIDAD: Es el menor nimero de vértices cuya supresion desconecta al grafo.

El grafo conexo tiene conectividad =1 pues al suprimir el e o

vértice C o el vértice D queda no conexo. o‘

istmo
Los vértices Cy D son istmos. o o 0

istmo

vértices para que el subgrafo restante sea no conexo.

Sean los vértices Cy D los vértices que se suprimen.

PUENTE

E‘) El grafo conexo tiene conectividad =2 ya que se necesita suprimir dos

Dado un grafo conexo G =(V, A, ¢) con un conjunto de vértices V = {v1 yVa, Vg, oo, vn} Y un conjunto

de aristas A={a;, a,,a,, -+ ,ay}, se define:

a €A esunPuente < G, es no conexo.

Es decir, un Puente es una arista tal que su supresion desconecta al grafo.
Una arista es un Puente <= No esta contenida en ningun ciclo.

Un grafo sin puentes equivale a un grafo conexo con conectividad 2

GRAFO EULERIANO

Un camino de Euler es una trayectoria que contiene todas las aristas de G y recorre cada arista una sola

vez.
Si un grafo tiene un camino euleriano, se dice que el grafo es euleriano

Condicidén necesaria y suficiente para que en un grafo exista un camino euleriano:
= El grafo debe ser conexo.

= Todos los vértices deben tener grado par, o a lo sumo dos vértices con grado impar.

En general k, paranpary n>2 no es euleriano porque todos sus vértices tienen grado (n—1) impar.
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CICLO EULERIANO

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Cuando el camino euleriano comienza y termina en el mismo vértice se denomina ciclo euleriano (circuito

6 camino cerrado).

Es decir, un ciclo euleriano es un ciclo que pasa por todas las aristas una sola vez.
Condicidn necesaria y suficiente para que en un grafo exista un ciclo euleriano:

= El grafo debe ser conexo.

= Todos los vértices deben tener grado par.
3

No es ciclo euleriano porque hay dos vértices de grado3 5> 4 8

El grafo es un camino euleriano.

6

5 10 %
El grafo tiene un ciclo euleriano porque todos sus vértices / \

tienen grado par. 3 9
4 2 3

Encontrar un camino euleriano
en el grafo:

Camino Euleriano 1
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Camino Euleriano 2

Encontrar un ciclo euleriano en
el grafo:

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Un ciclo de Euler C,

E,8;B,9;C,10; E,11; A}

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Otro ciclo de Euler C,

C1={A,1;E,2; D,3; C,4;E,5;F,6;8B,7;
E,8;A,9;B,10; C,11; A}
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Analizar si el grafo adjunto es euleriano y bipartido.

El grafo no es euleriano porque los grados de los vértices no son todos pares.

Un grafo es bipartido si sus vértices pueden colorearse utilizando dos colores de
forma que no exista ninguna arista que conecte dos vértices del mismo color.

Es bipartido porque se puede colorear con dos colores.

CAMINO HAMILTONIANO

Sea un grafo con |V| > 3 sin vértices aislados (con grado cero; es decir, un vértice que no es punto final de

ninguna arista).
Un camino hamiltoniano pasa una sola vez por cada vértice.

No es necesario que pase por todas las aristas, pues en muchos casos repetiria vértices y no seria camino
hamiltoniano.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Si ese camino es cerrado se denomina Ciclo Hamiltoniano.
Si un grafo contiene un Ciclo Hamiltoniano se conoce como Grafo Hamiltoniano.
Condiciones suficientes para caracterizar Grafos Hamiltonianos:

Teorema de Dirac: Si para todo vértice v, de un grafo simple G=(V, A, @), con n >3 vértices se

verifica que g(v;)>n/2 = G es un grafo hamiltoniano.

Teorema de Ore: Sea un grafo simple G=(V, A, ¢), con n > 3 vértices. Si se verifica que
g(v)+g(w)>n Yv,weV con v #w yno adyacentes, entonces el grafo G posee un ciclo
hamiltoniano.

n-1
Corolario 1: Un grafo simple G=(V, A, ¢), con n>2 vértices, si verifica: g(v;) > > — Gtiene
un camino hamiltoniano.

Corolario 2: Un grafo simple G=(V, A, @), con n > 3 vértices tiene un ciclo hamiltoniano si

n-1
|A|2( 5 J+2
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En el grafo anterior, un posible ciclo hamiltoniano seria:
c={A,1;C,2; D,3; E,4;F,5;B,6;A}

Un camino hamiltoniano pasa una sola vez por cada
vértice.

Encontrar un camino hamiltoniano en el grafo:

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Un posible ciclo hamiltoniano es:

C1={A,1;J,2; 1,3; H,4; G,5;F,6;E,7;
D,8;C,9;B,10; A}

Un camino hamiltoniano pasa una sola vez por cada vértice.
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Dado el grafo G con matriz de adyacencia

Es Conexo

Analizar si < Es Euleriano

Es un Multigrafo

Considerando el conjunto de vértices {A,B,C,D,E},

elementos de cada fila.

Asignatura..............

el grado de cada vértice se obtiene sumando los

ABCODE
A0 1 0 1 1)> gr(A)=3
Bl[1 0 1 0 0|—> gr(B)=2
M=C|0 1 0 1 1|— gr(C)=3 ¢
D|{1 0 1 0 1|—> gr(D)=3
El1 01 1 0)/> gr(f)=3

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

N/C

= Representando el Grafo asociado a la matriz de adyacencia se observa que es Conexo, es decir, todos
los vértices estan conectados a través de un camino. No hay ningln vértice aislado de los demas.

= No es un Grafo Euleriano porque tiene 4 vértices con grado impar, para que sea un Grafo Euleriano
tienen que ser todos de grado par (a lo sumo dos vértices con grado impar).

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Dada la matriz de adyacencia del grafo G,

analizar si es un pseudografo.
Lazo
——
m,, =1 1 1 0
Lazo
——
1 m,, =1 0 1
M=
Lazo
1 0 my =1 1
Lazo

0 1 1 my, =1

M =

O R R R,

R O R R

=

= Un Multigrafo o Pseudografo es un grafo que esta facultado para tener aristas multiples; es decir,
aristas que relacionan los mismos nodos.
Para que sea un Multigrafo debe haber en la matriz de adyacencia mas de un nimero superior a 1,
indicando con estos niumeros que dos vértices se conectan con mas de una arista.
En consecuencia, no es Multigrafo.

R, P RO

En los Pseudografos o Multigrafos se permiten Lazos o
Bucles, es decir, aristas cuyos extremos coinciden.

Se trata de un Pseudografo
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Analizar si el grafo adjunto es euleriano, bipartido y pseudografo.

= El grafo es conexo (desde cualquier vértice se puede llegar a cualquier otro vértice a través de un
camino) y todos los vértices tienen grado par, luego es un grafo euleriano.

= Un grafo bipartido no tiene ciclos de longitud impar. El grafo tiene ciclos de longitud impar (3 y 5),
luego no es bipartido.

De otra parte, un grafo es bipartido si sus vértices pueden colorearse utilizando
dos colores de forma que no exista ninguna arista que conecte dos vértices del
mismo color.

Se observa que no es bipartido.

= Un multigrafo o pseudografo es un grafo que contiene aristas paralelas, aristas con los mismos nodos
o vértices iniciales y finales. En esta linea, no es un pseudografo porque no tiene vértices con aristas
origen y extremo final.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Euleriano
Analizar si el grafo es: < Hamiltoniano
Bipartido

No es un grafo Euleriano porque hay seis vértices que tienen grado 3, cuando en un grafo Euleriano se
permite a lo sumo dos vértices de grado impar.

Un grafo que contiene un ciclo Hamiltoniano se denomina grafo Hamiltoniano.

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

El subgrafo de la figura contiene un ciclo Hamiltoniano (cerrado y pasa una vez por
cada vértice)

Un grafo es bipartito (o bipartido) no tiene ciclos de longitud impar. En consecuencia, no es bipartido
porque el ciclo asociado a la figura es de longitud impar.

Por otro lado, un grafo es bipartido si sus vértices pueden colorearse utilizando
dos colores de forma que no exista ninguna arista que conecte dos vértices del
mismo color.

Por tanto, no es bipartido.
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Determinar qué grafos son bipartidos:

a) b) c)
B E B F A
A& ,_r #D A 4 i *D
C E
C E
Un grafo es bipartido si sus vértices pueden colorearse utilizando dos colores de forma que no exista
ninguna arista que conecte dos vértices del mismo color.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

a g E
Es bipartido, la particién de V={A,B, C,D,E} talque V, ={B,D,C} y
A
D V, ={A,E},siendo V=V, UV, y V,NV, =¢
C
b) g F
A o Es bipartido, la particién de v={A,B,C,D,E,F} esV, ={B,D,E} y
V, ={A,C,F},siendo V=V, UV, y V; "V, =¢
C E

Es bipartido, la particién de V={A, B, C,D,E,F} es
Vv, ={A,D,E,F} y V, ={C,B},siendo V=V, UV, y
VNV, =¢

Euleriano

Analizar si el grafo es: <3 regular
Hamiltoniano

a) No puede ser un grafo Euleriano porque todos los vértices son de grado 3 excepto el vértice D que es
de grado 2.
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b) No puede ser un grafo 3-regular porque todos los vértices tendrian que tener grado 3, siendo el vértice
D de grado 2.

®
O—w ®

c) Es un grafo hamiltoniano porque el camino del subgrafo es un
ciclo hamiltoniano al ser un camino cerrado, que pasa por todos
los vértices una sola vez. G o

Euleriano
Sea el grafo completo k,, (n par, n>3) es: < Hamiltoniano

5
=]
<<
—]
0
o Bipartido
i
%
% Se analizan dos grafos completos para decidir por las opciones. ';4
o vy vy
vl . . .
g Los grafos completos se indican por k,, , grafos simples den ), y
2 vértices, en donde cada vértice es adyacente a todos los demas
vértices. V3 Va 3 V3

a) Para que un grafo sea euleriano debe ser conexo y todos los vértices deben de tener grado paro ala
sumo dos vértices con grado impar.

k; eseuleriano y k, no es euleriano
En general k, paranpar y n>2 no es euleriano porque todos sus vértices tienen grado (n—1) impar.

b) Los dos grafos completos son hamiltonianos (pasa una sola vez por cada vértice), basta escoger los
ciclos:

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

kg C={v1,1;v2,2;v3,3;v1}
C_={v1,1; Vy,2; V3,35 V,, 4, V1}

c) En general k, no es bipartido, porque tres vértices estan conectados entre si y forman un ciclo de

grado impar.
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= Definiciones y teoremas

REDES VALORADAS

= Algoritmo de Dikjstra
= Algoritmo de Ford-Fulkerson
= Algoritmo de Prim

= Algoritmo de Kruskal

= Algoritmo de Boruvka
= Algoritmo de Sollin

= Otros Algoritmos. Aplicaciones
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ARBOLES GENERADORES
Un arbol es toda red (o grafo) G=(V, A) conexa, sin ciclos y con /-®
dos vértices al menos, se designa por T. ©\ @
La red adjunta representa un arbol, el vértice O recibe el nombre /,@

de raiz del drbol. ® @

A los vértices o nodos se les da el nombre de hojas. /'Q><®
/'

Los demas vértices reciben el nombre de nodos de ramificacion. \

Si el arbol tiene n nodos el nimero de aristas es (n—1).

©

Excluida la raiz, con los demas vértices se pueden formar subconjuntos disjuntos, cada uno de los
cuales es a su vez un arbol.

Todo par de vértices esta unido mediante una sola cadena.

Un grafo es un arbol < Existe un Unico camino simple entre todo par de vértices

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Un arbol se dice binario si todos sus nodos, excepto las hojas, tienen dos sucesores inmediatos.

Un drbol generador de una red (o grafo) conexa y sin bucles es una red parcial de la inicial que tiene
estructura de arbol.

Si una red conexa y sin bucles esta valorada es un arbol minimo (respectivamente, maximo) a un
arbol generador para el cual la suma de los valores asociados a los arcos seleccionados es minima
(respectivamente, maxima)

Arbol maximal o generador de un grafo G conexo es un subconjunto maximal de G que también sea
un arbol.

Un arbol maximal de G contiene todos los vértices V de G

Un conjunto de arboles recibe el nombre de bosque. Un arbol formado por un solo vértice y sin
lados, se llama.arbol degenerado.

Un digrafo se denomina drbol dirigido cuando su grafo asociado es un arbol.

Teoremas relativos a la caracterizacién de Arboles:

= Dado un &rbol, se verifica que |V|=|A|+1

= Todas las aristas de un arbol son puentes.

= Sjaun arbol se le agrega una arista entre dos de sus vértices, deja de ser un arbol.
= Enun bosque de k componentes se verifica que |V|=|A|+k

Los problemas de redes surgen en una gran variedad de situaciones, redes de transporte, eléctricas
y de comunicaciones predominan en la vida.
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La representacion de redes se utiliza en casi todos los ambitos cientificos, sociales y econédmicos, tal
como la produccidn, distribucidn, planeacion de proyectos, administracion de recursos, planeacion
financiera, localizacion de instalaciones, etc.

En la actualidad se dispone de algoritmos y paquetes informaticos (WinQSB) que se utilizan de
forma rutinaria para resolver problemas que no se podrian manejar hace dos décadas.

Muchos de los problemas de optimizacién de redes son tipos especiales de problemas de
programacion lineal, como pueden ser el Problema de Transporte, el Problema de Asijgnacion, o el
problema del Flujo del Coste Minimo.

ARBOL GENERADOR MINIMO

Dado un grafo G conexo y etiquetado, recibe el nombre de drbo/ maximal minimal o generador
minimo, un arbol generador de G tal que la suma de los pesos de sus lados (aristas) sea minima.

En un arbol de expansién minima el nimero de aristas es la cantidad de vértices o nodos menos 1:
ndmero aristas = numero de vértices—1

Para encontrar un drbo/ de expansion minima o drbol recubridor se utilizan varios algoritmos, entre
otros, algoritmo de Prim, algoritmo de Kruskaly algoritmo de Boruvka o Sollin.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Ambos son algoritmos voraces, esto es, cada elemento a considerar se evalta una Unica vez, siendo
seleccionado o descartado, de tal forma que si es el elemento seleccionado forma parte de la
solucidn, y si fuera descartado, no forma parte de la solucién ni volvera a ser considerado para la
misma.

El esquema del algoritmo voraz (devorador o greedy) es el que menos dificultades plantea a la hora
de disefiar y comprobar su funcionamiento.
Normalmente se aplica a los problemas de optimizacidn.

ARBOL GENERADOR MAXIMO

Dado un grafo G conexo y etiquetado, recibe el nombre de drbo/ maximal maximo o generador
maxima, un arbol generador de G tal que la suma de los pesos de sus lados (aristas) sea maxima.

Para encontrar un drbo/ de expansion maxima puede emplearse el algoritmo de los pesos
decrecientes como si se tratase de encontrar un arbol de generador minimo, pero con dos
diferencias sobre el algoritmo anterior:

a) Afadir aristas en lugar de suprimirlas.
b) La conexion de una arista no debera formar un ciclo.

En consecuencia, el drbol/ maximal maximo tiene tantos vértices como el grafo G de procedencia.
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APLICACIONES DEL ALGORITMO DE EXPANSION MINIMA
El algoritmo de expansién minima se aplica en muchos disefios importantes, entre otros:
= Redes de telecomunicaciones.

= Redes de transporte para minimizar el costo total de proporcionar arcos (aristas) en carreteras,
vias ferroviarias, etc.

= (Cableados de equipos eléctricos.
= Red de lineas de transmision de energia eléctrica de alto voltaje.

= Disefar una red de tuberias para conectar varias localidades.

TERMINOLOGIA DE REDES
Una red es un conjunto de puntos y un conjunto de lineas que unen pares de puntos.
Los puntos se llaman nodos (o vértices).

Las lineas se llaman arcos (o ligaduras, aristas o ramas). Los arcos se etiquetan al dar el nombre de
los nodos en sus puntos terminales, en esta linea AB es el arco entre los nodos A y B. Los arcos de
una red pueden tener un flujo de algun tipo que pase por ellos.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Cuando el flujo a través de un arco se permite solo en una direcciéon (como en una calle de un
sentido) se denomina arco es dirigido, una forma de etiquetarlo es A — B.

Si el flujo a través de un arco se permite en ambas direcciones se dice que es un arco no dirigido,
con frecuencia se les denomina /jgadura.

Una red que tiene sol arcos dirigidos se llama red dirigida, si tiene solo arcos no dirigidos se dice que
es una red no dirigida. Una red con mezcla de arcos no dirigidos y dirigidos (incluso con todos sus
arcos no dirigidos) se puede convertir en una red dirigida mediante la sustitucién de cada arco no
dirigido por un par de arcos dirigidos en direcciones opuestas. Después, segiin convenga, se puede
proporcionar un flujo neto en una sola direccién o interpretar los flujos a través de cada para de
arcos dirigidos.como flujos simultaneos en direcciones opuestas.

En el proceso de toma de decisiones sobre el flujo de un arco no dirigido se permite hacer una
secuencia de asignaciones de flujos en direcciones opuestas, entendiendo que el flujo realsera el
flujo neto, esto es, la diferencia de los flujos asignados en las dos direcciones.

Sea un ejemplo, se asigna un flujo de 10 en una direccién y después un flujo 4 en la direccion
opuesta, el efecto reales la cancelacion de 4 unidades de asignacion original, lo que reduce el flujo
en la direccidn original de 10 a 6.

En arcos dirigidos en ocasiones se utiliza la misma técnica como una forma de reducir un flujo
asignado con anterioridad.

En particular, se puede hacer una asignacion ficticia de flujo en la direccion equivocada a través de
un arco dirigido para registrar una reduccion en esa cantidad del flujo que va en diireccion correcta.
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Se conoce como capacidad del arco a la cantidad maxima de flujo (quiza infinito) que puede circular
en un arco dirigido.

Un nodo fuente (nodo de origen) tiene la propiedad de que el flujo que sale del nodo supera al que
entra a él.

En un nodo demanda (o nodo destino) el flujo que llega excede al que sale de él.

Un nodo transbordo (o nodo intermedio) satisface la conservacién del flujo, es decir, el flujo que
entra es igual al que sale.

CAMINO DE PESO MINIMO

En una red eléctrica o en una red vial no sélo se trata de dar servicio (conexion), es importante
conocer las longitudes de las lineas para establecer cantidad de material, dificultades para su
trazado (coste temporal o monetario), etc.

En el grafo adjunto a cada arista se asigna un valor que representa la magnitud (peso) que se desea
considerar.

El camino 'mas corto' entre el vértice v, y v; noes el que tiene

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

menos aristas, sino aquel que recorre en total menor distancia:
C,= {vl, v3} recorre solo una arista con una distancia de 9.

C, ={v;,V,,v3} tiene dos aristas y una distancia total de 6
Cy= {vl, vy, Vs, v3} tiene tres aristas y una distancia total de 5

El camino mads corto entre los vértices v, y v; es C; con una distancia total de 5

El conjunto de caminos minimos desde un vértice v a los restantes vértices de un grafo es un arbol,
llamado drbol de caminos minimos desde v.

Uno de los algoritmos mas utilizados para la bisqueda de caminos de peso minimo es el de Dijkstra,
que proporciona los pesos minimos desde un vértice dado al resto de los vértices.
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ALGORITMO DE DIJKSTRA: CONSTRUCCION DE ARBOL DE CAMINOS MINIMOS

El Algoritmo de Dijkstra, descubierto por el fisico neerlandés Edsger Dijkstra en 1959, resuelve el
problema de hallar el camino de longitud minima entre dos vértices de un grafo ponderado.

El algoritmo va explorando los caminos mas cortos que parten del vértice origen y que llevan a todos
los demas vértices, el algoritmo finaliza al obtener el camino mas corto que lleva a todos los
vértices.

El algoritmo de Dijkstra devuelve en realidad el peso minimo, no el camino minimo propiamente
dicho, pero permite obtener facilmente el camino minimo recorriendo en sentido inverso de la
construccion.

Es un algoritmo de busqueda de peso uniforme y, en consecuencia no funciona en grafos con aristas
de peso negativo. Al elegir el nodo (vértice) con menor distancia quedan excluidos de la bisqueda
nodos que en sucesivas iteraciones bajarian el peso general del camino al pasar por una arista con
peso negativo.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

El algoritmo de Dijkstra puede producir respuestas incorrectas si tiene pesos A OB
negativos.

3 5
La ruta mas cortaentre AyCnoes 3,enrealidades A—> B - D —» C
Se recurre al algoritmo de Bellman-Ford CO———oCbD

Con el algoritmo de Dijkstra se pueden resolver grafos con muchos vértices, que seria muy
complicado resolver con otros algoritmos, por lo que tiene una aplicacidon importante en tecnologia
y comunicaciones.

El conjunto de caminos minimos siempre es un arbol generador.

El algoritmo de Dijkstra devuelve el peso minimo no el camino minimo. Por lo que en general, el
arbol obtenido no tiene por qué ser minimo.

A continuacidn se resuelve el problema de encontrar el camino de longitud minima entre dos
vértices de un grafo ponderado no dirigido si todos los pesos no son negativos. El Algoritmo puede
adaptarse para resolver problemas de longitud minima entre grafos dirigidos.
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Hallar los caminos de longitud minima desde A 4 N BTN T
P A < 4 2 P
hasta cada uno de los restantes vértices del grafo. OB 11N r
14 79
D 6 E
B - C 19
Se eligen los nodos adyacentes que tienen menor peso en la 12 TN — | 10
arista. Se elige el nodo B, marcando la arista AB. 23 TP 73
A 4 "N 2
Surgen candidatos, el vértice D es el nodo que con 14 tiene m k /9
menor peso en la arista. Se marca la arista AD. '._15 = \; /2'3
D E
7 C 19
. "\—'\ 10
Se marca la arista BC porque es el nodo que ““-2~
con 19 tiene menor peso en la arista. 4 . 2 T
1}
Cambia el peso de la arista CT a 29.
Se marca la arista DE con peso 20
; L
D 6 E 20
B 7 C
127 N\
El arbol de longitud minima se A T
muestra en la figura adjunta.
14
 —
D 6 E
ELABORACION DE LA TABLA DE DIJKSTRA
El algoritmo de Dijkstra construye un arbol de caminos minimos B v C
desde el vértice A hasta los restantes vértices del grafo. '
El algoritmo atribuye a cada vértice v una etiqueta t(v) queesla A \ 4 1\1 12 / T
longitud del camino ya seleccionado. 18 ; 9
Se inicia la tabla con t(A)=0, t(v)=o Vv=A D 6 E
B C D E T Vértice Arista
0° o0 o0 o0 o0 o0 A
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El vértice es el mas pequefio del arbol que se va construyendo, se marca y se incorpora al arbol.

Se toman todas las aristas Av, con el resto de vértices v no pertenecientes al arbol y se actualizan las

etiquetas: ml’n[t(v), t(A)+ p(H)] .

Aparece una nueva fila en la tabla:

Asignatura. ... Grupo..........oooviii

Ejerciciodel dia ...

A B C D E T Vértice Arista
0° o) 0 0 0 0 A
12° © 14 0 o0 B AB

El vértice con menor etiqueta, en este caso B se marca, se afiade al arbol de caminos minimos y se

incorpora la arista AB.

Se toman todas las aristas Bv, con el resto de vértices v no pertenecientes al arbol y se actualizan las

etiquetas de los vértices adyacentes de B, como antes, ml'n[t(v), t(B) + p(a)] , resultando:

t(D)=14 < t(B) + p(BD) = 12 + 4=16 No cambia
t(C)=w> t(C)+ p(BC) = 12 + 7=19  Cambia
t(E)=o0 > t(E) + p(BE) = 12 + 11=23  Cambia
t(T)=c0> t(T) + p(BT) = 12 + 23=35 Cambia

En la tabla aparece una nueva fila con las etiquetas, afiadiendo la etiqueta minima D y la arista AD.

A B C D E T Vértice Arista
0° o0 o0 o0 o0 o0 A
12° © 14 oo) oo) B AB
19 14° 23 35 D AD

Ahora se observan los vértices adyacentes a D que no estan en el arbol y se actualizan las etiquetas.

Sélo hay el vértice vecino E: ml’n[t(E), t(D) + p(ﬁ)]

t(E)=23 > t(D)+p(DE) = 14 +6 = 20 Cambia

A B C D E T Vértice Arista
0° o0 o0 o0 o0 o0 A
12° 0 14 00 00 B AB
19 14° 23 35 D AD
19° 20 35 C. BC

= De otra parte, para saber cual es el vértice vecino a C en el arbol, se sube por la columna de C hasta
encontrar la primera variacion en las etiquetas.
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El vértice marcado en esa fila sera el vecino.

Asignatura
Apellidos

Ejercicio del dia

La primera variacidn que se encuentra es el salto de 19 a «©, que se produce en la fila donde esta 12°,

en consecuencia, es el vértice B

A B C D E T Vértice Arista
0° 00 00 00 00 A
12° o) 14 oo 0 B AB
19 14° 23 35 D AD
19° 20 35 C BC

Los vértices adyacentes al vértice C son los vérticesEy T.

Se actualizan las etiquetas de los vértices adyacentes de C: ml’n[t(v), t(C) + p(a):l , resultando:

t(E)=20 < t(C) + p(CE) = 19+2=21  No cambia
t(T)=35 > t(C) + p(CT) = 19+10=29 Cambia
A B C D E T Vértice Arista
0° 0 o0 o0 o0 A
12° 00 14 00 00 B AB
19 14° 23 35 D AD
19° 20 35 C BC
20° 29 E DE

El vértice con etiqueta minima es E, se afade al arbol el vértice E y la arista DE.

El vértice vecino a E en el arbol se encuentra al subir por la columna E hasta encontrar la primera
variacion en las etiquetas, el vértice marcado es 14°, con lo que es el vértice D, la ruta DE tiene una
longitud 20-14 =6

Continua el algoritmo, desde el vértice E sélo queda un vértice adyacente, T. Se actualiza la
etiqueta: ml’n[t(T), t(E) + p(ﬁ):l

t(T)=29=t(E)+p(ET)=20+9=29 No Cambia

B C D E T Vértice Arista
0° 0 00 00 o0 A
12° o0 14 0 o0 B AB
19 14° 23 35 -D AD
19° 20 35 C BC
20° 29 E DE
29° T CT
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El vértice vecino a T en el arbol se encuentra al subir por la columna T hasta encontrar la primera
variacion en la etiqueta, se encuentra en el vértice C.

La ruta CT tiene una longitud 29-19 =10

Se aiiade al arbol el vértice Ty la arista CT.

= Para hallar las rutas mas cortas desde el vértice A a los restantes vértices no es necesario
representar el grafo, basta con los datos de la tabla:

A B C D E T
0°* 0 00 00 00 00
12° 00 14 00 00

19 14° 23 35

19° 20 35

20° 29

29°

Vecino B el vértice A: Ruta AB. Longitud 12

Vecino C el vértice B: Ruta BC. Longitud 7

Vecino D el vértice A: Ruta AD. Longitud 14

Vecino E el vértice D: Ruta DE. Longitud 6

Vecino T el vértice C: Ruta CT. Longitud 10

Observando los vértices vecinos:

B 7 C

7 ® _'&.
T
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NET Problem Specification E
" Problem Type [ Objective Criterion
) Network Flow (® Minimization
) Transportation Problem O

) Azsignment Problem
®):Shortest Path Problem
() Maximal Flow Problem

" Data Entry Format
@ Spreadsheet Matrix Form

C Graphic Model Form

© Minimal Spanning Tree [ Symmetric Arc Coefficients

() Traveling Salezman Problem [i.e.. both ways same cost]

Problem Title  [DLIKSTRA |

Number of Nodes [6 |

114 Cancel Help
Metwork Modeling

File Edit Farmat Solve and Analvze £ tilities  Window  WinQSE  Help

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

AEFEIREREIRNEEENE S NiAE
M. Shortest Path Problem DIJKSTRA: RUTA MAS CORTA

From 4 To A B C D E T

A 12 14

B 12 4 11 23

C ¥ 2 10

D 14 4 b

E 2 [ 9

T 23 10 9

From To Distance/Cost | Cumulative Distance/Cost
1 A D 14 14
2 D E [ 20
3 E T 9 29
From A TeT = 29
From A To B = 12
From A ToC = 22
From A ToD = 14
From A ToE = 20
(N1
1] 14
B E
C T
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Hallar la ruta mas corta desde el vértice A hasta cada uno de los restantes vértices del grafo
ponderado. ¢El conjunto de caminos construidos constituye un arbol generador del grafo?

B C D E F G
A 5 6
B 5 6 7
C 2
D 5 9
E 7
F 9

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Se eligen los nodos adyacentes que tienen menor
peso en la arista.

Se elige el nodo B

Vértice B ruta AB Longitud: 5

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Se elige el nodo D

Vértice D ruta AD Longitud: 6
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Se elige el nodo D

Vértice D ruta AD Longitud: 6

Se elige el nodo C

Vértice C  ruta ABC Longitud: 10

Se elige el nodo E

Vértice E ruta ABE Longitud: 11

Se elige el nodo F

Vértice F ruta ADF Longitud: 11
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Se elige el nodo G

Vértice F  ruta ABCG Longitud: 12

El arbol de minimos caminos desde A es:

D@_r,\@
F

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

El conjunto de caminos minimos siempre es un arbol generador.

El algoritmo de Dijkstra devuelve el peso minimo no el camino minimo. Por lo que en general, el arbol

obtenido no tiene por qué ser minimo.

En este caso, si es un arbol generador.

= No es necesario representar el grafo. Se puede elaborar la TABLA DE DIJKSTRA

B C D E F

G

5 6

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

MmO |m|>

OIN[O[IN |

El algoritmo atribuye a cada vértice v una etiqueta t(v), que es la longitud del camino ya

seleccionado. Se inicia la tabla con t(A)=0, t(v)=0 Vvz#A
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Tiene dos vértices vecinos By C que no cambian. Se elige el vértice con menor etiqueta, que es el B
con un peso de 5. Se afade al arbol y se marca la arista AB que se incorpora al arbol de caminos

minimos.
A B C D E F G Vértice Arista

o0 o0 o0 00 o0 o0 A
5° o0 6 00 o0 00 B AB
10 6° 11 o 12 D AD
10° 11 11 12 C BC
11° 11 12 E BE
11° | 12 F DF
12° G CG

=  Aparece una nueva fila: Se marca el vértice D con menor etiqueta (6) y se marca la arista AD, que

se incorpora al arbol de caminos minimos.

Se toman todas las aristas Bv, con el resto de vértices v no pertenecientes al arbol y se actualizan

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

etiquetas de los vértices adyacentes a B: ml'n[t(v), t(B) + p(ﬁ)}

t(C)=00> t(B) + p(BC) = 5+5=10 Cambia
t(E)=o > t(B) + p(BE) = 5+ 6=11 Cambia
t(G)=ow > t(B) + p(BG) = 5+ 7=12 Cambia

= Aparece una nueva fila: Se marca el vértice C que tiene menor etiqueta (10) y se marca la arista

R, gue se incorpora al arbol.
Se actualizan las etiquetas de los vértices adyacentes a D: ml'n[t(v), t(D) + p(ﬁ)]

t(F)=o0> t(D) + p(DF) = 6+ 5=11 Cambia
t(G)=12 < t(D) + p(DG) = 6 + 9=15 No Cambia

= Aparece una nueva fila: Se marca el vértice E que tiene menor etiqueta (11) y se marca la arista

BE y se incorpora al arbol.
Se actualiza la etiqueta del vértice adyacente a C: ml'n[t(v), t(C)+ p(C_v)]
t(G)=12 = t(C) + p(CG) = 10 + 2=12 No Cambia
. Aﬁarece una nueva fila: Se marca el vértice E, incorporando la arista; DF al 4rbol.

Se actualiza la etiqueta del vértice adyacente a E: ml'n[t(v), t(E) + p(ﬁ)]
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t(G)=12 < t(E) + p(EG) = 11 + 7=18 No Cambia

Vértice | Camino Longitud
B AB 5 A@—2 3 6 ot
D AD 6 > 5
C ABC 10 6 Ce-<—86
E ABE 11
F ADF 11 D ')5\@)
G ABCG 12 F

& Encontrar el camino de longitud minima
de unas estaciones de metro entre Ay H.

Se eligen los nodos adyacentes que tienen
menor peso en la arista.

Vértice D
Ruta AD

Longitud: 5

Surgen candidatos, vértices B, CyE.
El camino minimo resulta el vértice C.

Vértice C
Ruta ADC

Longitud: 9
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Vértice B
Ruta ADCB

Longitud: 11

Vértice F
Ruta ADCBF

Longitud: 15

Vértice G
Ruta ADCBG

Longitud: 17

Vértice E
Ruta ADCBFE

Longitud: 18

Vértice H
Ruta ADCBFEH

Longitud: 23

Apellidos ... Nombre.........................oo .
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B G

{ L

F ®H

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)
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El arbol de caminos minimos es: Al

RUTA MAS CORTA: WinQSB / Network Modeling - Shortest Path Problem

B

oo
Cx

D‘\

MNET Problem Specification H

" Objective Criterion

Encontrar el camino de longitud minima
de unas estaciones de metro entre Ay H.

"Problem Type

! Network Flow

' Transportation Problem
() Azsignment Problem
(®:Shortest Path Problem:
! Mazimal Flow Problem

() Minimal Spanning Tree

() Traveling Salesman Problem

(@ Minimization

C

" Data Entry Format
(® Spreadsheet Matrix Form

! Graphic Model Form

[ Symmetric Arc Coefficients
[i.e.. both ways same cost]

"

Problem Title  [METRD

Number of Nodes |8

Cancel

Help
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Network Modeling

File Edit Farmat Solve and Analyze Resulks  Uklities  window  WinQSE  Help

M Minimal Spanning Tree Problem METRO

From \ To A B C D E F G H
A 16 10 L
B 16 2 4 ]
C 10 2 4 10 12
D 5 4 15
E 10 15 3 L
F 4 12 3 g 16
G [ 8 ¥
H 5 16 ¥

g

5

8 From MNode | Connect To | Diztance/Cost | | From Node | Connect To | Digtance/Cost

& 1 C B 2 5 B F 4

m 2 D C 4 6 B G 6

g 3 A D 5 7 E H 5

§ 4 F E 3

%J Total Minimal Connected Distance or Cost = 29

=

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR
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ALGORITMO DE DIJKSTRA EN GRAFOS DIRIGIDOS

Hallar la ruta mas corta desde el vértice A hasta
cada uno de los restantes vértices del grafo dirigido.

El algoritmo de Dijkstra se inicia
partiendo del vértice A.

Los vértices adyacentes al vértice AsonBy D,
se elige el vértice D por tener menor peso.

Vértice D ruta AD Peso: 2

Entre los posibles vértices no visitados, se
elige B por qué con un peso de 5 es el mas
pequeiio.

Vértice B ruta ADB  Peso: 5

/‘B\ 5
Entre los posibles vértices se elige C, ﬁ
con peso 6 es el mas pequefio. Al @ 3‘ ‘ ‘
Vértice C ruta ADBC Peso: 6 -
c@ *\
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Finalmente,
se elige E con un peso de 7

VérticeE  ruta ADE Peso: 7

El arbol de caminos minimos
desde A es:

Hallar la ruta mas corta desde el vértice A
hasta cada uno de los restantes vértices del
grafo dirigido.

MET Problem Specification n

"Problem Type | [ Objective Criterion
O Network Flow ® Minimization
) Transportation Problem O

(@ Aszzignment Problem
® Shortest Path Problem
O Maximal Flow Problem

" Data Entry Format
(® Spreadsheet Matrix Form

(@] Graphic Model Form

© Minimal Spanning Tree [ Symmetric Arc Coefficients

) Traveling Salesman Problem [i.e.. both ways same cost]

Problem Title  [GRAFO 1 |

Number of Nodes |5 |

o | e [ ]
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% Network Modeling
File Edit Format -Snlve and &nalyze Hesuls  Utilibies  Window  WinQSB  Help

Salve the Prablen
Solve and Display Steps - Mebwork

M Shortest Pa

Select Start and End Modes

Cancel

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Network Modeling

File Format | Resyglks  Uklities  Window Help

E Solution Table - Monzero Only
Solution Table - Al

m Garaphic Solution

I

Perform What IF Analysis

Perform Parametric Analysis

Show Run Time and Iteration

From To Dizstance/Cost | Cumulative Distance/Cost
1 A D 2 2
2 D E 5 7
From A ToE = ¥
From A ToB = L
From A ToC = b
From A To D = 2
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Una empresa de alquiler de automdviles esta estudiando el plan de renovacién de su flota de
coches para los préximos siete semestres (2020-2023) de julio de 2020 a finales de 2023.

Al principio de cada semestre, enero a julio, se toma la decisidn acerca de si debe mantener durante
ese semestre el coche o por el contrario si se debe remplazar por otro nuevo.

Suponiendo que cada coche se debe mantener al menos un afio (dos semestres) y a lo sumo dos
afios (cuatro semestres), determinar la politica de reemplazo para ese periodo con el minimo coste,
considerando los datos de la tabla adjunta que, muestra el coste estimado de reemplazamiento (en
euros) en funcion del semestre en el cual se adquiere y el nimero de semestres en servicio, para un
modelo determinado.

Dos semestres Tres semestres Cuatro semestres

Segundo semestre 2020 3.800 4.100 6.800
Primer semestre 2021 4.000 4.800 7.000
Segundo semestre 2021 4.200 5.100 7.200
Primer semestre 2022 4.800 5700 | -
Segundo semestre 2022 5700 | @ - | e

A ="segundo semestre 2020" D ="primer semestre 2022"

Denotando los sucesos: B ="primer semestre 2021 E="segundo semestre 2022"
C="segundo semestre 2021" F="primer semestre 2023"

Una red que representa la situacidn descrita seria:

Aplicando el algoritmo de Dijkstra para hallar el camino minimo desde el vértice A a todos los
demas, excluido B que no conecta con A
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8,9 98| < G:min{9,8; 4,1+5,7}=9,8

8,9 98| < G:min{9,8;6,8+5,7)=9,8

A C D E F G
0 3,8 41 6.8 co (4]
N N R S A A
38 41 6.8
4
41" 6,8 89 9.8
N
6,8
4
4
9.8
El camino minimoes: A —%1 5 p —27 y G —» Coste minimo 9.800 euros

" Problem Type

C Metwork Flow

() Transportation Problem
) Assignment Problem
@®Shortest Path Problem:
) Maximal Flow Problem

) Minimal Spanning Tree

() Traveling 5alesman Problem

Por tanto, el coche comprado en el segundo semestre del afio 2020, se cambia en el primer
semestre del afio 2022 y se mantiene el segundo semestre del afio 2023.

WinQSB / Network Modeling - Shortest Path Problem

NET Problem Specification E

 Objective Criterion
® Minimization

@]

E:min{6,8; 3,8+4,2}=6,8
8,9 11 | < {F:min{w;3,845,1}=8,9
I 1 G:min{e; 3,8+7,2} =11

" Data Entry Format
(@ Spreadsheet Matrix Form

) Graphic Model Form

[ Symmetric Arc Coefficients
[i.e.. both ways same cost]

Number of Nodes |7

-

Problem Title [ALQUILER COCHES

Cancel

Help
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Network Modeling

File Edit Format 3Solve and &nalvze Resulks  Uklities  Window  WinQSE  Help

E =2 = & | B |2 |o.00] A

A 3.8 41 6.8

B 4 48 ¥

C 5.1 72
D 48 L
E L
F

T B B f—

File Faormat Resulks  Utilities  Window  Help

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

EIE oo A | (2]
From Node | Connect To | Distance![ﬁust| |me MNode | Connect To | Distance/Cost
1 B D 4 4 B E 4.8
2 A C 38 L] D F 4.8
3 A D 41 [ D G L
Total Mimmal Connected |Distance or Cost = 27.20

En la red de comunicaciones de un aeropuerto se han detectado averias, por lo que se hace
necesario analizar todos los nodos para verificar las conexiones. La etiqueta de cada tramo
representa el coste de reparacidén de un tramo (en miles de euros).

a) éPuede el técnico revisar todos los nodos sin pasar dos veces
por el mismo y volver al nodo inicial?.

b) Si el técnico decide revisar todos los tramos de la red, épuede
hacerlo sin pasar dos veces por el mismo tramo?.

c) Si el técnico para salir del paso decide reparar sélo los tramos
gue permitan la conexion entre Ay H. ¢{Cuales son los tramos que
hay que reparar para que el coste sea minimo?.

¢Cudl sera el coste total de la reparacion?.

a) Un camino hamiltoniano pasa una sola vez por cada vértice (nodo). Si el camino es cerrado se
denomina ciclo hamiltoniano.

Para que hubiera un ciclo hamiltoniano las aristas incidentes en los vértices tendrian que tener grado 2.

En consecuencia, el técnico podra revisar todos los nodos sin pasar dos veces por el mismo si la red es
hamiltoniana. Para que pudiera hacerlo no tendria que pasar por los nodos Ky L.
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b) Un camino es euleriano cuando la trayectoria contiene todas las aristas y recorre cada arista una sola
vez. Cuando el camino euleriano comienza y termina con el mismo vértice se denomina ciclo euleriano.

Una condicidn necesaria y suficiente para que la red tuviera un camino euleriano es que fuera conexa y

que todos los vértices tuvieran grado par, o a lo sumo dos vértices con grado impar.

Por tanto, el técnico podria recorrer todos los tramos de la red sin pasar dos veces por el mismo tramo si
admite una camino euleriano, situacién que no se cumple porque hay seis nodos (C, E, H, J, L, K) con grado

impar.
c) Se requiere hallar un camino de longitud o coste 3 2
minimo del nodo A al nodo H. Para ello, basta aplicar 0 ©
. . FPAS 2~
el algoritmo de Dijkstra entre los dos nodos. 4 \]_} AN
Los tramos que se tienen que reparar entre los nodos & (1) 1 D
Ay H son los que corresponden al camino 7 5/{]'_("‘_;.i 4
A-B-C-L-K-H que es de coste o longitud minimo. TVl ®
o \3 3
El coste total de la reparacion seria de 12.000 euros. 5
e—2—
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FLUJO MAXIMO EN REDES
En teoria de grafos, un grafo dirigido con pesos es también conocido como una red.

Se determina el Flujo Maximo porque hay innumerables cuestiones practicas donde lo mas importante
es conocer la cantidad de flujo que pasa a través de una red.

El problema del Flujo Maximo consiste: Dado un grafo dirigido con pesos, G = (V, A,W), que representa
las capacidades maximas de los canales, un nodo de inicio S yotrode fin T en V, se trata de encontrar
la cantidad maxima de flujo que puede circular desde S hastaT.

Las aristas representan canales por los que puede circular cierta cosa: transmision de datos, redes de
corriente eléctrica, lineas de oleoductos, agua, automoviles, etc.

Los pesos de las aristas representan la capacidad maxima de un canal: velocidad de una conexidn,
cantidad maxima de trafico, voltaje de una linea eléctrica, volumen maximo de agua, etc.

Los problemas de Flujo Maximo se pueden resolver mediante programas informaticos, por ejemplo, el
programa WinQSB con un conjunto de herramientas utiles para la investigacion de operaciones. Dentro
de WinQSB se encuentra el modulo Network Modeling (Maximal Flow Problem), que permite resolver
problemas de Flujo Maximo con facilidad.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

CONCEPTOS BASICOS:

* Flujo: Circulacién de unidades homogéneas de un lugar a otro.

= Capacidad de flujo: Capacidad de unidades que pueden entrar por el nodo fuente y salir por el
nodo destino.

= Origen o fuente de flujo: Nodo por el que ingresa el flujo.
= Destino o Sumidero de flujo: Nodo por que sale el flujo.

= Capacidades residuales: Capacidades restantes una vez que el flujo pasa el arco.

METODO DE FORD-FULKERSON: FLUJO MAXIMO EN REDES

El método propone buscar caminos en los que se pueda aumentar el flujo hasta que se alcance el flujo
maximo, la idea es encontrar una ruta de penetracion con un flujo positivo neto que una los nodos de
origen y destino.

* Elflujo es siempre positivo y con unidades enteras.
= El flujo a través de un arco es menor o igual que la capacidad.

= El flujo que entra en un nodo es igual al que sale de él.
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PASOS PARA LA RESOLUCION DE UN PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO
1. Identificar el nodo origen y de destino.
2. Partiendo del nodo de origen se elige el arco que posea mayor flujo

Identificar los nodos de transbordo.

W

Repetir el proceso como si el nodo intermediario fuera el nodo origen.
5. Calcular 'k' y las nuevas capacidades.

6. Obtenido el resultado se cambian las capacidades y se repite idéntico procedimiento desde el inicio.

C = Capacidad

ij =indices de los nodos
Cij, i =(Ci_klcj+k) e .

k = Minimo flujo que pasa por el nodo

k = min(capacidades de la ruta)

El Flujo Maximo que puede pasar del nodo origen hasta el nodo destino es la suma de las capacidades

Yk dela ruta.

k =min(w,30,20) = 20
Ci3.31 = (30-20,0+20) =(10, 20)
Css,53 = (20-20,0+20) = (0, 20)
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Ruta: 1- 2 - 3 - 4- 5 / Remplazando nuevas capacidades

(20, 1) (40, 2)

k =min(,20,40,10,20) = 10
Cy, 21 =(20-10,0+10) = (10, 10)
Cy3 3, = (40-10,0+10) = (30, 10)
C34.43 = (10-10,5+10) = (0, 15)
Cys.54 = (20—10,0+10) = (10, 10)

Ruta: 1- 2 - 5 / Remplazando nuevas capacidades

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

k =min(,10,20) = 10
Ciy 51 =(10-10,10+10) = (0, 20)
Cys.5, = (2010, 0+10) = (10, 10)
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Ruta: 1- 3 - 2- 5 / Remplazando nuevas capacidades

k =min(«,10,10,10)=10

Cy3 3, =(10-10,20+10)=(0, 30)
Cs,,53 =(10-10,30+10) = (0, 40)
Cys, 52 =(10-10,10+10) = (0, 20)

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

k =min(c0,10,10) =10
Cy4 4 =(10-10,0+10)=(0, 10)
Cys,54 = (10-10,10+10)=(0, 20)

(10, 3) (10,1)

Finalmente, Ruta: 1- 4 - 5 / Remplazando nuevas capacidades

El Flujo maximo se obtiene al sumar todas las nuevas capacidades:

>k=20+10+10+10+10 =60
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Network Modeling / Maximal Flow Problem

Muchos problemas pueden ser modelados mediante una red en donde los arcos limitan la cantidad
de un producto que se puede enviar. En estas situaciones, frecuentemente se transporta la maxima
cantidad de flujo desde un punto de partida llamado fuente hacia un punto final denominado pozo.

NET Problem Specification E

"Problem Type Objective Criterion |
)/ / Metwork Flow O
() Transportation Problem ® Maximization

(" Assignment Problem
(' Shortest Path Problem
(® Maximal Flow Problem

" Data Entry Format
(@ Spreadsheet Matrix Form

() Graphic Model Form

© Minimal Spanning Tree [ Spmmetiic Arc Coefficients

(! Traveling Salesman Problem [i.e.. both ways zame cost]

Problem Title  [FLUJO MAXIMO |

Number of Nodes |5 |
oK Cancel Help

Metwork Modeling
File Edit Faormak Solve and Analvze Resdlks  Utblikies  Window  WinQSE  Help

Bl EH &S % B[] fo.oo] A

From \ To s | 2 | 3 | 4 | t
s B 10

2 40 20
3 10 20
4 5 20
t

Select Start and End Nodes E

Click to select a start node Click to select an end node

Solve and Display Steps
T
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Network Modeling

File Format Results  Uklities  Window Help

(== |n.un|A =l=|=|[l=
M Solution for Maximal Flow Problem FLUJO MAXIMO
From To |Met Flow From | To | Net Flow
1 - P2 20 L] 3 4 10
2 3 3 30 b 3 t 20
3 3 4 10 ¥ 4 t 20
4 2 t 20
Total Met Flow From 3 To t = 60

RESOLUCION ALGORITMO DE FORD - FULKERSON

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Red residual
capacidades
capacidades erlduaIes
remduV \ 5
3 2 y

Nodo -~

Fuenté |
Nodo\
1 Sumidero

La red esta formada por 5 nodos, 7 aristas y una funcién capacidad. Se comienza poniendo todos los

iy

flujos a 0.
Red inicial

Nodo - Capacidad

/ \ F|Uj0
ujo
Capacidad

10/0 \
Nodo /

Fuente \
9/0

Camino de aumento: Camino sin nodos que une s con t
Cuello de botella: Minimo de las capacidades residuales de un camino de aumento.

/

/

——4/0

v
=

\
Nodo

\

10/0

Arista
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Se busca un camino de aumento: s-2 -t

Red residual

10

2 Cuello de botella =

5
\
3
/
Camino de
10
/ \\ 54
6/0
3

aumento Flujo maximo=0+9=9

a4
2

Se actualiza la red residual

4

10/0
5 —4/0 >t
9
0 2/0 9
/ B

Cuello de botella =
= minimo (10, 6, 4) =4

9
0
Camino de

- aumento
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Se actualiza la red residual.

(7}

/N

Se busca otro camino de aumento: s-4-t

o~

Cuello de botella =
=minimo (6, 5)=5

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

A . .
)
3,
s © o
=3 B
e w

N

<

.|

]

Q

W

w

o " i
@ Flujo maximo=13 +5 =18
<L

o —

g aumento 2

L

=

w Se actualiza la red residual.

<L

Qo

=

5 4

/N

N

A

El algoritmo de Ford - Fulkerson finaliza porque ya no se pueden encontrar mas caminos en
aumento. El flujo méaximo es > f(arista)=9+9=18
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4| Network Modeling / Maximal Flow Problem
i |
NET Problem Specification n
"Problem Type " Objective Criterion
1 Metwork Flow C
! Transportation Problem (® Maximization

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

C! Azzignment Problem
) Shortest Path Problem
(@ Maximal Flow Problem

" Data Entry Format
(® Spreadsheet Matrix Form

() Graphic Model Form

@l Tinel Sgeb b Ui [ Symmetiic Arc Coefficients

! Traveling Salesman Problem (i.e.. both wayz same cost]

Problem Title  [FLUJO MAXIMD |

Number of Nodes [5 |
oK Cancel Help

MNetwork Modeling
File Edit Format Solve and Analvze Resulks  Ukilities  Window  Wing3E  Help

H = EH| & & | Bz 2] o.00] A

From \ To s | 2 | 3 | 4 | t

s B 10

2 2 10
3 4
4 6 5
t

Select Start and End Nodes

Click to select a start node Click to select an end node
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MNetwork Modeling

File Format Results  Ubilikies  Window  Help

=EIR] |u.un|A =l=(=[[]II=
& Solution for Maximal Flow Problem FORD-FULKERSOM . ..
El Flujo maximo de s hasta t es 18.
From | To |Net Flow FrumlTu|Net Flow
1 - i 2 9 4 3 t 4
2 > 4 9 LT 4 3 4
3 2 t 9 [ 4 t L
Total Met Flow From S To t = 18

Network Modeling / Maximal Flow Problem

o
g
-
o > (A3 ,D)—_9 O
@—0—0 @
g 7 ll 4 Tl
- Obtener el maximo flujo que se puede 6
: —(®
o llevar del nodo O al nodo T 4
L
74
% b
NET Problem Specification H
'Problem Type | [ Objective Criterion
O Metwork Flow O
) Transportation Problem ® Mazimization

() Assignment Problem
() Shortest Path Problem
(® Maximal Flow Problem

" Data Entry Format
(8 Spreadsheet Matrix Form

) Graphic Model Form

© Minimal Spanning Tree [ Symmetric Arc Coefficients

() Traveling Salesman Problem [i.e.. both ways same cost]

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Problem Tile  [FLUJO MAXIMD |

MNumber of Nodes |7 |

114 Cancel Help

Portal Estadistica Aplicada: Redes Valoradas. Algoritmos 61



UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

L .
U A M ASIONACUTA ... Grupo.............ooooiii

. . . Apellidos ... Nombr
Universidad Auténoma pellidos ... ombre......................
de Madrid Ejerciciodel dia ...
& Network Modeling
File Edit Format | Soive and dnalvze Fesulis Utilities  window WinQSE  Help

Salve the Problem
Solve and Display Steps - Metwork,

M Maximal Flo

From A To 0 A | B‘\ | [ D E T
0 = 5 7 1

A 1 3

B 2 4 5

C 4

D ]
E 1 6
T

Select Start and End Modes

lick to zelect a start node Click to select an end node

)
[m]
<T
-
5]
&)
o
o
—
o
<
a
=z
@
o
o
il
o
a
=

Cancel

I H = — Mo 0o =

Network Modeling
File Edit | Format Solve and Analyze  Resulks  Utilities  Window  WinQSE  Help

E Murnber
T - - Fant
m alignment

Row Height
Colurmn Width

Symmekric) Asymmetric Arc Coefficents

Switch b Graphic Mod From | To |Net Fluwl |me | To | Met Flow
1 o A 3 6 B E 3
2 0 B ¥ 7 C E 4
3 0 C 4 8 D T 8
4 A D 3 9 E D 1
5 B D 4 m E T [
Total Met Flow From 0 To T = 14

El Flujo mdximo de O hasta T es 14.
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FLUJO MAXIMO EN REDES: PROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL

El Problema del Flujo Maximo es similar al Problema de Ruta mas Corta, ahora se busca determinar el

flujo maximo entre un nodo fuente y un nodo destino, que estan enlazados a través de una red,

arcos de capacidad finita.

con

P 10 i
(2) *(3)
A p 18 Los numeros asignados a cada uno
7 de los arcos representan los flujos
N N 7, maximos o capacidades
(1) 25 L4 9 () 40 (8) .
O/ "/ Y » 2/ correspondientes a cada arco.
\ 4 x;; = Unidades que fluyen desde
5
) 7 9 el nodoial nodo j.
i | { !
'-\_Ef/ s 2,

los nodos que conectanaél (3,6y 7).

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Alternativas: Maximizar z = X, + X, +X;5 0 bien Maximizar z = X35 + Xgg + X5

Restricciones:

unidades.

X197 X34<25 X;5<5 X310 x34<18
Xg3 20 X4e<9 X5<4 X5;<15 Xgz<40 x,3<9

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Funcién Objetivo: Maximizar las unidades que salen del nodo de origen (1) a los nodos que esta
conectada (2, 4 y 5) o alternativamente maximizar las unidades que llegan al nodo de destino (8) desde

* Flujo Maximo: La cantidad de unidades que sale de cada nodo de origen a un nodo de destino no
puede superar la capacidad del arco. Por ejemplo, del nodo 1 al nodo 2 sélo se pueden enviar 7

= Balance de Flujo en los Nodos: Las unidades que entran a un nodo debe de ser igual a las unidades

que salen. Por ejemplo, el niUmero de unidades que se envian del nodo 1 al nodo 4 debe ser igual a

las que salen del nodo 4 (se envian al nodo 3y al nodo 6).

) )
X12 = X3 X33 —Xp3 =0
X1a = Xg3 T Xgg X14 ~X43 ~ X6 =0
Xic = Xep + X Xic —Xcg — X7 =0
1 7 1 7
J¥15 =Xs6 TXs7 - [Xas T X6 ~Xs
X23 T Xg3 = X3 Xz3 +Xg3 —X3g =0
X46 T X5 = Xgg X4 +X56 —Xgg =0
[ Xs57 = X7g [Xs7 —X73 =0

= No Negatividad e Integralidad: Las variables de decisidn tienen la condicién de no negatividad
(x;; = 0), adicionalmente se exige que éstas adopten valores enteros. Si se omite esta condicion

podria dar un problema de Programacion Lineal.
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FLUJO MAXIMO: PROGRAMACION LINEAL

LP-ILP Problem Specification n

Problem Title: [FLUJO MAXIMD |
Number of Number of
Variables: ICI Constraints: |:|

[Objective Criterion™ | [ DefaultVariable Type™ |

® Maximization " Honnegative continuous
) Minimization
(8 Nonnegative integer

rData Entry Format 1 ) Binary [0.1)

® Spreadsheet Matrix Form ) Unsigned/unrestricted
) Mormal Model Form

1].4 Cancel | Help I
E# Linear and Integer Programming

File Edit Format  Solve and Analvze  E Utilities  Wwindow  Wing3gk  Help

M FLUJO MAXIMO

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

WYariable --> X12 14 X15 43 ¥57 | X383 | ¥68 | ¥78 | Direction (R.H.5.
Maximize 1 1 1

C1 1 -1 = 1]
c2 1 -1 -1 = 1]
C3 1 -1 -1 1]
C4 1 1 -1 = 1]
ChH 1 1 -1 1]
Cb 1 -1 = 1]
LowerBound 0 1] 0 0 0 0 0 0 0 0 1]

UpperBound 7 25 5 10 20 9 4 15 18 40 9

YanableT ype|ontinuo sntinuor antinuo. nbinuo) mbinuo) mbinuo) nbinuo)nbinuo ntinuc mbinuon mbinuo

M FLUJO MAXIMO

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

W
0OBJ/Constraint/¥ariableType/Bound

Maximize 1X12+1X14+1X15

C1 1X12-1423=0

C2 1X14-1X43-1X46=0

C3 1X15-1%56-1X57=0

C4 1X23+1X43-1X%38=0

C5 1X46+1X56-1X68=0

C6 1X57-1478=0

Integer:

Binary:

Unrestricted:

x12 »=0, ¢«=7F

14 »=0, ¢<=25

X15 »=0, ¢=hH

X23 »=0, <=10

43 »=0, ¢<=20

XAG6 »=0, <=9

#h6 »=0, <=4

Xh7 »=0, ¢<=158

=38 »=0, <=18

X688 »=0, <=40

bt ] »=0, <=9
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B Linear and Integer Programming

File Format Resulks  Utilities  indow  Help
[ [EE[] ERNEEENE

Decizion | Solution | Unit Cost or Total Reduced Basis
Yariable | ¥alue Profit C[j] | Contribution Cost Status
1 X12 ¥ 1 ¥ 1] basic
2 X114 20 1 20 1] basic
3 X15 5 1 5 1] basic
4 ¥23 ¥ 1] 0 1] basic
L] ¥43 11 1] 0 1] basic
b X46 9 1] 0 1] basic
¥ *b6 4 1] 0 1] basic
8 b UT) 1 1] 0 1] bagic
9 x3g 18 1] 0 1] basic
10 *68 13 1] 0 1] basic
11 X78 1 1] 0 1] basic
Objective | Function | [Max.] = 32 Mote: Alternate Solution E:u:ists!

combinacién de un nodo origen - destino.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR
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i : : Apellidos.................... Nombre
Universidad Autdénoma I

de Madrid Ejercicio del dia

Encontrar el Flujo maximo
de la red.

Funcion Objetivo: Maximizar las unidades que salen del nodo de origen (1) a los nodos que esta
conectada (2 y 3) o alternativamente maximizar las unidades que llegan al nodo de destino (7) desde los
nodos que conectan a él (4,5y 6).

Alternativas: Maximizar z = x,, + X;3 0 bien Maximizar z = x,; + Xg; + X4

Restricciones:

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

* Flujo Maximo: La cantidad de unidades que sale de cada nodo de origen a un nodo de destino no
puede superar la capacidad del arco.

{xnsm X310 Xp3S1 X3 S1 X6 X364 X354 X,,<8
Xea 3 Xgg <3 X35S12 X <2 Xgg<2 X758 X437 X752

= Balance de Flujo en los Nodos: Las unidades que entran a un nodo debe de ser igual a las unidades
que salen.

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Nodo 5: X35+ Xgg — Xgg —X5; =0

= No Negatividad e Integralidad: Las variables de decisidn tienen la condicién de no negatividad

(x;; 2 0), adicionalmente se exige que éstas adopten valores enteros. Si se omite esta condicién

podria dar un problema de Programacion Lineal.
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FLUJO MAXIMO: PROGRAMACION LINEAL

LP-ILP Problem Specification E

Problem Title: |[RED2 |
Number of Number of
Wariables: Constraints: D

" Objective Criterion | [ Default Yariable Type I

® Maximization ) Monnegative continuous

) Minimization

" Data Entry Format 1 C) Binary [0.1])

(@ Spreadsheet Matrix Form O Unsigned/unrestricted
C) Normal Model Form

1] 4 ‘ Cancel

| Help |

B# Linear and Integer Programming

File Edit Format Solve and Anakvze

Uilities  Window WinQSE  Help

Variable > | ¥12 [ X13 [X23 ]| X32 | X26 | %36 [ %63 | %24 | X64 | X46 | X35 | X65 | X56 | X57 | X47 [ ®67 | Ditection | R.H. 5.
Maximize 1 1

2 1 -1 1 -1 -1 = o
3 1 1 -1 -1 1 -1 = o
4 1 1 -1 -1 = o
5 1 1 -1 -1 = o
6 1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 = o
7 -1 -1 1 1 1 = o
LowerBound | O o 1] o 1] 1] o 1] 1] 1] 1] 1] o 1] 1] 1]

UpperBound | 10 10 1 1 6 4 4 ] 3 3 12 2 2 ] 7 2

WYariableType| ntegel ntegel ntege Integer Integer Integer ntege Integel ntege Integer Integer Integer ntegel Integer ntege Integer

M aximize 1412+1X13

0BJ/Constraint/¥ ariableT ype/Bound
Maximize 12124113

2 1X12-1X23+1532-1526-1X24=0

3 1X13+1423-1X32-1X36+1X63-1X35=0
4 1H24+1X64-1X46-1X47=0

L] 1235+ 1%65-1X56-1X57=0

[ 126+ 1236-1X63- 1464+ 146-1X65+1X56-1X67=0
7 1K1 2-1X13+41XK57 41X 47+ 1X67=0
Integer: X12. X13. X23. X32. X26. X36. X63. X24. X64. X4b, X35, X655, X56, X657, X47_ X67
Binary:

Unrestricted:

X12 »=0, ¢<=10

X13 >=0, <=10

X23 »=0, <=1

X3z »=0, ¢=1

X26 »>=0, <=6

%36 »=0, ¢=4

63 »>=0, <=4

X24 »>=0, <=8

Xb4 »=0, ¢=3

X46 »>=0, ¢=3

X35 »=0, <=12

*B5 »=0, ¢=2

X566 »>=0, ¢=2

®h7 »=0, <=8

x47 »=0, <=7

X67 »=0, ¢=2
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Decizion | Solution | Unit Cozt or Total Reduced| Baszis

Yariable | Value Profit C[j] | Contribution Cost Statusz
1 12 | 9 1 9 0 basic
2 x13 8 1 8 0 basic
3 ®23 0 1] ] 0 at bound
4 =32 0 1] ] 0 at bound
L] =26 2 1] ] 0 basic
[ %36 0 1] ] 0 at bound
i Xb63 0 1] ] 0 at bound
] =24 i 1] ] 0 basic
9 b4 0 0 0 0 at bound
10 A6 0 1] ] 0 at bound
11 *3h 8 1] ] 0 basic
12 Xb6h 0 1] ] 0 at bound
13 bl 0 1] ] 0 at bound
14 =7 ] 1] ] 0 basic
15 AT F) 1] ] 0 basic
16 =67 2 1] ] 0 basic

Objective Function [Max]= 17 |

Hojan2...................

M Solution Summary for RED2

El Flujo maximo que puede llegar al nodo de destino son 17 unidades. Los valores de las celdas en
color amarillo representan la solucién éptima, es decir, la cantidad de unidades que fluyen en cada
combinacién de un nodo origen - destino.
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Una aerolinea espafiola, con el objetivo de maximizar beneficios, ha contratado a un estudiante de
Gestion Aerondutica para realizar un estudio sobre el maximo flujo de vuelos que puede hacer en su ruta
Madrid - Nueva York. Segun se refleja en el grafo, la aerolinea tiene vuelos en los siguientes destinos:
Madrid - Barcelona - Las Palmas de Gran Canarias - Londres Heathrow - Miami - Nueva York.

10

Cada nodo representa el cédigo de
aeropuertos donde hace escala:

1 - Madrid (MAD)

2 - Barcelona (BCN)

3 - Las Palmas de Gran Canaria (LPA)
4 - Londres-Heathrow (LHR)

5 - Miami (MIA)

6 - Nueva York (JFK)

40

35

10
Calcula el flujo maximo por el Método de Ford-Fulkerson.
Solucién:

= Ruta: Madrid - Miami - Nueva York (1-5-6)

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

b =min (10, 20) =10

Flujo Maximo =0 + 10 =10

C15,51 = (10— 10,5+ 10) = (0, 15)
C55,55= (20 -10,5+ 10) = (10,15)

= Ruta: Madrid - Barcelona - Nueva York (1-2-6)

b =min (15, 40) = 15

Flujo Maximo =10+ 15=25

C12,21 = (15 - 15, 0+ 15) = (O, 15)
C25,62 = (40— 15, 0+ 15) = (25, 15)
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= Ruta: Madrid - Las Palmas - Miami - Londres - Nueva York (1-3-5-4-6)

10
25
b = min (30, 10, 25, 20) = 10
Flujo Maximo =25 +10 =35
C13,31 = (30 -10,0+ 10) = (20, 10)
C35,53= (10 - 10, 0+ 10) = (0, 10)
C54,45 = (25 -10,5+ 10) = (15, 15)
C45,54= (20 - 10, 0+ 10) = (10, 10) 15
0
= Ruta: Madrid - Las Palmas - Nueva York (1-3 - 6)
10
25

b = min (20, 35) = 20

Flujo Maximo =35 + 20 =55

C13,31 = (20 -20,10+ 20) = (0, 30)
C35,63 = (35 -20,5+ 20) = (15, 25)

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

El algoritmo ha finalizado porque desde Madrid todos los aviones salen con capacidad 0.

El Flujo Maximo total de vuelos es 55.

NET Problem Specification E

Problem Type~ | [ Objective Criterion~ |
) Network Flow C
() Transportation Problem @ Maximization

Cl Aszzignment Problem

 Data Entry Format
' Shortest Path Problem

(® Spreadsheet Matrix Form

Resultado con WanSB: (8 Maximal Flow Problem 06 .
raphic Model Form
Network Modeling / Maximal Flow Problem C Minimal Spanning Tree [~ Symmetric Arc Coefficients
) Traveling Salesman Problem [i.e.. both ways same cost]

Problem Title  [FLUJO AEROLINEA |

Number of Nodes |6 |

Portal Estadistica Aplicada: Redes Valoradas. Algoritmos 70



» .
UAM AsIgNAtura . ... Grupo.............

Apellidos ... Nombre..................

Universidad Auténoma
de Madrid Ejercicio del dia

Metwork Modeling

File Edit Format 3Solve and Analyze Resdlts  Utilities  Window  WinQSE  Help

M. Maximal Flow Problem FLUJO AEROLIN

From To 1
1 15 30 10
2 L] 10 40
3 10 35
4 5 20
5 5 25 20
[ 5

MNetwork Modeling

File Format Results Utilities  Window  Help

™ Solution for Maximal Flow Problem FLUJO AEROLINEA

From | To |Net Fluw| |me|Tu|Net Flow

1 1 i 2 15 4| 2 | b6 15
2 1 3 30 5| 3 |6 30
3 1 5 10 6| 5 6 10

m
I

Total Met Flow From 1 To 55

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR
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