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MODELO DETERMINISTA DE COLAS
Cuando la demanda A es mayor que la capacidad L, el factor de utilizacién

A R
p=—>1, entonces para calcular las demoras es necesario utilizar otro

criterio en teoria de colas.

Este fendmeno ocurre en muchos sistemas durante un periodo corto de tiempo
introduciendo el modelo determinista de colas.

Un modelo deterministico es un modelo matematico donde las mismas entradas
producen invariablemente las mismas salidas, sin contemplar la existencia del azar ni el
principio de incertidumbre.

Estado del sistema=numero de clientes en el sistema

L, =Longitud de la cola=ndmero de clientes en cola=
= estado del sistema—numero de clientes en servicio

A =tasa de llegadas
L = tasa de servicios

Sea N(t)=Numero de clientes en el sistema en el instantet =
= numero de clientes en cola mas el nimero de clientes que estan siendo servidos

Si t=0 no hay clientes N(0)=0

Sea A el nimero de llegadas independientes por unidad de tiempo, (1/A) el tiempo
constante entre dos llegadas consecutivas. Por otra parte, sea p el nimero de
servicios por unidad de tiempo (cuando el sistema estd ocupado),y (1/p) el tiempo
gue se tarda en realizar un servicio.

Se define t=Instante de tiempo en el que se produce el primer rechazo
es decir, llega un cliente cuando en el sistema hay (k —1) clientes.

En el andlisis se distinguen dos casos, segun si la tasa de llegadas es mayor (A >p) o
menor igual que la de servicio

= A>u

Site (O,x) — No ha llegado todavia ningun cliente, en este intervalo de tiempo no

hay clientes en el sistema.

Si te(%,rj - N(t)=|:llegadas en (O,T]] —(servicios en (%,rD
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t
Numero de llegadas en (0,t] =| —— |=At
g (0,7] (1/kj

Numero de salidas (l,r} = t=1/2 =put—
A 1/p

> =

En consecuencia, N(t)=At — (ut —%j

a) Cuando el tiempo de servicio es un multiplo entero del tiempo entre llegadas, es

decir: m(1J=l
A)ou

En este caso, siempre que se produce la salida de un cliente hay una llegada
simultanea. Asi, no puede suceder que haya simultaneamente una salida y un rechazo,
pues si un cliente sale, se deja una plaza libre en el sistema para el otro cliente que
llega en ese momento.

En consecuencia, el nimero de clientes es creciente hasta que a partir del
instante T es constantemente igual a la capacidad (k —1) del sistema.
Luego, se tiene:

0 t<1
A
N(t) =< Xt—(ut—gj l<t<1:
A A
k-1 t>1

Suponiendo que se tiene disciplina FIFO, los valores asociados a cada cliente:

W," = Tiempo de espera en cola del cliente n—ésimo.

s = Tiempo de servicio del n— ésimo cliente.

T™ = Tiempo transcurrido entre las llegadas de los clientes n—ésimo y
(n+1)—ésimo

(n) (n) _7(n) ¢ (n) (n) (n)
W W,"+5 T S W7 +57>T
; 0 Si W +sM <1

. . 1 :
Aungue la relacién se verifica en general, se observa que $™ == y si t<t entonces
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1 1 1
T = Consecuentemente, W™ =W0‘I“’+(———)

Por otra parte, si t> T un cliente entra al sistema justo cuando sale otro. Por tanto, el
cliente que entra se encuentra con (k —2) clientes en cola delante de él y un cliente
empezando el servicio. En consecuencia, el tiempo de espera en cola para este nuevo

1
clienteserd (k—2)—

7)

(n—1)(1—1J n=1,2, ... ,At-1
18

En definitiva: Wé”’ =
k-2

o Lsl
Aop

El tiempo entre llegadas es mayor o igual que el tiempo de servicio, cuando llega un
cliente es servido y sale del sistema antes de que llegue el siguiente cliente (en la peor
situacién, cuando llegue el siguiente cliente si el tiempo entre llegadas es igual al
tiempo de servicio).

Por tanto, considerando que en el instante cero no hay individuos en el sistema, el
numero de clientes en el sistema siempre variara entre [0, 1] y el tiempo de espera en

cola de cualquier cliente es cero.

En este caso, una situacion particular supone que cuando el sistema se inicia ya hay un
numero de clientes C esperando en el mismo.

1_1
Aop

Si el tiempo entre llegadas coincide con el tiempo de servicio, siempre habra C clientes
en el sistema y el tiempo de espera en cola del n— ésimo cliente toma la expresion:

r

1
(h—-1)— 1<n<C
(n) _ B
Wq =< 1
(C-1)= n>C
\ u
1 1
. —_>—
Aop

Si el tiempo entre llegadas es mayor que el tiempo de servicio, hay un primer instante
t=0 no hay clientes N(0)=0.
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Hasta ese momento, el nimero de clientes en el sistema en cada instante sera:

Nm:C_Kl/tu}(l/txﬂZC_(”t_M)

El instante T =menor real positivo tal que C= (ut - Xt)

Inmediatamente después del instante t el sistema permanece vacio, hasta que se

1 1
produce la siguiente llegada en el instante t, = At (Xj + (I)

En el instante t, un nuevo cliente entra al sistema y al no haber nadie mas, entra
directamente al servicio, del que sale en el instante t, + 1, con lo que el estado del

. . . . . 1
sistema (numero de clientes en el sistema) sera 1 entre |:’|:1, T, +—
n

. . . 1 1 2 i
El siguiente cliente llega en el instante 7, =1, + I Xt[xj + I después de haber
salido el cliente anterior, después el sistema vuelve a estar vacio en el intervalo
1 1
T,+—,7, | ytomaelvalorlentre|t,,t,+—|.
H H

El proceso es reiterativo, en consecuencia:

-

C—(nt—At) 0>t<nt
1 1 1 k
N(t) =1 0 T<t<rt, T +—2t<T +— siendo T, =(AT) —+—
7} A AA
1
1 T 2t<t +—
| u

Verificando la igualdad W™ =W + 5™ —T®" se tiene la siguiente expresion para el

tiempo de espera en cola:

(

(n—1)1 1<n<C
1l
(n) 1 k
W' =1(C+k—-1)——— n=C+k 0<k<irt
noA
0 n=C+k k>At
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SISTEMA DE UN AEROPUERTO:
EQUILIBRIO ENTRE DEMANDA'Y CAPACIDAD OPERACIONAL

Q.AEREQ(1) F" = VAR
ERTETE
’

Calidad Herramienta de Mejora

with mrport {ul

La llegada a un aeropuerto (aviones como pasajeros)  ----t---- q e
es un fenémeno aleatorio que se analiza utiliazando | F =
modelos estocdsticos de colas. L _____ '(“J pista (Servidor)

La demanda en periodos de poca duracién excede de la capacidad del aereopuerto,
proceso que se analiza con modelos deterministicos.

Pista 1

Asumiendo las condiciones de operacion IFR )_)_ ’_)_ )_)_
(Instrumental Flight Rules) que no es necesario )_)_<

)

tener contacto visual con el terreno, las llegadas de
aviones en un aeropuerto con dos pistas siguen un + + )_)_
proceso de Poison a la hora de parametro 45.

Pista 2
El tiempo de servicio por separacion de llegadas sigue una distribucion exponencial de

90 segundos.

0000
Es una cola de tipo M/M/2 con s=2 servidores
A =45 aviones/hora

1 90 1 : :
= =— —> n=40 aviones pista por hora
n 60x60 40

4
Utilizacién promedio del sistema: u_ = L 4—(5) =1,125

1)

A 45
Factor de utilizacién o intensidad trafico: p=—-= =0,5625

s 2x40

Probabilidad que ningtin avién se encuentre en el sistema de cola:

1 1

Sy T SE1,125 1 1
:E:( W' 1A 1 D 11287
n)1-p & nl 2 1-0,5625
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1
1+1,125+1,446

0,28

Numero medio de aviones en cola:

1(AY 1 2
R D, = x1,125% x — 22262 4 0,28=0,52
st 21 (1—0,5625)

Numero medio de aviones en sistema: L = L, + & =0,52+1,125=1,645
7}

Tiempo medio de aviones esperando en cola:

L 0,52 .
Wq=7°'x60= x60=0,69 minutos
0
Tiempo medio de aviones en el sistema: W, = W, +—=0,69+ 4—0 = 2,19 minutos
1)

Con una hoja de calculo se puede elaborar un analisis de sensibilidad del sistema y un
diagrama de la variacién de aviones en cola seglin demanda. En esta linea, para
distintas tasas de llegadas de aviones se obtiene:

A 20 25 30 35 40 45 50 55
w, 0,1 0,162 0,245 0,355 0,5 0,694 0,962 1,344

ANALISIS DE SENSIBILIDAD DEL SISTEMA

1,6 -
Lol T
(G

1,2 -
14 ++ [L11]
0,8 4
0,6
0,4 1
0,2 4

TIEMPO MEDIO DE DEMORA

0 LI LI LI LI LI LI L] L}

20 25 30 35 40 45 50 55 60
TASA MEDIA LLEGADAS
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20 25 30 35 40 45 50 55
0,033 0,068 0,123 0,207 0,333 0,521 0,801 1,232

- >

VARIACION DE AVIONES EN COLA SEGUN DEMANDA

4144 [T
&=

1,2 1

AL

0,8 1

0,6
0,4
0,2

NUMERO MEDIO AVIONES EN
COLA

20 30 40 50 60
TASA MEDIA LLEGADAS

El aeropuerto tiene dos sistemas de rayos-X,

experiencias anteriores indican que un pasajero

tarda 45 segundos en pasar por el drea de 'l! TIR0NT ]||_|l[|i| 10 [TH Iﬁ_lll (INTIN0HT
seguridad, segun una distribucion de servicio Ravos-—':é-:ﬁj&:_ﬁ@x N ' Rayos X
exponencial. Flujo pasajeros

Los clientes llegan en promedio al drea de seguridad cada 25 segundos de acuerdo a
una funcion de Poisson.

El director del aeropuerto quiere analizar la situacidn para conseguir que en un futuro
préoximo la demanda aumente un 60%.

Para ello, necesita:

(a) Analizar la situacion actual.

(b) Maquinas de rayos-X que se deben instalar en el futuro para dar un servicio de
forma que el pasajero medio no espera mas de dos minutos en la cola.

(c) Probabilidad de que en un futuro mas de cuatro pasajeros esperan en la cola.

(a) Enlaactualidad: Elsistema de seguridad es una cola de tipo M/M/2 con
s =2 servidores

Si el nimero de llegadas sigue una distribucién de Poisson P(A), el tiempo entre
llegadas sigue una distribucion exponencial de media (1/ )

1 1 60x60
A 25/60x60 25

=144 = A =144 pasajeros/hora

1 1 60x60
W 45/60x60 45

=80 = u=280 pasajeros/hora seguridad
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A 144

Utilizacién promedio del sistema: u, =—=——=1,8
p 80
144
Factor de utilizacién del sistema de cola: p= * = =0,9
sp 2x80
Probabilidad del sistema vacio:
1 1
p0= 2-1 n = 1 =0,0526
ers PN LR 1+1,8+x32,4
nl 2l 1-0,9

n=0

Numero medio de pasajeros en cola:

q

1 ) 1
_1(A P —py=—x1,8x 0’92x0,0526=7,674
siip) (1-p) 2! 0,1

A
Numero medio de pasajeros en sistema: L, = L,+—=7,674+1,8=9,474

7)
) ) L, 7,674
. = —= X =
Tiempo promedio espera en la cola: W, N 144 (60 x 60) =192 segundos
L. 9,474

Tiempo promedio espera en sistema: W, = IS =

2 (60 x 60) = 237 segundos

En la situacién actual con dos aparatos de rayos-X (servidores) el tiempo medio de
pasajeros en cola es de 192 segundos > 120 segundos, por lo que se necesitaria
incorporar servidores (aparatos rayos-X)

(b) En un futuro préximo, ademads de la necesidad de incorporar servidores, aumenta
la demanda de pasajeros en un 60%.

A =144x1,60=230,4 pasajeros/hora
u=280 pasajeros/hora area seguridad

230,4
80

Utilizacién promedio del sistema: u_ = =2,88

= | >

« Si el nimero de servidores fuera s=3, tipo de cola M/M/3, se tendria:

A 230,4
Factor de utilizacion del sistema decola: p=—= =0,96

s 3x80

Probabilidad del area de seguridad vacia:
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1 1 1

T — = 1 RTRT —0,0093
2,88 1 s 1 142,88+ -x2,88+99,65328 :
= x 2,88% 5
& 3l 1-0,96

Numero medio de espera de pasajeros en drea de seguridad:

1(nY 1
Ly=— A sz0=—x 2,88° x 0’962x0,0093=22,2157
sllp) (1-p) 3! 0,04
L, 22,2157
Tiempo promedio espera en la cola: W, = 7“ = 5304 (60 x 60) = 347 segundos

Siendo W, =347 segundos > 120 segundos se necesita incrementar el numero de

servidores en el sistema.

« Si el nimero de servidores fuera s=4, tipo de cola M/M/4, se tendria:

230,4
Factor de utilizacién del sistema de cola: p= * = 30, =0,72
su  4x80
Probabilidad del area de seguridad vacia:
Po = ! =
07 4-1 n -
22'88 + 18 L
b=d nl 3! 1-0,72
1 1

=0,045

142,88+ 2x 2,887+ 1 2,88° + ~x 2,88~ 22,246
2 6 4 1-0,72

Numero medio de espera de pasajeros en drea de seguridad:

1(AY 1 72
L=t 2] P p =t ,088 272, 0,0a5-1,1846
silp) (1-p) 4 0,28
L, 1,184
Tiempo promedio espera en la cola: W, = I“ = 2’33 : (60 x 60)=18,51 segundos

W, =18, 51 segundos < 120 segundos, con lo que habria que instalar 4 servidores (4
aparatos de rayos-X), con nimero medio de cuatro pasajeros en el sistema:

L, =Lq+&=1,1846+2,88=4,06z4
1

Con una hoja de célculo se puede elaborar un diagrama de variacién de segundos en la
cola dependiendo de los servidores:
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s=Servidores 3 4 5
W, =Segundos sistemas colas 347 18,5 0,04

ﬁ VARIACION SEGUNDOS EN SISTEMA DE COLAS
s’..
‘ﬁ%

SEGUNDOS SISTEMA DE COLAS
a
o
=
1

3 3,5 4 4,5 5
NUMERO DE SERVIDORES

¢) La probabilidad de que mas de cuatro pasajeros esperan en la cola es la
probabiidad de que esperen mas de ocho pasajeros en el sistema (L=L_+L >4 +4)

(A /) N<s _( /)
n! 0 " sl

Probabilidad del estadon: p_ = p, N>s

n=0 - n=>5

P(n>8)=1—P(nSS)=1—[Z(x{]:'l) Po +Zgh£—(:l_)ﬂ po\]=

=1-(0,66937 + 0,24256)=0,08807

A 2,88" 2,88> 2,83° 2,88*
Z( /u)y Z | 0,045=(1+2,88+ —+ + x 0,045 = 0, 66937
nt

=0 6 24
8 s ] , .
(A /)" 2,88" 0,045 (2,88° 2,88° 2,887 2,88 B
ZS sl S(n_4) Z 4(8 4) 4 + 42 + 43 + 44 X 0, 001875 =
=0,24256

En una sola pista (servidor), una distribucién de servicios general (G),
conociendo la tasa media de servicios i y la desviacion estandar de los

servicios ¢, un modelo M/G/1
Pista

Distribucion
")' "). General ")-
Con condicién de operacidn FIR, las llegadas aleatorias a la pista son de 24 a la hora,

mientras que el tiempo de servicio definido por separacion de llegadas es de 120
segundos con una desviacion estandar de 20 segundos.
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Tasa de llegadas A =24 aviones/hora
. . i 1
Tiempo medio entre llegadas consecutivas = x

1
Tiempo medio de servicio=—

n
1 12 1
—= 0 =— — Tasa de servicio p=30 aviones/hora
p 60x60 30
20
o =20 segundos = = horas
60x60 180

En la practica, con control radar, cuando la poblacidn de aviones es homogénea se
espera un valor bajo de la desviacién estandar (30-40 segundos), con una poblacién de
aviones no homogénea el valor de la desviacidn estandar es > 60 segundos.

24
Factor de utilizacion: p= A =—=0,8
p o 30

En la practica cuando el factor de utilizacion p se aproxima a 0,85 es necesario
aumentar la capacidad del sistema.

A’o®+p®  24°(1/180)*+0,8°
2(1-p) 2(1-0,8)

Numero de aviones en cola L, = =1,644

Ndmero medio de aviones en sistema L, =L +—=1,644+0,8=2,444
1)

Ndmero medio de aviones en servicio L=L_ +L,=1,644+2,444~4

. . . L, 1,644 .
Tiempo medio de aviones en cola W, = n = =0,0685 horas =4,11 minutos
L, A[c®+(1/p)?] 24[(1/180) +(1/30)]
W, =—= = = 4,11 minutos
A 2[1-(A/p)] 2[1—(24/30)]
L, 2,444

Tiempo medio aviones en sistema W, = IS x(60)=6,11 minutos
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6 ANALISIS DE SENSIBILIDAD DEL SISTEMA

Bl

W, Tiempo en cola (minutos/avién)
w

0 5 10 15 20 25 30
Llegadas —Demanda A (avién/hora)

Las llegadas aleatorias de pasajeros-hora a la pista (demanda A )y la
capacidad terminal (nt) son:

1500 0<t<1hora 1000 t<2 horas
1500 t>1hora H= 1500 t>2 horas

Pista

Y s

e g A .
El factor de utilizacion p=—>1, la demanda es mayor que la capacidad, por lo que es

necesario utilizar un modelo deterministico de teoria de colas.

Aa
. t

1500 ——capacidad (1) Estado de la cola: L, = _[0 (A, —p,)dt
1000

En la practica, L, =L,_, + (A, —p,) At

500 demanda (A . . .
() se estima con facilidad en una hoja de
» t=horas Calculo.
1 2

ATS (Servicio Transito Aéreo)

L, =numero de unidades en la cola en un instante t
A, = funcion de demanda (entidades por unidad de tiempo)

L, = capacidad del sistema (entidades por unidad de tiempo)

Utilizando una hoja de célculo (Excel) se tiene:
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t (horas) L, A, K, M-, At
0,0 0 1500 1000 500 100
0,2 100 1500 1000 500 100
0,4 200 1500 1000 500 100
0,6 300 1500 1000 500 100
0,8 400 1500 1000 500 100
1,0 500 500 1000 -500 -100
1,2 400 500 1000 —-500 -100
1,4 300 500 1000 -500 -100

Con un grafico de flujos acumulados del estado de la cola L, y tiempo de espera W, se
observa:

Longitud cola:
L, =distancia vertical (lineas de demanda, capacidad acumuladas)

Tiempo espera:
W, = distancia horizontal (lineas de demanda, capacidad acumuladas)

Estado de la cola: L, =1500—1000 =500 en t=1 hora

GRAFICO FLUJOS ACUMULADOS

+ % S [TTT] :
w7

Demanda
acumulada

1=Pasajero cola 2 =Pasajero servido

2000

1000
Capacidad
1 : acumulada
500
2
1] - tiempo
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00

Demora total T,

T, = Area comprendida entre las lineas de demanda y capacidad acumuladas
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T, =2x(0,5x500) =500 pasajeros/hora

T

Tiempo promedio de espera (demora) W, = N—d N, =numero pasajeros afectados
d

T, 500
; =—4 =—=0,25horas =15 minutos
N, 2000

T
Promedio de pasajeros en cola: L, = 4

d

t, =tiempo duracidn de la cola

T, 500
Promedio pasajeros en cola L, = 4= T =250 pasajeros

t,
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