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DUOPOLIO DE COURNOT: COMPETENCIA EN CANTIDADES
La competencia entre dos empresas se puede describir por medio del equilibrio de Nash.

La empresa 1y la empresa 2 compiten en un mercado por un producto homogéneo (no hay diferencia
en quién lo produce).
Cada una de ellas utilizard como estrategia la cantidad g, que produce.

Oferta del mercado: Q=q, +q,.

El coste de produccidn unitario es igual para las dos empresas.
El coste total es funcién de la cantidad producida C,(qg,) =cq,, y menor que el precio maximo de venta

c<a
El proceso se realiza sélo una vez (juego estatico).

La funcién de demanda inversa, funcidn que establece los precios, es decreciente y lineal en el intervalo
[0, a/b], determinada por la funcién:

b>0

a-bQ bQ<a 4 a = Tamano del mercado
onde
—b = Sensibilidad del cosumidor al precio

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

La utilidad de cada empresa es el beneficio que obtienen en la venta del producto. Es decir, la funcién
de pagos (beneficios netos) es:

m(a,,a,)=0a,[a—ba, —ba, |-cq, =q,[a-bg, —bag, —c]=u,(a,, a;)

nz(qlr qz)= qz[a_bq1 —bC|2:|—CC|2 = qz[a_bql _qu —C:|= uz(ql, qz)

Descritas las funciones de demanda, costes y utilidad de las empresas, el objetivo es determinar el
punto de equilibrio entre las dos, es decir, determinar el EN.

La respuesta 6ptima de cualquiera de las dos empresas para una estrategia fijada de laotra (q, o q,)

se determina (en el caso de la empresa 1) resolviendo la funcién:
max, u,(q,, 9,)=q,(a—bg,—-bg,-¢c) 0<gq,<a/b

Se trata de obtener el maximo beneficio o el maximo pago, solucidn que tiene que estar en el intervalo
[O, a/ b:|, donde se cumple que la cantidad que van a producir ambas empresas es positiva y ademas

gue para cada cantidad producida los beneficios son maximos. Estas dos situaciones se denominan,
respectivamente, condiciones de primery segundo orden

Condicion de primer orden:

9u;]_(qj_lqz):9q1(a_bq1_bq2_c)=0 N a_qul_qu_czo'_) q1=a_bq2_c
3q, Sq, 2b
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Andlogamente, la respuesta dptima para la empresa 2 seria:

9uz(quqz)=SqZ(a_bql_qu_c)=O — a-bq,-2bq,-¢c=0 - q,=——"7"—
94, 9q, 2b

Condicién de segundo orden (Beneficios maximos):

% u,(g,,4,) _9(a—2ba, —ba, —¢)

=-2b <0 (es un maximo)

Sa; 8q,
- a—c-baq,
La respuesta 6ptima de la empresa 1 es BR,(q,)= 5
_ a-c—bq,
La mejor respuesta de la empresa 2 es BR,(q,) = BT
. - I ._a—-bg;-c -
Si ambas son las respuestas dptimas, significa que q; =—————— es la respuesta dptima para
L4 a — b q;_ B c ] z . ° ° °
q,=———— Y 0, eslarespuesta éptima de q;, por tanto EN= {(ql, qz)}

2b

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Resolviendo el sistema de ecuaciones

q.=—a—c—bq; a—c-b 7a—c—bq;
! 2b . 2b a-c+bq] . a—c
. —> q2= = —> q2=—
g =2=Cbdl 2b ab 3b
2 2b
a—c

Andlogamente, q; =——

El punto de equilibrio es: EN= {[ql = %, aq; = %J}

2(a—
Cantidad producida en equilibrio: Q' =q] +q; = (Zb c)

_2(a—2c)_a+2c
3 3

Precio en equilibrio: P(Q*)=a-bQ"=a

Beneficios en equilibrio:

(a3, a) = o;[a-ba; ~ by _c]=?{a_k{ﬂ_k{ﬂ_c}= (a=c)
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L ] L] L] L] L ] L] (a - c)z
uz(qlr qz) = u]_(q]_l qz) = T
. . 2(a—c)
Beneficio total (neto) en equilibrio: U =%

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)
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Representacion del Duopolio de Cournot
™

monopolio.

El punto C* es el equilibrio de Nash.

cantidad de producto.

Los puntos M, y M, son los beneficios que la

empresa obtendria en una situacion de

Las curvas discontinuas reflejan las utilidades
que cada empresa obtendria para cada

Con las curvas discontinuas se demuestra que C’ es el punto de equilibrio de Nash, ya que para otra
cantidad fabricada por cualquiera de las dos empresas el beneficio proporcionado por las curvas de

utilidad es menor.

Sefialar que el Duopolio de Cournot es un dilema del prisionero ya que ambas empresas tienen

incentivos a la no cooperacidn, al ser los beneficios mayores que los que se obtienen cuando
cooperan - Esta situacion no seria posible por tener prohibida la colusién segun la Ley 15/2007 de 3

de julio de defensa de la competencia -.

a—c¢C

SIN COOPERAR: Las cantidades a producir por cada una de las empresas serian q; = 3 y q,
' SR : . l@a-c¢f . (a-c)f
que conducen a unos beneficios individuales, respectivamente, de u; = T y u,= T
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@. moNopoLIo  COOPERANDO: Las cantidades a fabricar por cada una de las empresas se obtendria

N I3 dividiendo la cantidad a producir en el monopolio entre las dos.
a—-c a—-c
2 Es decir, g, =—— =—
w LT R T

Los beneficios individuales serian:

2

a-c a-c ,a—-c a—c

0,0, 6) = [a-ba, ~ba, J-ca, =° % a2 bl e| 0
a—c| a—c . a-c | (a—c)?
“z(ql'qz)=qz[a‘bq1‘bq2]_°q2=K T T T

Se observa que los beneficios obtenidos cooperando son superiores a los beneficios obtenidos en la

_ 2 _ 2
situacion del equilibrio de Nash (EN): (=9 >(a i

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

8b 9b
; : I « ., ._Qa—c
Cantidad producida en equilibrio: Q" =q;+q; = T
- +
Precio en equilibrio: P(Q*)=a-bQ" =a _%: %

(a—c)’
4b

Beneficio total (neto) en equilibrio: U* =

2(a—c) S a—-c
2b

La produccién es mayor en un duopolio que en un monopolio:

. . . a+2c a+c
El precio es menor en un duopolio que en un monopolio: < — (

a>c)

(a—c)’

Incentivo a coludir (formar un cartel):
Como los carteles normalmente son ilegales, los agentes tratan de coludir tacitamente utilizando

estrategias de reduccion de produccién autoimpuestas, obteniendo un efecto de subida de precios y
por consiguiente un aumento en los beneficios.
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DUOPOLIO DE STACKELBERG: COMPETENCIA EN CANTIDADES

El duopolio de Stackelberg (1934), conocido también como modelo de competencia de Stackelberg, es
un modelo de competencia imperfecta basado en el juego no cooperativo. Representa un punto de
inflexion en el estudio de estructuras de mercado, especialmente en el andlisis de duopolios, dado que
se basa en hipétesis iniciales diferentes.

Tiene el mismo planteamiento que el modelo de duopolio de Cournot. En esta situacion, las dos
empresas no eligen a la vez sus estrategias, sino una después de la otra y conociendo la estrategia
elegida por la primera.

Esta situacion es muy habitual cuando no son ofertas simultaneas, sino que una empresa toma
decisiones de expansion, o de inversion, o de desarrollo, de modo que la segunda empresa actia en
respuesta a la decisién de la primera. En muchos casos, la primera es una empresa lider, y la segunda
una empresa con menos poder de mercado.

Pueden ser mas empresas, para simplificar se supone que son dos empresas y que sus estrategias son la
eleccién de la cantidad de produccion.

El precio unitario de venta, al igual que en el duopolio de Cournot, se considera que varia con las
cantidades producidas segun la funcion de demanda inversa en el intervalo [0,a/ b]:

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

a—-bQ bQ<a a = Tamario del mercado
P(Q)= donde b>0

—b = Sensibilidad del cosumidor al precio

El planteamiento en forma extensiva seria:
1. La empresa 1 elige q, 20
2. La empresa 2 observa q, yelige q, 20
3. Cada empresa recibe
m,(a;,9,)=0q,[Pa, +a,)—c]|=q,[a—ba, —ba, —c]=u,(q,, q;)
7,(0y, ;) =9, [ P(q, +a,) - c|=0q,[a—bq, —ba, —c]=u,(q,, q,)

Se tienen que decidir los niveles de produccién en diferentes momentos de tiempo. La empresa 1
determina q, >0 y la empresa 2 se fija en q, y decide q, > 0. Es una situacién en la que hay dos

etapas, que se resuelve por induccién hacia atras.
De esta forma, se comienza resolviendo el problema de maximizacién de la empresa 2:

max,, Uz(ql,C|2)=C|2|:a—bq1—bq2—c:| 0<q,+q,<a

La condicidn de primer orden es:

3u2(q1,q2)=qu(a—bql—qu—c)zo > a-bg,—2bg,—c=0 —» CI;za—bql—c
34q, 34q, 2b
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La condicién de sgundo orden:

2
—ba. =2bq. —
97, (s, 9,) = 99,(a—bg, ~2bg, —¢) =-2 <0 (esunmdaximo)

2
94, 34,
Se analiza la decision de la empresa 1, sabiendo que la empresa 2 va a determinar su produccién
._a-bqg, —c : .y
q,= T para cualquier decisién que tome la empresa 1.

La empresa 1 posee cierta ventaja, puesto que puede anticiparse a la respuesta de la empresa 2 al

resolver su problema de maximizacion, sustituyendo q, por su valor.

De este modo, el problema de maximizacién de la empresa 1 es:

] . a_b —-C a—b —-C
nwx%UAqyqﬂ=q1h—bq1—qu—cr=%{a—bq1—b——3%L———C}=q1E——Jh——}

La condicidon de primer orden es:

Su(a,,9,) _ 9 ql[a_bql_c} -0 > a-2bg,-c=0 - q="-—
q, 9aq, 2 2b

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Sustituyendo en la ecuacion de g, resulta:

a—c

a—b——-—c
. _a—bqg -c S oq= 2b _a—c
%= : 2b ab

El equilibrio de Nash perfecto en subjuegos ENPS = {(q; = az—bc ) G, = a4_bc}}

a—c+ a—c_ 3(a—c)
2b  4b  4b

Cantidad producida en equilibrio: Q*=q; +q; =

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Implicaciones:

La cantidad total producida en equilibrio de Stackelberg

3(a—c)
4b

2(a—c)

equilibrio de Cournot

3(a—c) S 2(a—=c)
4b 3b

— El precio del producto es menor

Portal Estadistica Aplicada: Modelos Econédmicos. Teoria Subastas. 7
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Si las empresas tienen el mismo nivel de costes, la solucién de Stackelberg es mas eficiente que la de
Cournot, ya que la produccién total es mas elevada y el precio es mas bajo.

La cantidad que ha de producir la empresa 1: (q; = az;bc} es la de monopolio.

Mientras que la cantidad que tiene que producir empresa 2: [q; = %} es la mitad.

Es curioso observar cémo disponer de mas informacion a la hora de actuar no implica obtener una
soluciéon mejor, la empresa 1 sabe que cuando acttie la empresa 2 tendra esa informacién. La empresa
1 es mas ineficiente (tiene costos mas altos).

Cuando se trata de eficiencia econdmica, el resultado es similar al modelo de duopolio de Cournot. El
equilibrio de Nash no es Pareto eficiente. No obstante, la perdida es menor en el duopolio de
Stackelberg que en el de Cournot.

b 3(a—c) a+3c
4b 4

Precio en equilibrio: P(Q*)=a-bQ"=a-

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Implicaciones:
El precio en equilibrio de Stackelberg es menor que el precio en equilibrio de Cournot:

a+3c a+2c
<
4 3

Beneficios en equilibrio de las empresas:

a+3c_c] a—c)|_(a—c)

u;=|:P(Q°)—c:|.q;=( n - ~

e ) ) s

Y —c? 3(a—c)?
Beneficio total (neto) en equilibrio: U* = (a=c) + (a=c) = (-0
8b 16b 16b

Implicaciones:

2 2
. (a-c . (a-c
O ol M C ol

1 > — La empresa 1 obtiene mas beneficios.
8b 16b

Portal Estadistica Aplicada: Modelos Econédmicos. Teoria Subastas. 8
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Representacién del Duopolio de Stackelberg

i a—bQ ba<a
e P{m:{

0. bQz2a Los puntos de equilibrio de Stackelberg (S°)y

Cournot (C°) son estables en modelos estaticos
c ={(a_" a‘c)} de un solo periodo.

En entornos mas dinamicos, como son los juegos
repetidos, se necesitan reconsiderar los
modelos.

Bf!l{qz]

/ A
Curva de
colusion | /

7 i =

En relaciéon con la produccidn y el precio de cada empresa, se tiene la relacién:

Empresa Lider: g} >q; A u; >u;

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Empresa2: g <qg; A U <us

En relaciéon con las cantidades totales de produccién y al precio, se tiene la relacion:

QM < QC < QS < QCP
Y ——— h N
Cantidad Cantidad Cantidad Cantidad

Total Total Total Total

Monopolio Cournot Stackelberg  Competencia Perfecta

Pu > P > A > Pe =CM,
%{_J 5,-/ 5,_/ \ ~ J
Preciocon  Precio con Precio con Precio con
Monopolio  Cournot Stackelberg Competencia Perfecta

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

La funcidn de coalicion se emplea fundamentalmente en juegos cooperativos.

Se emplea basicamente para estudiar la reparticion de los rendimientos obtenidos en la cooperacion
entre empresas o jugadores. Trata de contestar a dos cuestiones:

(a) éCuanto es lo minimo que puede conseguir cada empresa actuando en forma unilateral?

(b) ¢éCuanto es lo minimo que pueden obtener las dos empresas cooperando?

Portal Estadistica Aplicada: Modelos Econédmicos. Teoria Subastas. 9
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OLIGOPOLIO DE COURNOT: COMPETENCIA EN CANTIDADES

El mercado estd compuesto por n empresas que compiten, al igual que en el duopolio de Cournot, con un
producto homogéneo y en cantidades, no en precios.
Las empresas participantes (1,2, 3, ... ,n) producen (q,,9,,9;, ..- ,q,), respectivamente.

En una empresa i la cantidad producida sera q, y sudemanda inversa:

b>0

0 bQ>a —b = Sensibilidad del cosumidor al precio

P(Q)z{a—bQ bQ<a o e{ a = Tamafio del mercado
Q=q,+9,+q;+ ... +q,
La funcién de costes para cada empresa es: C (q,)=cq, ,siendo a>c, i€(1,2,3, ... ,n)
Los beneficios que obtienen las empresas por la venta del producto, iguales a su utilidad:
m (9, 9, Qs - »9,)=Q,P(q,+Q_)-Cla)=q[a—blg+Q )-c]|=u(a, ;4 - ,,)
siendo Q_,=(1-n)q,

Para determinar el equilibrio de Nash, la respuesta éptima de cualesquiera de las empresas para una
estrategia g, de las otras, se halla resolviendo la ecuacion:

max, u;(a,,d,, 95, - ,qn)=qi|:a—b(qi+Q_i)—c:| cuando 0<qg,<a/b

Para la maximizacion de beneficios se tienen en cuenta la condicién de primer y segundo orden:

Condicion de primer orden:

Sui(qi, qi_i) _ 9‘qil:a_b(qi +Q—i)_c:|
34q Bl 3q

=0 — a-2bqg,-bQ_,—-c=0

Condicidon de segundo orden (Beneficios maximos):

92 Ui(qi_i, CI.) _ S(a_qui _bQ_i _C)
9q? B 3q

=—2b<0 (esun maximo)

(a3, 495,93, - ,4,)es un EN si cumple las n condiciones de primer orden:
a—2bqg; —bQ’,—c=0 siendo Q°,=(1-n)gq; — a-2bq/—b(l-n)g —c=0

. a-c
= pint1)

vi=1,2, ... ,n

Portal Estadistica Aplicada: Modelos Econémicos. Teoria Subastas. 10



UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

[
UAM ASIGNATUTA ... Grupo........oooooooeeei

Universidad Auténoma Apellidos ... . Nombre ....................................
de Madrid Ejerciciodel dia ...
a—-c a—-c¢ a—-c¢
El punto de equilibrioes: EN=4q;=——, ... , @/ =——, ... , Q. =——
P a {ql b(n+1) = bn+1) a b(n+1)}
. . A . a—c
Cantidad producida en equilibrio: Q*=n.——
b(n+1)

a—cC _a+nc

Precio en equilibrio: P(Q*)=a—-bQ*=a-b.n.

b(hn+1) n+1
- e (a—c) a—c (a—c)’
Beneficios en equilibrio: u’ =q; |:a—b(qi+Q _)—c]=m a—-n +1—c =b( T
- n n n
. _nfa—cy

Beneficio total (neto) en equilibrio: U* =u] +u; + ... +u. = 5
b(n+1)

El Oligopolio de Cournot es un dilema del prisionero por tener las empresas incentivos para no cooperar,
al ser los beneficios mayores que los que se obtienen cuando cooperan.

. . . , . a—c¢
Sin cooperar: Las cantidades a producir por cada una de las empresas serian q; = m para todo
n+

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

(a—c)’

i=(1,2,3, ... ,n) que conducen a unos beneficios individuales de u; = b(n+ 1) Vie(1,2,3, ... ,n)
n+

Cooperando: Cuando se convierten en un monopolio cooperando, la produccién de cada una de las

. a—-c . e ,
empresas es q; :ﬁ Yie(d,2,3, ... ,n) ysus beneficios individuales serian
n

(a—c)’

ui=qi|:a—b(qi+Q_i)—C:|= Vi€(112r3r e In)

(a—c)’ _ (a—c)
4nb = b(n+1)?

Los beneficios cooperando son mayores que si no cooperan:

Portal Estadistica Aplicada: Modelos Econémicos. Teoria Subastas. 11
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DUOPOLIO DE BERTRAND: COMPETENCIA EN PRECIOS

Una critica comun al modelo de la competencia en cantidades de Cournot es que muchas veces la
variable estratégica elegida por las empresas es el precio.

Modelo de Bertrand:
Las empresas producen articulos diferenciados

Pueden elegir el precio de venta: p, precio de venta de la empresa i
La demanda de un producto es elastica: q,(p;, p;)=a—p, +bp,

Coste de produccién unitario ¢ igual para las dos empresas

El equilibrio de Bertrand es el equilibrio de Nash de competencia en precios.

N

P, Funcion de demanda

de la empresa 1 dado p,

(Discontinua)

0 P > P,

1
qi(pirpj)= ED(p.) pi=pj i

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

D(p)) P, <P,

h 4

1 q

Espacio de estrategias de cada empresa X, =[0, =)

Funcién de pagos (beneficios netos):

u,(py, P,) =0, (py, p,)(p, —c)=(a—p, +bp,)(p, —¢)

u,(py,p,) =4, (p,,p,) (P, —¢c)=(a—p, +bp,)(p, —¢)

Se maximizan I_a funcién de pagos de las empresas.

Para la empresa 1: max,, u, (P, p,) = max, (a—p, +bp,)(p, —¢)
Para la empresa i, resulta:

Su,(p,, p,) _S(a—p, +bp,)(p, —¢)
3p, 9p,

+ bp, +
=a—-2p,+bp,+c=0 —> p;=az¢

Analogamente, la respuesta 6ptima para la empresa 2 seria:

. _atbp +c

9uz(p1,pz)=3(3—Pz+bpl)(pz‘°)=a—zp2+bp1+c=0 > o=

3p, 3p,

Portal Estadistica Aplicada: Modelos Econémicos. Teoria Subastas. 12
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" a+bp,+c
La curva de reaccién de la empresa 1 es BR,(q,) = 5
., at+bp,+c
La curva de reaccién de la empresa 2 es BR,(q,) = +
Resolviendo el sistema de ecuaciones
a+bp,+c a+bp,+c
LRI SIERLL S
2 b = 2 _(2+b)(a+c) a+c (b<2)
. a+bp, +c 2 2 4-p° 2-b
p, = 5
. . a+c
Analogamente, p; = b

a+c a+c
El punto de equilibrio (b <2)es: EN= 1= , Ps =
p q (b<2) (pl L z_bj

Los precios son complementarios estratégicos.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR
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Obsérvese que si el precio de la empresa rival aumenta, la mejor respuesta es aumentar el precio propio:
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PARADOJA DE BERTRAND

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Surge porque la demanda y los beneficios son discontinuos. Describe una situacién en la que dos
empresas (jugadores) llegan a un estado de equilibrio de Nash donde ambas empresas cobran un precio
igual al costo marginal, pese a que son un duopolio.

La paradoja es que en modelos como la competencia Cournot, un aumento en el nimero de empresas se
asocia a una convergencia de los precios a los costes marginales. En estos modelos alternativos de
oligopolio un pequeno numero de empresas de obtener beneficios positivos de los precios por encima del
coste de carga.

La paradoja de Bertrand aparece raramente en la practica, ya que los productos reales casi siempre se
diferencian de alguna manera aparte del precio, las empresas tienen limitaciones en su capacidad para
fabricar y distribuir, y dos empresas rara vez tienen costos idénticos.

MOTIVOS PARA NO APLICAR ESTICTAMENTE LA PARADOJA DE BERTRAND

A veces las empresas no tienen la capacidad suficiente para satisfacer toda la demanda. Este un punto
dio lugar al modelo de Bertrand-Edgeworth.

Si se diferencian los productos de las empresas, los consumidores no pueden cambiar por completo el
producto con el precio mas bajo.

® |a competencia de precios repetida puede provocar que el precio esté por encima de MC en equilibrio.

Si una compaiiia fija su precio un poco mas alto, van a seguir recibiendo la misma cantidad de compras,
pero mas beneficios por cada compra, por lo que la otra compaiiia elevara su precio, y asi
sucesivamente (sélo en juegos repetidos, de lo contrario la dindmica de precios son en la otra
direccidn).

Si dos empresas se ponen de acuerdo en un precio, que es en su interés a largo plazo para mantener el
® acuerdo: Los ingresos por reduccidn de los precios es menor que el doble de los ingresos de mantener
el acuerdo, y dura sélo hasta que la otra empresa reduce sus propios precios.

Portal Estadistica Aplicada: Modelos Econémicos. Teoria Subastas. 14
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CONTRIBUCION VOLUNTARIA A UN BIEN PUBLICO

Los consumidores 1y 2 deciden contribuir a un bien publico.

El consumidor 1 tiene una riqueza w, y su contribucién es c,, mientras que el consumidor 2 tiene una

riqueza w, y su contribucidnes c, .

La cantidad total de bien publico serd la suma de las contribuciones (c, +c,)

u,(c,,¢c,)=(c, +¢,)(w, —c,)

Los pagos: {
u,(c,,c,)=(c, +¢,)(w,—c,)

Se resuelve el problema de maximizacién de los consumidores calculando el EN:

max u, (c,, ¢,)=(c, +¢,){w, —c,) sujetoa 0<c,<w,

5
[m]

<

-

&}

Su,(c, c,) _ 8[(c+)w, - c,)]

o u.(c.,c C,+GN\w, —¢C, W, —C
. eLbr Uhr LI =w,—-2¢,—¢,=0 > ¢j=—1—2
% 3¢, ¢, 2
=

wl

8 . . W, —C

i Analogamente el consumidor 2: ¢, = 22 1

o

=

Resolviendo el sistema de ecuaciones

CI=W1_C2 w, - N1=C
2 . 2 2 . 2w, —w,
- = - C=
. W,—C, 2 3
C,= .

En consecuencia, c; =

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

El punto de equilibrio es: EN= {(cl =3, ¢ =

Es facil mostra que la solucion no es eficiente.

Portal Estadistica Aplicada: Modelos Econédmicos. Teoria Subastas. 15
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Un duopolio se enfrenta a la curva de demanda del mercado P =30—-Q, siendo Q la produccién
total de la industria ofrecida por las empresas Ay B. Se supone que las empresas tienen una estructura
de dostes tal que sus costes marginales son nulos.

a) Hallar la cantidad producida en equilibrio y los beneficios obtenidos

b) Calcular la cantidad producida en equilibrio y los beneficios obtenidos si las empresas formasen un
monopolio.

c¢) Hallar el equilibrio de cantidades y precios, sabiendo que ambas empresas tienen un coste marginal
de 12 u.m.

Solucién:

a) La funcién de demanda inversa, funcién que establece los precios, es decreciente y lineal en el
intervalo [0, 30], determinada por la funcién:

30—-Q Q<30 30 = Tamaiio del mercado
P(Q)= donde

0 Q=30 —1=Sensibilidad del cosumidor al precio
Q=q, +q, CMi(qi)=cqi=O i=A,B

La utilidad de cada empresa es el beneficio que obtienen en la venta del producto. Es decir, la funcién
de pagos (beneficios netos) es:

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

uA(qu qB): qA[30_qA _q3:| —Cq, = qA[30_qA —0g —C:|= qA[3o_qA _qB:|

uB(qu qB)= qB[30_qA _qB:I —CQg = qB|:30_qA —Q —C:|= qB|:30_qA _qB:I

El objetivo es determinar el punto de equilibrio entre las dos empresas, esto es, determinar el equilibrio
de Nash.

La respuesta 6ptima de cualquiera de las dos empresas para una estrategia fijada de la otra (q, 0 q)

se determina (en el caso de la empresa A) resolviendo la funcién:
max, u,(a,, 4;)=09,(30-q,-q;) 0<q,<30

Se trata de obtener el maximo beneficio o el maximo pago, solucidn que tiene que estar en el intervalo
|:0, 30:|, donde se cumple que la cantidad que van a producir ambas empresas es positiva y ademas que

para cada cantidad producida los beneficios son maximos. Estas dos situaciones se denominan,
respectivamente, condiciones de primery segundo orden

Condicién de primer orden:

Su,(a,,ds) _ 94q,(30—-q, —q;)
. SqA SqA

30—q,
2

=0 —» 30-29,-9;,=0 — q,=

Portal Estadistica Aplicada: Modelos Econémicos. Teoria Subastas. 16
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Condicién de segundo orden (Beneficio maximo):

2
—-2q. —
97u, (94, G) = 9(30-24, — a5) =-2<0 (es un maximo)

8CI/Z\ 84q,
- 30—-q,
La respuesta optima de la empresa Aes BR,(q;)= 5
. 30—q,
La mejor respuesta de la empresa B es BR;(q,) = 5
. . -~ . 30-q; . . _a-q,
Si ambas son las respuestas 6ptimas, significa que q, = 5 es la respuesta dptima para q; = 5

y q; eslarespuesta 6ptima de g, por tanto EN= {(q:\, q;)}

5
]

<L

é Resolviendo el sistema de ecuaciones

o

: = 2% 30_(30;%} 30+ 30

Z +

LLOJ 2 - q;= = qB - q;=—=10u.c
o ._30-q; 2 4 3

¥ Qg =———

= 2

30
Andlogamente, q; = 3 10 u.c

El punto de equilibrio es: EN= {(qA =10, q; = 10)}
Cantidad producida en equilibrio: Q" =g} +g;=2.10=20 u.m

Precio en equilibrio: P(Q*)=30-Q°*=30-20=10 u.m

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Beneficios en equilibrio: u,(q}, a;) =4}, |:30 -q; —q;:| =10[30-10-10]=100 u.m

Uz (ai, 03) =i (ai, dz) =100 u.m
Beneficio total (neto) en equilibrio: U* =200 u.m

El ejercicio se ha resuelto como una demostracion del duopolio de Cournot cuando podia haber
sido mas rapido.

Si la funcién de demanda del mercado es

a—-bQ bQ<a a=Tamafio del mercado
P(Q)= onde b>0

0 bQ=>a —b = Sensibilidad del cosumidor al precio
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g oo [ . a-c , a-c e _ ._
El punto de equilibrio es: EN—{(qA——3b , qB_—3b }} - EN—{(qA—lo, qB—lo)}

2 —
Cantidad producida en equilibrio: Q* = (Zb c) Q" =q,+9;=2.10=20 u.c
: - . . _a+2c . .
Precio en equilibrio: P(Q*)=a-bQ" = P(Q°)=30-Q°"=30-20=10 u.m
- . 2(a—c) .
Beneficio total (neto) en equilibrio: U =T U* =200 u.m

3 de julio de defensa de la competencia), si bien se trata de coludir utilizando estrategias de red
de produccién autoimpuestas, obteniendo un efecto de subida de precios y por consiguiente un
aumento en los beneficios.

a—¢C

Las cantidades a fabricar por cada una de las empresas serian: q, =q; = b

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Cantidad producida en equilibrio: Q" =q} +q; = % - Q'=15u.c

Precio en equilibrio: P(Q*)=a-bQ" =aT+c — P(Q*)=15u.m

2
(a—c) U* =225 u.m

Beneficio total (neto) en equilibrio: U* =

obtenidos son mayores.

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

¢) a=30 , b=1 , c=12
Crer . o_a_c O_a_c — . _ * _
El punto de equilibrio es: EN—{LqA =3 Qs =30 }} - EN—{(qA =6, q, —6)}

+2
4% 2C _18um

Precio en equilibrio: P(Q*)=

Portal Estadistica Aplicada: Modelos Econémicos. Teoria Subastas. 18

b) Silas empresas Ay B cooperasen formando un monopolio (situacién prohibida por la Ley 15/2007 de

uccion

Se observa que formando un monopolio la cantidad producida es menor, mientras que los beneficios
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{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR
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La empresa 1 (lider) y la empresa 2 (duopolio de Stackelberg) tienen una curva de demanda lineal con
la siguiente demanda del mercado P =30—-Q,, donde Q =q, +q, . Sus costes marginales son cero.

Calcular la cantidad producida vy el precio cobrado y el beneficio obtenido por cada empresa.
Solucién:

a) La funcién de demanda inversa, funcién que establece los precios, decreciente y lineal en el intervalo
[0, 30], viene determinada por la funcién:

30-Q Q<30 {a=3OETamaﬁo del mercado
donde

P(Q)={ 0 Q230

—1=Sensibilidad del cosumidor al precio
Q=q,+q, CM(q)=cq,=0 i=1,2

Se tienen que decidir los niveles de produccidén en diferentes momentos de tiempo.
La empresa 1 determina q, >0 y la empresa 2 se fija en q, y decide g, > 0. Es una situacién en la que

hay dos etapas, que se resuelve por induccidén hacia atras.
De esta forma, se comienza resolviendo el problema de maximizacién de la empresa 2:

max,, uz(ql,q2)=q2|:30—q1—q2—c:| 0<q,+q,<30

La condicidn de primer orden es:

du,(q,, 9q,(30—-q,—q, —c . 30—-q,-c
2(95,9,) _989,(30-0, -0, =¢) | 30-q,-2q,—c=0 — q =2"%
34q, S4q, 2
Se analiza la decision de la empresa 1 (lider), sabiendo que la empresa 2 va a determinar su produccién
30—q, —
q,= et S para cualquier decisién que tome la empresa lider.

2

La empresa lider posee cierta ventaja, puesto que puede anticiparse a la respuesta de la empresa 2 al
resolver su problema de maximizacién, sustituyendo q, por su valor.

De este modo, el problema de maximizacion de la empresa 1 es:

. . 30—q, —¢ 30—q, —c¢
maxu1 u1(q11 q2)=q1(30_q1_qz_c)=q1|:30_q1 _+_C:|=q1|:#l:|
La condicidn de primer orden es:
S , 9 30—-q, - . 30-c 30-0
U9, %) ql[ % c:| =0 — 30-29,-¢c=0 —> q;= ‘- =15u.c
Saq, S4q, 2 2

Sustituyendo en la ecuacion de g, resulta:
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UAM

de Madrid

q;

El equilibrio de Nash perfecto en subjuegos ENPS = {(q; =15, q; = 7,5)}

Cantidad producida en equilibrio: Q*=q; +q; =15+7,5=22,5u.c

Precio en equilibrio: P(Q*)=a-Q"*=a-

Asignatura

Ejercicio del dia

. 30—-q,—c

2

Apellidos

2

30—

30—c

—C

30-c_30-0

2

4

3(a-c) a+3c 30+3.0

=7,5u.c

Beneficios en equilibrio de las empresas:

u;=[p<a-)-c].q;=(

u;=[p<a-)-c].q;=(

a—c

El monopolista establece la cantidad que maximiza sus beneficios: (g° =15, p* =15), con unos

30

/

—'oi"w= @ Equilibrio competitivoj

0

%
LY

"

colusién + 7/
L

Curva de reaccion
de la empresa 1

a+3c_c a—c¢
4 2

a+3c_c a—c¢
4 "\ 4b

La empresa lider recibe el doble de beneficios que la empresa 2.

bQ=>a

4 4
2 2

J:‘a o _30 112 5um
8 8
2 2

=(a c) =30 =56,25 u.m
16 16

Equilibrio de Cournot
¢ ={(10,10)}

\

N
\ \+ 5°={(15,7,5)}
| 1/ Equilibrio de Stackelberg

Para las empresas el mejor resultado
es el de colusion, seguido del equilibrio
de Cournot y del equilibrio de la
competencia (Stackelberg)

P=CM
| Beneficios =0

Curva de reaccion
. de la empresa 2

beneficios: u*=q".p* =15.15=225 u.m

30

a—cC

b

> a,

=7,5u.m

En este caso, sus beneficios coinciden con el de colusién (CM=0), no lo hacen si los costes marginales no

son nulos.
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Se podia haber resuelto rapido, considerando el planteamiento general de la funcién de
(5 demanda inversa:

a—-bQ bQ<a a = Tamaio del mercado
P(Q)= onde b>0

0 bQ=>a —b = Sensibilidad del cosumidor al precio

._a—c ._a—c — — — _ . _ . _
ENPS={(q1— o = }} a=30,b=1,c=0 ENPS={(q;=15uc, q;=7,5uc)}

a+3c

Precio en equilibrio: P(Q°*)=a-bQ" = P(Q°)= %= 7,5 u.m

Beneficios en equilibrio de las empresas:

g (a—c)? 30°

o u = - ul=—=112,5um

n 8b

d

& —c) 30

% u;=(a 9 - u;=—+=56,25u.m

: 16b

J

o 2 2 2

= — 3(a-— 3.30

= Beneficio total (neto) en equilibrio: U* = (8=c) = (8=¢) - U= =168,75 u.m
8b 16b 16

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR
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Siendo la funcién de demanda inversa P=100-0,5Q,, donde Q =q, +4q,, Y las funciones de costos
CT,=5q,, CT,=0,5q;

a) Hallar el equilibrio desde el punto de vista de Cournot
b) éQué ocurre si la empresa 1 actua como lider y la empresa 2 como seguidora?

Solucidn:

a) La utilidad de la empresa 1 es el beneficio que obtiene en la venta del producto. Es decir, la funcién de
pago (beneficio neto) es:

u,(a,,q,)= q1|:100—0,5q1 —0,5q2:|—cq1 = q1|:100—0,5q1 -0,5q, —c:|

Descrita la funcidn de demanda, costes y utilidad de las empresas 1, el objetivo es determinar el punto de
equilibrio entre las dos empresas, es decir, determinar el EN.

La respuesta 6ptima de empresa 1 para una estrategia fijada de la empresa 2 (q,) se determina

resolviendo la funcién:

dcT,
dQ,

maquul(ql,q2)=q1|:100—0,5q1—0,5q2—c1:| 0<q,<100/0,5 c¢,=CM, = 5

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Para la maximizacion de beneficios se tienen en cuenta la condicién de primer y segundo orden:

Condicién de primer orden:

Sul(qy qz) — 8q1|:100_0;5q1 —0,5(:|2 —C1:|
Saq, 9q

=0 — 100-q,-0,5q,—c¢c, =0

_dcT,

c, =CM, da
1

1

5 - 100-q,-0,59q,-5=0 — q,=95-0,5q, (funcién de reaccién)

Condicidn de segundo orden (Beneficio maximo):

2
9 ul(q;, %) = 9(95-0,-0,59,) =-1<0 (esun maximo)
Sq; q,

Andlogamente, para la produccién de la empresa 2 se obtiene:
manz uz(ql' qz) = qzl:loo - Olsql - O,qu - C2:|

Suz(Qp qz) — 9q2|:100_0'5q1 _O'qu _c2:|=
3q, 3q,

0 - 100-0,5q,—q,-c¢,=0

_ dCT. :
c,=CM, = dQZ =g, — 100-0,59q,-29,=0 — q,=50-0,25q, (funcién de reaccidn)
2
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Si ambas son las respuestas 6ptimas, significa que q; =(95-0,5q;) es la respuesta 6ptima para

(q;=50-0,25q;) y g, es larespuesta dptima de q;, por tanto EN = {(q;, q;)}
Resolviendo el sistema de ecuaciones

1=95-0,5q;
{ql % q; =50-0,25(95-0,5q;) — qg;=30u.c q;=80 u.c

q,=50-0,25q;
El punto de equilibrio es: EN ={(q; =80 u.c, g, =30 u.c)}

Cantidad producida en equilibrio: Q* =q; +q; =80+30=110 u.c

El precio en equilibrio, sustituyendo en la funcién inversa de la demanda:

P=100-0,5Q=100-0,5.110=45 u.m
Beneficios obtenidos por las empresas en equilibrio:
u,(80,30)=80.(45—5)=3200 u.m u, (80, 30)=30.45-0,5.30> =900 u.m

Beneficio total de las empresas en equilibrio: U=4100 u.m

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

b) Segln el modelo de Stackelberg, si la empresa 1 es un lider los beneficios que se obtienen por la venta
del producto:

u1(q1l q2)= q1 P(q1 +qz)_c(q1) = q1|:100_0r5q1 —0,5q2 —C:|

Se tienen que decidir los niveles de produccion en diferentes momentos de tiempo.
La empresa lider determina q, >0 y la empresa 2 se fija en q, y decide g, > 0. Es una situacién en la que

hay dos etapas, que se resuelve por induccidn hacia atras.
De esta forma, se comienza resolviendo el problema de maximizacién de la empresa 2, donde

max, u, (q,,9,)= q2|:100—0,5q1 -0,5q, —cz]
La condicidon de primer orden es:

8u,(ay, ;) _ 9q,[100-0,5q, - 0,50, —¢, |
Sq, 3q,

dCT,

dq,

=0 —» 100-0,5q,-q9,-¢,=0

c,=CM, =

=g, — 100-0,59,-29,=0 — q;=50-0,25q,

Se analiza la decisién de la empresa 1 (lider), sabiendo que la empresa 2 va a determinar su produccion
g, =50-0,25q, para cualquier decisién que tome la empresa lider
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La empresa lider posee cierta ventaja, puesto que puede anticiparse a la respuesta de la empresa 2 al
resolver su problema de maximizacién, sustituyendo q, por su valor.

De este modo, el problema de maximizacion de la empresa 1 es:

max, u, (q,, d;)=q,[100-0,5q,-0,50; — ¢, |=0,[100-0,5q, —0,5(50—0,25q,)- 5 |=
=q,(70-0,375q,)=70q, - 0,375q’

La condicidén de primer orden es:

70q, —0,375¢°
Su(a,,q,) _8(709,-0,375q}) _ 70-0,759,=0 — q;=

=93,33 u.c
Sq, Sq, 0,75

q,=50-0,25q, — q;=50-0,25.93,33=26,66
ENPS={(a; = 93,33 u.c, o} =26,66 u.c )|
Cantidad producida en equilibrio: Q°=q; +4q; =93,33+26,33=120u.c

Precio en equilibrio: P(Q*)=100-0,5Q° =100-0,5.120=40 u.m

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

La produccion con Stackelberg es mayor que la solucién con Cournot (120 u.c > 110 u.c), mientras que el

precio es menor (40 u.m < 45 u.m)

N
q,

BR,(q,)=95-0,5
190 (a, q,

Curva de reaccion
de la empresa 1

Equilibrio de Cournot
¢’ ={(80,30)}

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

50
30F----—12 : __,/ Equilibrio de Stackelberg
e Y
26,86 F BR,(q,)=50-0,25q,
A Curva de reaccion
; ! 8 de la empresa 2
I ' o

Y
200 7 %
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Las empresas 1y 2 fabrican los productos q, y q,, respectivamente, donde las demandas por cada
uno de estos productos se representan por: g, =100—2p, +p, Yy g, =100—2p, +p, . El coste marginal

de produccidn de cada bien es de 10 euros.
a) Determinar cantidades y precios que maximizan el beneficio con el modelo de Bertrand.
b) Determinar cantidades y precios que maximizan el beneficio cuando hay colusion

Solucion:
a) Funcion de pagos (beneficios netos):

u,(py, p,)=0a,(py, P,) (P, —€)=(100-2p, +p,)(p, —10)
uz(p:u pz) = qz (p1l pz)(pz - C) = (100_ zpz + p1)(p2 - 10)
Para maximizar la funcién de pagos de la empresa 1:

8u,(p,,p,) _ 9[(100-2p, +p,)(p, ~10) | . 120+p,

=120-4p,+p,=0 = p;=

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Spl 9p1 4
120+
Analogamente, para la empresa 2: p; = Tpl
. 120+p
pl = Tz
Resolviendo el sistema: — EN= {(p; =40 euros, p, =40 euros)}
. 120+p,
p2 = T

Cantidad producida en equilibrio:

g, =100-2p, +p, =100—80+40=60 u.c q, =100-2p, +p, =100-80+40=160 u.c
Beneficio en equlibrio para cada empresa:

u,(p,,p,)=u,(p,,p,)=(100—-2.40+ 40)(40 — 10) = 1800 euros

Beneficio total-de las empresas en equilibrio con Bertrand: U=3600 euros

b) Si hay colusion entre las empresas, y de ser el precio la variable a seleccionar, las empresas
maximizaran las utilidades conjuntas:

‘U=q,.(p,—¢)+0q,.(p, —¢)=(100-2p, +p,)(p, —10)+(100—2p, + p,)(p, —10)
Para maximizar la funcién de pagos de lal empresa 1:
)
oo, [(100-2p, +p,)(p, —10)+ (100 - 2p, +p,)(p, —10) | =110-4p, +2p,=0 —
1

. 110+2p,
P1=T
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, . 110+2
Analogamente, para la empresa 2: p; = sz
. 110+2p,
p,= —a
Resolviendo el sistema — EN= {(p; =55 euros, p; =55 euros}
. 110+2p,
p, = 1

Cantidad producida en equilibrio en colusién:

q, =100-2p, +p, =100—110+55=45 u.c q, =100—-2p, +p, =100—110+55=45 u.c
Beneficio en equlibrio para cada empresa en colusion:

u,(p,,p,)=u,(p,,p,)=45. (55—-10)=2025 euros
Beneficio total de las empresas en equilibrio en colusion:

U=q,.(p, —¢c)+aq,.(p, —c)=45.(55-10)+ 45. (55—-10) = 4050 euros

Si las empresas estan coludidas obtendrian una urilidad de 2025 euros, superiores a las utilidades de 1800
euros que obtendrian en el equilibrio de Bertrand.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

El modelo de Bertrand es mas realista y tiene mas sentido cuando las empresas compiten vendiendo
productos diferenciados. Esta diferenciaciéon puede ser real o percibida. Practicamente todos los
productos tienen algin grado de diferenciacidn, con la excepcién de algunos productos financieros - la
acciom de cierta empresa o un gramo de oro de 18 quilates es el mismo independientemente a auién se
compre -

Segun el modelo de competencia de Bertrand, si se rompe la colusién se da inicio a una bajada de precios,
hasta que llega al equilibrio de Nash en el punto de competencia perfecta.
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Dos compaiiias aéreas 1y 2 compiten como duopolistas en una ruta. Los pasejeros consideran que el
servicio de estas empresas es idéntico. La curva de demanda del mercado viene definido por Q =339-P,
donde Q son miles de pasajeros y P es el precio en euros. Los costes totales para cada aerolinea son
CT,=147Q,.

a) Segun el modelo de Cournot, determinar las cantidades y precios que maximizan el beneficio de las
aerolineas. Calcular el beneficio de cada aerolinea.

b) Considerar que la aerolinea 1 es un lider de Stackelberg.

c) Determinar el equlibrio de Bertrand, calcular el precio, la produccién y el beneficio de las aerolineas.
d) Silas aerolineas forman un Cartel donde cada una de ellas tiene la misma importancia. Calcular
producciodn, precio y beneficio éptimo.

e) éExisten incentivos para no cumplir con la cuota de produccién del Cartel?

Solucioén:

a) Modelo de Cournot, Sea Q=339-P — P=339-Q

La utilidad de cada aerolinea es el beneficio que obtienen en la venta de billetes. Es decir, la funcién de
pagos (beneficios netos) es:

u1(q1r qz): q1|:339_q1 _q2:| _Cq1 = q1|:339_q1 _qz —C:|

uz(q1r qz)= qz|:339_q1 _q2:| —Cq, = q2|:339_q1 —q, —C]

La respuesta 6ptima de cualquiera de las dos aerolineas para una estrategia fijada de la otra (q, 0 q,).

Se determina (en el caso de la aerolinea 1) resolviendo la funcién:

max, u,(a,,9,)=9,(339-q,—q,—¢c) 0<q,<339

Se trata de obtener el maximo beneficio o el maximo pago, solucién que tiene que estar en el intervalo
|:0, 339:|, donde se cumple que la cantidad que van a producir ambas empresas es positiva y ademas que

para cada cantidad producida los beneficios son maximos. Estas dos situaciones se denominan,
respectivamente, condiciones de primery segundo orden

Condiciéon de primer orden:

, 339—-q, —q, — 339—q, —
Su(a,,q,) _89,(339-0,-0,—¢c) _, 339-2q, -, —~c=0 — q,= g, —¢
3q, Sq, 2

Anélogamente, la respuesta Optima para la aerolinea 2 seria:
, 339—-q, —q, — 339—q, —
94,(9,,0,)_ 96,(33976, 76, 0 4 | 339 g _9q.-c=0 — q,-= g, —¢

3q, Sq, 2
Condicién de segundo orden (Beneficios maximos):

9%u,(q,, a,) _ 9(339-2q,—q,—c) _

> —2<0 (es un maximo)
Sq; S4q,
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339—-c-—
La respuesta 6ptima de la aerolinea 1 es BR,(q,) = 2397¢70 (curva de reaccidn)
339-c-
La mejor respuesta de la aerolinea 2 es BR,(q,) = fql (curva de reaccién)
Resolviendo el sistema de ecuaciones
. _339-c-q, 339_c_[339—c—q;J
t 2 339-c+q} 339-147
.o ogy= = @, =2 e
. 339-c-q; 2 4 3

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

q, >

dcT,
CT, =147Q, = CM,=—1=147
dQ

Andlogamente, q; =64

El punto de equilibrio es: EN= {(q1 =64 billetes, q; =64 biIIetes)}

Cantidad producida en equilibrio: Q" =q; + q; =128 billetes

El precio en equilibrio, sustituyendo en la funcién inversa de la demanda:
P=339-Q=339-128=211 euros

Beneficios obtenidos por las aerolineas en equilibrio:

u,(64,64)=64.(211—-147) = 4096 euros u,(64,64)=64.(211—-147) = 4096 euros

Beneficio total de las aerolineas en equilibrio: U=8192 euros

b) Segun el modelo de Stackelberg hay decidir los niveles de producciéon en diferentes momentos de
tiempo. La aerolinea lider determina q, >0 y la aerolinea 2 se fijaen q, y decide q, 0.

Es una situacion en la que hay dos etapas, que se resuelve por induccién hacia atras.
De esta forma, se comienza resolviendo el problema de maximizacién de la aerolinea 2, donde:

maqu ul(q1l qz) = q1 (339 _q1 _qz - C)

: 8uz(qy qz) — qu (339_q1 _qz - C)
S4q, Sq,

=0 — 339-q,-2q,-¢c=0 —>

_339-q, 147

q
G =————=9%-=!

Se analiza la decision de la aerolinea lider, sabiendo que la aerolinea 2 va a determinar su

produccién q; =96 —% para cualquier decisién que tome la aerolinea lider.
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La aerolinea lider posee cierta ventaja, puesto que puede anticiparse a la respuesta de la aerolinea 2 al
resolver su problema de maximizacién, sustituyendo q, por su valor.

De este modo, el problema de maximizacion de la aerolinea 1 es:
. R 1
max, u,(q,,d;)=4,(339-q, —q; —¢)=q,|339-q, - 96—5 q, |—147 |=

1 1
=q1(96—5q1)=96q1 -5

La condicidén de primer orden es:

1
i(%ql——qu:o — 96-q,=0 — q; =96 billetes
Sq, 2

1
qQ; = 96—5 a, — g,=48 billetes
ENPS = {(q1 =96 billetes, g, =48 billetes )}

Cantidad producida en equilibrio: Q" =q; +q; = 96 + 48 = 144 billetes

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Precio en equilibrio: P(Q*)=339-Q°* =339-144 =195 euros
Beneficio en equlibrio para la aerolinea lider y la aerolinea 2, respectivamente, es:
u, =195.96-147.96=4608 euros  u,=195.48-147.48 =2304 euros

Beneficio total de las aerolineas en equilibrio con Stackelberg: U=6912 euros

La produccion con Stackelberg es mayor que la produccién con Cournot (144 billetes > 128 billetes),

mientras que el precio es menor (195 euros < 211 euros)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

c) La paradoja de Bertrand surge porque la demanda y los beneficios son discontinuos: Quien vende al
menor precio se lleva toda la demanda. Una forma de escapar a la paradoja es tener un producto
diferenciado.

PARADOIA: Si los clientes estiman que el servicio es idéntico demandaran pasajes a la aerolinea que
venda billetes a menor precio. Si una aeeolinea baja su precio se apodera de todo el mercado y actua
como monopolista.

La reaccidn de la otra aerolinea es bajar mas el precio para quedarse con todo el mercado actuando de
monopolista.

La guerra de precios continuara hasta que el precio baje al nivel del coste marginal. Siendo el mismo coste
marginal CM, =147 (i=1, 2), el precio bajara hata el coste marginal:

P=339-Q=CM=147 —- Q=192=96+96 — u,=u,=0 — U=0
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Se asume que q, =g, =96 pensando que la competitividad entre las aerolineas conducira como maximo

a tomar la mitad del mercado.

d) Un Cartel es el acuerdo entre las dos aerolineas con el fin de eliminar la competencia, obteniendo un
poder sobre el mercado aerondutico para obtener los mayores beneficios posibles en perjuicio de los
pasajeros. Las consecuencias son las mismas que con un mercado monopolista, a diferencia que se
reparten los beneficios totales.

Actualmente, el término se aplica a los acuerdos que regulan la competencia en el comercio internacional.

Siendo q, =q,, la utilidad de cada aerolinea sera:
u,(a,,q,)=a,[339-q, —q, | —cq, =q,[339-2q, -]
u,(a,,9,)=0,[339-q, —q, | —cq, =q,[339-2q, —c|

El beneficio éptimo de la aerolinea 1 se obtiene maximizando la funcién:

max, u,(q,, a,)=q,(339-2q, -147)=q, (192-2q,) = 192q, - 2q;

9
9—(192q1—2q§)=192—4q1=o — q; =48 billetes
q

1

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Andlogamente, q; =48billetes
Cantidad producida en equilibrio: Q" =q; + g, = 48+ 48 =96 billetes
Precio en equilibrio: P(Q°*)=339-Q" =339-96 =243 euros
Beneficio en equlibrio para cada aerolinea:

u, =u, =243.48-147.48 = 4608 euros

Beneficio total de las aerolineas en equilibrio: U=9216 euros

e) El Cartel maximiza beneficios conjuntos en el mercado si la produccién conjunta es de 96 unidades,
asumiendo (en la medida que las aerolineas tienen los mismos costes) producira 48 unidades cada una.

Si la aerolinea 1 sabe que la aerolinea 2 va a producir 48 unidades cumpliendo su acuerdo en el cartel, la
demanda residual del mercado sera:

Q=339-P — Q,+48=339-P — Q,=291-P
La utilidad de la aerolinea 1 sera:

u,(a,, q,)=0,[291—-q, —147 ]| =q,[ 144 —q, |=144q, -4}
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Para maximizar el beneficio de la aerolinea 1:

91(144q1—q§)=144—2q1=0 — q; =72 billetes

1

Cantidad producida en equilibrio: Q" =q; + 48 = 72+ 48 =120 billetes
Precio en equilibrio: P(Q*)=339-Q°*=339-120=219 euros

Beneficio en equlibrio para cada aerolinea:

u, =219.72-147.72 = 5184 euros u, =219.48—-147.48 = 3456 euros

Beneficio total de las aerolineas en equilibrio: U= 8640 euros
obtiene un beneficio de 4608 euros.

que ella no lo respete, consiguiendo 72 billetes (en lugar de 48) y un beneficio de 5184 euros.

™
q,

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Mejor respuesta o
BR, = Funcién de reaccién
Aerolinea 1

9% \ m 8" ={(96,9)}

i'.l c*={(64,64)}
) s = {(96, 48 )}

Lider Aerolinea 1

64

48

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Hnea;de BR, =Funcién reaccién
Contrato Aerolinea 2
hY
48 6472 96 “a,

Se observa que si las dos aerolineas respetan las cuotas de produccion establecidas por el Cartel, cada una

Si la aerolinea 1 asume que la aerolinea 2 va a respetar el acuerdo del Cartel encuentra mas beneficioso

Considerando las producciones calculadas sobre la funcion de demanda del mercado, se puede hacer una
estimacion del excedente del pasajero (cantidad maxima que esta dispuesto a pagar y lo que en realidad

paga) para cada una de estas situaciones.
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El excedente se puede interpretar como areas de
triangulos que se pegan unos encima de otros.

Mientras mas alto el precio de la solucién menor sera
el excedente del pasajero, como ocurre en la solucién
bajo Cartel. El precio es 243 y el excente del

147

consumidor es el area del triangulo.

En esta linea, el excedente del consumidor es mayor
en la solucidn de Bertrand B® y menor en la solucién
de Cournot C*

|
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TEORIA DE LAS SUBASTAS

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)
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Una subasta es un mecanismo de venta o compra caracterizado por un conjunto de reglas por el que se
determina la asignacion de recursos y su precio en funcidn de las pujas de los participantes

La Teoria de las Subastas se estudian por:
e Formacion de precios: Identificar cdmo se forman los precios en presencia de informacidn asimétrica.

e Relevancia empirica: Subastas de arte, licencias de franquicia, construcciones publicas, y en todos los
mercados.

Porqué se utilizan ciertos mecanismos de subastas.
Mejora en el disefio de mecanismos.

ESTRATEGIA DEL VENDEDOR DEL OBJETO SUBASTADO:

¢Cudl es el mejor mecanismo para maximizar ingresos?
¢Es conveniente exigir un pago para participar?
éConviene establecer un precio minimo?

éConviene revelar informacién sobre el valor del objeto?
¢Qué hacer para evitar la colusion?

ESTRATEGIA DEL COMPRADOR DEL OBJETO SUBASTADO:

éCual deberia ser mi puja 6ptima?

¢Cudl es el comportamiento esperado de los otros pujadores?

éSe puede obtener informacidém sobre el valor del objeto a través de las pujas de los otros compradores?
Si puedo influir en el tipo de subasta, équé tipo de subasta me conviene mas?

CLASIFICACION DE LAS SUBASTAS:

) ' Privadas (Objeto de un pintor)
Valoraciones de los compradores: . i
Comunes (Explotaciones pretoliferas)

Completa: Subastas eléctricas

Informacion sobre las valoraciones de otros compradores:
Incompleta: Subastas de UMTS

) , Unico: Una obra de arte
Numero de objetos a la venta: o
Multiples: Subastas de bonos del Estado
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SUBASTAS DE UN OBJETO:

Al primer precio (contratacion publica)
A SOBRE CERRADO: )
Al segundo precio
En subatas al primer precio el pujagor con la puja mas alta gana y paga su propia puja.
En subastas al segundo precio el pujador con la puja mas alta gana y paga la siguiente puja.

Descendente u Holandesa (lonjas de pescado)
ABIERTAS ORALES:
Ascendente o Inglesa (subastas de arte)

En la subata Descendente u Holandesa el precio baja hasta que un pujador lo compra.
En la subata Ascendente o Inglesa el precio sube hasta que solo queda un pujador.

INFORMACION INCOMPLETA: ESCENARIO SUBASTA A SOBRE CERRADO

Dos jugadores (compradores) participan en una subasta a sobre cerrado para adquirir un objeto. Las
acciones posibles con sus pujasson A, =A,=b, >0 i=1,2

Los jugadores tienen una valoracién v, independiente y uniformemente distribuida [0, 1], que es

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

informacién privada.

SUBASTA AL PRIMER PRECIO: Es el formato estandarizado de subastas para licitaciones gubernamentales.
Cada comprador potencial determina y envia su puja de manera privada.

El subastador se encarga de vender el objeto a quien haya hecho la puja mas alta.

En caso de empates, el subastador suele asumir un sorteo aleatorio entre aquellos que hayan presentado
la puja mas alta.

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

0 b,<b
- v.—b
Utilidad o pago: u;(b,,b,;v,,v,)=1— . L b, =b,
vi—b, b, >b,
Se prueba que ENB = {(bl(vl) = % , by(v,)= VTZJ} Equilbrio de Nash Bayesaiano

-1
Con njugadores el equilibrio es b,(v;) = u
n

Dada la estrategia del jugador 2, el jugador 1 gana la subasta si puja b > V—22 - v,<2b
El pagb del jugador 1 es: u, =(v, —b) . p(v, < 2b)

u, = (v, ~b). [ v, dv, = (v, ~b).[v,]2" = 2b(v, ~b)
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9[2b(v, —b)] 5

El valor que maximiza u, es:
! Sb

v,—-4b=0 - bl(v1)=%

. __ v
Analogamente, el valor que maximiza u, es b,(v,)=-—%
2

En el equilibrio cada jugador (comprador) puja la mitad de su valoracién. Consecuencia de que se
enfrentan a una tension:

e Cuanto mayor es la puja, mayor es la probabilidad de ganar.

e Cuanto menor es la puja, mayor es el pago en caso de ganar.

SUBASTA AL SEGUNDO PRECIO: Subastas de Vickrey, propuestas y analizadas en 1961 por William
Vickrey (Nobel de Economia en 1996). En la atualidad constituyen el paradigma econdmico predominante
para pensar las subastas.

Vickrey sostenia la necesidad del uso de subastas disefiadas especialmente cuando se trata de bienes
publicos importantes. En una subasta de Vickrey el bien es vendido al postor mas alto, al precio de la puja
perdedora mas alta.

Gana el jugador que hace la puja mas alta, pero paga por el objeto una cantidad igual a la segunda puja
mas alta.

Se modela como en la subasta al primer precio:

0 b, <b,

o v, —b,
Utilidad o pago: u,(b,,b,;v,,v,)=¢{——— b, =b,
v,—b, b,>b,

J
Se prueba que ENB = {(bl(vl) =vy, b,(v,)=v, )}

Dada la estrategia del jugador 2, con la regla de decisién b(v) =v, el jugador 1 gana la subasta si puja

b>v, = v,<b

En tal caso, la ganancia del jugador 1 es: u, =(v, —V,)
b b b b
u, = J.o (v, —v,) b(v,)dv, =J.0 (v,—v,) v, dv, =I0 v,Vv, dv, —J.o v,Vv, dv, =

b
b 1 1
=V1[V2]o_|:EV§:| =bv1_5b2

0
i 3 )
El valor que maximiza u, es: Sh bv, _Eb =v,—b=0 — b,(v,)=vV,

Ya no existe la tension de la subasta al primer precio, ahora cada jugador puja su valor.
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CALCULO DE PUJAS EN SUBASTA A SOBRE CERRADO AL PRIMER PRECIO
Los jugadores que son neutrales al riesgo

Se supone simetria, todas las valoraciones proceden de la misma distribucion

El jugador i tiene una valoracién v, independiente, que es una extraccion aleatoria de una distribucién

uniforme UJO0, k]

Cada jugador conoce su valoracién pero no conoce la de los demas, aunque sabe que proceden de una

distribucion U[0, k]

Las funciones de puja de cada jugador son b, =a, v, , siendo 0<a, <1

El pago del jugador i se resuelve: max u, = (v,—b,) . p(ganar/b,)+0.[1—p(ganar/b,)]

p(ganar / b,) =Probabilidad que tiene el jugador i de ganar la subasta cuando realiza una puja

igual a b,

b. b Vj~U[0,k] 1 b
p(ganar/b))=p(b,>b)=p(b,>av)=p| —>v, |=p|v,<— = ——
a. o k a,

i i

max ub« =(Vi_bi) * p(ganar/bi)=(vi_bi) . L=[Vi i_ i}
' ka j

i

Para calcular el valor que maximiza u,, :

2
9 v, . b, _ b =v,—2b,=0 — bi=L puja éptima
3b, ko, ka, 2

LA OFERTA GANADORA AUMENTA CON EL NUMERO DE PUJANTES

_ b

ko,

J

Considerando tres jugadores, el jugador i gana la subasta cuando realiza una puja igual a b,

p(ganar/b,)=p(b,>a,v,).p(b,>a, Vk)=[ LJ
: ka

2 2 3
max u, =(v,~b)) . p(ganar/b)=(v,~b,) . kzbixz =[vi. be___b J

Para calcular el valor que maximiza u, :

9 B b
vi : k2 aZ kZ (XZ

| v
- =2b v —32b’=0 — b,=—L puja éptima
9b, 3
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Si se consideran 7 jugadores:

n-1
b,
p(ganar/b,)=p(b,>a,v,).p(b, >0, v,) ... p(b, >anvn)=[ GJ

b ! bt bl
max u, =(v,—b;) . p(ganar/b,)=(v,—b;) . W= V. o

Para calcular el valor que maximiza u,, :

(n—1)v, .
=————— pujaoptima

9 by~ by
vi' n-1_n-1  pn-1_n- 1
k" "a k" "a

% ) omnr- 0 o

Se observa que a medida que aumenta el nimero de jugadores aumenta la valoracién.

PRECIO ESPERADO EN LA SUBASTA

El precio esperado por el subastador cuando se extraen n valoraciones independientemente de una

distribucién U[O0, k] es: (Ll k)
n+1

s p n
El valor esperado de la valoracidn mas alta: —1k
n+

El precio esperado en la subasta y por tanto el valor esperado de la puja mas alta:

(n—lj.( n kJ:n—lk
n n+1 n+1

PUJAS EN INCERTIDUMBRE EN SUBASTA A SOBRE CERRADO AL PRIMER PRECIO

El riesgo que asume cada jugador esta estrechamente ligado a la opcién que maximice su utilidad
esperada con la obtencion del bien que se estd subastando.

Existe la probabilidad que en una subasta se enfrenten jugadores con diferentes tipos de riesgo. En
este sentido, se analizan casos en que dos jugadores asume su riesgo (diferente al de su adversario).

El objetivo es determinar cudl seria la puja 6ptima de un jugador cuando se enfrenta a un
contrincante con diferente riesgo al suyo.

OBTENCION DE LAS PUJAS OPTIMAS A PARTIR DE UNA FUNCION DE PUJA

Neutral al riesgo: b, = a; v,

Diferentes pujas con distintos tipos de riesgo { Adverso al riesgo: b, =, \/v_,

2
i

Amante del riesgo: b, =a, v
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Dos jugadores, uno neutral al riesgo (b;) y otro amante al riesgo (b,)

p(ganar/b,)

max u, =(v,

v;~U[0, K] _
=p(b,>b))=p(b,>a,Vv})=p &>vj =p|v,< by 1k
) a; a, k' a

Vb2 b2

b, _
Jo

x| =

—-b,) . p(ganar/b,)=(v,—b,) .

Para calcular el valor que maximiza u,, :

Vi

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

max u, = (v,

Para calcular

9 |:v.bfl/2 b3/2
b, | ko, ko,
Analogament

b, b. | vi~ulo.kl 1 b,
p(ganar/b)=p(b,>b)=p(b,>o,v)=p| —>v, |=p|v,<—| = ——
(o

] =v,—3b,=0 — b,= 3 puja 6ptima neutral al riesgo

e, para el jugador amante (b,) al riesgo

oL

k a,

b, _vb, b

1 b,
—b.).p(ganar/b.)=(v.-b). =-—
j) - p(ganar/b;)=(v;-b)) Ko, ka ke,

el valor que maximiza u,, :

3

i

9 vjbj_
3b, | ka,

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

max u, =(v,

Para calcular

b, 3 b
p(ganar/b,)=p(b, >b,)=p(b, >ajJ7])—p [gj>\/v7j]—p [vj < "

v
} =v,—2b,=0 — b, =— puja éptima amante al riesgo
ka. J J ] 2

Dos jugadores, uno amante al riesgo (b;) y otro adverso al riesgo (b,)

sz vi~=UI0,kl 1 p2

j k af
1b%2 wvb? b3
-b,). anar/b)=(v.-b).——=—"1"1__"1_
) . p(ganar /b,)= (v, —b,) Kol kal ka?

el valor que maximiza u,, :

8 |vbl
9b, | ko?

b} 2v,
" '2} =2b,v,—3b’=0 — b, =% puja 6éptima amante al riesgo
Q.
J
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Andlogamente, para el jugador adverso (b,) al riesgo

b b, | w-uio.kl 1 b2
p(ganar/bj)zp(bj>bi)=p(bj>aivi2)=p —>v, |=p|v,<,|— = ——
(o o k a;

b1/2 va b1/2 b3/2

max u, =(V,- —bj) . p(ganar/bj)=(v ) 1/2 = Ko/ - ko2
a, 1 1

Para calcular el valor que maximiza u,, :

9 |: b1/2 bg/z
i
Sb, | k oc” 2 kol

V.
} =v,—-3b;=0 — b, =?’ puja 6ptima adverso al riesgo

Dos jugadores, uno adverso al riesgo (b;) y otro neutral al riesgo (b;)

b- b vJ~U[0 k] 1 b
p(ganar/b,)=p(b,>b,)=p(b,>0av)=p| —>v, |=p|v,<— = ——
a, a, k a,

2
max u, =(v,~b,) . p(ganar/b,)=(v,~b,). lb__"i_bi_ b;

i kaj kocj

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Para calcular el valor que maximiza u,, :

9 [vibi_ b?

b } =v,—2b,=0 — b, =% puja 6ptima adverso al riesgo

kocj konj

Andlogamente, para el jugador neutral (b,) al riesgo

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

b2 b2 v,-—U[O Kl 1b2
p(ganar /b)) =p(b,>b)=p(b, > \/v,)=p| %>V, [=p|v,< %
1 a‘l ka‘l
(v,b,) . p(ganar /b)) = (v, ~b;) . 12 VB _ B
max u =V anar V— = —
b P& af ka? kol

Para calcular el valor que maximiza u,, :

9 |vb] b
9b,

2v,
=2v;, —3b2 =0 —> b;= puja éptima neutral al riesgo
ka; kal 3
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En una subasta hay dos jugadores, donde todos pagan por su puja sin importar si ganoé el objeto
subastado. Cada jugador conoce su valoracion pero no sabe cudl es la valoracion del contricante, solo
sabe que es una variable aleatoria que se distribuye U[0,1]

a) Encontrar la oferta 6ptima del jugador si el oponente sigue la regla de decisién b(v) =k v?

b) En equilibrio la oferta éptima del jugador i debe seguir b(v)=kv?, écudl es el ENB?

Solucioén:
b. b. v;~U[0, K] b. b_]_/z
v. b2
max u, =V,. p(ganar /b)) =b, = <—=b,

1/2 2
Vb |=v—2kb=0 - b=
ak

k1/2

Para calcular el valor que maximiza u,, : 9. |:
i

2 2 2
b) b=Yi=kv? - k=> — ENB={|b ="', b,="
ak 2 2

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Demostrar que en una subasta de primer precio entre dos jugadores, que un jugador ofrezca su
valoracién, con la regla de decisién b(v)=v, v~U[0, 1], no es un equilibrio de Nash.

Solucién:

vj~U[0, 1]

a) p(ganar/bi)=p(bi>bj)=p(bi>vj)=p(vj<bi) = b

max u, =(v,—b;). p(ganar/b,)= (v,—b,). b,

9 :
Para calcular el valor que maximiza u,, : E[(Vi -b,). bi:| =v,—2b,=0 — b, =%

Si el jugador 2 puja su valoracidn, el jugador 1 puja prefiere pujar la mitad de la suya, con lo que no es un
ENB porque tiene incentivos unilaterales a desviarse.
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Herencia Subastada: Dos hermanos heredan la empresa de su padre, para decidir quien se queda con la
herencia de la empresa hacen una subasta de primer precio entre ellos donde la puja mas alta gana,
paga su puja y se queda con la empresa. La diferencia con una subasta normal de primer precio es
que el perdedor se queda con la puja del ganador. Es decir, si el hermano i gana con b,, entonces el

se queda con v, —b, y el perdedor se queda con b, .

Se supone que cada uno conoce su valoracion, pero no la de su hermano y sabe que v, ~ U|:0, 1:| yen
equilibrio b(v)=kv.

Calcular la utilidad esperada en equilibrio.

Utilidad esperada: u, =(v, -b,).p(b, >b,) + j:/kbj(vj) dv,

vJ-~U[0, 1] b
—_

bi —_ et B —
p(ganar/b,)=p(b,>b,)=p(b >kv,)=p (r>vjj—p (vj < k) =

1 1 1 kot k b
J.bj/kbj(vj)dvj _Ibl/kkvj dv, —k_[bI/ij dv, _EI:VJ :Ibi/k T2 2k

b k b> wvb b> k b’
uiz(vi_bi)-_l+__ |2=#——'+———I
k 2 2k k k 2 2k

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Para calcular el valor que maximiza la utilidad esperada:

— —— =—'——'—£=0 - v,—-3b,=0 = v,-3kv,=0 —> k=l
9b, k 3

9 [wb b k 8]_v 2
k k 2 2k

La utilidad esperada en equilibrio: u, =| v, 0 .V, +§|:vf:|1 =§—§vf
3 2 vi 2.6
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