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£y Determinar la probabilidad de extraer una bola blanca de una urna que contiene cuatro bolas de dos
&) colores: blanco y rojo, supuesto que las distintas composiciones de la urna son igualmente probables.

Solucién:

Interpretando el enunciado en sentido estricto, se entiende que la urna contiene al menos una bola de
cada color, eliminando las posibilidades de que en la urna haya cuatro bolas blancas o cuatro bolas rojas.

Denotando por U, = "La urna contiene i bolas blancas y (4 —i) bolasrojas", i=1,2,3
Si el suceso B = "Extraer bola blanca"

Por el Teorema de la Probabilidad Total:

p(B) = p(U;)x p(B|U,) + p(U,)x p(B|U,) + p(U;)x p(B |U;)

1
Las tres composiciones de la urna son equiprobables, asi que p(U,) = 3 para i=1,2,3

La probabilidad de extraer bola blanca de la urna U, es: p(B | U) = i para i=1,2,3

resulta que, p(B) 2 + 1.3 1
) = X — —X — = —
a P 4 3 4 2

X +

Wl
Wl

|

Nota: Se pueden evitar los cdlculos anteriores ya que, por simetria respecto al color las bolas, los
sucesos "sacar bola blanca" y "sacar bola roja" son contrarios y equiprobables, por lo que la

probabilidad de cada uno de ellos es 1

Realizamos el experimento aleatorio siguiente: Lanzamos tres monedas y contamos el nimero X de
ﬂ caras. Posteriormente, lanzamos X dados y llamamos Y a la suma de los resultados obtenidos.
g éCuanto vale E(Y)?

Solucién:

Se asume que las monedas y los dados son equilibrados. La variable aleatoria X que contabiliza el
numero de caras al lanzar tres monedas sigue una distribucion binomial B(n =3, p=0,5), por lo que su

3
funcién de probabilidad: p(X=0) = (ij [%j para k=0,1,2,3

1 3 3 1
es decir, X=0) = = X=1) = = X=2) = = X=3) = =
p( ) 3 p( ) 2 p( ) 2 p( ) 2

Los valores que toma la variable Y, suma de los resultados obtenidos al lanzar X dados, pertenecen al

conjunto {0, 1,2,3, ..., 18} (Y=0 cuando X=0) y su esperanza matematica:

18
E(Y) = D . p(Y=])
j=0
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Dado que la variable Y depende de X, se recurre al Teorema de la Probabilidad Total para calcular su

esperanza:

18 18
Dlicply=i=Di.
i=0 j=0

E(Y)

k=0

3 3 18
Dopx=k). p(v=j[X=k)| = D p(X=k).| D . p(Y=}|X=k)
k=0 j=0

k=0

3
D p(X=k) . E(Y [X=Kk)

Para k=0 — E[Y|X=0] =0 pues P[Y=0|X=0] =1

Para k=21 — [Y |X=k:| =Y, +Y,+ - +Y, Lavariable Y; = "resultado del j-ésimo dado"

Como los dados son correctos, las variables discretas Y; son uniformes y su media es la media aritmética

de los valores que toma:

1+2+3+4+5+6
6

E(Y,) =

E(Y[X=k) = E(Y,) + E(Y,) + -

En concreto, E(Y |X =0) =0

De modo que,

E(Y) =
k

p(X=k) . E(Y |X =k)

3
=0

_7
2
7 7 = 7 7
+ E(Y) = =+ =4+ oeee + — = —
2 2 2 2
21
E(Y|X=1) ==  E(Y|X=2) =7 E(Y|x=3)=7
=lx0+ixz+ix7+lxé=E
8 8 3 8 8 2 4

Portal Estadistica Aplicada: Teoria de Juegos 4



U \ Liniversidad Autdnoma
‘' de Madrid

Dos jugadores Ay B lanzan simultanea y respectivamente 3 y 2 monedas. Gana el jugador que
ﬂ obtenga mas caras, repitiéndose el lanzamiento si ambos obtienen el mismo nimero. Calcular la
probabilidad de que gana el jugador A.

uim &

Solucién:

Designando por A, el suceso "El jugador A gana en la partida i-ésima"

P(A;) = P(A saque 3 caras y B cualquier numero de caras) + P(A saque 2 caras y B saque 1 cara o 0 cara) +
3 3 3 1 1

1
+ P(AsaquelcarayBsaqueOcaras) = —x1+ —x—+ —x— = —
8 8 4 8 4 2

P(A,) = P(empate en la primera partida) P(A saque mas caras que B en la segunda partida) =

= {P(A saque 2 caras y B saque 2 caras) + P(Asaque 1caray Bsaque1cara) +

<+

P(A saque O carasy B saque 0 caras)} P(A saque mas caras que B en la segunda partida) =
BG)C)-0-6)-6) - B-6)-6)-6)-6)-6)+
2 X 2 X 2 X 2 X 2 X 2 1 X 2 X 2 X 1 X 2 X 2

OG- G (-GG -06) -3

0)*\2) " 2)*\0)*\2) "\2) ["\2) 1672

+

2 (57t 1 1 1 8
P(Agane)— Z(E) XE = EX—S— E

n=1
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" En una poblacién de (n + 1) personas un hombre, el "progenitor", envia cartas a dos personas
&> distintas, que representan la "primera generacién".

Estas repiten el proceso y, en general, por cada carta recibida, el receptor envia dos cartas a dos personas
elegidas al azar, sin considerar el desarrollo pasado.

Encontrar la probabilidad P de que el progenitor no se encuentre en ninguna de las generaciones
1,2,3, ... ,k

Solucion:
!
H</
N
Esquema de arbol
A
_
Generacion
1° 2° k-1 k

En la generacién i-ésima hay 2' nodos (i = 1,2, ... ,k—1)
En consecuencia, las generaciones 0,1,2, ... ,k—1 tienen en total

2" 2 -2
2-1

1+2+22+ ..+ 2%t = 1+ 2%~ 1 nodos

En cada nodo de estas generaciones (0,1,2, ... ,k—1) seeligen 2 personas entre n, es decir (;j
-1

2k
posibilidades. Asi pues, los casos posibles son: Casos posibles = (;)

2k
Como 2+2°+ .. + 2"1 = 2¥-2 —  Casos favorables = (n) (n_lj

2 2
Finalmente,
n)(n-1 2t~ n-1 2 (n=-1)(n-2) 2 K_2 k2
2)( 2 2 ~ 5 _ (n=2) o (_2Y
P R N7 | nin-1) n - U n
Y ) 2
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Sean (N+1) urnas cada una con N bolas rojas y blancas. La urna U, tiene k bolas rojasy N—k

&> blancas, k=0,1, ... ,N.Seelige una urna al azar y se realizan "a" extracciones con remplazamiento.

Supdngase que las "a" bolas han resultado ser rojas. Hallar la probabilidad de que en la siguiente
extraccion resulte bola roja.

Solucién:

Sean los sucesos: A ="Las a bolas han sido rojas" y B ="La extracciéon a+1 es bola roja"

1 k a k a+1
Se tiene: P(U )= —— P(A|U)=|— P(AAB|U,) = | —
etiene:  P(U) = —— (A]U,) (N) (ANB|U,) (N)

N N a+1 K a+1
Drwreoan) 3 () al

PBNA) _ k=o k= k

P(A) N a N 1
P(U) P(A]U) ( ) ﬁl(
a+1l N N
( ) Zka+1 Zka+1

k=0 k=0

5&

P(B|A) =

Mz

2| =
~—

DTS

k=0 k=0
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Oposiciones INE . s H
Ersadicticon “ﬂm Los jugadores Ay B lanzan un dado cada uno: si el dado de A marca un valor mayor o igual

Facultatives '}

5| que el de B, comienza a jugar A ; en caso contrario, comienza B.

uim k

Los jugadores Ay B lanzan un dado cada uno: si el dado de A marca un valor mayor o igual que el de B,
comienza a jugar A ; en caso contrario, comienza B.

El juego consiste en sacar una bola de una urna que contiene una bola roja, una verde y una negra.

Si comienza el jugador Ay la bola es roja, gana el jugador A. Si la bola no es roja, se devuelve ala urnay
saca una bola el jugador B, que gana si la bola es verde o negra; en caso contrario, gana A.

Si empieza el jugador B, y la bola es roja o verde, gana el jugador B ; en caso contrario, gana A.
Se pide calcular las siguientes probabilidades, razonando la respuesta:

a) La probabilidad de que el jugador A inicie el juego. ¢Y de que lo inicie el jugador B?

b) La probabilidad de que el jugador A gane el juego. ¢Y de qué lo gane el jugador B?

c) Si el juego lo ha ganado el jugador B ¢Cual es la probabilidad de que lo haya iniciado?

Solucion:

a) Se utiliza el Teorema de la Probabilidad Total al tratarse del conjunto de sucesos de un experimento
aleatorio finito.

P(A2B) = P(B=1) x P(A=1|B=1) + P(B=2) x P(A22|B=2) + - + P(B=6) x P(A=6|B=6)

1 1 5 1 4 1 3 1 2 1 1 7
= —x14+ —x—+ —x—+ —x —+ —x —+ —x — = —
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 12
En consecuencia,
7 7 5
( mncna) = P(A>B) 12 P(Binicia) =1- P(Almcna) =1- E = E
b) Sean los sucesos: Ag = "Agana el juego" , B; = "Bgana el juego"
7 1 2 1 5 1 25
P(AG) = ( In|C|a) X P(AG | Alnlcia) + P(Blniua) X P(AG | Blnlaa - E X (5 + 5 X 5) + E X E = 5_4
7 2 2 5 2 29
P(BG) = P(Alnicia) X P(BG | Alnicia) + P(Blniua) X P(BG | Blnlua = E X (E X Ej + E X E = 5_4
25 29
P(B:) = 1—- P(A:) = = —
(Bo) (Ac) 54 54
5 2
P(B.|B 19 X2 15
c) I:’(Blnicia| BG) PE Imcna) x Pl G| In|C|a - 12 3 _ 2
P(Bg) 29 29
54
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Un sistema de comunicaciones falla o no dependiendo si ha fallado o no el dia anterior.
ﬁ La probabilidad de que falle un dia sabiendo que ha fallado el dia anterior es de 0,6, pero si no ha
fallado el dia anterior es de 0,4.

a) ¢éCudl es la probabilidad de que el sistema falle dentro de cuatro dias sabiendo que hoy no ha fallado?

b) éCudl es la probabilidad de que el sistema falle el cuarto dia sabiendo que inicialmente la probabilidad
de fallar es de 0,3 y la de no fallar es de 0,7?

c) éCual es el vector de probabilidades de equilibrio?

Solucion:
Estado O
a) Sean los estados E={0 = falla,1=no falla} p_ 0 [0 6 0, 4] 0,6 p@\}g 6
1.0,4 0,6

La probabilidad pedida es: p{y = P(X, =0|X, =1)

02 _ 0,6 0,4)(0,6 0,4 (0,52 0,48
0,4 06){0,4 06) 10,48 0,52

03 pop_ 0,6 0,4)(0,52 0,48\ (0,504 0,496
~ """ " lo,4 o06)l0,48 0,52) 0,496 0,504

0,6 0,4)(0,504 0,496 0,5008 0,4992
P*=pxP3= = piy = P(X, =0| X, =1) = 0,4992
0,4 0,6)(0,496 0,504 0,4992| 0,5008

b) La distribucién de probabilidad inicial es ©° = (0,3, 0,7) y la distribucién de probabilidad en 4 pasos

sera % = n°p?

P(X, = Zp“" ) = 0,7) 05998 ) _ 0,5008x0,3+ 0,4992x0,7 = 0,49968
i0 ’ 0'4992 ’ ’ ’ ’ 7
n'= P = (0,3 0,7) 04 (0,46 0,54)
0,4 0,6
0,52 0,48
n’ = n’P* = (0,3 0,7) = (0,492 0,508)
0,48 0,52

s oo 0,504 0,496
P*= (0,3 0,7
0,496 0,504

} = (0,4984 0,5016)

(03 0,7) 0,5008 0,4992
! ’"710,4992 0,5008

J= (0,49968 0,50032)

n* = (ng, n7) = (0,49968,0,50032)

Portal Estadistica Aplicada: Teoria de Juegos 9
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P(X, =0) = mg = 0,49968

0,5008 0,4992) (0,5008 0,4992 0,50000128 0,49999872
c) PP=pP*x P = _

0,4992 0,5008 )\ 0,4992 0,5008 0,49999872 0,50000128

B 4 .8 (0,5008 0,4992J [0,50000128 0,49999872] [0,5 0,5]
P2 = P*x P = =

0,4992 0,5008 ) \ 0,49999872 0,50000128 0,5 0,5

13 1 0,6 0,4)(05 0,5 0,5 0,5
P“=PxP* = =
0,4 0,6){(0,5 0,5 0,5 0,5
La matriz a largo plazo de transicion:

0,5

- 0,6 0,4 0,5 0,5
P= lim P" = lim = /%
n - n>wl0,4 0,6 0,5 0,5 os{/@ B0

El Unico vector de probabilidades de equilibrio se expresa por T = (0,5 0,5)

. 0,6 0,4 .
De modo que, &P = (0,5 0,5) (0 4 0 6} = (0,5 0,5) =

'y Enun juego participan dos jugadores Ay B. En cada turno del juego se lanza una moneda al aire. Si
&) salecara, el jugador A le da un euro al jugador B, si sale cruz, el jugador B le da un euro al jugador A.

El juego se inicia teniendo 3 euros el jugador Ay 2 euros el jugador B y termina cuando uno de los dos
no tenga euros.

Calcular el nimero medio de tiradas que tarda en acabar el juego
Solucién:

Para calcular la probabilidad de fracaso del jugador A se tiene una cadena de Markov con un estado por
cada posible estado de cuentas S = {1,2,3,4,5,0}
Estado 1 2 3 4 5 0
Q

1({0 05 0 0] 0 0,5
05 0 05 0 0 O

Matriz de transicion asociada: p _

oV s W N
=
n
=
"
= oo o

Portal Estadistica Aplicada: Teoria de Juegos 10
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La matriz fundamental para la cadena absorbente es:

(1-Q) =

1-q

o O O Bk

o O » O

T=(-Q)*' =

1,6

1,2
TR =

0,8

0,4

1,2
2,4
1,6
0,8

O = O O

1,6
1,2
0,8
0,4

0,8
1,6
2,4
1,2

0

= O O

1-Q)| = 0,3125

1,2
2,4
1,6
0,8

0,4
0,8
1,2
1,6

0 05 0 0 1 05 0 0
05 0 0,55 0 05 1 -05 0
0 05 0 05/ | 0 —05 1 -0,5
0 0 05 0 0 0 -05 1
0,8 0,4
1,6 0,8
2,4 1,2
1,2 1,6

0 05 0,2 08

0 o0 0,4 0,6

o o| |06 04

05 0 0,8 0,2

= El fracaso del jugador A estd representado por el estado 0, que es el segundo estado absorbente.

Se comenzo en el tercer estado transitorio (A empieza con 3) se debe observar el elemento p;, = 0,4

de TR que da la probabilidad 0,4 de que el jugador comience con 3 euros y fracase.

= |a probabilidad de fracaso del jugador B es el complementario, es decir, (1—-0,4 = 0,6).

También se puede observar el elemento p;;, = 0,6 de TR.

Para calcular el nimero medio de tiradas que tarda el juego en acabar hay que sumar los nimeros
medios de etapas que estaran en cualquier estado transitorio antes de la absorcién, suponiendo
que se empieza en el tercer estado transitorio.

Los numeros medios son los que forman la tercera fila de la matriz fundamental para la cadena
absorbente T = (I—Q)'l, es decir, 0,8+1,6 +2,4 +1,2 = 6tiradas.

Portal Estadistica Aplicada: Teoria de Juegos 11
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Un viajante opera en tres ciudades: Madrid, Segovia y Toledo. Con tal de evitar desplazamientos
ﬂ innecesarios pasa todo el dia en la misma ciudad y al dia siguiente, si no tiene suficiente trabajo, se
desplaza a otra ciudad.

Después de trabajar un dia en Toledo, la probabilidad de tener que continuar alli al dia siguiente es 0,4,
la de tener que viajar a Segovia es 0,4, y la de tener que ir a Madrid es 0,2.

Si el viajante duerme un dia en Segovia, con probabilidad 0,2, tendra que seguir trabajando en la misma
ciudad al dia siguiente, en el 60% de los casos viajara a Toledo, mientras que ird a Madrid con
probabilidad 0,2.

Si el viajante trabaja todo un dia en Madrid, permanecera en la ciudad al dia siguiente con probabilidad
0,1, ird a Segovia con probabilidad 0,3, y a Toledo con probabilidad 0,6.

Se pide:

a) Si el viajante se encuentra hoy en Toledo, écudl es la probabilidad de que tenga que trabajar en la
misma ciudad al cabo de cuatro dias?

b) éCuales son los porcentajes de dias en los que el viajante esta en cada una de las tres ciudades?

Solucion:
M S T
mM(0,1 0,3 0,6
a) La matriz de transicion P= S | 0,2 0,2 0,6
T\0,2 0,4 0,4

Estando en Toledo, para saber con qué probabilidad se encuentra en Toledo a los cuatro dias hay que

calcular p$)

0,1 0,3 0,6 1/10 3/10 6/10
P=102 02 06|=(2/10 2/10 6/10
0,2 0,4 04 2/10 4/10 4/10

1/10 3/10 6/10)(1/10 3/10 6/10 19/100 33/100 48/100
P =|2/10 2/10 6/10||2/10 2/10 6/10|=|18/100 34/100 48/100
2/10 4/10 4/10)\2/10 4/10 4/10 18 /100 30/100 52/100

19/100 33/100 48/100) (19/100 33/100 48/100
P* =pP?>xP?> = |18/100 34/100 48/100||18/100 34/100 48/100| =
18/100 30/100 52/100) (18/100 30/100 52/100

1819/10000 3189/10000 4992/10000
= |1818/10000 3190/10000 4992 /10000

1818 /10000 3174 /10000 (5008 /10000

5008
En Toledo se encuentra a los cuatros dias con probabilidad p&y = 10000 0,5008

Portal Estadistica Aplicada: Teoria de Juegos 12
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b) Para calcular las probabilidades estacionarias hay que proceder de la siguiente forma:

1/10 3/10 6/10
(x vy z)[|2/10 2/10 6/10| = (x y z) siendo, x+y+z=1
2/10 4/10 4/10

De donde, resulta el sistema de ecuaciones lineales:

r

1
—(x+2y+2z)=x
10 -9%x+2y+2z2=0
1 —-9x+2y+2z=0
—(3x+2y+4z)=y 3x—8y+4z=0
110 - - x+y—-z=0
1 6x+6y—6z=0 1
1o(Bx+6y+42)=2 x+y+z=1 Xty+z=
Xx+y+z=1

conloque, x=0,1818 , y=0,3181, z=0,5

El porcentaje de dias que el viajante se encuentra en cada ciudad es: Madrid el 18%, Segovia el 32% y
Toledo el 50%.

Un edifico consta de bajo y dos pisos. El ascensor del edificio realiza viajes de uno a otro piso, se
ﬁ conoce que el piso en el que finaliza el n-ésimo viaje del ascensor sigue una cadena de Markov, y que
la mitad de los viajes que parten del bajo se dirigen a cada uno de los otros dos pisos.

Mientras que si un viaje comienza en el primer piso, sélo el 25% de las veces finaliza en el segundo.
Finalmente, si un trayecto comienza en el segundo piso, siempre finaliza en el bajo.

Se pide:

a) Calcular la matriz de probabilidades de transicién de la cadena

b) éCual es la probabilidad de que a largo plazo el ascensor se encuentre en cada uno de los tres pisos?

Solucién:

a) Los estados de la cadena se denotan por S = {0, 1,2 } haciendo %\_’}]
2]

corresponder el 0 al bajoy el 1y 2 al primer y segundo piso respectivamente.

Estado O 1 2 Estado O 1 2

La matriz de las probabilidades 0(Poo Po1 Po of 0 1/2 1/2
de transicién es: P= 1|pyp Py Pp| = 1(3/4 0 1/4
2\Pxn Pxn Pxn 201 0 0

Poo =0 es la probabilidad de que el ascensor se encuentre en la planta baja si en la etapa anterior

estaba en la planta baja, evidentemente es 0 porque se supone que de etapa a etapa el
ascensor se mueve.

Portal Estadistica Aplicada: Teoria de Juegos 13
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Por =1/2 esla probabilidad de que el ascensor se encuentre en la primera planta si en la etapa
anterior estaba en la planta baja.
Asi, sucesivamente, se van obteniendo las probabilidades de transicion.

b) El estado estable, probabilidad a largo plazo, se determina resolviendo la ecuacién vP=v,

anadiendo la ecuacion x+y+z=1

0o 1/2 1/2
El sistemaresultantees: (x y z)|3/4 0 1/4|=(x y z) X+y+z=1
1 0 0
Zy+z=x
4x-3y-4z2=0
1 —S5y+4z2=0
“x=y x—2y=0 8 4 5
12 - - 3y+z=1 —> Xx=— y=—7 1=—
1 2x+y—-4z=0 v 1 17 17 17
— X y =
Zx+—y=z _
2 XY x+y+z=1
| X+y+z=1

Portal Estadistica Aplicada: Teoria de Juegos 14



Liniversidad Autdnoma
de Madrid

8
UA

= Determinar cuales son las estrategias de los dos jugadores, razonando las hipétesis que hay que
/;°% hacer al eliminar cada estrategia sobre la racionalidad de los jugadores.

uim &

Jugador 2
G G G Cs
F1 7,0 10, 100 15,104 2,3
F, 0,16 10,0 0,15 0,4
Jugador 1
Fs 20,9 8,0 11,10 0,5
Fa 14, 20 2,300 10,7 10,6

Solucién:

Jugador 2: La columna C, se encuentra estrictamente dominada por C;:

104>3 , 15>4

10>5

7>6

Si el Jugador 2 es racional nunca eligira C,

Si el Jugador 1 sabe que el Jugador 2 es racional entendera que los Unicos resultados posibles son:

Jugador 2
C 0 G
Fq 7,0 10, 100 15,104
F, 0,16 10,0 0,15
Jugador 1
F3 20,9 8,0 11,10
Fa 14, 20 2,300 10,7

En la nueva submatriz de pagos, la estrategia F, esta dominadapor F;: 20>14 , 8 >2 , 11>10

Si el Jugador 1 es racional nunca eligira F,

Si el Jugador 2 se anticipa, lo que requiere que Jugador 1 sabe que Jugador 2 es racional, sabe que los
Unicos resultados posibles son:

Jugador 2
Ci G G
F1 7,0 10, 100 15, 104
Jugador 1 F, 0,16 10,0 0,15
F3 20,9 8,0 11,10

En la nueva submatriz de pagos, la estrategia C, estd dominada por C;: 104 >100 , 15>0 , 10>0

Si el Jugador 2 es racional nunca eligira C,
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Si el Jugador 1 se anticipa, lo que requiere saber que Jugador 2 sabe que Jugador 1 es racional, sabe que
los unicos resultados posibles son:

uim k

Jugador 2
G G
F1 7,0 15, 104
Jugador 1 F, 0, 16 0,15
Fs 20,9 11,10

Suponiendo que la racionalidad es de conocimiento publico, el Jugador 1 no deberia jugar F, puesto que
esta dominada tanto por F, como por F;, adviértaseque 7>0 ,15>0y 20>0, 11>0

Si el Jugador 1 es racional nunca eligira F,

Si Jugador 2 se anticipa, lo que requiere saber que Jugador 1 sabe que Jugador 2 es racional, sabe que
los Unicos resultados posibles son:

Jugador 2
C G
F1 7,0 15, 104
Jugador 1
F3 20,9 11,10

En la nueva submatriz de pagos, Jugador 2 no debe elegir C; porque se encuentra dominada por C;,
dadoque: 104>0, 10>9

Los unicos resultados posibles son:

Jugador 2
G
F1 15, 104
Jugador 1
F3 11,10

El Jugador 1 no debe elegir F; al encontrarse dominada por F;: 15>11

El Unico resultados posible es:

Jugador 2

G

Jugador 1 Fq 15, 104

Por Eliminacion Iterativa Estricta: Jugador 1 eligira F, y Jugador 2 eligira C;: EIE= {(Fl, C3)}
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-* 2. Analizar los incentivos que tienen dos presos que han sido encarcelados y son interrogados para
ﬁ% delatar al otro compaiiero.

La matriz de pagos (afios de prisidn) que tendra cada uno en funcién de la decisiéon que tomen es:

Prisionero 2
Delata D, No Delata D,
Delata D, —6,-6 -1,-10 Matriz Afiios
Prisionero 1 — <« ( o j
No Delata D, 10, -1 2, -2 de pagos | prisiéon
Solucion:

ESTRATEGIAS COMINANTES:

El Prisionero 1 tiene dos estrategias (D, , D, ) y el Prisionero 2 tiene dos estrategias (D, , D, )

Resolviendo el problema por medio de estrategias dominadas, en el Prisionero 1 la estrategia D,
domina a la estrategia D, pues —6 > —10 y -1> —2

Por lo que se elimina la estrategia D,

Prisionero 2
Delata D, No Delata D,
Prisionero 1 Delata D, -6, -6 -1, -10

En el Prisionero 2 la estrategia D, domina a la estrategia D, pues —6>—10

En consecuencia, en el dilema del prisionero, la estrategia dominante para ambos jugadores es delatar,
lo que significa que (Delatar - Delatar) es el equilibrio de la estrategia dominante (Equilibrio de Nash).

Si hubieran podido pactar, estarian mejor decidiendo (No Delatar - No Delatar)
(=2, —2) = Equilibrio 6ptimo de Pareto, ambos serian condenados a 2 afios de prisidén, aunque seria
inestable (hay incentivos de desviarse).

Al no existir ninguna relacién entre los prisioneros, no existe confianza entre ellos, y no hay motivos
para pensar que puedan colaborar.

EQUIILIBRIOS DE NASH:

Prisionero 2
Delata D, No Delata D,
Delata D, -6, -6 -1°,-10
Prisionero 1 — EN = {(-2,-2)}
No Delata D, -10, -1* —2°, =2

Sefialar que cualquier equilibrio de estrategia dominante es siempre un Equilibrio de Nash.
Sin embargo, no todos los equilibrios de Nash son equilibrios de estrategias dominantes
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En el planteamiento hay dos clases de participantes: conductores de autobuses y pasajeros.
: \‘% La matriz de pagos resume las utilidades para cada una de las distintas combinaciones de
' estrategias.

uim k

Pasajeros
Paradas regulares Paradas transbordo
Conductores Paradas regulares 15,10 5,5
autobuses Paradas transbordo 5,5 20,30

Analizar si existen equilibrios de Nash y estrategias dominantes.

Solucion:

ESTRATEGIAS COMINANTES: No hay estrategias dominantes al no existir incentivos para cambiar de
posicion. Se necesitaria una fuerza externa para moverse de la posicion inicial, sea cual fuere la
situacion.

Pasajeros

Paradas regulares (R;) Paradas transbordo (T5)

Conductores Paradas regulares (Ri) 15,10 5,5

autobuses

Paradas transbordo (T,) 5,5 20,30

Conductores de autobuses tiene dos estrategias (R,, T;) y Pasajeros tiene dos estrategias (R, , T,)
En Conductores de autobuses no hay estrategias dominantes: 15>5 vy 5 % 20

En Pasajeros no hay estrategias dominantes: 10 >5 y 5 >/ 30

EQUIILIBRIOS DE NASH:

Pasajeros
Paradas regulares Paradas transbordo
Conductores Paradas regulares 15°, 10* 5,5
autobuses Paradas transbordo 5,5 20°, 30"

Los equilibrios de Nash corresponden a los pagos EN = {(15, 10) , (20, 30)}

Se observa que todo Equilibrio de Nash no es una estrategia dominante.
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El juego dinamico entre dos jugadores consiste en que el Jugador 1 escoge primero entre Ayudar
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2 &
” o No Ayudar y después el Jugador 2, conociendo la elecciéon del Jugador 1, decide a su vez entre

si Ayuda o No Ayuda.
Cada Jugador recibe una utilidad de 8 si ayudan, y de 2 si nadie ayuda.

Por otra parte, si un Jugador Ayuda y el otro No Ayuda, el Jugador que Ayuda obtiene una utilidad de Oy
el Jugador que No Ayuda de 9. Se pide:

a) Representar el juego en forma extensiva y en forma estratégica.

b) Hallar el equilibrio o equilibrios de Nash en estrategias puras.

¢) Hallar el equilibrio perfecto de Nash del juego por induccion hacia atrds. En caso de existir, indicar un
equilibrio no perfecto.

Solucién:

a) Para representar la matriz de pagos se sitta el Jugador 1 en las filas y al Jugador 2 en columnas.

En Juegos Dinamicos la palabra "estrategia" se reserva para designar todo un plan completo de acciones

de respuesta de un jugador frente a las acciones del otro jugador.

En forma estratégica o normal:

Jugador 1

Jugador 1

(0, 9)

(3, 0)

(8, 8)

En el nodo de arriba: Las estrategias del Jugador 2 indican lo

gue haria el Jugador 2 si el Jugador 1 eligiera A.

que haria el Jugador 2 si el Jugador 1 eligiera NA.

(2,2)

Jugador 2

(A, A) (A, NA) (NA, A) (NA, NA)
A 8,8 8,8 0,9 0,9
NA 9,0 2,2 9,0 2,2

b) Solo hay un equilibrio de Nash: EN = |:NA, (NA, NA):|
Jugador 2

(A, A) (A, NA) (NA, A) (NA, NA)
A 8,8 8,8 0,9 0,9
NA 9°,0 2,2 9°,0 2°,2

Si el jugador 2 elige (A, A), la mejor opcion del jugador 1 es elegir (9,0): 9>8

En el nodo de abajo: Las estrategias del Jugador 2 indican lo

(a*,b)
(a,b")

Si el jugador 2 elige (A, NA), la mejor opcion del jugador 1 es elegir (8,8): 8>2

Jugador 1:

Si el jugador 2 elige (NA, A), la mejor opcién del jugador 1 es elegir (9,0): 9>0

Si el jugador 2 elige (NA, NA), la mejor opcidn del jugador 1 es elegir (2,2): 2>0
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Jugador 2
(A, A) (A, NA) (NA, A) (NA, NA)
A 8,8 8,8 0,9" 0,9
Jugador 1
NA 9°,0 2,2" 9,0 2°,2"
Jugador 2. Si el jugador 1 elige A, la mejor opcidon del jugador 2 es elegir 9: 9>8
ugador 2:
g Si el jugador 1 elige NA , la mejor opcién del jugador 2 es elegir2: 2>0
c)
El equilibrio perfecto es
(8, 8)
EN = [NA, (NA, NA)]
9>8
Pago resultante es (2,2)
(0,9)

m» [NA, (NA,NA) |
(9,0) No hay ningun equilibrio no perfecto,

pues soélo hay un equilibrio de Nash.
2>0

(2,2)

[ 4
ﬂ' Se considera la matriz de pagos entre las Empresas 1y 2.

Empresa 2
C D
A (4,2) (2,3)
Empresa 1
B (3,2) (1,1)

Encontrar el equilibrio de Nash en estrategias puras y el Equilibrio de Nash perfecto en subjuegos

Solucién:
= |a Empresa 2 elige sin saber lo que ha hecho la Empresa 1

Conjunto

) (4,2)
Informacion

La Empresa 1 tiene un solo conjunto de

informacién con dos posibles acciones (A, B). 2,3)

Estrategias de la Empresa 1: (A, B) .3
Estrategias de la Empresa 2: (C, D)

(1,1)

La Empresa 1 no puede establecer cudl es su mejor accidn hasta que no conozca que hara la Empresa 2.
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La forma estratégica o normal asociada:

Empresa 2
C D
A (4°,2) | (2°,3%)
Empresa 1l E
B (3,2%) (1,1)

= LaEmpresalesla primera en elegir.

Hay 3 conjuntos de informacion y 3 subjuegos:

El que comienza en el vértice 1, el que comienza en
el vértice 2 y el que comienza en el vértice 2".

El juego completo es a su ve un subjuego.

Empresa 1 con 4 estrategias: (CE, CF, DE, DF)

El juego en forma estratégica o normal, queda:

o S
uwim &
N={(2,3)}
Conjuntos
Informacién .
-
(4,2)
~2,3)]
3,2),
(L1),

Jugador 2
(C,E) (C,F) (D, E) (D,F)
A (4,2) (4,2) (2,3) (2,3)
Jugador 1 (@, b)
(3,2) (1,1) (3,2) (1,1)
(a, b")
Equilibrios de Nash:
Jugador 2
(C,E) (C,F) (D, E) (D, F)
A (4°,2) (4°,2) (2,3%) (2°,3%)
Jugador 1
(3,2%) (1,1) (3°,2%) (1,2)

Hay dos equilibrios con estrategias puras de Nash: EN={ (A, (D, F)), (B, (D, E))}

El Equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS) es el equilibrio por induccién hacia atras:

ENPS ={ (A, (D,F)), (B, (D,E)) }
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-~ Enuna carrera mortal dos pilotos conducen su vehiculo a toda velocidad hacia un acantilado, el

3

9= primero que salta de su coche pierde.

uim k

Se supone que los dos prefieren ser el Ultimo en saltar, pero también saltar antes que no saltar para
evitar despenarse.

El juego en forma estratégica se representa:

P2
U2 =Saltar el ultimo | P2 = Saltar el primero
U1l = Saltar el Gltimo 0,0 3,1
P1
P1 = Saltar el primero 1,3 2,2

Calcular los equilibrios en estrategias puras y mixtas. Interpretacion intuitiva del equilibrio en estrategias
mixtas.

Solucion:
En estrategias puras los Equilibrios de Nash son: EN = { (U1, P2), (P1, U2) }

Cuando el Piloto 2 elige una opcion, el Piloto 1 opta por la opcién que mas le conviene'y, por el
contrario, cuando el Piloto1 elige una opcidn el Piloto 2 elige la opcién que mas le conviene.

P2
U2 =Saltar el ultimo | P2 = Saltar el primero
U1 = Saltar el dltimo 0,0 3°, 1%
P1
P1= Saltar el primero 1°, 3% 2,2

En estrategias mixtas: Sea (p,1— p) la estrategia del piloto P1 y (q,1— q) la estrategia del piloto P2.

P2
q 1-q
U2 =Saltar el ultimo | P2 = Saltar el primero
p U1 = Saltar el dltimo 0,0 3,1
ot 1-p P1 = Saltar el primero 1,3 2,2

= Utilidad esperada o pago del piloto P1:

EI:Upl:I =0.p.q+3.p.(1-g)+1.(1-p).g+2.(1-p).(1-q) = -2pgq+p —q + 2

La eleccidn de una estrategia mixta del piloto P1 queda totalmente determinada por el valor que se
asigne a p, planteando un problema de eleccidn en término de dicho valor. Derivando parcialmente
respecto a p se puede analizar la influencia sobre la utilidad esperada del piloto P1

<0 ¢g>0,5

[ U, | _St2pa+p-a+ 2 5oy g 4-05
9p Sp '
>0 q<0,5
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Denotando por BR;, la Mejor Respuesta del piloto P1, ésta adopta la forma:

q
1

p=0 q>0,5

BRy,(a) = {pe[0,1] 9=0,5
p=1 q< 0,5

= Utilidad esperada o pago del piloto P2:
E[UPZ] =0.p.q+1.p.1—-qg)+3.(1-p).q+2.(1-p).(1—qg) = -2pg-p+q — 2

La eleccién de una estrategia mixta del piloto P2 queda totalmente determinada por el valor que se
asigne a g. Derivando parcialmente respecto a g se puede analizar la influencia sobre la utilidad

esperada del piloto P2

seu,]  9(2 , <0 p>0,5
— — + —

sz _ 3(=2pq Sp 9-2 _ ,54+1=1=0 p=05
a a >0 p<0,5

Denotando por BR;, la Mejor Respuesta del piloto P2, ésta adopta la forma:

q
1

q=0 p>0,5

BR,,(p) = {q€[0,1] p=0,5 05
g=1 p<0,5

0 0,5 1

= o
-

La solucidn se encuentra en las tres intersecciones:

05 ] 11
EN = {(O, 1), (E, E] , (1, 0)}
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mj, q.\l La Policia de una ciudad solo cuenta con recursos para vigilar una zona con venta ambulante

gﬂ‘-““n | entre dos zonas tradicionales. Los Manteros de éstas zonas, a su vez, se han organizado para
~"F operar en una sola zona.

La matriz que se adjunta representa las utilidades asociadas a las diferentes combinaciones de Policias y

Manteros.

uim k

Manteros
Trabajar zona A Trabajar zona B
. Patrullar zona A 1. —1 -1 .1
Policias ! !
Patrullar zona B -1,1 1, -1

Analizar los equilibrios en estrategias puras y mixtas de la vigilancia.
Solucion:

Cuando el Mantero de una zona elige una zona, la Policia opta por patrullar la zona que mas le conviene
y, por el contrario, cuando la Policia elige patrullar una zona el Mantero elige la zona que mas le
conviene.

Manteros
Trabajar zona A Trabajar zona B
Patrullar zona A 1°,-1 -1,1*
Policias
Patrullar zona B -1,1" 1°,-1

No existen equilibrios de Nash en estrategias puras porque al menos uno de los participantes (Policias

o Manteros) tiene incentivo para cambiar de estrategia, dado lo que hace el otro e independientemente
de su posicién.

Sea cual sea el desarrollo, un participante que pierde siempre tiene una estrategia que le hubiera dado
una mayor ganancia dada la eleccidn del otro participante.

Por ejemplo: Si los Manteros estan operando en la zona B, mientras la Policia vigila la zona A, los
Policias tienen incentivos para vigilar la zona B. En esta situacidon, los Manteros prefieren cambiarse de
zona, y asi sucesivamente.

La Funcidn de reaccion o de Mejor Respuesta (BR = Best Response) de un participante es la mejor

respuesta (estrategia) que éste puede tomar con respecto a las estrategias adoptadas por los demds
participantes.

Zona A si Manteros trabajan en zona A

BR (Manteros) =

Policias Zona B si Manteros trabajan en zona B

Zona A i Policias trabajan en zona B

BRyanteros (POlicias) =

Zona B si Policias trabajan en zona A

Se supone (como siempre) que ambos participantes conocen los pagos del otro.

Ambos participantes (Policias y Manteros) jugardn las estrategias con ciertas probabilidades, de forma:
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Manteros
Trabajar zona A =q Trabajar zonaB=(1-q)
Patrullar zona A =p 1, -1 -1,1
Policias
Patrullar zonaB=(1-p) -1,1 1,-1

Si se comienza en lugar de la Policia, su ganancia esperada si elige una estrategia mixta, cuando el Mantero
elija a su vez una mixta cualquiera Gy,neros = (9, 1—q) vendra dado por las Utilidades esperadas:

E |:UPoIicias (p' C|):|

l.p.qg+(-1).p.(1-q) + (-1).(1-p).a+1.(1-p).(1-q) =

= 4pq - 2p — 2q+1
E[Umanteros ,@) ] = (<1).p.q+1.p.(1-g)+ 1.(1-p).q + (-1).(1-p).(1-q) =
= —4pg+ 2p+ 2g-1

= Utilidad esperada o pago de la Policia:

<0 ¢g<0,5

OE[Uroies(P.0)] _ S(-4pa+ 2p+2a-1 _,  , _|_o o o5
9p 9p

>0 q>0,5

Denotando por BR, ., |a mejor respuesta de la Policia, adopta la forma:

q
1

p=0 g<0,5
BRPolicias (@ =qpe [011] q=0,5 0,5
p=1  q>0,5

= Utilidad esperada o pago de los Manteros:

9E [Uppanteros (0,0)]  9(—4pq + 2p + 2 - 1 <0 P20

Manteros \P,d _ (-4pg + 2p + 2q - 1) =—4p+2 ={=0 p=0,5
9q Sq

>0 p<0,5

Denotando por BRy,,er0s 1@ Mejor respuesta de los Manteros, adopta la forma:

q
g=0 p>0,5 I ﬁ
BRManteros (p) = qe [0'1] p= 0'5 BRMantemsiPulicias}
g=1 p<0,5
0 0.5 '1 P
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La mejor respuesta de Policias y Manteros (BR = Best Response), donde la decisién se encuentra
entre los valoresde p (0<p<1) y q (0£q<1)

p=0 q<0,5 q=0 p>0,5
BRPolicias (CI) = pe [0'1] q= 0'5 BRManteros(p) = qe [0'1] pP= 0'5
p=1 q>0,5 q=1 p<0,5

q

El Equilibrio de Nash en estrategias mixtas se
encuentra en la interseccion:

EN = {(0,5, 0,5)} g )
0,5

Los participantes se comportan de manera
impredecible, asighando la misma probabilidad
a cada una de sus estrategias puras.
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n_ En la figura adjunta se representa en forma extensiva los pagos de las Empresas 1y 2.

. A
Se pide: A, 5] C, Tl ) 5,1)
a) Estrategias de cada Empresa. Trayectoria. 8 P A
Equilibrio de Nash perfecto en subjuegos. ! ‘ ‘

(1,2) (4,3) (2, 4)

b) Representar el juego en su forma normal. Equilibrios de Nash en estrategias puras y mixtas.

Solucién:

Conjuntos de Informacidn
a) La Empresa 1 tiene 2 conjuntos de informacion, %\
con dos acciones en cada uno de estos conjuntos,
A

por lo que dispone de cuatro estrategias:

s1 (Aerl)X(Aszz) =

{AA, ,AB, ,B,A, ,B;B,}

La Empresa 2 tiene 1 conjunto de informacién y dispone de dos acciones. En consecuencia, tiene 2
estrategias S, = {C,,C,}

Hay informacion perfecta porque cada uno de los tres conjuntos de informacién dispone de un solo
nodo de decisidn, es decir, en cada nodo de decisidn la Empresa que tiene que escoger una accién
conoce las jugadas anteriores.

El equilibrio de Nash perfecto en subjuegos E! A,
(ENPS) es el equilibrio por induccion hacia atras. 4>1
ENPS = {(A,A,,C,)} %

(1,2) (4,3) 2,4)

La trayectoriaes A, — C, y los pagos correspondientes son (4, 3)

Otra forma de representar el juego en
forma extensiva.
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b) El juego en forma estratégica o normal se representa:

Empresa 2
G C, La estrategia A; A, domina a las estrategias
A A, (3, 1) (4, 3) B,A,y B;B,: 3>1, 4>1
A, B, (2, 4) (4, 3) La Empresa 2 no utilizara en ningtn equilibrio
Empresa 1
B, A, 1, 2) 1, 2) las estrategias B, A, y B; B,
B,B, (1, 2) (1, 2)
El juego se reduce a la matriz:
Estrategias mixtas
Estrategias puras Empresa 2
Empresa 2 q 1-q
G C, ¢, C,
A1 A2 (3.1 1) (4.1 3X) p A1 A2 (31 1) (41 3)
Empresa 1
A, B, (2, 4%) (4°, 3) 1-p A, B, (2, 4) (4, 3)

En estrategias puras hay un solo equilibrio de Nash: EN= {(A1 A,, Cz)}

Para calcular los equilibrios de Nash en estrategias mixtas se necesita calcular las utilidades esperadas de
las dos empresas.

Sea (p,1—p) la estrategia de la Empresal y (q,1—q) la estrategia de la Empresa 2.

= Utilidad esperada de la Empresa 1:

E[u;] = 3.p.a+4.p.(1-a) +2.(1-p).q + 4.(1-p).(1-q) = pqg—2q+ 4

La eleccidn de una estrategia mixta de la Empresa 1 queda totalmente determinada por el valor que se
asigne a p, planteando un problema de eleccién en término de dicho valor.

Derivando parcialmente respecto a p se puede analizar la influencia sobre la Utilidad esperada.

<0 <0

SE[U,]  S(pg-2q+4) | _
9p Jp

>0 gq>0

Denotando por BR, la Mejor Respuesta de la Empresa 1, ésta tiene la forma:

q
1

Para cualquier estrategia mixta de la Empresa 2, la
pe[0,1] g=0 mejor respuesta de laEmpresales A, A, (p=1),
BR1(Q) = 0,5

p=1 q>0 excepto si g =0 que entonces cualquier estrategia
p €[0, 1) es la mejor respuesta.
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= Utilidad esperada de la Empresa 2:
E[UZ] =1.p.q+3.p.(1-qg +4.(1-p).q+3.(1-p).(1—q) =-3pg+ g+ 3

La eleccidon de una estrategia mixta de la Empresa 2 queda totalmente determinada por el valor que se
asigne a g, planteando un problema de eleccién en término de dicho valor.

Derivando parcialmente respecto a q se puede analizar la influencia sobre la Utilidad esperada.

9E[U,]  o(3 ; <0 p>0,33
- + g+

- 2f _ po;} q ):_3p+15 =0 p=0,33
q q >0 p<0,33

Denotando por BR, la Mejor Respuesta de la Empresa 2, ésta tiene la forma:

q

q=0 p>0,33
BR,(p) = 1a€[0,1] p=0,33
g=1 p<0,33

Cuando p=0,33 alaEmpresallees
indiferente tomar cualquier accién.

0 0,330,5 1

= O

La solucidén se encuentra en la interseccion,
el conjunto {(p, 0)/0,33<p<1} o

EN = {(p,0)/0,33<p<1}

0 0,330,5 1
-

Los equilibrios de Nash perfectos en subjuegos (ENPS) son casos especiales de equilibrios de Nash (EN).
En este caso, ENPS = (1, 0)
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M Sea la matriz de pagos de dos empresas (jugadores):

Jugador 2
C D
A (1,1) (5,0)
Jugador 1 B (0, 5) 4, 4)

El juego simultaneo se repite dos veces en dos periodos, en t=1 yen t=2. El resultado de la primera
vez que se juega (t =1) es observado antes de jugarlo una segunda vez. El pago del juego repetido es la
suma de los pagos en cada jugada (t=1, t=2). Se pide:

a) Forma extensiva del juego. Conjuntos de informacion y estrategias.
b) Calcular los EN y ENPS

Solucién:

a) Cuando el juego se juega solamente una vez, (1,1) es un equilibrio de Nash en estrategias
dominantes.

Jugador 2

€ D

A | 1,1 | (5,0

Jugador 1

B | (0.5) | (a,4)

(2,2) (6,1) (1,6) (5,5)|(6,1)  (10,0)(5,5) (9, 4)(/(1,6) (5,5) (0,10)  (4,9)||(5,5) (9,4) (4,9) (8,8)
Subjuego 1 Subjuego 2 Subjuego 3 Subjuego 4
EN:{A,c}l EN:{A,c}l EN:{A,C}l EN:{A,C}l
Pagos totales = Pagos totales = Pagos totales = Pagos totales =
=(1, 1) + pagos en subjuego = (5, 0) + pagos en subjuego = (0, 5) + pagos en subjuego =(4, 4) + pagos en subjuego
Cada jugador tiene 5 Conjuntos de Informacién Eje estrategia: ABBAA

Subjuegos: 4 + Juego completo
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Jugador 2
C D
SlAa @) |50
B
gle |©.,5 | @, 4
{0,5)|
A A/ (1L6)\B .
(2,2) (1,6 (1,6) (0,10)
C D C D C D D
(2,2) (6,1) (1,6) (5,5) (6,1)  (10,0)(5,5) (9,4) (1,6) (5,5) (0,10) (4,9) (5,50  (9,4) (4,9) (8,8)
Subjuego 1 Subjuego 2 Subjuego 3 Subjuego 4
EN={A, C} l EN={A, C} l EN={A, C} l EN={A,C} l
Pagos totales = Pagos totales = Pagos totales = Pagos totales =
=(1, 1) + pagos en subjuego = (5, 0) + pagos en subjuego = (0, 5) + pagos en subjuego =(4, 4) + pagos en subjuego _
= Calculo de EN del Subjuego 1
Jugador 2
Pagos: t=2
C D
A (1*, 19) (5, 0)
Jugador 1
B (0, 5%) (4, 4)
EN = {(A, C)}
Jugador 2
Pagos: t=1+t=2
C D
A (2*, 29 (6", 1)
Jugador 1
B (1, 6%) (5, 5)
EN = {(A, C)}

El resultado es independiente de que se tomen los pagos solo de esa etapa o los pagos totales.

En cada uno de los cuatro subjuegos hay un tnico equilibrio de Nash: EN = {(A, C)}
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= (Calculo de EN del Juego completo

Jugador 2
c D
A (2*,29) (6°,1)
Jugador 1
B (1, 6%) (5, 5)

El pago de EN (1, 1) de la segunda etapa ha sido afiadido a los pagos de t=1

= ENPS = {(A, AAAA), (C, CCCC)}
El jugador 1juegaAen t=1y juega Aen t=2 para todo resultado posibleen t=1

El jugador 2 juega Cen t=1 y juega Cen t=2 para cualquier resultado de la primera etapa.
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ﬂ Justifique la siguiente afirmacion:
gy
. . . . 1
"Si la probabilidad de que ocurran simultdneamente dos sucesos no supera > entonces la suma de sus
- . e 3,
probabilidades respectivas es inferior a >
Solucién:

Sean Ay B los dos sucesos. Por hipétesis p(ANB) <

N|FR

1
p(AUB) = p(A) + p(B) —p(AnB) — p(A) + p(B) = p(AUB) + p(AnB) < 1+ >~ 3
No se puede afirmar, en contra de lo que establece el enunciado, que la suma de los dos sucesos sea

3
estrictamente inferior a E

Si se considera un experimento aleatorio con espacio muestral Q = {a, b,c, d} , CON SUCesos
elementales equiprobables.

Sean los sucesos A = {a, b, c} y B = {b, c, d} de dicho experimento, se tiene:

1 3 3 3
p(AnB) = p({b,c}) = >V PA) @) = =

3y Unaurna contiene n bolas. Se realiza el siguiente experimento: se introduce en ella una bola de color
&) blancoy a continuacién se extrae una bola de esa urna.

Hallar la probabilidad de que la bola extraida sea blanca.
Solucion:

Sea el suceso equiprobable: U, = "La urna inicial contiene i bolas blancas" , donde i=0,1,2, ... ,n

B = "Extraer bola blanca de la urna, después de introducir bola blanca"

Por el teorema de Probabilidad Total: p(B) = Zp(Ui) p(B |Ui)
i=0

1
donde, p(U,) = —— i=0,1,2, ... ,n
n+1

Para calcular p(B | U;) se tiene en cuenta que si la urna inicial contenia i bolas blancas, después de afiadir
un bola blanca contendra (i + 1) bolas blancas entre un total de (n + 1). En consecuencia,

i+1
Blu) =
p(B[U) n+1

Resultando,
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: N1 i+
p(B) =;p(ui)p(8|ui) = ;nﬂx = (n+1) Z(u+1)

1+ (n+1 +2
LI Ut ST |

1
= ——|1+2+ ... +(n+1)]| =
gl (n+)] (n+1) 2 2n+2

(n+1)

y Dos amigos Ay B compiten en el mismo juego. A tira dos dados y gana si la suma de puntos es 4. Si la
&) Ssuma esotra, B tira los dados y gana si obtiene 6 como suma de puntos.

Si B no gana, vuelve a tirar A en las mismas condiciones y asi sucesivamente hasta que uno de los dos
gane. Calcular:

a) La probabilidad que tiene A de ganar.
b) La probabilidad que tiene B de ganar.

Solucién:

El jugador A gana en cualquiera de sus tiradas si obtiene cualquiera de los resultados: (1,3), (2,2), (3,1)
P(gane A) = —
Para que gane B en una tirada debe obtener alguno de los resultados: (1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1)
P(ganeB) = —

El jugador A sélo puede ganar en las tiradas impares. En esta linea gana en la tirada (2n+ 1) sino ha

ganado en sus
tiradas.

n" primeras tiradas. De otra parte, el jugador B tampoco lo ha hecho en sus "n" primeras

Denotando el suceso: A, ., ="Agana el juego en latirada (2n+ 1) - ésima"

33 31 3
P(A == —  n=0,1,2, ..
(Azn 1) (36) (36) 36

La probabilidad de que el jugador A gane el juego:
33 31 1 1 36° 36
= P(A = — = = —
a Z (Aans 1) = 4 (36 35) 12°, 33 31 376 91

Como la probabilidad de que el juego continue indefinidamente:

33 31 33 31 33 31 . 33 31Y)
...... = lim|—x—| =0
36 36 36 36 36 36 n>o\36 36
~ 36 _ 55
La probabilidad de que el jugador B gane el juego: P, = 1— PAZP(A2n+1) = 1- —
— 91 91

Portal Estadistica Aplicada: Teoria de Juegos 34



U \ Universidad Autonoma
I\ de Madrid

ﬂ Dos jugadores Ay B juegan, alternativamente, partidas. Gana el juego el primer jugador que
&) consigue ganar una partida.

La probabilidad de que gane A en sus partidas es p, , y la probabilidad de que B gane en las suyas es p,,
con p, > p,. Para compensar su ventaja, B deja que A juegue la primera partida.

éQué relacién deben cumplir p; y p, para que el juego sea justo, esto es, para que Ay B tengan la
misma probabilidad de ganar el juego?.

Solucién:

Los jugadores Ay B tienen, respectivamente, p, y pg probabilidades de ganar el juego. Para calcular las
probabilidades se parte de la siguiente idea:

"Si juegan un niumero par de partidas y no gana ninguno de los dos jugadores, en ese instante ambos
jugadores tienen la misma probabilidad de ganar que en el inicio del juego".

Se determina p, en las dos primeras partidas:

Si A gana la primera partida con probabilidad p, , gana el juego. En caso de no ganar la primera partida,
cosa que ocurre con probabilidad (1-p,), el turno pasa a B.

Entonces A debe esperar a que B no gane, con probabilidad (1— p,), para recuperar su turno. Desde
este momento, la probabilidad que tiene A de ganar es igual que la que tenia al comienzo.

P1
p1 + pz - p1 pz

Pa= P+ (1=py) A=py)Pa = Pa=

El calculo de pg se hace de forma analoga. Para que gane B la primera partida, el jugador A debe perder

la primera partida. En caso de no ganar la primera partida, A debe perder la segunda partida, y en ese
caso B tiene la misma probabilidad de ganar el juego que al principio.

(1-py)p,
P1+ Py — P1P;

Pg = (1_p1)p2+(1_p1) (1_p2)p3 - Pg =

Para que el juego sea justo debe de ser p, = pg , con lo cual:

1-—
P, _ ( P1) P, N p, = P1 1-p, # 0 dadoque p,<p, <1

P1+ P, —P1P; P1+ P, —P1P; 1-p,

Dos jugadores Ay B tiran simultdneamente un dado cada uno. Gana el primero que obtenga un 6.
&» Calcular:

a) La probabilidad de que Ay B empaten.
b) La probabilidad de que gane A.
c) La probabilidad de que gane B.

Solucién:

Sean las variables aleatorias X e Y que indican el nimero de lanzamientos que realizan los jugadores Ay
B, respectivamente, hasta obtener un 6.
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Las variables son independientes, estan igualmente distribuidas, con funcién de probabilidad:

5

n-1 1
p(X=n) = p(Y=n) = (gj X (g) , paran=1,2,3, ..

- , 1
Las variables X e Y siguen una ley geométrica de parametro 3

a) Los jugadores A y B empatan cuando obtienen su primer seis en el mismo lanzamiento, esto es,
e o)
cuando ocurre el suceso {X=Y} = |J |:X =n,Y= n:|
n=1
e

p[X=Y] = p( 61[X=n'Y=n:|J = nZ:;p(X=n)x p(Y=n) = Z [(%j“‘lx (%ﬂz =

n= n=1
1 22”: 5)2""? 1 1 1

= — — = — x —— = —
6 6 36 . (5)2 11

n=1

b) Sigana el jugador Aes X <Y, con funcién de probabilidad:

p[X<Y]=p[G|:X=n,Y>n:| = Zp(X=n)xp(Y>n) = Zp(x=n)x z p(Y=k)| =
n=1 n=1 n=1 k=n+1
© 5 n-1 1 © 5 k-1 1 1 © 5 n-1 © 5 k-1
-3 G 26 @)%zl | 26
5)"
~ 1 0 5 n-1 ‘g ~ 1 © 5 n-1 5 n ~ 1 © 2n-1 ~
w2 S ald) G- a2l -
= . m -
£}
6

c) Sigana el jugador Bes X> Y, con funcién de probabilidad:

1 5 5
p( ) p( ) = p( ) TEETERET

Por simetria, la probabilidad de que A gane es la misma que la probabilidad de que B gane.
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ﬂ Tres personas A, B y C lanzan sucesivamente y en ese orden un dado. Gana la primera persona que
€& Ssaque un seis.

a) éCudles son sus respectivas probabilidades de ganar?.

b) Calcular la probabilidad de que el juego termine en el décimo lanzamiento y de que la persona C
saque siempre la suma de lo que acaban de sacar los jugadores Ay B en las tiradas inmediatamente
anteriores.

Solucién:

a) Sean p, , pg , P las probabilidades respectivas de ganar el juego que tienen A, By C.

El célculo de las probabilidades anteriores se basan en que si el dado se laza un nimero de veces
multiplo de tres y nunca sale 6, los jugadores en ese instante tienen las mismas probabilidades de ganar
gue tenian inicialmente.

Se analizan las tres primeras tiradas.
Primero lanza A, gana si sale 6, en caso contrario debe esperar a que ni B ni C saquen 6 en las dos tiradas
siguientes y, desde ese instante, A vuelve a tener la misma probabilidad de ganar que al principio.

1

. 5) ? 1 36
EsdeC|r,pA=—+g xpya = |[1-|—= pr=€—>pA=—

6 91

Con un razonamiento similar, para que B gane se requiere que en el primer lanzamiento no salga 6. En
este caso, las condiciones son las mismas que al principio del juego, sélo que los papeles de Ay B se han
intercambiado, dado que ahora es B quien comienza a tirar.

En consecuencia, si en el primer lanzamiento no sale 6, la probabilidad de que B gane es la misma que

tenia A al comienzo.
36 ﬂ

. 5 5
Es decir, pg = Epr= e *o1 = o1

Para el calculo de p. se hace de forma similar. C gana si no sale un 6 en ninguno de los dos primeros
lanzamientos, en ese instante la probabilidad de que C gane el juego es la misma que tenia A al inicio.

0 5) ) 5V 36 25
— —_ X = —_ X — = —_—
¢ 6 A 6) 91 91
Siendo p, + pg + pc = 1, el juego termina, en un ndmero finito de jugadas, con la victoria de alguno
de los jugadores, o también, tarde o temprano gana alguno de los jugadores.

b) Cada ciclo de tres tiradas debe cumplir los requisitos:

= Que A no saque 6 ni 5. En caso de sacar 6 gana. Si saca un 5 se necesita que B saqueun lenla
siguiente para que C obtenga un 6 (suma de ambos) en la inmediata posterior. En ninguno de los caos
{6, 5} el juego terminaria en la décima partida.

® Que B saque un nimero que sume menos de 6 con lo obtenido por A.
= Que Csaque la suma de lo obtenido entre Ay B.

Cuando se dan las condiciones anteriores, el suceso S depende del resultado i obtenido por A:

4
. . I S
p(s)_;p(.).p(s|.) , Pl =2, i=1,2,3,4
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Si el jugador A ha obtenido i puntos (i=1,2,3,4) en su lanzamiento, el jugador B sélo puede sacar
(5—1) resultados para que la suma de lo obtenido por los jugadores A y B sea inferior que 6.

uim k

5-i 1
sly=2"1.2 , i=1,2,3,4
p(S |i) =y

Luego, el ciclo se da en las condiciones requeridas:

L 2.1 5-j 1
p(S) = ) pli).p(S|i)= ) —.—. = = (5-i) =
; | Z6 6 6 216Z 108

Para que el juego termine en la décima partida se tiene que dar tres veces la repeticiéon de un cicloy la
aparicion de un 6 en la décima tirada:

3 3
p= [p(s)]3.% = (i) R

=

108 6 6.1083

ﬂ Tres personas lanzan sucesivamente un dado. La primera persona que saque un 5 6 un 6 gana.
éCudles son sus respectivas probabilidades de ganar el juego?
Solucion:

Denotando por A, By C a los tres jugadores, suponiendo que intervienen en el juego en ese orden.

Sea la variable aleatoria N = "NUmero de lanzamientos hasta obtenerun56uné6", n=1,2,3, ..

El suceso "El jugador Agana": (N=1) U (N=4) U (N=7) U (N=10) U ...... = U (N=3n-2)
Probabilidad de que gane el jugadorA: p, = P U (N=3n-2)| = Zp(N =3n-2)

. . . . 2 1 .
La variable N es una variable geométrica de pardmetro e = 3’ con lo que para valores n>1 , se tiene:

2\ 1
P(N—n)—(g) Y

En los (n—1) primeros lanzamientos deben aparecer exclusivamente {1, 2,3, 4} y 5 6 6eneln-ésimo

lanzamiento:

00 © 2 3n-3 1 1 0 2 3n-3 1 1 9
IZ]:.[)(N=3n—2) = Z|:(§) X §i| = EZ(E) = g X —mM8M = —

i=1

Analogamente, para el jugador B:
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El suceso "El jugador Bgana": (N=2) U (N=5) U (N=8) U (N=11) U ...... = U (N=3n-1)

Probabilidad de que gane el jugador B: p; = P U (N=3n-1)| = Zp(N =3n-1)
i=1 i=1

2
© ) 3n-2 ) 3n-2 —
2 1 1 2 1 3 6
= N=3n—1 = — — = — — = — —_— = _—
P 2P ) Z{(sj X 3} 32(3) 3V Y 1
i=1 i=1 i=1 1-| =
3
" . . 4 4 4 __(4Y
Probabilidad de que no gane ninguno de los tres jugadores: — x—x—x... = lim |—=[ =0
6 6 6 n>ol 6
Probabilidad de que gane el jugador C es: =1-p,— = 1- S_6_ 24
que g jug : Pc Pa — Ps 19 19 19

Se realiza un juego entre dos jugadores A y B. En cada partida, la probabilidad de que gane el jugador
ﬂ A es p, la probabilidad de que gane el jugador B es q, y la probabilidad de que queden en tablas
(empate) esr.

Gana el juego el jugador que gana dos partidas.
Calcule la probabilidad de que gane el juego el jugador A.

Solucién:

Sea el suceso A, ="Agana en la partida n-ésima" (n>2).
Sin=2 — p(A,) = p?
Sin2>3, elsuceso A, ocurre sélo si se da alguna de las situaciones excluyentes:

a) Enlas (n—1) primeras partidas se produce una victoriade A y (n—2) tablas, y en la n-ésima gana A.

Como la Unica victoria de A en las (n—1) primeras partidas puede aparecer en cualquiera de ellas, la
probabilidad de este suceso es:

(n=1)pr"?xp = (n—1)p*r"?

b) A gana una partida, B gana otra y se producen (n—3) tablas en las (n—1) primeras partidas, y
A gana la ultima partida.

La primera victoria de A puede ocurrir en las (n—1) primeras partidas y, fijada ésta, la victoria de B
puede ocurrir en las (n—2) partidas restantes.

La probabilidad de que esto ocurra es:

(n-1)(n-2)par"3xp = (n-1)(n-2)p>qr"~*
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La probabilidad de que A gane el juego en la partida n-ésima (n > 3) es la suma de las dos
probabilidades anteriores:

p(A,) = (-2)p°r"? + (n-1)(n-2)p° qr"~>

La probabilidad de que A gane el juego sera:

P(A) = p(A,) + D p(A) =P’ + D (—1)p’ "2 + D (n-1)(n-2)p’qr" "> =
n=3 n=3 n=3

p? |1+ Z(n—l) M2+ q Z(n—l) (h—2)r"3
n=3 n=3

Para calcular la suma de las dos series anteriores se recurre a la derivacion sucesiva de la suma de la
® 2
. e . n_1 r
serie geométrica r = ——
— 1-r

Las series de potencias como la anterior se pueden derivar término a término en el interior de su campo
de convergencia. Como dicha serie sélo converge si |r | <1, para tales valores de r:

[e o] [e o]

® 2 2 2
r d d( r 2r—r

Mi= — o n-1)r"7? = — M= — = ——
nz:; 1-r nz:( ) dr z dr\1-r (1-r)?

=3 n=3

Derivando la serie anterior para los mismos valores de r, resulta:

w__n_g_iw_n_z_in—rz_Z
nZ;’(n 1)(n=2)r""7 = " nZ;‘(n 1r = dr((l—r)zJ_ e

con lo cual,
0 © 2r— 2 )
p(A) = P’ |1+ D (n-1)r""% + q ) (n-1)(-2)r" 3 | = p’ {“ Enb | =
n=3 n=3 (1-r) (1-r)
_ p’(l+2q-71)
(1-r)°

p’(l+29-1+p+q) _ p’(p+3q)

Siendo: p+ q+r = 1,setiene: p(A) =
(1-1+p+q) (p+a)
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ﬂ Dos jugadores apuestan 10 € cada uno en una partida de dados. Una tercera persona, que hara de
& arbitro, lanzara un dado repetidas veces.

Cada jugador elige un nimero del 1 al 6 (distinto el uno del otro) y se queda con el 20 € el jugador cuyo
ndmero aparece tres veces no necesariamente seguidas antes que el otro.

Después de diversas tiradas, el primer jugador gana por 2 a 1. En este momento la partida se interrumpe.
¢Cudl seria la forma mas justa de repartir entre ambos los 20 euros?

Solucién:

El reparto de los 20 euros se hara de forma equitativa, cada jugador debe recibir su ganancia esperada
en el momento de la interrupcidn, entendiendo la ganancia de cada jugador como el dinero que recibira
de los 20 euros.

La ganancia es una variable aleatoria que toma el valor 20 si dicho jugador gana la apuesta, y O si la
apuesta la gana el otro.

Siendo G, = "Ganancia del primer jugador (A)" y p = "Probabilidad de que gane el primer jugador"

Para calcular p se define el suceso G, = "El primer jugador (A) gana la n-ésima tirada tras la interrupcién”

. . . . . . 1
El jugador A gana el juego en la primera partida n =1 si sale sunimero: p,(G;) = e
El jugador A gana el juego en la n-ésima tirada n > 2 si en ella aparece por primera vez el nimero de
dicho jugador y en las (n—1) tiradas anteriores aparece una vez como maximo el nimero del segundo

jugador.

1((a\"? 4\ %1
Paleal = E[(E) - o-u () a}

En consecuencia, la probabilidad de que gane el jugador A es:

) 1 1 © 4 n-1 1 2 o 4 n-2
- G G,) + G)=>+=>3[2] +[=2 n-1)[ =
A gpA( ") = PalGy) ZpA( )= z[sj [6) Z‘;( )(Gj
La serie geométrica ZX"'l = x4+ X+ 3+ ... = —2 cuando X <1
1-x

n=2

Como serie de potencias, se puede derivar término a término en el interior del intervalo de
convergencia (-1, 1), resultando:

= d -1 o2 _ d [ X _ 1
I Py e

n=2

4 00 4 n-1 E 0 4 n-2 1
Haciendo x = — , se obtiene: — = —— =2 n-1) — = ———— =9
: %) - fa-r Zea(

n=2 - n=2

D
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i 1 1 &(a)? 12 & [4]"‘2 1 2 9 3
= G)=—-+— — + | = n-1)| — = —+ -+ — = —
i ZIPA( 75T 2(6] (sj Z;( e 6 6 36 4

n=2
3
El dinero que debe darse al primer jugador: E(G,) = 20p, = 20 «x 2 = 15€

El dinero que debe darse al segundo jugador: E(Gg) = 20 — E(G,) = 20 — 15 = 5€

ﬂ Dos jugadores A y B apuestan en un cierto juego equitativo 32 euros cada uno, El juego se desarrolla
&) por partidas y gana la apuesta el primero que consiga cinco partidas.

Cuando el primero ha ganado tres partidas y el segundo dos, el juego se interrumpe. ¢Coémo hay que
repartir las cantidades apostadas para ser justos?.

Solucién:

Para ser justos, el reparto de los 64 euros debe de hacerse de forma que cada jugador reciba su ganancia
esperada en el momento de la interrupcion.

La ganancia de cada jugador, es decir, el dinero que recibira de los 64 euros es una variable aleatoria que
toma el valor 64 euros si un jugador gana la apuesta, y 0 euros si la gana el otro.

Siendo G, = "Ganancia del jugador A" , su valor esperado sera: E(G,) = 64 x p, + 0x(1—p,)
Se necesita calcular p, = Probabilidad que el jugador A gane el juego.

El jugador A ganard la apuesta si gana dos de las partidas antes de que el jugador B gane el juego. Esto
puede ocurrir de las siguientes maneras:

= Ganando A las dos primeras partidas tras la interrupcion, secuencia de resultados AA, con
1 2
probabilidad: (E)
= Ganando cada uno de los jugadores una de las dos primeras partidas tras la interrupcién, y el jugador
3
1
A la tercera, secuencia de resultados ABA y BAA, con probabilidad: 2 x (E)

= Ganando A sélo una de las tres primeras partidas tras la interrupcién y también la cuarta, secuencia

a4
1
de resultados ABBA , BABA y BBAA, con probabilidad: 3 x (E)

1

1) 1)} fon
La probabilidad de que A gane el juego: p, = (—) + 2x (—) + 3x (—) = —

2 2 2 16
. . 11
Ganancia del jugador A: E(G,) = 64 XE = 44 euros

Ganancia del jugador B: E(G;) = 64 —E(G,) = 64 —44 = 20 euros

Portal Estadistica Aplicada: Teoria de Juegos 42



U \ Universidad Autonoma
I\ de Madrid

ﬁ Dos jugadores acuerdan jugar una partida con las siguientes condiciones:

Se dispone de cuatro monedas que lanza al aire uno de los jugadores; si las que salen cara son en
numero impar, el que lanzé las monedas gana la apuesta que ha hecho el segundo jugador; si todas
salen cara o todas salen cruz, gana el doble de dicha apuesta; en todos los demas casos el jugador que
lanzé las monedas pierde su apuesta.

Se pide:

a) Determinar en qué relacion deben estar las apuestas de ambos jugadores para que el juego sea
equitativo.

b) éQué ocurre cuando el nimero de monedas es muy grande?. ¢Y en el caso particular de que el
numero de monedas sea 20?.

Solucién:

Se resuelve en el caso general de "n" monedas, para después dar a "n" los valores que se necesitan para
resolver los apartados (a) y (b).

La ganancia del jugador que lanza las monedas sélo queda correctamente definida si "n" es par.

Si "n" fuera impar y salieran "n" caras, la ganancia tomaria dos valores: la apuesta del otro jugador y su
doble.
w,.n

En esta linea, en adelante se supone que "n" es par.

Sean los sucesos: ¢ ="Apuesta del jugador que lanza las monedas" y d = "Apuesta del otro jugador"

Denotando por X la variable aleatoria que refleja la ganancia del jugador que lanza las monedas,
X sélo puede tomar tres valores (d, 2d, —c)

. . - . 1
Sea la variable aleatoria auxiliar Y = "Numero de caras al lanzar las 'n' monedas", Y ~ B(n, E

PX=d)=P(Y=1)+P(Y=3)+P(Y=5)+ .. + P(Y=n—1) =

[HRHEBEERA]I6)
Siendo, s=(g)+(gj+(g)+ +(gj y T=(gj+(gj+(g)+ +(n21)

S+ T = n):(1+1)“=2"

(- ()- (- - () oo

conloque, S=T=2""1

binomio de Newton:

I
o

Resultando:

P(X=d)=Tx(1) =2"‘1x(1j= 1
2 2 2
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2
PX = 2d) = P(Y = 0) + P(Y =n) = =

1 1 1 1
PX=-c) = 1- (E+ 2n—1) = E_ 2n—1

La ganancia esperada para el jugador que lanza las "n" monedas sera:

1 1 1 1 1 1
E(X) = EXd+ 1 x2d + (E_ 2n_1)x(—c) = Ex(d—c)+ 1 x (2d +¢)

a) Siselanzan 4 monedas (n=4):
E(X) = %x(d—c)+z4i_1x(2d+c)= %x(d—c)+%x(2d+c)= %x(Gd—3c)

Sieljuegoesjusto: EX) =0 — 6d-3c=0 — c= 2d, esdecir, laapuesta del jugador que
lanza las monedas es el doble que la apuesta del otro jugador.

x(2d+¢) — 225 EX) = %x(d—d

b) Cuando E(X) = % x(d—c) +

2"—1

Sieljuegoesjusto: EX)=0 — d-c¢c=0 — c¢ = d,esdecir, siambos jugadores hacen la
misma apuesta.

Si se lanzan 20 monedas (n=20):

1 1 1 1
E(X)= Ex(d—C)+22()—_1x(2d+C)= EX(d_C)—i_FX(Zd—FC)

1 1
Sieljuegoesijusto: EX) = 0 — Ex(d—c)+2T9x(2d+c)=O - 2¥,(d-c) = —(2d+¢)

2184+ 2 262146 87382
(218—1)XC=(218+2)XC|—)C= 18—Xd= xd = X
218 _ 1 262143 87381
87382
= X
87381

Si el juego es justo, la apuesta del jugador que lanza las monedas es (87382 / 87381) veces que la
apuesta del otro jugador.
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ﬁ Una caja contiene bolas blancas y negras, en total n bolas.

Para obtener mas informacidn acerca de la composicidn de la caja se realiza un experimento consistente
en elegir una bola y observar su color: Se extrae una bola y resulta ser negra.

a) Calcular la probabilidad de que la caja contenga k bolas negras.

b) Calcular el nimero esperado de bolas blancas que hay en la caja antes de haber realizado el
experimento.

c¢) De la caja que contiene k bolas negras se van extrayendo bolas sin reemplazamiento hasta obtener
una bola blanca. Describase la variable aleatoria X que indica el nimero de extracciones necesarias.

Solucién:

Sea el suceso U, = "La caja contiene i bolas negras y (n— i) bolas blancas"

La caja contiene al menos una bola de cada color, con lo que i = {1, 2, ..., n—1}, a priori con una
1
composicion equiprobable: P(U;) = N
n —
a) Sea el suceso N = "La bola extraida es negra": P(N|Ui) -1 i = {1,2, .oy n—1}
n
Probabilidad de obtener bola negra:
n-1 n-1 n-1
1 i 1 , 1 (1+n-1)(n-1) 1
PN) = » P(U)PN|U) = » ——x— = ——— H»i = = =
N ; (Ui | ! iZ;n—lxn n(n—1); n(n—1)x 2 2
1 k
PUAN _ PUP(NU)  n-1™n 2k
con lo que, P(Ui |N) = i = = =
P(N) P(N) 1 n(n-1)
2

P(X=i) =P(U,) = i={1,2, .., n-1}
n-1
Numero esperado:
n-1 n-1 n-1
1 1 1 1+n-1 n
E(X) = i P(X=i) = i = i = n—-1) = —
) ; x=1 ; X[n—l} n-14&  n-1 2 K==

¢) En extracciones sin reemplazamiento es Util suponer que todas las bolas son extraidas, sean cuantas
sean las que se extraen. De este modo, la composicién es U, , las extracciones posibles son las distintas

ordenaciones:
BBNBNN ... NB

J

'
n bolas

De k bolas negras y (n—k) bolas blancas, para bolas negras N hay (E) formas posibles.
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Sea X(j) = "La primera bola salga blanca en la extraccidn j-ésima" comienza por la secuencia:

uim k

NN ... NNB...
%,—/
j—1

Hay tantas ordenaciones distintas de las restantes (k — j + 1) bolas negras N y (n — k — 1) bolas blancas
B, como formas de elegir (n — k — 1) posiciones entre (n— j) lugares, para que en ellos aparezca B .

. . . n—j
En consecuencia, las ordenaciones posibles son:

n—-k-1
( n_j)
. n—-k-1
PX=]) =~

OTRO RAZONAMIENTO:

para j=1,2, ..., k+1

PX=j) = PN,A N, n .. " N_;nB) =
= P(N) xP(N, [Ny) x e x PNy [N; AN, A e AN ) xPBIN AN, A AN ) =
k k-1 k—j+2 n-k
= —X X e X X
n n-1 n—-j+2 n-—j+1

ﬁ Responda a las siguientes cuestiones independientes entre si:

a) Tres personas A, By C juegan al siguiente juego: Primero juegan Ay B a cara o cruz; el que gana juega
con C. Si vuelve a ganar el primero, éste se lleva el premio y el juego se acaba. Si gana C, entra el que
habia salido y juegan del mismo modo; es decir, el juego termina cuando uno de los dos jugadores ha
ganado dos veces seguidas. ¢Cudl de los tres jugadores tiene la mayor probabilidad de ganar?

b) El programa de una asignatura consta de n temas, y el examen consiste en exponer una tema
escogido al azar. Un alumno sélo sabe un tema pero puede repetir el examen n veces. Expresar, en
funcién de n, la probabilidad p, de que el alumno apruebe el examen. Estudiar la monotonia de p, y

calcular lim p,.
n— ©

Solucién:
a) Seaelsuceso A, = "A gana el juego en la tirada n-ésima"

Si en la primera tirada gana A, sélo puede ganar el juego en las tiradas 2?2, 57, 87, 117, ....
Si en la primera tirada gana B, el jugador A sélo puede ganar el juego en las tiradas 4?, 77, 10°, 139, ....

Es decir, el suceso A gana el juego es:

(A,UAGUAUA L) U (AJUAUALUA UL = LJA_,,,,_1 ) UA3n+1
n=1 n=1
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1 n
Como p(A,) = (E) Vn

M

Pa =P UABn—l o UA3n+1

n=1 n=1 n=1
GG
© 3n-1 © 3n+1 ~ -~
1 1 2 1 5
2 2 [1j (1) 7 14 14
1-| = 1-| =
2 2

5
Por simetria, la probabilidad de que B gane el juegoes p; = 1

P(A3n_1) + ZP(A3n+1) =
n=1

Si primera partida la gana A como si la gana B, en cada una de las siguientes jugadas el juego finaliza en
la mitad de los casos y continua en la otra mitad (restante). En consecuencia, la probabilidad de qgie el

juego no acabe nunca sera:
1 n
Xx.. =2 lim (—j =0
n—>w\ 2
5 5

2
El jugador C gana el juego con probabilidad: = 1-p, - =1-—=— = —
Jug g Jueg p Pc Pa — Ps 14 14 7

NP
NP

1 1 1 1
X—X— X... + —x—x
2 2 2 2

2 5
Como — < — — AyBsonlos jugadores con mayores probabilidades de ganar.

b) Se enfoca el razonamiento con el suceso contrario. El alumno suspende el examen sélo cuando

1
suspende las n repeticiones. La probabilidad de que suspenda una cualquiera de éstas es [1 - —).
n

1 n
La probabilidad de suspender el examen es [1 - —)
n

1 n
La probabilidad p,, de que apruebe el examen: p, = 1— (1 - —j
n

Para estudiar la monotonia de p,, se recurre al estudio de la monotonia de la funcién:

f:(1,0) — R

f(x) = 1-(1-1)
X

1 1 1Y
La funcién es derivable paracada x >1: f'(x) = — |:Ln(1 - —) + J (1 - —j
X X— X

—  Elsignode f'(x) y g(x) son opuestos para x>1

Sea g(x) = Ln(l—lj +
X

x—1
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Considerando que g'(x) = <0 Vx>1 — g(x)es estrictamente decreciente y siendo

x (x — 1)?

lim g(x)=0 — f es estrictamente decreciente en (1, «).
X —> o0

, 1Y)’ : :
La sucesién p, = f(n) = 1-— (1 - —) es estrictamente decreciente para n>1
n

Como p, > p, — (p,) esestrictamente decreciente desde p,

, , : 1Y 1
Finalmente, limp, = 1 - Ilm |1-—| = 1-—

n— o n— o n e

ﬂ Una baraja de 4n cartas (n > 1) se corta de forma aleatoria, obteniéndose dos mazos Ay B.

El nimero de cartas del mazo A siempre es mayor que el del mazo B y éste ultimo siempre contiene al
menos una carta.

En estas condiciones, averiguar:

a) El nimero esperado de cartas que hay en el mazo A en funcién de n.

b) La varianza del nimero de cartas que hay en el mazo A en funcién de n.

c) Demostrar que la probabilidad de que en tres ocasiones sucesivas el nimero de cartas del mazo A sea

. , 1
mayor que el triple del nimero de cartas del mazo B es menor que Py

NOTA: Puede ser de utilidad alguna de las férmulas siguientes:

zk:izzk(k+1)(2k+1) zk:i-":kz (k+1)2 Zk:‘4= k (k +1) (2k +1) (3k? + 3k — 1)
& 6 £ 4 4 30

i=1 i=1 i=1

Solucién:

Si la variable aleatoria X da el nimero de cartas del mazo A, las cartas que quedan en el mazo B son
(4n—X) y, seguin el enunciado, X > (4n—X) 21, conloque 2n< X <4n-1

Los valores que toma la variable aleatoria X con probabilidad no nula son {Zn +1,2n+2, ...., 4n—- 1} ,

siendo equiprobable para cada uno de ellos. Por tanto,

1
p(X=i) = —— parai=2n+1,2n+2,...,4n-1
2n-1

a) El nimero esperado de cartas en el primer mazo es la esperanza matematica de la variable X:

4n-1 4n-1
. . 1 \ 1 (2n+1)+(4n-1)
E(X) = i X=1i) = i = 2n—1) = 3n
X z xpl ) 2n—1.z 2n—1X 2 x )
i=2n+1 i=2n+1

b) Lavarianza: Var(X) = E(X?) - |:E(X):|2 = E(X?) — 9n?
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4n-1 4n-1

1
E(X?) = 2xp(X=i) = —— i2
) z xpl ) 2n—1.z
i=2n+1 i=2n+1
Atendiendo a la Nota:
4nzl 4"21 Z (4n—1) (4n) (8n—1)  (2n) (2n+1) (4n+1) _ 56n° —30n*+n
i=2n+1 i=1 6 6 3
~ n(2n-1)(28n-1)
3
4n-1
) = 2 Z 2 _ n@n-1)(28n-1) _ n(28n-1)
2n-1, & 3(2n-1) 3
28n-1 _1
Var(X) = E(XZ) — 9n2 = % — 9n2 = %

¢) Como al cortar la baraja el mazo A tiene mas del triple de cartas que el mazo B, ocurre el suceso

X>3(4n-X) > X > 3n

4n-1 4n-1

p(X > 3n) = }E p(X = i) = }; 2n1_1== {1[Mn—1%43n+n+1]=

2n

i=3n+1 i=3n+1

Como los sucesos son independientes, la probabilidad de que ocurra tres veces consecutivas:

3
n—-1
X > 3n)® =
p( ) [Zn—lJ

n-1 1 n-1 1
Hay que demostrar que [ J <= o < E — 2n-2 < 2n-1 cierto

2n-1 8 2n-1
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ﬂ Cada paquete de un cierto producto contiene una tarjeta con uno de los nimeros 1,2, 3, ... , k. Se
© supone que los k numeros aparecen con la misma frecuencia.

Si se comparan n paquetes (n > k), écual es la probabilidad de que se tenga al menos una coleccién
completa de los k numeros?

uim k

Solucién:
Sea el suceso A, ="La tarjeta con el numero i no aparece" , i=1,2,3, ... ,k

Cuando no ocurre ninguno suceso A, se tiene al menos una coleccién completa de los k nimeros, es
decir, cuando ocurre el suceso A; N A, N A; N .. N A,

Por el principio de la inclusién-exclusion (principio de la criba) :

p[A,nA,NA;N.. NA] = p(AlquuA3u... uAk) =1-p(A;,UA,UA;U.. UA) =

1SI1$k 1Si1<i2$k 1Si1<i2<i3$k
+ (-1t Z p(AilmAiZm mAik_l) + (—1)kp(Ai1r\Aizm mAik)

1< i1< e < ik—ISk

El experimento tiene tantos resultados posibles como tiradas ordenadas hay en n resultados, cada
resultado varia en el conjunto {1, 2,3, ..., k} . En total hay k" posibles resultados.

Paracada r = 1,2, 3, ... ,k los casos favorables del suceso p(Ai1 N Ai2 N .. N Ai,) son las tiradas
ordenadas de n resultados del conjunto {1, 2,3, ..., k} entre las que no esta ninguno de los

{iy,iy,03, w0 i}

k _ n
Al haber (k—r)" tiradas, se obtiene: p(Ai1 NA,N o N Ai,) = ( Tr)
Sustituyendo en la forma de inclusién-exclusion:

P(A, N A, NA;N ... NA) =
0 G IR 3 - B Y () I
K 1<ig<iz<k k 1<ig<iz<iz<k k
1)" (oY
= + (1) (—) =
1si1<...2<:ik_1sk(k k
(O BT - B - e (S -
k n
2 (1))
r=0

+

—
|

[y
=

=
I

A
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'y Setienen N bolas numeradas del 1al N y N urnas también numeradas. Se introduce una bola en
&) cadaurna. Se pide:

uim &

a) Probabilidad de al menos una coincidencia.
b) Probabilidad de exactamente m coincidencias.
c) Comportamiento limite de la dos probabilidades cuando N —

Solucién:

N
a) Se designa el suceso A, ="Hay coincidencia en la urna i-ésima" . Se calcula P[ Aij
i=1

Por el principio de la inclusidn-exclusién (principio de la criba) :

N N N N
P[UAi} = Y PA) - D PANA) + ) PANA,NA) -
i=1 i=1 i1,i2=1 il,iz,i3=1
i1¢i2 i1#i2#i3

— o+ (DM (N]Ai) =

i=1

3 1oy, 1 (N 1 _qN+1 1
= Nxy (ZJ N(N—1) (3j NN-D(N-2) = FET

N
1 1 N+1 1 1 i+1
=1-—+ —+ .. + (-1 — = — (-1
21 3l N ;i!()
puesto que,
(N-1)! 1
N! N
N-2)! 1
P(A,NA,) NIl
N! N(N-1)
N-3)! 1
P(A,NA,NA,) = ( L

NIl N(N-1)(N-2)

b) Designando los sucesos:

A ="Hay coincidencia en las m urnas primeras" , B="No hay coincidencia en las (N - m) urnas restantes"

N
m

P(m coincidencias) = (:) P(ANB) = (

)P(A) P(B|A) = (N) (N = m)!

m N P(B|A) =

N—m

N! N—m)t [ "1 ] NS
m! (N-m) NI ! Zi'( 1 " ml Z;i!( 1

i=1 i=

ya que,
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P(B |A) = P|:(N —m) coincidencias |m coincidencias] =

P|:En (N—=m) urnas con (N—m) bolas, no hay ninguna coincidencia] =

1- P[Exista alguna coincidencia en (N—m) urnas con (N—m) bolas:| =

N-m

1— z Ill (_1)i+1

i=1

n k n
-1 1 1 1 -1 1

c) lim C°_ +( Y-
n— o k! n—o o 1 21 3l n! e

Los limites pedidos:

N N N

1 . 1 ) 1 )
lim =)= dim |1 - ) = (-1) | = 1- lim (1) | = 1-€™
N—mZi!( ) N> .Zi!( ) N— Zi!( )
i=1 i=0 i=0
N—m
1 1 ; 1
lim — (-1 | = —et
y N—>o m! Z il (1) m!

3y El nimero X de organismos de tipo A en una cédula sigue una distribucién de Poisson de parametro
&> A, mientras que el nimero Y de otro tipo B de organismos depende del nimero x de aquélla y sigue

una distribucién de Poisson de media In(1 + x).
a) Si se considera sana una célula cuando contiene alglin organismo de tipo A, pero ninguno de B, écudl
es la probabilidad de que al coger n células al azar haya exactamente k sanas?

b) Calcular la probabilidad de que el nimero total de organismos de los tipos Ay B, en una célula
escogida al azar, no sea mayor que dos.

c) Idem que b), pero escogiendo una célula al azar de entre las no sanas.

d) Si una célula no tiene ningtin organismo de tipo B, écual es la probabilidad de que no tenga tampoco
del tipo A?

Solucién:

a) p=p[(X21) N (Y=0)] = D 'p(Xx=k) p(Y=0|X=k) =

k=1
% )\'k _ 1 -A ®© }\’k+1
= ZLUeXJ'LﬁJ B ex 2 ke1)
~ k! + k=1( +1)!
_ iix_i _ e et -1-)
A j! A
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Supuesta la independencia del niimero de organismos entre cédulas, el nimero Z de sanas seguira una
distribucional binomial:

et e -1-2)
A

p(Z=k)=(E)pk(1—p)""‘ , p=

b) p[(X+Y)<2] = p[(X+Y)=0]+ p[(X+Y)=1]+p[(X+Y)=2] =
= p[(X=0)n(Y=0)]+ p[(X=0)n(Y=1)]+ p[(X=1)n(Y=0)] +
+ p[(X=2)N(Y=0)]+ p[(X=0)n(Y=2)]+ p[(X=1) N (Y=1)] =

= Y px=i)p(Y=i-j|x=i) =
i+j<2
1, en M

e 1+0+e* 0. Z+e .—.l+0+e"7”.}».ln2.1=
2 2] 2

2
e M1+ £+ }"—+ Inz.ﬁ
2 4 2

o p[(X+Y)<2| (X=0)n(Y21)] =

_ p[(X=0)N(Y=0)] + p[(X=0)n(Y=1)] + p[(X=0)"(Y=2)] + p[(X=1) N (Y=1)] _
p[(X=0)N(Y=1)]

e 1+0+0+ e"“.x.lnz.;

1-p

X=0 Y=0)|(X=0 X=0 Y=0)|(X=0
9 p[x=0)[(v=0)] = * ) p[Y=0)[ (x=0)] _ px=0)p[(Y=0)| (x=0)] _

p(Y=0) >
Zp(X=k) p(Y=0]|X=k)
k=0
_ e 1 _ et 1 _ A
- © - A (A - A
iy A e " (e"—-1-2) e" -1
e 1+ ) p(X=k) p(Y=0|x=k e’ 1+ .

k=1
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Demuestre, a partir de la axiomatica de Kolmogorov, quesi A;, A,, ... , A, sonsucesos de la

uim k

& o- algebra A, se cumple que

p[ Ai) B z p(Ail) - Z p(Ailﬁ Aiz) + Z p(Ailﬁ Aizﬁ Aia) B
i=1 1<i; <n 1<ig<ip<n 1<i;<ip <ig<n

— e+ (F1)2 > PIAL N . NA ) + (F1) (AN . NA)

1<i3< .. <ip-1<n

Un concurso de televisidn consiste en abrir n casilleros distintos con n llaves distintas. Se mezclan las
llaves aleatoriamente y se le dan al concursante, que debe proceder de la siguiente manera: introduce
una llave al azar en la cerradura de cada casillero hasta acabarlos todos. Posteriormente procede al
intento de apertura girando la llave de cada casillero. En los que se abran recibe el premio de su interior,
y en los que no se abran, nada.

a) Hallar la probabilidad de recibir por lo menos un premio sies n=7 y también cuando n — .
b) Calcular la probabilidad de salir del concurso sin premio alguno sies n=7 y también cuando n — oo.

c) Hallar la probabilidad de obtener m premios (0 <m<n)

d) Supdngase que es n =5 y sea la variable aleatoria X que da el nimero de premios obtenidos. Hallar
la funcién de densidad y la funcidn de distribucién de la variable X y dibujar la grafica de ambas.

Solucién:

Se demuestra por induccion.

Para n=2 se prueba la férmula clasica de probabilidad de la unién de dos sucesos:

P(A; UA;) = p(A))+ p(A;) — p(A; NA,)

El suceso (A, UA,) = (A;—A,)) U (A, -A)) U (A; nA,), que son incompatibles dos a dos:
p(A; UA,) = p(A; —A,) +p(A, —A;) + p(A; NA))

Por otra parte, los sucesos A; y A, pueden expresarse como uniones disjuntas:

A= (A;NA) U (AL —A) - (A-A,) =(A) - (A;NA,)

A, = (A NA) U (A, - A) = (A,—A) = (A) - (A NA,)

resultando: p(A; — A,) = p(A;) —p(A; NA,) , p(A,—A)) = p(A,) -p(A;NA,)
Finalmente,

p(A; UA,) = p(A; —A,)) +p(A,—A;)) + p(A; NA,)) =

p(A1) - p(Al mAz) +p (Az) Y (A1 mAz) + p(A1 ﬁAz) =

p(A1) +p (Az) ) (A1 mAz)

Si la expresion es cierta para la unién de (n—1) sucesos, con n >3, se comprueba también para n.
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(i) ) r] - o) o= [

n—-1 n—-1
= p[U A‘J + p(A,) - p[U(Am An)}
i=1

i=1

C-

n-1 n-1
Aplicando la férmula de induccidn a los sumandos: p[ U AiJ y p |: U (AN An)}
i=1

(i)

ISilﬁn—l 1Si1<i23n—1 1Si1<i2<i3Sn—1
= e+ (FD"TPR(A N NALL) + R(A) = ) p(A NA)
1<i;<n-1
+ Z p(A, N A NA) — .. — (1) Z PIALA . O A NA) -
1Si1<i2$ﬂ—1 1Si1<...<in_1S n-1

- (_1)n—2 p[(AlmAn)m m(An_lmAn)] =

=| D b))+ pA)]| - D pANA) + D pA N AN+
1<ij<n-1 1<ig<iz<n-1 1<ij<n-1

+ > PA, N A NA) + > plA, N A, NA) -
1Si1<i2<i3Sn—1 1$i1<i2Sn—1

— e )P P(AA . nA,) - ()R > PA, N .. NA__ NA))| -

1<ij<..<ih-1<n-1

- (-1)" 2 p(A; .. NA,) =

= Z p(Ail) B Z p(Ail mAiz) + z p(Ail mAizH a Ais) B
ISilﬁn 1$i1<i23n 13i1<i2<i3$ﬂ
e+ (-1)R > PIA, NA, N NA ) + (1) p(A N . NA)

1Si1<i2<... < in_ISn
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a) Denotando el suceso A; ="La llave i-ésima se introcude en el casillero i-ésimo"
El suceso "se recibe alglin premio" se calcula mediante la formula de inclusién-exclusion.

Teniendo que calcular p(Ai1 N .. mAik) , para k=1,2, ... ,n

Los casos favorables son aquellos en los que las llaves i, ,i,, ... ,i, son colocadas en sus casilleros
correspondientes. Existen tantos casilleros como formas hay de colocar las (n—k) llaves restantes en los
(n—k) casilleros restantes, es decir, (n—k)!

—k)!
p(Ai1 M .. mAik) = (n=k) , para k=1,2, ... ,n
= _ (n—k)!  (n)(h-k! 1
Sk - . Z . p(Ai1 M Aiz N ... M Aik) = ' z ' mr = K " — F
1<i1<ip<.. <ig<n 1<ig<ip<.. <ig<n

de donde,

7 1 1 1 1 1 1 1 3186 177
ol Ua =Lt t, 1 1,1 1.1 318 177
i 1 21 I 51 6! 7! 5040 280

I
|
s
T
".-
~.
|
[N
I
—
|
=
|
[
N
I
[
|
o
N

b) El suceso "Salir del concurso sin premio alguno" es el suceso contrario de la unién de todos los A; ,

es decir, [ (n] KiJ
i=1
n _ 1 1 1 1 N 1 B n (_1)|
p[irlAi]: 1—p[i 1AiJ - 1_1_!+2_!_§+H_ -+ (1) nl z il

Para n=7 setiene:
7 _ 177 103
pﬂAi=1—p Al=1- — = —
i=1 i=1 280 280
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Para n > o

lim p[ﬁKiJ = lim z( ) Z”:(—I_Il)' = e
n— o H n— o0 -0 :

¢) Sea p,, la probabilidad de obtener m premios cuando ocurren exactamente m sucesos entre los

A, A,, ... , A, sucesos.

n 1
= Si m=n,resulta: p, = p(ﬂAiJ =~
i=1 n:

= Si m<n, unode los casos favorables para obtener exactamente m premios consiste en abrir

exactamente los m primeros casilleros, el suceso A\, "N A, N ... "NA NA ,1NA, >N ... NA,

— _ m n_
PA;, N ... NA NA, 1N .. NA) = p(ﬂAj]xp N A
j=1

k=m+1

m
NA
j=1

n—mj!
Por el apartado anterior: ( N A ] %
n!
n _ m
p| (1 Ac| [ A, | eslaprobabilidad de no abrir ninguno de los (n—m) casilleros al haber abierto
k=m+1 j=1

los m casilleros primeros. Cuando eso ocurre, se dispone de (n—m) llaves correspondientes a (n—m)
n—m

casilleros por abrir, por lo que la probabilidad de no abrir ninguno de ellos es la del suceso () Ki
i=1

n _ m n-m__ ﬂ n—m(_l)i
ol N A|INA|[=pNA&| = T
k=m+1 j=1 i=1 i=0 I3
_ _ —m)! n-m(_1q)
Resultando: p(A; N ... NA NA 1N .. NA)) = Mx —)

. . . n
Todos los sucesos en los que se abren los m casilleros son equiprobables y dado que existen (m)

formas diferentes de seleccionar los m casilleros que se abriran, se tiene:

(h-m)! "ZM(-1) 1 ngm(-1)
Pim) = (:J X ———— : — X

d) Siendo la variable aleatoria X = "Numero de premios obtenidos" y n=5, los Unicos valores que
toma la variable aleatoria con probabilidad no nula con m=0,1,2,3,5 - Sicuatro llaves estan en su
cerradura, también lo estd la quinta llave -

1

PX=m) = P(m) =~ x i
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Funcidn de probabilidad:

1 1 1 1 5 m
X=m)= = — |1-—+ —— —+ ... + (-1 ——| conm=0,1,2,3,5
PX=m) = Pm = T { 121 3l - (5—m)!}
p(m)n
Dando valores a m se obtiene el diagrama de barras
% L
m 0 1 2 3 5 44 S
44 45 20 10 1 120
p(X=m) »0
120 120 120 120 120 170
10
120 I
1 7 L L = M
5560 1 2 3 4 5
Funcién de distribucién: F(x) = p(X<x) = Z p(X=m)
m < x
) x<0
YJL
44 0<x<1 1119
120 o | 1
109
89 120 T :
— 1<x<2 89 L i |
120 120 | |T | !
F(X) = 9 | | | :
@ 2<x<3 a4 ! i i |
120 e :
| | | |
19 3cx<s o | x
120 0 1 2 3 4 5 g
- x>5

Yy El numero de coches que atraviesan cada dia una zona de velocidad controlada por radar sigue una
&» distribucidn de Poisson de parametro A.

Si la probabilidad de que un coche no respete el limite fijado es p, se pide:

a) La distribucion del nimero de infracciones diarias detectadas por el radar.

b) Si el radar detecto r infracciones, écual es la distribucién del nimero de vehiculos que han atravesado
la zona controlada?. ¢ Cudl es la media de esa distribucion?.

Solucién:

Sea la variable aleatoria N = "Numero de coches que atraviesan diariamente la zona vigilada"

n

N~P(A): p(N=n) = "—I e* A=0,1,2, ..
n!

Denotando la variable X ="Numero de infracciones diarias detectadas" , donde X ~B(n, p)
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a) Por el teorema de la Probabilidad Total:

p(X=k) = Zp(N=n)xp(X=k|N=n) k=0,1,2,
p(X=k|N=n) = (E) P x (1-p)" "

p(X=k) = D> p(N=n) x p(X=k |[N=n) = > Aer (E)xpk x (1-p)"7* =
n=0

“~ nl

© )\/n—k )\’k _ . B )\‘n k N
=Zn—fe*x@x(1—p) “ =2 “Z (L‘)x(l—p) ‘=

n=0 '
D ) M S 3 o) LG, B A ARV
) T TR h-k! K )
_ 0B e oy
S & TPe

x" _ [7\.(1 p):|n k
Adviértase que e* = 2 5 eMi-p
Z:‘) : z (n—k)!

b) Hay que calcular la distribucién condicionada (N=n | X=r) paran=r, (r+1), (r+2),

)\/n e_}\, X [n) X pr X (1_p)n—r
p(N=n|X=r) =p(N n,X r) = p( n)Xp( r| n) = n

p(X=r) p(X=r) [ i

r!

AN x (1—I3)n_r Xe—},(l—p) _ [x(l_p)]n_r . e—x(l—p)
(n=r) (n—r)!

La distribucidn condicionada (N=n | X =r) es una distribucién de Poisson descentrada, de parametro
A(1—p) yconorigenenr.

Con un cambio de origen, la variable aleatoria U = (N=n | X =r)— r es una distribucion de Poisson
centrada.

E(N=n|X=r) = EU+r) = EU)+r = A(1-p)+
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ﬁ El grafo de la figura representa el juego siguiente:

Las apuestas se hacen sobre el lanzamiento de una moneda de
Laplace. Inicio con un millén de euros y apuesto, si no acierto tengo
cero euros y dejo de jugar, si acierto tengo dos millones y sigo
jugando. Apuesto, si no acierto tengo cero euros y dejo de jugar, si
acierto tengo cuatro millones y sigo jugando.

Apuesto, si acierto tengo cinco millones, gano y finaliza el juego, si no acierto tengo tres millones y sigo
jugando. Apuesto, si no acierto tengo un millén y sigo jugando y si acierto tengo cinco millones, gano y

finaliza el juego. Cada posible transcurso del juego corresponde a un camino que comienzaen 1y

termina en el borde {0, 5}.

Calcular la probabilidad de ganar los cinco millones y la esperanza y la varianza de la variable N, que da

la duracién (nimero de apuestas realizadas) del juego.

Solucién:

El grafico de la derecha representa todos los recorridos
posibles del juego hasta la cuarta tirada.

Si el jugador no ha ganado los cinco millones y no ha dejado de
jugar hasta entonces, tras dicha tirada el juego vuelve a estar
exactamente en la situacion inicial 1.

1/2

Se observa que el jugador sélo puede ganar los cinco millones tiradas (4n—1) 6 (4n), paraalgin

natural n=0.

Denotando el suceso G, = "El jugador gana el juego en la tirada n-ésima"

[e0]

p(gane 5 millones) = Z[p(G4n_1) + p(G4n):|

n=1

n
Como la moneda es de Laplace: p(G,) = (—) , paran# 0

. © an—1 4n
p(gane 5 millones) Z[p(G4n—1) + p(G4n):| = Z{(%) * (%j i| -

n=1 n=1

B[ 167 - )2

Siendo la variable N ="Numero de apuestas o lanzamientos de la moneda"

1 n
p(N=n) = (E) , paran=1,2,3, ..
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E(N) = inxp(N=n) i [ ]

n=1 =1

Para determinar Zn X ( j se recurre al método para calcular la suma de Zn x" . Para ello, se parte
n=1

de la serie geometrlca ZX ) convergente para |X| <1: Zx" =
n=1

En el interior del intervalo de convergencia |x| < 1, las series de potencias son derivables término a

término:
d Z”: ] d( J Z
— X nx" " =
dx | &4 dx (1 x)
En consecuencia, nx" = nx""" =
R
1
00 00 1 n E
Por tanto: E(N) = n N=n) = nx|—| = —— = 2
(N) Z xp(N=n) Z [Zj .~
n=1 n=1 1_i
2

Var(N) = E(N?) - [E(N)]*

Qo [e o] 1
El segundo momento respecto al origen: E(N?) = nxp(N=n) = Y n’x|=
g p gen: E(N’)= D n’xp(N=n) Z <5

n=1

d [~ ., d X S 5 ne1 1+x
Como nx" = -> — nx | = — - n° x =
Z (1- x) dx Z dx [(1 - x)z} Z (1-x)®

n=1

0

0
. _ x(1+x
En consecuencia, E n?x" = x E n? x"" ! = x(1+x)
n=1 n=1

Asi, E(N?) = inzx Gj = ==——"2 =6
3)

Var(N) = E(N?) - [EN)]" = 6 - 22 = 2
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ﬂ Una maquina de juego de un casino tiene una pantalla en la que se ofrece un esquema como el de la
&» figura.
Para comenzar el juego aparece una bola en el punto S.

uim k

C

A cada impulso que recibe el jugador, la bola se mueve hasta una de las letras

contiguas con la misma probabilidad para cada una de ellas. A B
La partida termina en cuanto ocurre uno de los dos hechos siguientes:

= |a bola vuelve a Sy entonces el jugador pierde. D

= La bola llega a G y entonces el jugador gana. S G
Se pide la probabilidad de que el jugador gane asi como la duracién media de las partidas.
Solucién:

Para el jugador la bola puede ir a la posicion S (pierde), tras un nimero par de movimientos gana en
{C,D, G}, y con un ndmero impar de movimientos gana en {A, B}.

Razonando por induccién:

Suponiendo que en el movimiento (2n) la bola esta en {S,C, D, G}, si estd en {S, G}el juego ha
terminado, si esta en {C, D} en el movimiento (2n+ 1) sélo puedeir a A o B, y en siguiente

movimiento (2n +2) puedeira {S,C,D, G}.

Si la bola se encuentra en
C oD, la probabilidad de
gue se mueva a cada una

Si la bola se encuentra en
A 0 B, la probabilidad de
que se mueva a cada una
de las letras adyacentes es
1/3

de las letras adyacentes es
1/2

Denotando el suceso G,,, = "El jugador gana tras el 2n-ésimo movimiento" , n>2
G,,, ocurre si la bola cae siempre sobre {C, D} en los movimientos pares 2,4, ... ,2n—2 con

2 1
probabilidad 3’ si alcanza B tras el movimiento (2n — 1) —ésimo con probabilidad > y terminaen G

1
después del movimiento 2n—ésimo con probabilidad 3

1 1 (2"
X— = —x|—
3 6 \3

No hay condiciones sobre la posicidn de la bola tras los movimientos impares anteriores al
(2n —1)—ésimo, puede estar en A o en B.

1

=}

AL

2
Setiene: p(G,,) = 3

N

2
X e X T X
3

wI|N

2
X —x
3

Portal Estadistica Aplicada: Teoria de Juegos 62



U \ Universidad Autonoma
I\ de Madrid

Probabilidad que el jugador gane:

2
L 2 n—-1 1 — 1
p= p(UGan Zp(GZn = —x z (gj — E X 3 > — g

n=2 1-— —

X La duracién media del juego es el nimero medio de movimientos necesarios hasta que el jugador
gane o pierda.

Se necesita conocer la probabilidad de que el jugador pierda tras el movimiento 2n —ésimo. Para ello,
se denota el suceso P,,, = "El jugador pierde al completarse el 2n-ésimo movimiento" , n>1
Si (n=1): P, ocurre si la bola vuelve desde A a S en el segundo movimiento, y si (n>2): P,, ocurresila

bola cae siempre sobre {C, D} en los movimientos pares anteriores a 2n —ésimo, si alcanza A tras el

(2n — 1) —ésimo movimiento y termina en S después del 2n—ésimo movimiento.

Por tanto,

1 1
P)=1x— = —
p(P,) X3 3

2 2 2 2 1 1 1 (27
_EXEXEX XEXEXE = —X E para n=2

Sea la variable aleatoria X = "Duracion de la partida", en el conjunto E= {2, 4,6, }

Funcidn de probabilidad de N:

p(X=2) = p(P) = =

1 y) n-1 1 2 n-1
p(X=2n) = p(G,,)+ p(P,,) = ZXEX(EJ = 3" (Ej para n>2

2 2 ) 2 n—1
Esperanzade X: E(X) = Zan p(N=2n) = 5 EZn(Ej

n=1

n-1
. 2 P c n-1
Para determinar Zn x| — se recurre al método para calcular la suma de Zn x' ~.Paraello, se
n=2 n=2
e o)

. P X
parte de la serie geométrica E x" , convergente para |x| <1: E x" = 1
- X
n=2 n=2

En el interior del intervalo de convergencia |x| < 1, las series de potencias son derivables término a

término:

d | < , d 2x —x*
— X - nx""" =

dx nz:;  dx [1 xj nz; —x)?
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0

. n—-1 2X — X2
En consecuencia, E n x = 3
1-x)
n=2 (

2
, o o 26)-(5)
Six=—": nx|— = =8

2

, N 2 2~ (2P 2 2
Finalmente, E(X) = Zan p(N =2n) = §+ 3 Zn 3 = §+ 5,(3
n=2

n=1

El juego se acaba en término medio en seis movimientos.
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