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La Jefe de Recursos Humanos de una empresa quiere saber D

quién es el lider de un grupo de 5 personas (A, B, C, D, E).

Para ello, hace entrevistas personales por parejas,

estableciendo quién tiene ascendencia sobre el otro. E C
Representa las encuestas en un grafo dirigido de cinco

vértices, donde A — B indica que A domina a B.

é¢Quién es el Lider?

Solucién:

A domina a 3 personas
. . B domina a 1 persona

Matriz de Adyacencia: M = .
C domina a 2 personas

D domina a 3 personas

m O 0O @ >

R, P OO O >
= O = O = W
O Rr OO0 Rr O

© oo r o U
O R kP O = m
I 41

— E domina a 2 personas

Para analizar quien es el lider del grupo se suman las lineas de la Matriz de Adyacencia, obteniendo
cuantos trabajadores son influidos por una persona (domina). Tanto A como D dominan a 3 personas, no

pudiendo decidir quién es en lider. Se hace necesario calcular M?

01101 01101 1 2011y - 5
0 00 10 0 00 10 10101 > 3
M*=MxM=|{0 1 0 0 1|x|0 1 0 0 1|=/1 1 0 1 0| —» 3
1 01 01 1 01 01 131602 > 7
11 0 00 11000 01111 > 4

Los elementos de M? indican el nimero de caminos diferentes de longitud 2 que se pueden seguir para ir
de un vértice a otro. Es decir, dominios de segundo orden.

Mas en concreto, cantidad de trabajadores que son influenciados por personas que domina cierta
persona. Por ejemplo, si A domina a By B domina a C, es légico pensar que A domina a C.

A B CODE
A(01 101 12011 13112\ > 8
B|0OOOTZ1O0 10101 101 11| > 4
M+M=C |0 1 00 1|+|1 1 010|=[(12011—> 5
D1 0101 13102 2 320 3| > [10
E1 1000 01111 12 111) 5 &6

La matriz (M+ M?) representa la cantidad de dominios de primer y segundo orden que ejerce cada
trabajador sobre el resto de personas del grupo.

Pudiendo afirmar que el trabajador D es el lider del grupo.

Instrumentos Estadisticos Avanzados 4
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En la red de comunicaciones de un aereopuerto se han detectado averias, por lo
~ que se hace necesario analizar todos los nodos para verificar las conexiones. La

”. . f

s L . 7 etiqueta de cada tramo representa el coste de reparacién de un tramo (en miles de
ﬁL[-*‘- i a8l euros).

a) éPuede el técnico revisar todos los nodos sin pasar dos veces por @—‘2 ®
el mismo y volver al nodo inicial?. 3 &m

a 2 @
b) Si el técnico decide revisar todos los tramos de la red, ¢puede d 2 0 / 4
hacerlo sin pasar dos veces por el mismo tramo?. A : '1 D
c¢) Si el técnico para salir del paso decide reparar sélo los tramos que 7 5 K5 4
permitan la conexién entre A y H. ¢Cudles son los tramos que hay H/ \E
que reparar para que el coste sea minimo?. ¢Cudl sera el coste total 3 3
de la reparacién?. e—2—®

Solucién:

a) Un camino hamiltoniano pasa una sola vez por cada vértice (nodo). Si el camino es cerrado se denomina
ciclo hamiltoniano.

Para que hubiera un ciclo hamiltoniano las aristas incidentes en los vértices tendrian que tener grado 2.

En consecuencia, el técnico podra revisar todos los nodos sin pasar dos veces por el mismo si la red es
hamiltoniana. Para que pudiera hacerlo no tendria que pasar por los nodos Ky L.

b) Un camino es euleriano cuando la trayectoria contiene todas las aristas y recorre cada arista una

sola vez. Cuando el camino euleriano comienza y termina con el mismo vértice se denomina ciclo euleriano.
Una condicién necesaria y suficiente para que la red tuviera un camino euleriano es que fuera conexa y que
todos los vértices tuvieran grado par, o a lo sumo dos vértices con grado impar.

Por tanto, el técnico podria recorrer todos los tramos de la red sin pasar dos veces por el mismo tramo si
admite una camino euleriano, situacién que no se cumple porque hay seis nodos (C, E, H, J, L, K) con grado
impar.

c) Se requiere hallar un camino de longitud o A —®
coste minimo del nodo A al nodo H. Para ello, basta 3 2 &) B
aplicar el algoritmo de Dijkstra entre los dos nodos. q \5 % G ' 2 3
Los tramos que se tienen que reparar entre los 3 L) 4 o c
nodos Ay H son los que corresponden al camino 1 1 D L
A-B-C-L-K-H que es de coste o longitud ‘ 5_.@_{ A 1
minimo. H E 5K

3 3/ <

El coste total de la reparacién seria de 12.000 \ 2 g H
euros. G -
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Se pide:

a) Demostrar que el grafo es conexo, construyendo un arbol
recubridor.

b) Estudiar si el grafo admite circuitos o recorridos eulerianos y

hamiltonianos y en caso afirmativo hallarlos.

c) Responder a la pregunta anterior si se afiade una arista entre

el vértice 3 y el vértice 5.

Solucién:

a) Un arbol con n vértices tiene (n—1)
aristas, con lo que hay 7 aristas.

El grafo es conexo porque de cualquier
vértice se puede llegar a otro a través de un
camino.

@ Se considera el grafo G que tiene por matriz de adyacencia:

o r r B P O O O

= == =20 O O O

Practicas
Alumnos &=

P P P O O O O O
= = = O O O O
R O O O O O B R
O O O O B KKk Bk Bk
O O O O Bk P kB P

O O O kR = = = O

b) Grado vértices:: 5(1)=4,06(2)=4,5(3)=3,5(4)=4,05(5)=3,05(6)=4,5(7)=4,95(8) =4.

El grafo no admite un circuito euleriano
(grafo conexo, todos los vértices de grado
par), pero si admite un recorrido euleriano
(tiene dos vértices impares y los demas
pares).

El recorrido euleriano:

3-7-4-8-2-5-8-3-6-2-7—
~1-4-6-1-5

®w
®
S
® @
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Admite un ciclo hamiltoniano (pasa una sola
vez por cada vértice, en un camino cerrado).

Basta afiadir al arbol obtenido en el
apartadol, la arista 71, es decir:

1-4-6-2-5-8-3-7-1

c) Sise afiade la arista 3—5, el grafo es euleriano
(contiene todas las aristas del grafo G y recorre cada
arista una sola vez) y por tanto admite un circuito
euleriano.

Légicamente, sigue siendo hamiltoniano.

Instrumentos Estadisticos Avanzados 7
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B\ _ Lared de ordenadores de una empresa de servicios se representa por un grafo ponderado

;[ﬁﬂ donde los pesos de las aristas vienen dados por la longitud de los cables en metros.

Si es un grafo, calcula el nimero de caras. B1CIDIEIF]1GIHII
. . , . AJ]5]5 2
Calcular el numero de aristas que seria necesario B > 1>
eliminar para obtener un arbol recubridor. C 2 | 2
Determinar el camino minimo desde el terminal A D 3 3
al terminal D. E 3 4
F 3
éSe puede mandar un mensaje desde el terminal | que recorra todos los demas terminales,
pasando una sola vez por cada terminal?. En caso afirmativo decir cual es el camino.
Solucion:
Es un grafo con v =9 vértices y a =12 aristas
Portanto, c= a+2—-v =12+2-9 =5 caras
Un arbol recubridor tiene v—1=8 aristas, por lo que
es necesario eliminar 4 aristas.
Siguiendo el algoritmo de
Dijkstra, se obtiene:
d(A,D) = A—E-D =5 4
3
La Figura muestra el
resultado de ejecucién F H
del algoritmo. 3

No se puede enviar un mensaje desde el terminal | recorriendo los demas terminales, pasando una sola
vez por cada terminal, pues el grafo no contiene ningin camino hamiltoniano ya que tiene mas de dos
vérticesdegrado1: |,H,G

v—1 8
Otra forma, si un grafo verifica que d(v;) > 5 = Py = 4 — tiene un camino hamiltoniano

Se observa que no se verifica. No hay camino.

Instrumentos Estadisticos Avanzados 8
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% Un agente de comercio trabaja en varias ciudades. Determinar la ruta 6ptima para
minimizar el nimero de kildmetros recorridos, sabiendo que debe pasar una sola
vez por cada ciudad y que al final de la semana debe volver a su casa.

En los grafos adjuntos se refleja las distancias en km. entre las ciudades.

Solucién:

a) El Problema del Agente Viajero — TSP (Travelling Salesman Problem) tiene gran aplicacién en
el ambito de la logistica y distribucidn, asi como en la programacién de curvas de produccidn.

Presenta una variacién importante dependiendo si es simétrico o no, es decir, si la distanciaentre Ay B
sea igual a la distancia entre B y A. En la pratica es muy poco probable que asi sea

La cantidad de rutas posibles en una red de n nodos viene determinada por la expresiéon (n—1)!, est es,
en una red de 4 nodos la cantidad de rutas posibles es 31=6.

1
Cuando el problema es simétrico la cantidad de rutas posibles es > (n—1)! produciendo un ahorro

significativo de tiempo al procesar rutas de gran tamaiio.

PROGRAMACION LINEAL:

Funcidn objetivo: Minimizar z o

z = 10Xy, + 9% + 18Xy, + 15Xy, + 9%y + 7X3; + 11X3, + 14X, + 12X,

X2+ X3+ Xy = 1

X1 + Xpq =1

De cada nodo solo sale un arco:
X3, + X3, = 1

Xgp + Xg3 = 1

Instrumentos Estadisticos Avanzados 9
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Xpp+ X33+ Xqg = 1

Xpp+ X3 =1
A cada nodo llega un solo arco:
Xi3+ Xq3 =1

Xig + Xpq =1

Xy + X5 <
Eliminar subtours
. X13 + X33 <
(Solo los de longitud 2)
Xig T Xgq <

Naturaleza de las variables: X;; € [0,1]

WinQSB / Linear and Integer Programming

Problem Title:  [VIAJANTE

Number of
Yariables:

 Objective Criterion

O Maximization

@®:Minimization:

Number of
Constraints:

 Default Yariable Type 1

() Nonnegative continuous

() Nonnegative integer

" Data Entry Format

@® Spreadsheet Matrix Form
O 'Normal Model Form

(@ Binary (0.1]

O Unsigned/unrestricted

0K ‘ |

Cancel | | Help |

[ Linear and Integer Programming

File Edit Format Solve and Analyze Utilities  Window WinQSE  Help

M VIAJANTE

Warnable -->» x12 13 14 by | =24 =3 ®32 =41 43 Direction | R H. 5.
Minimize 10 ¢ 9 18 15 9 7 1 14 12

1 1 1 1 = 1
c2 1 1 = 1
Cc3 1 1 = 1
c4 1 1 = 1
CH 1 1 1 = 1
C6 1 1 = 1
v 1 1 = 1
Cc8 1 1 = 1
c3 1 1 {= 1
Ci0 1 1 <= 1
ci1 1 1 <= 1
LowerB ound 1] 0 0 1] 0 0 0 0 0

UpperBound 1 1 1 1 1 1 1 1 1

YariableType| Binary Binary = Binary Binary Binary Binary Binary Binary Binary

Instrumentos Estadisticos Avanzados 10
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E# Linear and Integer Programming

File Formak Resulks Utilities ‘Window  Help
M Combined Report for VIAJANTE

Solution  Unit Cost or Total Aeduced Basiz |Allowable Allowable
Wariable | VYalue Profit c[j] Contribution Cost Status | Min. cj] Max. cfj)
1] x12 1 10 10 1] basic -M 11
2| x13 0 9 0 0 basic 5 12
(3| x4 0 18 0 9 at bound 9 M
4| x2 0 15 0 L] at bound 10 M
5| x24 1 9 9 0 basic M 18
6| X3 1 7 7 0 basic M 1
7| %32 0 11 0 1 at bound 10 M
8| =1 0 14 0 4 at bound 10 M
9| %43 1 12 12 1] basic 9 16
Objective | Function [Min.] = 1

WinQSB / Net Problem Specification - Travelling Salesman Problem

NET Problem Specification u

" Problem Type | [ Objective Criterion ]
O Metwork Flow ® Minirni-zalifm Net rk Modeli ng
O Transportation Problem ) Maximization

File Edit Format Solve and Analvze Resulks  Utilities  Window  WinQSE  Help

O Assignment Problem
O Shortest Path Problem
O Maximal Flow Problem

| Data Entry Format S . -
T N N S M VIAJANTE: Minimization (Traveling Salesman Problem)

O Graphic Model Form From % To 1 | 2 | 3 | 4
O Minimal Spanning Tree _ -
[ Symmetric Arc Coefficients 1 10 q 18
®iTraveling 5alesman Problem: [i.e.. both ways same cost] i
2 15 9
Problem Title  [VIAJANTE | 3 i n
Number of Nodes [4 | 4 14 12
oK ‘ ‘ Cancel | | Help |

Traveling Salesman Solution Method H

' Hearest Neighbor Heuristic

() Cheapest Insertion Heuristic

Branch-and-bound Method: Proporciona la solucién éptima
exacta planteando el problema como un problema de
programacion entera 0—1. Cuando el nimero de nodos es
| Selve | [Branch-and-Bound Steps| grande el coste computacional puede no ser viable.

O Two-way Exchange Improvement Heuristic

@ Branch and Bound Method:

| Cancel I | Help I

Instrumentos Estadisticos Avanzados 11
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Network Modeling
File Format Results  Ublities  Window  Help

™ Solution for VIAJANTE: Minimization (Traveling Salesman Problem)

From Mode | Connect To |Distance![ﬁust| | From Hode | Connect To |Distance!l:ust
1 1 2 10 3 4 3 12
2 2 4 9 4 3 1 F
Taotal Minimal Traveling Distance or Cost = 38
[Result from Branch and Bound Method]

100 160 "Problem Type
100 300 160 O Network Flow
150
B -(©
300
500 100
= ©
100 Problem Title
500
®
0K ‘
Network Modeling

WinQSB / Net Problem Specification - Travelling Salesman Problem

NET Problem Specification n

[ Objective Criterion
@ Minimization

O Transportation Problem ) Maximization

O Assignment Problem i
Data Entry Format

@ iz Pl ® Spreadsheet Matrix Form

) Maximal Flow Problem O Graphic Model Form
® [l | i e [~ Symmetric Arc Coefficients
[i.e.. both ways same cost]

[VIAJANTE |

Number of Nodes [6 |

Cancel | ‘ Help

File Edit Format Solve and Analvee Results  Utilities  Window  WingSE  Help

™. VIAJANTE: Minimization (Traveling Salesman Problem)

From \ To Ciudad1 | Ciudad2 | Ciudad3 | Ciudad4 | Ciudad5 | Ciudad 6
Ciudad 1 : 100 150 300 500
Ciudad 2 100 160 150 300

Ciudad 3 150 160 100 260 290
Ciudad 4 150 100 240 360
Ciudad 5 300 300 260 240 200
Ciudad 6 500 290 360 200

Traveling Salesman Solution Method n
®

O Cheapest Insertion Heuristic

") Two-way Exchange Improvement Heuristic

todos los nodos.
O Branch and Bound Method

| Solve | | I

| Cancel

Help

Nearest Neighbor Heuristic (vecino mas cercano): Parte de un nodoy
se va moviendo al nodo de menor coste adyacente hasta que pasa por

El procedimiento "Vecino mas cercano" no garantiza que se pueda
cerrar el ciclo, depende del nodo de partida. Por defecto, selecciona
siempre como nodo inicial el primer nodo de la tabla.

Instrumentos Estadisticos Avanzados 12
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M Solution for VIAJANTE: Minimization (Traveling Salesman Problem)

From Mode | Connect To | Distance/Cost From Mode | Connect To | DistancefCost
1 Ciudad 1 Ciudad 2 100 4 Ciudad 3 Ciudad 5 260
2 Ciudad 2 Ciudad 4 150 5 Ciudad 5 Ciudad 6 200
3 Ciudad 4 Ciudad 3 100 b Ciudad 6 Ciudad 1 500
Total Minimal Traveling Distance or Cost = 1310
[Result from Mearest Meighbor | Heuristic]

Traveling Salesman Solution Method E
() Mearest Heighbor Heuristic

Cheapest Insertion Heuristic: Sigue los siguientes pasos:
1. Se seleccionan dos nodos (i, j) que se encuentren a menor

distancia, formando el subciclo i—j—i

() Two-way Exchange Improvement Heuristic
(' Branch and Bound Method
m Branch-and-Bound Steps
[ e

2. Para todos los nodos que no se encuentren en el subciclo
anterior, se selecciona el nodo k de forma que minimice la cantidad

[C(i,k) +C(k,j)— C(i,j):| para todo par de nodos (i, j) del subciclo,

siendo C(i,j) = distancia entre los nodos (i, j)

3. Introducir el nodo k en el subciclo y vuelve al paso 2, hasta conectar todos los nodos

Network Modeling

File Format Resulks  Utilities  wWindow  Help

M Solution for VIAJANTE: Minimization (Traveling Salesman Problem)

From Mode | Connect To | Distance/Cost From Mode | Connect To |Distance/Cost
1 Ciudad 1 Ciudad 3 150 4 Ciudad 6 Ciudad 5 200
2 Ciudad 3 Ciudad 4 100 L Ciudad 5 Ciudad 2 300
3 Ciudad 4 Ciudad 6 360 [ Ciudad 2 Ciudad 1 100
Total Minimal Traveling Distance or Cost = 1210
[Result from Cheapest Insertion  Heuristic]

Traveling Salesman Solution Method

(! Mearest Neighbor Heuristic
(' Cheapest Insertion He: c
1ge

Two-way Exchange Improvement Heuristic: Se basa en la biseccién

de una solucidn inicial.

m Branch-and-Bound Steps
[ |

Instrumentos Estadisticos Avanzados 13
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File Format Results Utilities  Window Help

M Solution for VIAJANTE: Minimization (Traveling Salesman Problem)

From Node | Connect To | DistancefCost From Node | Connect To | Distance/Cost
1 Ciudad 1 Ciudad 3 150 4 Ciudad & Ciudad 5 200
2 Ciudad 3 Ciudad 4 100 L] Ciudad 5 Ciudad 2 300
3 Ciudad 4 Ciudad & 360 b Ciudad 2 Ciudad 1 100
Total Minimal Traweling Distance or Cost = 1210
[Result from Two-way Exchange Improvement Heuristic)

Traveling Salesman Solution Method H

(' Hearest Neighbor Heuriztic

(_ Cheapest Ingertion Heuristic

Branch-and-bound Method: Proporciona la solucién éptima

exacta planteando el problema como un problema de
programacion entera 0—1. Cuando el nimero de nodos es
grande el coste computacional puede no ser viable.

m . Branch-and-Bound Steps .

Metwork Modeling

File Format Results  Ukilities  window  Help

ion for YIAJANTE: Minimization [Traveling Salesman Problem)

From Node | Connect To | Distance/Cost From Node | Connect To |Distance/Cost
1 Ciudad 1 Ciudad 2 100 4 Ciudad 5 Ciudad & 200
2 Ciudad 2 Ciudad 4 150 5 Ciudad & Ciudad 3 290
3 Ciudad 4 Ciudad 5 240 6 Ciudad 3 Ciudad 1 150
Total Minimal Traveling Distance or Cost = 1130
[Result from Branch and Bound Method])

Instrumentos Estadisticos Avanzados 14
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Determinar la ruta éptima para minimizar el coste de un agente viajero sabiendo que
debe pasar una sola vez por cada ciudad y que al final debe volver a su casa.

Solucién:

Se trata de determinar un tour de coste minimo. La
figura adjunta muestra un grafo de 8 vértices en el
que aparece destacado un ciclo hamiltoniano.

El TSP consiste en encontrar el camino minimo que
recorre todos los nodos de un grafo, saliendo de uno
de ellos y retornando al mismo vértice de partida.

El problema se puede representar como un grafo completo orientado o bien como una permutacién
Coste minimo =34

Un tour o ciclo hamiltoniano es un ciclo simple que pasa por todos los vértices del grafo. Un subtour es
un ciclo simple que no pasa por todos los vértices del grafo. El Problema del Agente Viajero consiste en
determinar un tour de coste minimo.

En teoria de grafos, un camino hamiltoniano en un grafo es un camino, que visita todos los vértices del
grafo una sola vez. Si ademas el primer y ultimo vértice visitado coincide, el camino es un ciclo
hamiltoniano.

Los nodos representan ciudades y los valores asociados a las aristas, son los costes entre ellas, y en
consecuencia, nunca pueden ser negativos.

WinQSB / Net Problem Specification - Travelling Salesman Problem

MNET Problem Specification E
[Problem Type | [ Objective Criterion
C Network Flow @ Minimization

O Transportation Problem ) Maximization

) Assignment Problem
C Shortest Path Problem
C Maximal Flow Problem

| Data Entry Format
(® Spieadsheet Matrix Form

O Graphic Model Form

@ sl e G [ Symmetric Arc Coefficients

(® Traveling Salesman Problem [i.e.. both ways same cost)

Problem Title  [HAMILTON-TSP |

Number of Nodes [8 |

o | o] [

Instrumentos Estadisticos Avanzados 15
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Network Modeling

File Edit Format Solve and Analvze Resdlks  Utilities  Window  WinQSE  Help

M HAMILTONM-TSP: Minimization (Traveling Salesman Problem)

From % To 1 2 3 4 5 b ¥ 8
1 3 4 ; 8 &

5 3 s s

3 4 4 b & ] ] 10
4 8 4 [ 8 3
h 8 3 4 10

6 5 4 [

7 L) 8 10 b 4
8 10 3 4

Traveling Salesman Solution Method H

Nearest Neighbor Heuristic (vecino mas cercano): Parte de un nodoy

se va moviendo al nodo de menor coste adyacente hasta que pasa
por todos los nodos.

m Branch-and-Bound Steps

El procedimiento "Vecino mas cercano" no garantiza que se pueda
cerrar el ciclo, depende del nodo de partida.

Network Modeling
File Format Resulks  Utilities  wWindow  Help

M Solution for HAMILTON-TSP: Minimization (Traveling Salesman Problem)

From MNode | Connect To | Distance/Cost From Node | Connect To | Distance/Cost
1 1 2 3 5 L 7 10
2 2 3 4 [ 7 ] 4
3 3 [ 5 7 8 4 3
4 [ 5 4 ] 4 1 ]
Total Minimal Traveling Distance or Cost = 41
[Result from Mearest Meighbor  Heuristic]

Vecino mas cercano:
4-1-2-3-6-5-7-8-4

Instrumentos Estadisticos Avanzados 16
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Traveling 5alesman Solution Method n

(' Hearest Neighbor Heunistic

(U Cheapest Inzertion Heuristic

Two-way Exchange Improvement Heuristic: Se basa en la biseccién
de una solucidn inicial.

() Branch and Bound Method

m l Branch-and-Bound Steps l

Network Modeling
File Format Resulks  Ubilities  Window  Help

M Solution for HAMILTOM-TSP: Minimization {Traveling Salesman Problem)

From Node | Connect To | Distance/Cost From Node | Connect To | Distance/Cost
1 1 ] 3 4 5 7 8 4
2 3 5 [ [ g 4 3
3 5 [ 4 ¥ 4 2 4
4 [ 7 [ 8 2 1 3
Total Minimal Traveling Distance or Cost = 34
[Result from Two-way Exchange Improvement| Heuristic)

Intercambio bidireccional:
7-8-4-2-1-3-5-6-7

Suma =34

Traveling Salesman Solution Method

e Branch-and-bound Method: Proporciona la solucién éptima

exacta planteando el problema como un problema de

programacion entera 0—1. Cuando el nimero de nodos es
grande el coste computacional puede no ser viable.

m Branch-and-Bound Steps

Instrumentos Estadisticos Avanzados 17
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Metwork Modeling

File Format PResulks  Utilities  wWindow  Help

BEERE b A[=[=[=]1[=]

M. Solution for HAMILTON-TSP: Minimization (Traveling Salesman Problem)

From Node | Connect To | Distance/Cost From Hode | Connect To | Distance/Cost
1 1 i 3 4 L 7 8 4
2 3 5 6 [ 8 4 3
3 5 6 4 7 4 2 4
4 b 7 [ 8 2 1 3
Total Minimal Traveling Distance or Cost = 34 I
[Result from Branch and Bound Method)

Ramificacion y acotacion:
8-4-2-1-3-5-6-7-8

Suma =34

Instrumentos Estadisticos Avanzados 18
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En el grafo adjunto figura el disefio de un metro

wa para Valladolid, indicando en las estaciones
(nodos) y las distancias que las separan en
centenares de metros.

Suponiendo que el coste de la construccion es proporcional
a la distancia y que cuando dos estaciones no se encuentran
unidas es debido a imposibilidades técnicas por el rio
Pisuerga o a un coste excesivo.

a) Disefar la red de metro de forma que las estaciones queden conectadas a coste minimo. éCual sera la
red a construir y cudl su longitud?

b) El Ayuntamiento de Valladolid impone la condicién de que entre dos estaciones de metro no tiene
que haber mas de cuatro estaciones intermedias, ¢ Cual seria la red de metro?

Solucién:

a) Se trata de construir un arbol generador minimo para la red conexa de la figura. Para ello, se aplica el
algoritmo de Sollin, comenzando por establecer la matriz de incidencia asociada al grafo.

Al iniciar el algoritmo se elige el elemento de menor valor. En este caso hay dos elementos con valor 2, se
selecciona arbitrariamente uno de ellos, por ejemplo el 2 de la columna G y se elimina.

Se marca la fila G como la primera.

A B C D E F G | !
A 5 8 5 7
B 10 6 2!
C 5 7 8 3 6
D 10 8 6 9 13 5
E 9 9 7 16
F 5 3 6

1. |G 6 11
H 7 6 13 9 12 13
| 6 5 7 6 12
) 5 16 11 13

T

Se elige el elemento de menor valor de las columnas no marcadas. Hay un elemento con valor 2 en la
columna B. Se suprime la columna B y se marca la fila B como segunda.
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A B D F G | J

A 5 8 5 7

2, |8 10 9 6 51
c| s 7 8 3 6
D 10 8 6 9 13 5
E 9 9 7 16
F| s 6 3 6

1 G 52 9 6 11
H| 7 6 13 9 12 13
| 6 5 7 6 12
J 5 16 11 13

2° 1

De las filas marcadas (G, B) se elige el elemento con menor valor, no marcado anteriormente. Hay un
elemento Acon valor 4 en la columna A, se marca y se elimina la columna A donde se encuentra, quedando
la fila A como tercera.

A B C D E F G I J
3 N A 5 8 5 7
2, B 43 7 10 6 21
C 5 7 8 3 6
D 10 8 6 9 13 5
E 9 9 7 16
F 3 6
1, ]G 22 6 11
H 7 6 13 9 12 13
I 6 5 7 6 12
J 5 16 11 13
3° 2° 1°

De filas marcadas (G, B, A) se elige el elemento con menor valor, no marcado anteriormente. Hay dos
elementos con valor 5, se elige libremente el 5 de la fila C, se marca y se elimina la columna C, donde se
encuentra, quedando la fila C como cuarta.
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A B C D F G | J
3, 1A 54 8 5 7
2, B 43 7 10 9 6 1
4, C 5 7 8 3 6
D 10 8 6 9 13 5
E 9 9 7 16
F 6 3 6
1, G 22 9 6 11
H 7 6 13 9 12 13
| 6 5 7 6 12
J 5 16 11 13
3? 2° 4 1°

De filas marcadas (G, B, A, C) se elige el elemento con menor valor, no marcado anteriormente. Hay un
elemento con valor 3 en la columna F, se marca y se elimina la columna F donde se encuentra, quedando
la fila F como quinta.

A B C D E F G H | J
2, B | 43 7 10 9 6 21
4, C 5 7 8 35 6
D 10 8 6 9 13 5
E 9 9 7 16
S, | F 6 3 6
1, G 22 9 6 11
H 6 13 9 12 13
| 6 5 7 6 12
J 5 16 11 13
3 2° 4 5° 1°

De filas marcadas (G, B, A, C, F) se elige el elemento con menor valor, no marcado anteriormente. Hay un
elemento con valor 5 en la columna |, se marca y se elimina la columna | donde se encuentra, quedando
la fila | como sexta.
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A B C D G | J
3, | A 54 8 5 7 6
2, B | 43 7 10 9 6 21 56
4, 1c 5 7 8 35 6
D 10 8 6 9 13 5
E 9 9 7 16
S, | F 6 3 6
1, G 22 9 6 11
H 7 6 13 9 12 13
6, | 6 5 6 12
J 5 16 11 13
3° 2° 4 5 1° 6°

De filas marcadas (G, B, A, C, F, 1) se elige el elemento con menor valor, no marcado anteriormente. Hay
dos elementos con valor 6 en las columnas Hy D, se elige arbitrariamente la columna H se marca y se

elimina la columna H donde se encuentra, quedando la fila H como septima.

A B C D G | J
3, | A 4 54 7 6
2 B | 43 7 10 9 6 71 56
4, 1c 5 7 8 35 67
D 10 8 6 9 13 5
E 9 7 16
RN F 5 6 3
1,16 22 9 6 11
7, | H 6 13 12 13
6, | 6 5 7 6 12
J 5 16 11 13
3 2° 4 5 1° 7° 6°

De filas marcadas (G, B, A, C, F, |, H) se elige el elemento con menor valor, no marcado anteriormente.
Hay un elementos con valor 6 en la columna D, se marca y se elimina la columna D donde se encuentra,

quedando la fila D como octava.
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A B C D F G I J
3, 1A 54 8 5 7 6
2, B 43 7 10 9 6 ! 58
4, C 5 7 8 35 67
8 | D 10 8 6 9 13 5
E 9 9 7 16
1, G 22 9 6 11
7 H 7 6 13 9 12 13
6, I 6 5 7 6 12
J 5 16 11 13
3? 2° 4 g 5° 1° 7° 6°

De filas marcadas (G, B, A, C, F, |, H, D) se elige el elemento con menor valor, no marcado anteriormente.
Hay un elementos con valor 5 en la columna J, se marca y se elimina la columna J donde se encuentra,
quedando la fila ] como novena.

A B C D E F G H | ]

3. ] A 4 5 8 5 7 6
2 [ B 4 7 10 9 6 2! 56
4. ]c 5 7 8 35 67
8. |o 10 8 6 9 13 59

E 9 7 16
5, |°F 5 3 68
1. ] 22 9 6 11
7, | H 6 13 12 13
6., |1 6 5 7 6 12
9. | 5 16 11 13

3? 2? 42 8? 52 1° 7° 6° 9?

Finalmente, el menor valor de la columna E es 7, se marca y se elimina la columna E, quedando la fila E
como décima.
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A B C D F G I J

_3, A 54 8 5 7 6

_2 B 43 7 10 9 6 ! 58

_4, C 5 7 8 35 67

_8, D 10 8 6 9 13 52
_10, | E 9 9 7 16
RN F 6 3 68

_1 G 22 9 6 11
7, | H 7 6 13 g 12 13
_6 I 6 5 710 6 12

9, J 5 16 11 13

3° 2° 4 8 10° 5° 1° 7° 6° 9
El arbol generador minimo indica la red de metro a construir
A B C D E F G H I J

A 5

B 4 2 5

C 3 6

D 5

E

F 6
G 2

H

I 7

J

E
o) |
6 7

Longitud de la red;

43 x 100 = 4300 metros 3\ X‘ /‘i_'_[}
iy ( F/ "B

-

d

b) Analizando el arbol generador minimo, la cadena JDFCABIE no cumple la condicidn. La estacion E se
encuentra separado de la estacion J por mas de cuatro estaciones.
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MNET Problem Specification E

" Problem Type | [ Objective Criterion
) Metwork Flow (® Minimization
) Transportation Problem (O Maximization

) Assignment Problem
O Shortest Path Problem
) Maximal Flow Problem

" Data Entry Format

dsheet Matrix Form:

O Graphic Model Form
(® Minimal 5panning Tree

() Traveling Salesman Problem [i.e.. both ways same cost]

Problem Title  [METRD |

Number of Nodes |10 |

o | [em] [

Network Modeling

File Edit Format Solve and Analvze F Utilities  Window  WinQSE  Help
AEEEEREEIENEEENE = N FAEE

& Minimal Spanning Tree Problem METRO VALLADOLID

From % To A B C D E F G H | J
A 4 5 8 5 i [

B 4 7 10 9 3 2 5

C 5 7 8 3 6

D 10 8 [ 9 13 ]
E 8 9 9 7 16
F 5 6 3 3

G 2 9 [ 11
H 7 3 13 9 12 13
| 6 5 7 [ 12

J b 16 1 13

Network Modeling

File Format Results Utlities  Window Help

From Node | Connect To | DistancefCost From Mode | Connect To | Distance/Cost
1 A B 4 6 B G 2
2 A C 5 ¥ C H 6
3 F D b 8 B 1 5
4 | E ) 9 D J 5
5 C F 3
Total Minimal Connected Distance  or Cost = 43
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Una empresa aerondutica decide

instalar un sistema de distribucién que 1}]- 20 18 14 13 15 16 13
permita enviar contenedores a ocho 2/20 - 16 9 12 11 10 16
provincias espafolas, considerando la 3(18 16 - 8 22 12 13 14
posibilidad de envio no directo. Los 414 9 8 - 13 16 21 17
ARBOL costes en cientos de euros se reflejan 5/19 12 22 13 — 10 17 24
EX’pANs|ON en la tabla adjunta. 6l1s 11 12 16 10 - 13 18
MINIMA Dibujar el grafo y calcular el minimo 7|16 10 13 21 17 13 - 14
coste por el algoritmo de Prim. 8|13 16 14 17 24 18 14 -

Solucién:

El algoritmo de Prim comienza eligiendo
un vértice cualquiera.

Se elige arbitrariamente el vértice 5y se
construye el arbol con 5 como Unico
vértice.

A continuacion, se afade la arista de
menor peso que une el vértice.

El segundo vértice mas cercano a 5 es el
vértice 6 (a una distancia de 10). Se marca
la arista 5-6.

El siguiente vértice mas cercano a elegir
entre 5y 6 es el vértice 2, a una distancia
de 11 del vértice 6.

Se marca la arista 6-2, mientras que la
arista 2-5 desaparece porque formaria
un ciclo.
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Grafo resultante: 14

El siguiente vértice mas cercano a
elegir entre 6 0 2 es el vértice 4, a
una distancia de 9 del vértice 2.

Se marca la arista 2-4 y

desaparecen las aristas 4-6 y 4-5

porque formarian un ciclo

Grafo resultante: 14

Practicas

Alumnos =
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El vértice mas cercano a 2 0 4 es el vértice 3,
a una distancia de 8 del vértice 4.

Se marca la arista 4-3 a una distanciade 8 y
desaparece las aristas 3-2 , 3-6 y 3-5 para no
formar ciclos.

Grafo resultante:

El siguiente vértice mas cercano a elegir entre
2 0 3 es el vértice 7, a una distancia de 10 del
vértice 2.

Se marca la arista 2-7 y desaparecen las
aristas 7-3, 7-6, 7-5 y 7-4 para no formar
ciclos.
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Grafo resultante:

El siguiente vértice mas cercanoesel 1, a
una distancia de 14 del vértice 4.

Se marca la arista 4-1 y desaparecen las
aristas 1-7,1-3,1-2,1-5y 1-6 parano
formar ciclos.

Grafo resultante:
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Finalmente, se elige el vértice 8, a una
distancia de 13 del vértice 1.

Se marca la arista 1-8 y desaparecen las
aristas 8-2,8-5,8-6,8-3,8-4y8-7 para
no formar ciclos

El algoritmo de Prim finaliza cuando todos
los vértices estan marcados.
Generalmente, finaliza cuando se han
afiadido (n—1) = 8-1=7 aristas.

Longitud o peso minimo de la distribucion:
8+9+10+10+11+13+14=75

Coste minimo de la distribucion:
75 x 100 = 7.500 euros.
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Una empresa aerondutica decide

KRUSKAL instalar un sistema de distribucién que 1[- 20 18 14 19 15 16 13
s @, 4 permita enviar contenedores a ocho 2120 - 16 9 12 11 10 16
> ;":_:15:.; provincias espafiolas, considerando la 3|18 16 - 8 22 12 13 14

4y i S
X «?:-ffg‘ posibilidad de envio no directo. Los 414 9 8 - 13 16 21 17
ARBOL costes en cientos de euros se reflejan 5/19 12 22 13 — 10 17 24

> I la adj .

EXPANSION  enla tabla adjunta 6/15 11 12 16 10 - 13 18
MINIMA Dibujar el grafo y calcular el minimo 7|16 10 13 21 17 13 - 14
coste por el algoritmo de Kruskal. 8|13 16 14 17 24 18 14 -

Solucion:

Se van seleccionando las aristas mas
cortas (con menor peso), ya que hay que
calcular el minimo coste. Se presta
atencidn a las aristas marcadas para no
formar un ciclo.

Se comienza seleccionando el menor
valor, en este caso el 8, que une el nodo
3y4.

A continuacion, se selecciona la arista
que une los nodos 2y 4.
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Se selecciona la arista que une los nodos
5-6y2-7

A Se unen los nodos 2 - 6

A Se unen losnodos1- 8
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Finalmente, se selecciona la arista que
une los nodos 3 - 8.

La unidn de cualquiera de otras aristas
formaria ciclo.

El algoritmo finaliza cuando el bosque
forma un arbol de expansiéon minima.

13
Longitud o peso minimo de la 1
distribucién: g ks o)
8+9+14+10+11+13+10=75
Coste minimo de la distribucién: 10 g '

75 x 100 = 7.500 euros.

«iﬂ KRUSKAL: Network Modeling / Minimal Spanning Tree

[&

R SR

NET Problem Specification E

Problem Type | [ Objective Criterion
) Network Flow (@ Minimization
) Transportation Problem O

) Azsignment Problem
) Shortest Path Problem
) Maximal Flow Problem

 Data Entry Format
(@ Spreadsheet Matrix Form

1 Graphic Model Form

O LGl o U7 X Symmetric Arc Coefficients

) Traveling 5alezman Problem [i.e.. both ways same cost]

Problem Title  [KRUSKAL |

Number of Nodes |8 |

o | o] [
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Fil= Edit Format  Solve and dnalyze  Resulks  Ubkilikies  Window  WinQsg  Help

EEFETIREEIENE BENEREREORER

M Minimal Spanning Tree Problem KRUSKAL
From % To 1 2 3 4 5 b ¥ 8

U . 18 14 19 15 16 13
2 20 16 9 12 1 10 16
3 18 16 8 22 12 13 14
4 14 9 8 13 16 21 17
5 19 12 22 13 10 17 24
3 15 1 12 16 10 13 18
7 16 10 13 21 17 13 14
8 13 16 14 17 24 18 14

Metwork Modeling

File Format Resulks  Ublities  window  Help

% Solution for Minimal Spanning Tree Problem KRUSKAL

From Node | Connect To | Distance/Cost From Node | Connect To | Distance/Cost
1 4 2 9 5 2 6 11
2 4 3 8 6 2 7 10
3 1 4 14 7 1 8 13
4 [ L] 10
Total Minimal Connected Distance or Cost = Fii]
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EXPANSION

MINIMA

Solucién:

Una empresa aerondutica decide
instalar un sistema de distribucién que

{Iniversidad Autdnoma

de Madrid

permita enviar contenedores a ocho
provincias espaiolas, considerando la
posibilidad de envio no directo. Los
costes en cientos de euros se reflejan

en la tabla adjunta.

Dibujar el grafo y calcular el coste
minimo por el algoritmo de Sollin.

Se selecciona el minimo elemento de la tabla
(elemento 8) que se encuentra en la casilla

(3, 4). En caso de existir varios, se selecciona
uno cualquiera.

Se eliminan las columnas 3 y 4, marcando las
filas 3y 4.

00 N OO L1 A W N =

1

20
18

14
19
15
16
13

2
20

16

9
12
11
10
16

3
18
16

22
12
13
14

19
12

22
13

10
17
24

15
11

12

16
10
13
18

7

16
10
13
21
17
13

14

8

13]

16
14
17
24

18
14

0 N O U1 A WIN PFP

20
18
14
19
15
16
13

20

16

12
11
10
16

18
16

22
12
13
14

Practicas
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13
16
21
17

19
12
22
13

10
17
24

11
12
16
10

13
18

13 ]
16
14
17
24
18
14

1°3
2°4

0 N O

20
18
14
19
15
16
13

Como no estan marcadas todas las filas, el algoritmo sigue.
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Se selecciona el minimo elemento que pertenece a las filas marcadas y no pertenecen a las columnas
eliminadas. El minimo elemento es el 9, que se encuentra en la casilla (4, 2), se elimina la columna 2
y se marca la fila 2.

1 2 3 4 5 6 7 8 1 5 6 7 8
1[- 20 19 15 16 13] 1[ - 19 15 16 13]
2|20 - 12 11 10 16| 3°2(20 12 11 10 16

1°3(18 16 22 12 13 14| 1°3|18 22 12 13 14
2°4 |14 9] 13 16 21 17| 2°4 |14 13 16 21 17
5/19 12 - 10 17 24 5|19 - 10 17 24
615 11 10 - 13 18 6|15 10 - 13 18
7|16 10 17 13 - 14 7|16 17 13 - 14
8|13 16 24 18 14 - 8|13 24 18 14 -

Se selecciona el minimo elemento que pertenece a las filas marcadas y no pertenecen a las columnas
eliminadas. El minimo elemento es el 10, que se encuentra en la casilla (2, 7), se elimina la columna 7 y
se marca la fila 7.

1 2 3 5 6 7 8 1 5 6 7 8
[ — 19 15 16 13] 1[ = 19 15 137
3|20 12 11 16 3°2|20 12 11 16
1|18 22 12 13 14 1°3 )18 22 12 14
2'|14 13 16 21 17 2°4 |14 13 16 17
19 - 10 17 24 5(19 - 10 24
15 10 - 13 18 6|15 10 - 18
16 17 13 - 14 4°7 |16 17 13 14
113 24 18 14 — | 8|13 24 18 — |

Se selecciona el minimo elemento que pertenece a las filas marcadas y no pertenecen a las columnas
eliminadas. El minimo elemento es el 11, que se encuentra en la casilla (2, 6), se elimina la columna 6y
se marca la fila 6.

1 2 3 4 5 6 7 8 1 5 6 7 8
1] - 19 15 13 1[ - 19 13
3°2 |20 12 16 32|20 12 16
1°3 |18 22 12 14 1°3 (18 22 14
2°4 |14 13 16 17 2°4 |14 13 17
5|19 - 10 24 5|19 - 24
6|15 10 - 18 5°6 |15 10 18
4°7 |16 17 13 14 4°7 |16 17 14
8|13 24 18 - 813 24 =
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Se selecciona el minimo elemento que pertenece a las filas marcadas y no pertenecen a las columnas
eliminadas. El minimo elemento es el 10, que se encuentra en la casilla (6, 5), se elimina la columna 5y

se marca la fila 6.

32
1°3
2°4

5°6
4°7

20
18
14
19
15
16
13

19 13 |
12 16
22 14
13 17
- 24
10| 18
17 14
24 -

3°2
1°3
2°4
6°5
5°6
4°7

20
18
14
19
15
16
13

13 ]
16
14
17
24
18
14

Se selecciona el minimo elemento que pertenece a las filas marcadas y no pertenecen a las columnas
eliminadas. El minimo elemento es el 14, que se encuentra en la casilla (7, 8), se elimina la columna 8 y

se marca la fila 8.

1
32
1°3
2° 4
6°5
5°6
4°7

8

1
20
18
14
19
15

16
13

2

3

4

5 6 7 8
13
16
14
17
24

14

20
18
14
19
15
16
13

El minimo elemento es el 13, que se encuentra en la casilla (8, 1), se elimina la columna 1y se marca la

fila 1.

20
18
14
19
15
16
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1 2 3 4 5 6 7 8

o1 (- 20 18 14 19 15 16 13]]

3220 - 16 9 12 16 © @

1°3[18 16 - 22 12 13 14 9

24|14 [9] - 13 16 1 17 @O @—6-206
65|19 12 22 13 - 10 17 24 13 10

56115 11 12 16 - 13 18 14

47|16 10 13 21 17 13 - @

78 13] 16 14 17 24 18 14 - |

Longitud o peso minimo de la distribuciéon: 8 +9+11+10+10+14+13=75

Coste minimo de la distribucion: 75 x 100 = 7.500 euros
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Una empresa aerondutica decide

instalar un sistema de distribucién que 1]- 20 18 14 19 15 16 13
permita enviar contenedores a ocho 2|20 - 16 9 12 11 10 16
provincias espafiolas, considerando la 3|18 16 - 8 22 12 13 14
posibilidad de envio no directo. Los 414 9 8 - 13 16 21 17
ARBOL costes en cientos de euros se reflejan 5/19 12 22 13 - 10 17 24
EXf’ANSION en la tabla adjunta. 6115 11 12 16 10 - 13 18
MAXIMA Dibujar el grafo y calcular el maximo 7/16 10 13 21 17 13 - 14
coste por el algoritmo de Sollin. 813 16 14 17 24 18 14 -

Solucién:

Se selecciona el maximo elemento de la tabla
(elemento 24) que se encuentra en la casilla
(8, 5).

Se eliminan las columnas 5 y 8, y se marcan
las filas 5y 8.

En caso de existir varios, se selecciona uno
cualquiera.

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
1[- 20 18 14 19 15 16 13| 1 - 20 18 14 15 16 ]
2120 - 16 9 12 11 10 16 2120 - 16 9 11 10
318 16 - 8 22 12 13 14 318 16 — 8 12 13
4114 9 8 - 13 16 21 17 4114 9 8 - 16 21
519 12 22 13 - 10 17 1°5(19 12 22 13 - 10 17
6{15 11 12 16 10 - 13 18 615 11 12 16 - 13
7|16 10 13 21 17 13 - 14 7(16 10 13 21 13 -
8|13 16 14 17 18 14 - | 2°8 |13 16 14 17 18 14 -]

Como no estan marcadas todas las filas, el algoritmo continda.
Se selecciona el maximo elemento que pertenece a las filas marcadas y no pertenecen a las columnas
eliminadas.
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El maximo elemento es 22, que se encuentra en la casilla (5, 3).
Se elimina la columna 3 y se marca la fila 3.

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
1[- 20 18 14 15 16 | 1[- 20 14 15 16 |
220 - 16 9 11 10 2(20 - 9 11 10
3118 16 - 8 12 13 3*3|18 16 - 8 12 13
4114 9 8 - 16 21 4014 9 - 16 21

1°5|19 12 13 - 10 17 1°5|19 12 13 - 10 17
615 11 12 16 - 13 615 11 16 - 13
7/16 10 13 21 13 - 716 10 21 13 -

2°8 |13 16 14 17 18 14 -—| 2°8|13 16 17 18 14 -]

Se selecciona el maximo elemento que pertenece a las filas marcadas y no pertenecen a las columnas
eliminadas.

El maximo elemento es el 19, que se encuentra en la casilla (5, 1), se elimina la columna 1y se marca la
fila 1.

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

[ - 20 14 15 16 | 41[- 20 14 15 16 |
20120 - 9 11 10 2 - 9 11 10
33|18 16 - 8 12 13 3°3 16 - 8 12 13
4114 9 - 16 21 4 9 - 16 21
1°5 12 13 - 10 17 1°5 12 13 - 10 17
6|15 11 16 - 13 6 11 16 - 13
7116 10 21 13 - 7 10 21 13 -

2°8 13 16 17 18 14 - 2°8 | 16 17 18 14 |

Se selecciona el maximo elemento que pertenece a las filas marcadas y no pertenecen a las columnas
eliminadas.
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El maximo elemento es el 20, que se encuentra en la casilla (1, 2), se elimina la columna 2 y se marca la
fila 2.

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
4°1 - 14 15 16 | 4°1[- 14 15 16 |
2 - 9 11 10 5°2 - 9 11 10
3°3 6 - 8 12 13 3°3 - 8 12 13
4 9 —~ 16 21 4 - 16 21
1°5 12 13 - 10 17 1°5 13 - 10 17
6 11 16 - 13 6 16 - 13
7 10 21 13 - 7 21 13 -
2°8 | 16 17 18 14 -| 2°8]| 17 18 14 —

Se selecciona el maximo elemento que pertenece a las filas marcadas y no pertenecen a las columnas
eliminadas.

El maximo elemento es el 18, que se encuentra en la casilla (8, 6), se elimina la columna 6 y se marca la
fila 6.

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
2°1 [ - 14 15 16 | 4°1[- 14 16 ]
522 - 9 11 10 52 - 9 10
33 - 8 12 13 3°3 - 8 13

4 - 16 21 4 - 21
1°5 13 - 10 17 1° 5 13 - 17

6 16 - 13 6°6 16 13

7 21 13 - 7 21 -
2°8 | 17 14 -| 2°8] 17 14 -

Se selecciona el maximo elemento que pertenece a las filas marcadas y no pertenecen a las columnas
eliminadas.
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El maximo elemento es el 17, que se encuentra en la casilla (8, 4), se elimina la columna 4 y se marca la

fila 4.
1 2 3 4 5 6 7 8 3 4 56 7 8

221 [- 14 16 | 2] 16 |
522 - 9 10 572 10
3°3 - 8 13 33 - 13

4 - 21 7°4 - 21
1°5 13 - 17 1° 5 - 17
6°6 16 13 6°6 13

7 21 - 7 -
2°8 | 14 -| 2°8] 14 —|

Se selecciona el maximo elemento que pertenece a las filas marcadas y no pertenecen a las columnas
eliminadas.
El maximo elemento es el 21, que se encuentra en la casilla (4, 7), se elimina la columna 7 y se marca la

fila 7.

1 2 3 4 5 6 7 8 4 5 6 7 8
471 [- 16 421 [ ]
5%2 - 10 5%2
3°3 - 13 3"3
774 - 774 -
1°5 - 17 1*5 -
6" 6 13 6°6
7 — 87 -
2°8| 14 - 2°8 .
El algoritmo ha finalizado al marcar todas las filas.
1 2 3 4 5 6 7 8
1| - 18 14 19 15 16 13 |
Longitud maxima del arbol: 2120 - 16 9 12 11 10 16
19+20+22+17+18+21+24=141 3|18 16 - 8 22 12 13 14
El coste maximo de la distribucion: o 2 8 - B3 Ie 17
5 12 13 - 10 17
141 x 100 = 14.100 euros. 6|15 11 12 16 10 _ 13 18
7] 16 10 13 21 17 13 - 14
8113 16 14 24 14 -
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AN 3 N 4 ()
LA D G A\,
DIJKSTRA: Encontrar la ruta mas corta de o/ \5 2\»% 2 \-ki/ \
la red adjunta. Los nimeros representan - . P N e SN
) O 6 . 2 . 5 : \ .
las correspondientes distancias entre Origen l.\o/- L C \F_ /s H /N Y, Destino
nodos. N @ 1 3
7N 7N N 4
[ B 6 (E/XZ7 ]
NS N 5 \_/
Solucién:
SN 3 SN a N
@A ; =\ ,. . G/,. .
o/ N\ L 2 2 \']2 El algoritmo de Dijkstra construye un
- - i ~ - — arbol de caminos minimos desde el
‘ Vs \ 6 B> 2 .‘/ "5 / \'-. [} .*/ ™ ) ar
Origen '-.\ ) C) I\F Jy H J O\ ) Destine 4rtice O hasta los restantes vértices
~ 3 £ % NS — /].3 A del grafo.
By 6 (E/Z7 |\'
N N 5 \_/
Se van eligiendo los nodos
adyacentes que tienen menor | Destino
peso en la arista. __/
(AN 3 [
@A ; D
ﬁ <2 ‘
Y 6 = 2
origen [ O ; @C ]
_/ ' '
-\ y- 5
(B Y 6 {4
B ¢ gk
f'/- A ‘\- 3 ,- ! -\."I 4 ."./- - -\'u
@A | ..D f, ACH
_ Ny j/ 7
2 \ / 2
~/ 2@ N g N
. 2 F L2 H \ 8, ' T | Destino

C) o, m’/ \
6 | Y fl\' q
l——————’—____.l __.'

E
_/ @\___ / 5 \_/
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NET Problem Specification E

DIJKSTRA - RUTA MAS CORTA: WinQSB / Network Modeling - Shortest Path Problem

" Problem Type | [ Objective Criterion
O Network Flow @ Minimization
O Transportation Problem O

) Assignment Problem
(® Shortest Path Problem
) Maximal Flow Problem

 Data Entry Format
® Spreadsheet Matrix Form

) Graphic Model Form

@ e iz ™ Symmetric Arc Coefficients

) Traveling Salesman Problem [i.e.. both ways same cost]

Problem Title  [DKSTRA |

Number of Nodes |11 |

o | ] [

Metwork Modeling

File Edit Format Solve and Analyze Results  Utilidies  Window WinQSB Help

From \ To | A | | €

0 S 6

A 4 5 3

B 3 4 6

C b 5 4 2 5 2

D 3 2 2 4

E B 5 1 2 5

F 2 2 1 2 5

G 4 2 2 7
H 2 5 2 3 8
| 5 3 4
T 7 8 4

Network Modeling

File Farmat Resulks  Utilities  window  Help

M. Solution for Shortest Path Problem DIJKSTRA

From Distance/Cost | Cumulative Distance/Cost
1 0 i E b 6
2 C F 2 8
3 F G 2 10
4 G T 7 17
From D ToT = 17
From D To A = 4
From D ToB = 3
From D ToC = 6
From D ToD = 7
From D ToE = 9
From D ToF = 8
From D To G = 10
From D ToH = 11
From D Tol = 14
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En el diagrama se muestran los posibles trayectos desde Plaza Castilla (1) hasta la UAM (6),
encima de cada arista se representan las frecuencias diarias en ambos sentidos. Se asume
que una frecuencia diaria equivale a 50 personas. ¢Cual es el flujo maximo?

MAXIMO 1 - Plaza Castilla (inicio)
2 - Nuevos Ministerios
3 - Pinar de Chamartin
4 - Alcobendas
5 - Chamartin
6 - UAM (final)

Solucién:

El flujo maximo que puede pasar desde el origen (Plaza Castilla) hasta el destino (UAM) es la suma de las
capacidades ) k.

e Rutal-2-3-4-5: Plaza Castilla - Nuevos Ministerios - Pinar de Chamartin - Alcobendas - UAM

k, = min(300, 100, 50, 100) = 50

Las nuevas capacidades vienen dadas por

la expresion: C;; ;; = (C;—k, C; +k)

e Rutal-2-5-6: Plaza Castilla - Nuevos Ministerios - Chamartin - UAM

Instrumentos Estadisticos Avanzados 46



U 5 M Universidad Auténoma eréCticaS e
% i Umnos ==
de Madrid

e Rutal-4-6:Plaza Castilla - Alcobendas - UAM

k; = min(20, 50) =20

e Rutal-5-6: Plaza Castilla - Chamartin - UAM

ks = min(10) = 10

Ha finalizado el algoritmo puesto que no hay otras alternativas de viaje que tengan capacidad. Todas las
capacidades salientes desde Plaza Castilla (1) son 0, excepto de 1 - 5 con 50. Si se inicia la ruta la capacidad
de 3 -4 es 0, no pudiendo continuar.

5
Flujo méaximo: Zki =50 +250 + 20 + 250 + 10 = 580

i=1
Numero de usuarios diarios: 580 x 50 = 29.000
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WinQSB / Net Problem Specification - Maximal Flow Problem

NET Problem Specification n
Metwork Modeling

File Edit Format 3Solve and Analvee

Problem Type | Objective Criterion
O Metwork Flow @

Practicas
Alumnos

Utilities  Window  WinQSE  Help

C Transportation Problem ® Maximization

O Assignment Problem

[ Data Entry Format
O Shortest Path Problem

®i5p

UAM

300
300

10

100
500

@® Maximal Flow Problem O Graphic Model Form From % To P.Castilla | N_Minigterioz | P. Chamartin | Alcobendas
(@ (el Sty T [ Symmetric Arc Coefficients P.Castilla 300
O Traveling Salesman Problem li.e.. both waps same cost] N Ministerios 100
Problem Title  [UAM | LRk smar
Alcobendas
Number of Nodes [6 | Ch tin
0K ‘ Cancel | | Help | WL

Metwork Modeling

File Format Results  Utilities | Window Help

FEN] ZUENE EDIE D
M. Solution for Maximal Flow Problem UA
From To Met Flow From To Met Flow

1 P.Castilla | N.Minizsterios 250 6 | M_Ministerios  Chamartin 200
2 P.Castilla | Alcobendas 20 7 P. Chamartin Alcobendas 50
3 P.Castilla Chamartin 300 8 | Alcobendas UaM 70
4 P.Castilla uaM 10 9 | Chamartin UaM 500
L N_Ministerioz  P. Chamartin 50

Total Het Flow From P.Castilla To UAM = K30

e

PROGRAMACION LINEAL

Los numeros asignados a cada uno de los

arcos representan los flujos maximos o

capacidades correspondientes a cada arco.

ij
ial nodo j.

x;; = Unidades que fluyen desde el nodo

1 - Plaza Castilla (inicio)
2 - Nuevos Ministerios
3 - Pinar de Chamartin
4 - Alcobendas

5 - Chamartin

6 - UAM (final)

10

Funcidn Objetivo: Maximizar las unidades que salen del nodo de origen (1) a los nodos que estan conectados
(2,4, 5y 6) o alternativamente maximizar las unidades que llegan al nodo de destino (6) desde los nodos que

conectanaél (1,4y5).

Alternativas: Maximizar z = X;¢ +X,¢ + Xg¢ O bien Maximizar z = X, + X;4 +X45 + X4¢

Restricciones:

* Flujo Maximo: La cantidad de unidades que sale de cada nodo de origen a un nodo de destino no puede
superar la capacidad del arco. Por ejemplo, del nodo 1 al nodo 2 sélo se pueden enviar 300 unidades.

X;, £300 x4, <20 x,5 <300

X;6 <10 x,3 <100

Xps <300 Xz S50 X, <100 X, <300 Xgg < 500
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= Balance de Flujo en los Nodos: Las unidades que entran a un nodo debe de ser igual a las unidades que
salen. Por ejemplo, el nimero de unidades que se envian del nodo 1 al nodo 4 debe ser igual a las que
salen del nodo 4 (se envian al nodo 3y al nodo 6).

(Nodo 2: X, + X5, = Xy3 (Xp) + X5 — Xp3 =0
Nodo 3: X,3 = X3, Xy3— X35 =0

INodO 4: X1y + X34 =Xgg —> {Xqa + X34 — X4 =0
Nodo 5: X5 + X,5 = Xgg X15 + X35 — X5 = 0

Nodo 6: X6+ X565 = X, [X16 + X56 — Xgq =0

= No Negatividad e Integralidad: Las variables de decision tienen la condicion de no negatividad (x;; > 0),

adicionalmente se exige que éstas adopten valores enteros. Si se omite esta condicion podria dar un
problema de Programacién Lineal.

FLUJO MAXIMO: PROGRAMACION LINEAL

LP-ILP Problem Specification n

Problem Title:  [UAM |
Number of Number of
Yariables: DI Constraints: D

[ Objective Criterion™ | [ Default Variable Type™ |

® Maximization ' Honnegative continuous
) Minimization
® Monnegative integer

" Data Entry Format 1 C Binary [0.1]

8 Spreadsheet Matrix Form O Unsigned/unrestricted
C Normal Model Form

B Linear and Integer Programming

File Edit Format Solve and Analyze & Utilities  Window  WinQSE Help

N EElE

WYariable --> X12 X14 X15 X16 x23 x25 X34 X46 Xh2 Xb6 Xb64 Direction | RB. H. 5.
M aximize 1 1 1

M. 1 -1 1 = 1]

P. 1 -1 = 0
Alcobendas 1 1 -1 = 1]
Chamartin 1 1 -1 = 1]
UAM 1 1 -1 = 0
LowerBound 1] 0 1] 1] 0 1] 1] 1] 1] 0 1]

UpperBound 300 20 300 10 100 300 50 100 300 500 M

YaniableType| Integer | Integer | Integer | Integer  Integer Integer Integer | Integer Integer | Integer Integer
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B Linear and Integer Programming

File Faormat Results Utlities  Window  Help

M Combined Report for UAM

Decision } Solution Unit Cost or Total

Vanahle Yalue Profit c[j] | Contribution
1] 12 50,0000 0 0
2] w14 20,0000 0 0
3] x15 300,0000 0 0
4] 16 10,0000 ~ 1.0000 10.0000
5 | 23 50,0000 0 0
6 | x25 200,0000 0 0
| 7] 34 50,0000 0 0
8] 46 70,0000  1.0000 70,0000
9| w52 0 0 0
0] 56 500,0000 1.0000 | 500,0000
171 64 510,0000 0 0
] Objective Function [Max.) = < 580,0000_,
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FLUJO MAXIMO: La empresa INTEREUROPA estima
el beneficio maximo en funcién del nimero
maximo de trayectos en tren que pueden ofertar
entre Madrid (1) y Berlin (7). En las aristas del grafo
se muestra el numero de trayectos disponibles
entre una ciudad y otra durante la primera
quincena de junio.

Dinamarca Lituania

Bielorrusia
Polonia

..........
Machisia

.....

Se simplifican los trayectos en el grafo que se

adjunta. &
1- Madrid

2 - Barcelona
3 - Paris

4 - Londres
5- Bruselas

6 - Amsterdam
7 - Berlin

8 - Colonia

9 - Frankfurt
10- Lyon

11 - Milan

12 - Roma
Solucion:

Para determinar el flujo maximo de la red se aplica el algoritmo de Ford-Fulkerson, ya que todos las
aristas tienen valor positivo. El flujo maximo que puede pasar desde Madrid a Berlin sera la suma de las

capacidades ) k.

G=(V, E) donde cada arco (i,j) perteneciente a E el niimero de arcos del grafo; tiene una capacidad no

negativa. Se distinguen dos nodos: La fuente o nodo (Madrid) y el sumidero o nodo (Berlin).
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1ITERACION : Camino1-3-4-6-7 (Madrid - Paris - Londres - Amsterdam - Berlin)

k, =min(45, 15, 10, 15) =10

Ci331 = (45-10,0+10) = (35,10)
Caaas = (15-10,0+10) = (5, 10)
Cages = (10-10,0+10) = (0,10)
Cerss = (15-10,0+10) = (5,10)

Flujo maximo=0+10=10

1
k, = min(35,5,10,20,5) =5
Ci33; = (35-5,10+5) = (30,15)
C3443 = (5-5,10+5) = (0,15)
Cys,54 = (10-5,0+5) = (5, 5)

7 Css,65s = (20-5,0+5) = (15,5)
Ce7,76 = (5—-5,10+5) = (0,15)
Flujo maximo=10+5=15

v
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10
7
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k, = min(30, 15, 15,10, 20) = 10

Cizs = (30-10,15+10) = (20,25)
Cis,s3 = (15-10,0+10) = (5,10)
Css,65 = (15—10,5+10) = (5,15)
Ceg g6 = (10—10,0+10) = (0,10)
Cgrss = (20-10,0+10) = (10,10)

Flujo maximo=15+10=25

k, = min(20,20,30) = 20

Ci 3 = (20-20,25+20) = (0,45)
Cys,03 = (20-20,0+20) = (0,20)
Cg7.79 = (30—20,0+20) = (10,20)

Flujo maximo=25+20=45



»
U AM {Iniversidad Autdnoma
de Madrid

5 ITERACION : Camino: 1-2-10-8-7 (Madrid - Barcelona - Lyon - Colonia - Berlin)

/”@2\0
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ks = min(10, 25, 15,10) = 10

Cip 21 = (10-10,0+10) = (0,10)
Cy-10,10-2 = (25-10,0+10) = (15,10)
Cio-8,8-10 = (15-10,0+10) = (5,10)
Ca77s = (10-10,10+10) = (0,20)

Flujo maximo=45+10=55

ke = min(10, 20, 10) = 10

Ci-11,11-1 = (10-10,0+10) = (0,10)
Ci1-9,9-11 = (20-10,0+10) = (10,10)
Co7.70 = (10-10,20+10) = (0,30)

Flujo maximo =55+10 = 65
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7 ITERACION : Camino: 1-12-7 (Madrid - Roma - Berlin)

k, = min(7,8) =7

Cis12,12-1 = (7-7,0+7) (0,7)
Cia-7,7-12 = (8-7,0+7) = (1,7)

Flujo maximo=65+7=72

El algoritmo ha finalizado, desde Madrid (1)
todos los trenes salen con capacidad cero,
no se pueden econcontrar otros caminos que
puedan modificar el flujo maximo obtenido.

El flujo maximo es el sumatorio de las
capacidades minimas de las iteraciones

7
realizadas: Flujo Méximo = Zki =72
i=1
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FLUJO MAXIMO: PROGRAMACION LINEAL

NET Problem Specification n

[ Objective Criterion
@)

® Maximization

rData Entry Format

Practicas
Alumnos

' Shortest Path Problem
(& Maximal Flow Problem

® Spreadsheet Matrix Form

) Graphic Model Form

@l Gy Uiz [ Symmetric Arc Coefficients

! Traveling Salesman Problem [i.e.. both ways same cost]

Problem Title  INTEREURDPA |

Number of Nodes [12 |

119 ‘

Network Modeling

File Edit Format Solve and Analyze Resulks  Utilities  Window  WinQSE  Help

[3] Paris [6)] Amsterdam | [¥] Berlin | [8] Colonia | [9) Frankfurt | [10] Lyon | [11] Milan | [12] Roma
(1) Madrid 10 45 E 10 7

[2) Bardelona 30 25

[3) Paris 15 15 20

[4] Londres 10 10

[5] Bruselas 20

[6] Amsterdam 15 10

[7] Berlin
[8] Colonia 20 15

[9) Frankfurt 30

[10) Lyon 15 10

[11]) Mildn 20 15
[12) Roma 8

Network Modeling
File Format Results  Ukiliies  ‘Wwindow  Help
EEn 0.00 A DI: ik IE
M Solution for Maximal Flow Problem INTERELROPA
From To Net Flow From To Met Flow
1 [1] Madnd : (2] Bardelona 10 10 (5] Bruselas | [6) Amsterdam 15
2 (1] Madrid [3] Paris 45 11 [6) Amsterdam [7] Berlin 15
3 1] Madrid [11] Milan 10 12 | [6) Amsterdam  [B] Colonia 10
4 11 Madnd (12] Roma K 13| [8]) Colomia [71 Berlin 20
L (2] Bardelona [10) Lyon 10 14 [9) Frankfurt [7] Berlin 29
b [3]) Paris [4]) Londres 10 15 [10] Lyon [8]) Colonia 10
ri [3]) Paris [5] Bruselas 15 16| [11]1 Hilan [9) FrankFurt 9
8 [3] Paris 9] Frankfurt 20 17 [11] Milan [12) Roma 1
9 [4]) Londres  [6] Amsterdam 10 18| [12)Roma [71 Berlin 8
Total Met Flow From [11 Madrid To [71 Berlin = < 72 >
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PROYECTO METRO VALDEBEBAS: Se trata de una zona de
nueva construccion, por lo que los medios de transporte se
encuentran en proceso de crecimiento. Este es un tema
frecuente entre las quejas que podrian asociarse a este lugar.
Por ello, se ha elaborado un imaginario mapa de metro, que
conectaria la zona urbana con otros barrios de alrededor

= como Pinar del Rey y Valdelasfuentes.
Se aprovecha la estacion del Cercanias ya existente en
Valdebebas, asi como otros puntos de la nueva linea en el
IFEMA (Palacio de Hielo y el Parque Forestal).

La afluencia de personas que puede soportar cada transbordo se determina en funcién del tamafio de
las estaciones, la demanda del servicio y las conexiones con otros medios de transporte.

140

Para presentar el proyecto, el Ayuntamiento de Madrid
exige calcular el flujo maximo que soportaria la red.

Cercanias. (s, inicio).

IFEMA.

Palacio de Hielo.

Pinar del Rey.

Parque Forestal de Valdebebas.
Valdelasfuentes.

Urbanismo de Valdebebas. (t, final).

Nowuhs~wNPE

Solucién:
Se obtiene el Flujo Maximo con el algoritmo de Ford-Fulkerson
Camino: 1-2-3-4-5-6-7

140 20 k, =min(90, 100, 90, 100, 110, 140) =90
Ce7.76 = (140 —90, 20 +90) = (50, 110)
Cs, 65 = (11090, 30+ 90) = (20, 120)
Cys,54 = (100-90, 70 +90) = (10, 160)
C34,43 = (90-90,43+90) = (0, 133)
Cy3, 3, = (10090, 0+90) = (10, 90)
Cy5 51 = (90-90,20+90) =(0, 110)

— Red actualizada
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Camino: 1-4-7

50

k, =min(80, 120) =80
C47,74 = (120-80, 30 + 80) = (40, 110)
Cy4, 41 = (80—80,90+80) = (0, 170)

— Red actualizada

k; =min(60) = 60
C,; 71 = (60—-60, 40+ 60) = (0, 100)

— Red actualizada

k, =min(50,75,50) =50

Cs7,76 = (50—50,110+50) = (0, 160)
C35 63 = (75—50, 40 + 50) = (25, 90)
Cy3,3, = (50—50, 10+ 50) = (0, 60)

— Red actualizada
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El algoritmo ha finalizado porque todas las aristas
gue conectan con el nodo de origen (1) se
encuentran a 0.

El Flujo Maximo es el sumatorio de los flujos maximos
obtenidos en los distintos caminos:

4
Flujo Maximo = Zki = 280
i=1

MET Problem Specification n

[Problem Type~ | [0Objective Criterion
O Network Flow C
) Transportation Problem @® Maximization

) Assignment Problem
) Shortest Path Problem
(® Maximal Flow Problem

rData Entry Format
® Spreadsheet Matrix Form

) Graphic Model Form
) Minimal Spanning Tree s

tric Arc Coefficient
) Traveling Salesman Problem [i.e.. both ways same cost)

Problem Title ~ [VALDEBEBAS |

Number of Nodes [7 |

o | o] [

Metwork Modeling

File Edit Format Solve and Analyze  Resulks  Utilities  Window  WinQSE  Help

M. Maximal Flow Problem VALDEBEBAS

Fromi To IFEMA | P.Hielo | Pinar Rey | P. Forestal |Valdelasluentes| U. ¥aldebebas
Cercanias 0 50 80 60
IFEMA 100

P Hieo a0 T B
Pinar Rey 100 120

P. Forestal 110

Valdelasfuentes 140

U. ¥aldebebasz
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Network Modeling

File Format Resdalts Utlities wWindow Help
M. Solution for Maximal Flow Problem VALDEBEBAS

From To Met Flow From To Met Flow
1 Cercanias IFEMA 90 7 P.Hielo ¥aldelasfuentes I
2 Cercanias P_.Hielo 50 8 Pinar Rey P. Forestal 25
3 Cercanias Pinar Rey 80 9 Pinar Rey U. Yaldebebas 120
4 Cercanias | U. YValdebebas 1] 10 P. Forestal  Valdelasfuentes 25
Li] IFEMA P_Hielo 90 11 |Valdelasfuentes U. Yaldebebas 100
b P_Hielo Pinar Rey b5
I Total Het Flow From Cercanias To U. ¥aldebebas = 280
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Una compaiiia aérea experimenta retrasos en su flota de largo radio y desea
determinar si estos se producen por aglomeraciones de pasajeros al acceder a la
aeronave.

Para ello se pide analizar el embarque de un vuelo, que se realiza por dos puertas Hy Q.

Los aviones A330 de la compaiiia cuentan con tres puertas de acceso para la conexion de pasarelas, una
delantera (F), una central (C) y una trasera (T).

Se deben considerar las condiciones:
a) Lapuerta de embarque H permite el acceso a las pasarelas Fy C.
b) La puerta de embarque Q permite el acceso a las pasarelas Cy T.
¢) Desde la pasarela F es recomendable que accedan los pasajeros de las clases P y R.
d) Desde la pasarela C accede cualquier pasajero.
e) Desde la pasarela T es recomendable que accedan los pasajeros de las clases R y E.
f) Algunos pasajeros de la clase R pasan antes por la E.
La autoridad aeroportuaria establece que la capacidad maxima admisible de las puertas es:
= 140 pasajeros para la puerta H
= 180 pasajeros para la puerta Q
Para el vuelo analizado, los pasajeros embarcados son los siguientes:
= 50 Pasajeros de la clase P
= 70 Pasajeros de la clase R
= 180 Pasajeros de la clase E

Matriz de tiempo promedio de espera por pasajero (en minutos) por tramo del embarque:

H Q F C T P R E
H 0 5 7
Q 0 8 10
F 5 0 1 2
C 7 8 0 2 1 2
T 10 0 3 4
P 1 2 0
R 2 1 3 0 1
E 2 4 1 0

Calcular el tiempo minimo de embarque por pasajero desde que accede por la puerta hasta que se
sienta y las distribuciones de pasajeros 6ptimas en los accesos a la aeronave.

Solucién:
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Planteamiento grafico: Reflejo de costes:

PROGRAMACION LINEAL

Los numeros asignados a cada uno
de los arcos representan el tiempo
promedio de espera (minutos).

K 3 x;; = Tiempo promedio de espera
@ — > 180

de la pasarela i ala pasarela j

FUNCION OBJETIVO: Resolucién del tiempo minimo de embarque.
Minimizar z = 5X;3+ 7X;4 + 8X55 + 10Xy + 1X55 + 2X37 + 2Xp + 1X47 + 2X4g + 3X57 + 4Xgg + 1Xg;

e Restricciones:

X3+ X4 < 140

Oferta:
Xy4 + X55 < 180

X37 + X47 + X57 + Xg; = 70
Demanda:
X36 + X4 = 50

X13— X3 — X37 =0
Balanceo para nodos Unicamente transitorios: {Xjq + Xo5 — Xgg — X47 — X4g = O

X5~ Xg57 — X5 = 0
Balanceo para nodos transitorios con requerimientos: Xgg + X7 — Xg7 = 180

= No Negatividad e Integralidad: Las variables de decision tienen la condicion de no negatividad (x;; > 0),

adicionalmente se exige que éstas adopten valores enteros. Si se omite esta condicién podria dar un
problema de Programacién Lineal.
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TIEMPO MINIMO EMBARQUE: PROGRAMACION LINEAL
A X <b|

LP-ILP Problem Specification H LP-ILP Problem Specification H
Problem Title: [TIEMPD EMBARQUE | Problem Title: [TIEMPD EMBARQUE |
Ve ] e ]
Yariables: Constraints: Yariables: Constraints:
[ Objective Criterion | [ Default Variable Type 1 [ Objective Criterion | [ Default Variable Type 1
O Maximization ) Monnegative continuous O Maximization " Honnegative continuous
(® Minimization (® Minimization
(8 Monnegative integer (8 Monnegative integer
[ Data Entry Format ] ) Binary [0.1] [ Data Entry Format ] ) Binary [(0.1)
O Spreadsheet Matrix Form O Unsigned/unrestiicted @® Spreadsheet Matrix Form: ) Unsigned/unrestricted
@ Mormal Model Form ' Normal Model Form

B# Linear and Integer Programming

File Edit Format  Solve and Analyze  Resules  Ubilidies  Window  WinQSE  Help

|@|ﬁ’-lﬂ|%|“‘ﬁ & |Ex| 2| (o.00] A

& TIEMPO EMBARQUE

Binary
0BJ/Constraint /Y ariableT ype/Bound
Minimize 24+ 71 4+ 8244+ 1025+ 1K 36+ 237 + 24 A6+ 1 K47+ 2448+ I<O7 + 458+ 187
C1 X13 +X14<=140
cC2 H24+4X25<=180
cC3 KIT+HXAT +X07 +X87 =70
C4 X36 +X46 = 50
ChH X13 X36 -X37 =0
Cb H14 224 X4A6 -X4AT7 X48=10
C7 K25 Xbh7 -Xh8 =10
Ca Xh8 +Xh7 - X87 =180
Integer:
Binary:
Unrestricted:
=13 »=0, <=M
=14 »=0, <=M
H24 »=0, <=M
=25 »=0, <=M
#36 »=0, <=M
=37 »=0, <=M
=46 »=0, <=M
=47 »=0, <=M
=48 »=0, <=M
a7 »=0, <=M
=58 »=0, «=M
=7 »=0, <=M
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4 Linear and Integer Programming

File Edt Format Solve and Analvee Results  Utiliies  Window  WinQSE  Help

M. TIEMPO EMBARQUE

Variable > | XI3 X14 X24 X25 X36 X37 X456 X47 ¥48 | X57 | X588 [ X87 [|Direction] R. H. 5.
Minimize 7 13 10 1 2 2 1 2 3 4 1

Ci 1 1 <= 140
cz 1 1 €= 180
C3 1 1 1 1 = 70
C4 1 1 = 50
Cc5 1 -1 -1 = 1]
C6 1 1 -1 -1 -1 = 1]
c? 1 -1 -1 = 1]

[ 1] 1 1 -1 = 180
LowerBound 1] 0 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 0 0 1]

UpperB ound ] M ] M M M M M M M M M

YariableType| Integer Integer Integer Integer Integer Integer Integer Integer Integer Integer Integer Integer

FH Linear and Integer Programming

% Combined Report for TIEMPO EMBARQUE

Decision | Solution  Unit Cost or Total Reduced Baziz Allowable  Allowable

"'.l"anahle Yalue Profit c[j] Contribution Cost Statuz | Min. cfj]  Max. clj]
1| x13 50 0 0 0 basic -3 8
2] x4 0 7 0 0 basic 1 13
3| =24 0 13 0 3 at bound 7 M
4| 25 180 10 1800 0 basic 6 M
5| x36 50 1 50 0 basic M 9
6| 37 0 2 0 3 atbound -1 M
7| =46 0 2 0 8 at bound -6 M
8| w47 0 1 0 9 at bound -8 M
9| x48 0 2 0 9 at bound 7 M
10| =57 70 3 210 0 basic M 6
11| =58 110 4 440 0 basic 1 M
12| =87 0 1 0 16 | atbound  -15 M

Objective | Function [Min_] = 2500
] Left Hand Right Hand Slack Shadow |Allowable Allowahble

Constraint Side Direction Side of Surplus. Price Min. RHS Max. RHS
1| c1 50 <= 140 90 0 50 M
2| c2 180 <= 180 0 0 180 M
3| 3 70 = 70 0 1 0 180
4| 4 50 = 50 0 1 0 140
's5| €5 0 = 0 0 0 -50 90
'6| ¢cs 0 = 0 0 7 0 90
7| c7 0 = 0 0 10 -180 0
8| s 180 = 180 0 14 70 180

a) El tiempo éptimo de minimizacion en el embarque es de 2500 minutos para el total de pasajeros. Este
sera el tiempo minimo alcanzable por la compaifiia.
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b) Si el total de pasajerosesde P+R+E = 50+ 70+ 110 =230, el tiempo de embarque por pasajero
sera de 2500 /230 = 10,87 minutos por pasajero. Entendiendo por tiempo de embarque, desde que el
pasajero cruza la puerta hasta que se sienta en su plaza asignada.

4 5 i,

. @ . ----- 1 ...... ‘; —_— : :

.8-:-.-. A g :::‘:..:.v .......... / : :

180> : ) 10 X T1
. : : ﬁ% —(180] = =,

c¢) Los pasajeros de las plazas delanteras tendran preferencia puesto que trazando el camino asignado
X3 — X3¢ demoran un tiempo de embarque de 6 minutos.

d) La distribucién éptima que minimiza el tiempo de embarque sera la siguiente:

Por la puerta H deben embarcar Unicamente los 50 pasajeros de la clase P que accederan a la aeronave
mediante la pasarela delantera F (3).

Por la puerta Q embarcaran los 180 pasajeros de las clases Ry E. Ademas, solo se habilitara la pasarela
trasera T(5).

Una vez dentro del avién, accederan primero los 70 pasajeros de la clase R por el pasillo T, R y después,
los 110 pasajeros de la clase E.

Los datos esbozan que posiblemente, el acceso por la pasarela central sea el que mas problemas ocasione
ya que al tener conexién con todas las clases genera un mayor porcentaje de aglomeraciones hasta que
cada pasajero ocupe su asiento.
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La aerolinea debera equilibrar mejor las entradas, suprimiendo la premisa de que por la pasarela C(4)
puedan acceder pasajeros de todas las clases.
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TRANSBORDO

' Una compaiiia se encarga de la produccidn de un articulo en dos departamentos distintos
(Departamento 1y Departamento 2).

Cada departamento puede enviar lo que produce a tres centros de logistica que estan
repartidos a lo largo de todo el pais (Centro 3, Centro 4 y Centro 5).

UM 4

Estos, a su vez, pueden enviar muestra de sus productos a dos de sus representantes (Representante 6 y
Representante 7) para que los prueben y, los cuales, remitiran los productos a los centros de logistica para
vender los productos, de manera que quedan representados en el siguiente grafo:

100.000 120.000

180.000

El Departamento 1 tiene capacidad para producir 100.00 unidades de producto, mientras que el
Departamento 2 tiene capacidad para producir 120.000. Se pide plantear el modelo de Programacién Lineal
para calcular el tiempo minimo total de produccién y calcular su coste mediante WinQSB.

Solucion:
FUNCION OBJETIVO: Resolucién del tiempo minimo total de produccién y coste.

Z = 40X,3+6X5+80X%,3+20 X5+ 20 Xg, + 16 X3+ 8 Xg7+ 8 X6+ 6 Xg7+ 4 X5+ 18 Xy, + 60 X5

e Restricciones:

Oferta: {XB + %y, = 100.000 100.000 120.000
X4 + Xy5 = 120.000
40
X+ Xga + Xeq = 180.000 ax
Demanda: { = ¥ % 180.000 \“‘\
Xy5 + X35 = 40.000

16
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Restricciones de balanceo para nodos transitorios con requerimientos: Consolidan que todas las unidades que

llegan (oferta) sean iguales a la suma de todas las unidades que salen mas los requerimientos del nodo
(demanda). Nodos intermedios (4, 6y 7)

100.000 120.000

_ 180.000
X1q + Xaq + Xgq = X3~ Xgg = Xg7 = 0

Nodo 4: 40 6
Xig + Xoq + Xgg = Xgz + Xgg+ X573 —> 80
3 4
20
16 /
6

100.000 120.000

Nodo 6:

Xg6 + X756 = Xgg + Xg7+ Xg3 —>

3
180.000 k/‘\

Xgg+ X756 = Xoq = X7~ Xg3 = 0 20
16\

100.000 120.000

Nodo 7: 40

Xg7+ Xg7 = X5+ Xy —

80
3
180.000
Xg7 + Xg7 = X736 — Xg5 = 0
16
8
6 b

r S
-
-]
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TIEMPO MINIMO PRODUCCION: PROGRAMACION LINEAL

LP-ILP Problem Specification n LP-ILP Problem Specification H
Problem Title: [TIEMPO PRODUCCION | Problem Title: [TIEMPO PRODUCCION |
Number of Number of Number of Number of
Yariables: Constraints: Yariables: EI Constraints:
[ Objective Criterion | [Default Variable Type [ [ Objective Criterion | [ Default Variable Type |
O Maxzimization O Nonnegative continuous O Maximization (O Nonnegative continuous
& Minimization @ Minimization
® Honnegative integer (® Nonnegative integer
rData Entry Format— | ' Binary [0.1] [Data Entry Format— | ' Binary [0,1]
O Spreadsheet Matrix Form ' Unsigned/unrestricted ® Spreadsheet Matrix Form O Unsigned/unrestricted
: O Normal Model Form

## Linear and Integer Programming
% TIEMPO PRODUCCION

Minimize 401 3+621 4480054 3+ 20546+ 20564 +1 656 3+ BB 7 + B 76+ 56X 4 7 + 475+ 1 B 24+ 6025
C1 X13+X14=100000

C2 X24+X25 = 120000

C3 #13+¥43+%63 = 180000

C4 X25+X75 = 40000

CH HK14+4X24+X64-X43-X46-X47 = 0
CE XA6+X76- X64- X67- X63 =0
C7 HA7 + ¥b7 - XKF6 -¥75 =10
Integer: H13. X114, K24, X205, X43, X46, X47, K63, X64, K67, X7h, X76
Binary:

Unreztricted:

=13 »=0, <=M

X114 »=0, <=M

24 »=0, <=M

=25 »=0, ¢=M

>43 »=0, <=M

X456 »=0, <=M

=47 »=0, <=M

*b63 »=0, ¢=M

*b64 »=0, <=M

XE67 »=0, <=M

x5 »=0, <=M

=76 »=0, ¢=M
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B Linear and Integer Programming

Practicas
Alumnos

File Edit Faormat  Solve and Analvze  Resulks  Utilibies  Window  WingSE Help

™ TIEMPO PRODUCCION

WYariable --> 13 X14 24 X25 X43 >46 A7 *63 X64 Xb67 X765 X76 |directiorl R. H. §.
Minimize 40 6 18 60 80 20 [ 16 20 8 4 ]

C1 1 1 = 100000
c2 1 1 = 120000
C3 1 1 1 = 180000
C4 1 1 = 40000
Ch 1 1 1 -1 1 = 0
Cb6 -1 -1 -1 1 = 0
C7 1 1 -1 -1 = 0
LowerBound 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1]

UpperBound M ] ] ] M ] M ] M M ] M
VYaniableType| Integer Integer Integer | Integer Integer Integer |Integer | Integer Integer | Integer Integer Integer

B Linear and Integer Programming

- Decision Solution Unit Cost or Total Reduced | Basis

\l'anahle Yalue Prohit c¢f]] Contrnibution Cost Status | Min. clj]
1| x13 0 40 0 4 atbound 36
2] x4 100000 b 600000 1] basic -M
3] x24 120000 18 2160000 1] basic 6
4| xo28 0 60 0 32 at bound 28
5| x43 0 80 0 50 at bound 30
6| X486 0 20 0 6 atbound 14
7| x47 220000 b 1320000 1] basic -28
8| xe63 180000 16 2880000 1] basic -M
9| x64 0 20 0 34 at bound -14
10| xe67 0 8 0 16 atbound -8
11| x78 40000 4 160000 1] bagic -M
12| x76 180000 8 1440000 1] basic -8

Objective  Function [(Min_] = 8560000 |
] Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable

Constrant Side Direction Side or Surplug.  Price Min. RHS
1] c1 100000 = 100000 1] 12 100000
2] c2 120000 = 120000 1] 0 120000
3] C3 180000 = 180000 1] 48 60000
4] C4 40000 = 40000 1] 28 1]
5] Ch 0 = 0 1] 18 -120000
6| Ch 0 = 0 1] 32 -120000
7] C7 0 = 0 1] 24 -120000

Allowable | Allowable

Max. cli]

M
10

Allowable
Max. RHS
220000
M
180000
40000
1]

1]

1]

Coste minimo de 8.560.000
unidades monetarias.
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PROGRAMACION DINAMICA

En el grafo se representan las posibles rutas de ir de la Ciudad 1 hasta la Ciudad 10. Cada nodo representa
a una Ciudad y los arcos el costo o distancia de ir e un nodo a otro. Se supone que los desplazamientos
tienen la misma duracién. Calcular la solucién éptima.

etapa 1 etapa 2 etapa 3 etapa 4

Solucién:
5 {6 7 8 9
10
2 3 4 2 | 7| 4 6 5 1] 4
Gastos transicion: 8
1 2 4 3 3 3 2 4 6 6| 3
9 4
4 | 4 1 5 7 3 (3

Los célculos se realizan por etapas hacia atras (de derecha a izquierda).

Cuando solo hay una etapa por recorrer (n =4), la ruta de ahi en adelante esta perfectamente
determinada por su estado actual (sea 8 0 9) y la ruta para esta Ultima jornada es 10.

La soluciones3 04

3
Cuando se tienen dos etapas por recorrer (n = 3) se procede de la 3
siguiente manera: Suponiendo que se encuentra en el estado @ 6 6

4
se puede ir al estado |8| o al estado @, a un coste de 60 3. 3 9

Si se elige el estado llegar ahi es 3, por tanto el coste de la decisidn es 6+3=9. Si se elige el estado @

el coste total es 3 + 4 =7, que es menor. Se escoge el estado @ : f5(6)=7

Se trabaja de forma similar con los otros dos estados posibles, cuando quedan dos jornadas por viajar,
los resultados son: f;(5)=4 f;(6)=7 f;(7)=6

3
Cuando se tienen dos etapas por recorrer (n = 3) se procede de la 3
siguiente manera: Suponiendo que se encuentra en el estado @ 6 6

4
se puede ir al estado |8| o al estado @, aun coste de 60 3. 3 9

Si se elige el estado llegar ahi es 3, por tanto el coste de la decision es 6+3=9. Si se elige el estado @

el coste total es 3 + 4 =7, que es menor. Se escoge el estado @ : f5(6)=7
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Se trabaja de forma similar con los otros dos estados posibles, cuando quedan dos jornadas por viajar,
los resultados son: f;(5)=4 f;(6)=7 f;(7)=6

.|
.z 5 |
La solucién para el problema de tres etapas por recorrer (n = 2)
se obtiene de forma parecida. 3 7
Si el agente se encuentra en el estado |3| debera ir al estado |5 , 3 2 6
@ y |7| con un coste inmediato de 3, 2 y 4, respectivamente. 6
o

Se calcula el coste adicional minimo hasta llegar a su destino:
f,(3,5)=c35+ f5(5) =3+4=7

£,(3,6) =cs+ f5(6) =2+7=9  min(7,9,10)=7 - f(3)=7
f,(3,7) =c5,+ f5(7) =4+6=10

Se procede de forma similar con los otros dos estados posibles, los resultados son:
f,;(2)=11 f;(3)=7 f,(4)=8

Finalmente, se obtienen los resultados: / 2
2
f(1,2)=c,,+ f(2) = 2+11=13 4 :
f(1,3)=c 5+ §(3) =4+7=11 '
fi(1,4)=c,,+ f;(4) =3+8=11 \ 8

Hay dos caminos éptimos con un coste total de 11:
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DP Problem Specification m

Problem Type

Wingsb incorpora tres modelos diferentes:

O Knapsack Problem = Stagecoach Problem (Problema Diligencia)
) Production and Inventory 5cheduling

= Knapsack Problem (Problema Mochila)

Problem Title  [CIUDADES | = Production and Inventory Scheduling
Number of Nodes [10 | (programacion de produccién e inventario)
1] 4 ‘ ‘ Cancel | ‘ Help |

Dynamic Programming

File Edit Format Solve and Analyze Results  Utilities  Window  Wing3E  Help

|
From % To 1 2 3 4 5 6 i ] 9 10
1 2 4 3
2 7 4 [
3 3 2 4
4 4 1 5
5 3 4 1 4
b 6 3
i 3 3
] 3
9 4
10

Select Start and End Modes

lick to select a start node Click to select an end node

1
2
3
4
L
[
7
8
hi
10

1
2
3
4
L
[
7
8
hi |
10
1
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M Solution for CIUDADES: Stagecoach-Shortest Route Problem

Practicas
Alumnos

From To Diztance Cumulative | Diztance to
5tage | |nnut State | Dutput State Distance 10
1 1 i 3 4 4 11
2 3 5 3 7 7
3 5 8 1 8 4
4 ] 10 3 11 3
From 1 To 10 Min. Distance =11 CPU = 0,00

Dynamic Programming

Utilities  Window Help

File  Format

Results

Stage From To Distance |Distance to Status
Input State | Dutput State 10

1 1 1 3 4 11 Optimal
2 2 2 L ¥ 11
3 2 3 L 3 ¥ Optimal
4 2 4 L 4 8
5 3 5 8 1 4 Optimal
[ 3 6 9 3 ¥
¥ 3 7 8 3 [
8 4 8 10 3 3 Optimal
9 4 9 10 4 4

From 1 To 10 Minimum  Distance = 11 CPFU = 0.00

etapa 1 etapa 2 etapa 3 etapa 4

Para tomar decisiones en cada una de las etapas se
comienza de izquierda a derecha (hacia atrads ) en el
analisis recursivo de cada una de las etapas, tomando
el menor valor.

Distancia minima =4+3+1+3=11
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@ POLIZAS DE SEGURO: PROBLEMA DE LA DILIGENCIA

Se ofrecen pdlizas de seguro de vida a los
pasajeros.

El costo de la pdliza de cualquier jornada esta
basado en una evaluacion de la seguridad del
recorrido, la ruta mas segura debe ser aquella
cuya poliza de seguro tenga el menor costo total.

En cada arco, del estado i al estado j, se denota
el costo de la pdliza de viaje.

éCudl es la ruta que minimiza el costo total de A
hasta M?

Solucién:

El problema de tomar decisiones se resuelve
en cada una de las atapas hacia atras,
eligiendo el menor valor.

Coste minimo =5+4+5+4=18

@ Dynamic Programming

DP Problem Specification n

Problem Type

O Knapsack Problem

O Production and Inventory Scheduling

= Stagecoach Problem (Problema Diligencia)

Problem Title  [SEGURD |

Number of Nodes [10 |

0K ‘ ‘ Cancel | ‘ Help |
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Dynamic Programming

Fle Edit Format Solve and Analvze [ Utilities  Window  WinQSE  Help

M SEGURO: Stagecoach-Shortest Route Problem

Select Start and End NModes

From % To A B C D E F G H | J K M
A i B 4 6
B 7 4 7
C 9 4
D 6 5 6
E 4 7
F 5 4
G 3 5 7
H 3 7
| 4
J 5
K 5
M

lick to select a start node Click to zelect an end node

Solve and Display Step:

I H zﬂh:l:m'nmcn-:bl
| Izﬂhzm'nmcn-:r

Dynamic Programming

File Format Results  Uklities  Window Help

™ Solution for SEGU test Route Problem

Stage : Distance Cumulative | Distance to
nput State | Dutput State Distance M
1 A i B 5 5 18
2 B F 4 9 13
3 F | 5 14 9
4 1 M 4 18 4
From A ToM Min_ Distance =18 CPU = 0,00
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Dynamic Programming

File Format Results  Utlities  Window  Help

Distance |Distance to Status
M

18 Optimal
13 Dptimal
14

15

]

9 Optimal
10

11

4 Optimal
5

M 5

From A To MW Minimum  Distance = 18 CPU = 0.00

Input State | Dutput State
B

D S0 | ] e | | =

o W e N e DN

F
F
F
|
1
1
J
M
M

M e =IO MmMmZ Mm >

- -
==

1]
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PROBLEMA DE LA MOCHILA: PROGRAMACION DINAMICA - PROGRAMACION LINEAL

La carga de un avion se distribuye con el propdsito de maximizar el ingreso total. Se
consideran 5 elementos y solo se necesita uno de cada uno. La compaiiia gana 4.000
euros por elemento mas una bonificacion por elemento.

El avion puede transportar 1400 kg, con un volumen maximo de 100 metros cubicos.

Elemento | Peso (kg) | Volumen (m®) | Bonificacién
1 600 30 900
2 650 40 800
3 450 35 1100
4 520 25 1000
5 300 30 700

Atendiendo a las especificaciones de la tabla, écudl es el maximo ingreso que puede obtenerse?,
écuantos elementos deben transportarse?

Solucién:

@ PROGRAMACION DINAMICA: WinQSB / Dynamic Programming / Knapsack Problem

Problem Type

) Stagecoach [Shortest Route] Problem

Se introducen los datos atendiendo al
v Scheduiing ingreso que puede obtenerse.

Problem Title  [CARGA AVION |

Number of ltems  [5 |

1] 4 ‘ | Cancel | | Help |
Dynamic Programming
File Edit Format Solve and Analyze [ Ukilitizs  Window WinQSE  Help /

=1

BEEERIREERIRNE = Sa a:| D

% CARGA AVION: Knapsack Problem

Item [Stage] Item Unitz Umnit Capacity Return Funchion X: Item 1D]
Identification Available Required [e.g.. 50K, 3X+100. 2.15¢"2+5])
1 A 1 GO0 49004
2 B 1 G50 48008
3 C 1 450 5100C
4 D 1 520 5000D
5 E 1 3Joo 4700E
Knapsack Capacity = 1400
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Dynamic Programming

File Format Results

Lltilities

Window  Help

™ Solution for CARGA AVION: Knapsack Problem

La solucién indica que se deben transportar

los items 3, 4 y 5 con un retorno total de

Considerando el volumen de carga, el nevo modelo:

Dynamic Programming

Window  WinQ3SE  Help

File Edit Format Solve and Analyze Results  Utilities

™ CARGA AVION: Knapsack Problem

Item [Stage] Item Units Unit Capacity Return Function X: Item 1D]
Identification Available Required (e.g.. 50X, 3=+100, 2.15£"2+5]
1 A S R 30 43004
2 B 1 40 48008
3 C 1 35 5100C
4 D 1 25 5000D
Li] E 1 30 4700E
Knapzack Capacity = 100
File Format Resulks  Utilities  Swindow  Help

Item | Decizion Return Total Item Capacity
Stage [Mame | Quantity [X] | Function | Return ¥alue Left 14.800 euros.
1 A 0 49004 0 1400
2 B o 48008 o 1400 CPU: Tiempo aproximado de procesamiento.
3 C 1 s100C 5100 950
4 D 1 5000D 5000 430
5 E 1 4700E 4700 130
Total Return Value = 14800 CPU = 0.48

M Solution for CARGA AVION: Knapsack Problem ST
La solucién indica que se deben

03-19-2022 | Item Decizion Return Total Item Capacity ,

Stage |Mame | Quantity (] | Function | Beturn Yalue Left transportar los items 1, 3 y 4 con
1 A 1 43004 4300 0 un retorno total de 15.000 euros.
2 B 1] 48008 1] 70
3 C 1 Ri100C 5100 35
4 D 1 S000D 5000 10
L] E 1] 4700E 1] 10

Total Return Value = 15000 CPU =012
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PROGRAMACION LINEAL: Se puede resolver como un problema de programacion lineal entera binaria.

La compafiia gana 4.000 euros por elemento mas una bonificacién por elemento.

Maximizar z = 4900x, + 4800x, + 5100x, + 5000x, + 4700x,

Restricciones: 600x, + 650x, + 450x; + 520x, + 300x; < 1400 kg x; >

WinQSB / Linear and Integer Programming / Nonnegative Interger

0 entero

Problem Title: [CARGA AVION |
MNumber of I:I Mumber of I:I
WVariables: Constraints: . .
Elemento | Peso (kg) | Volumen (m®) | Bonificacion
r Objective Criterion [ Default Variable Type | 1 600 30 900
© Maximization ' Nonnegative continuous
() Minimization 650 40 800
' Nonnegative integer 3 450 35 1 100
 Data Entry Format 4 520 25 1000
@ Spreadsheet Matrix Form ) Unsigned/unrestricted
O Normal Model Form 5 300 30 700

B Linear and Integer Programming

File Edit Format Solve and Analvze Results  Utilities  Window WmQSB Help

M CARGA AVION

WYariable --» »5 | Direction | R.H_5.
M aximize 49["] 4BI][I 51 l]l] 5l]l]l] 4700

C1 600 650 450 520 300 <= 1400
LowerBound 1] 1] 1] 1] 1]

UpperBound 1 1 1 1 1

YanableType| Binary Binary Binary Binary Binary

F# Linear and Integer Programming

Window  Help

File  Format

Results

Utilities

L, | Cumhlned Report fur CARGA M'Iﬂl'-l

Demsmn Solution Uml Cost or Total Flel:luced Basis
_Vallable Yalue Profit cfj] Contribution Cost Status
1] 1 1] 4900 1] 4900  at bound
i x2 1] 4800 1] 4800  at bound
3 *3 1 5100 5100 1] baszic
4 x4 1 5000 5000 1] baszic
h *h 1 4700 4700 1] basic

Objective = Function [Max.] = 14800 |
] Left Hand Right Hand Slack Shadow

Constraint Side Direction Side or Surplug | Price
1] C1 1270 <= 1400 130 1]

Instrumentos Estadisticos Avanzados 81




Practicas
Alumnos

{Iniversidad Autdnoma
de Madrid

UAM
Analogamente para el volumen:

El avion tiene un volumen maximo de 100 metros cubicos.
Maximizar z =4900x, + 4800x, + 5100x; + 5000x, + 4700x,

Restricciones: 30x; +40x, + 35x; + 25x, + 30x; < 100 m?> = 0 entero

B Linear and Integer Programming
File Edit Format Solve and Analyze  Resulks  Uklities  Window  WinQ3gE  Help

BE LRGBS NS Dimsk

Yanable --» x5 | Dllecllunl B.H_ 5.
M aximize 4900 4800 5100 h000 4700

C1 30 40 35 25 30 <= 100
LowerBound 0 ] : 0 0 0

UpperBound 1 TYT 1 1 1

YanableType Binary Bmnary Binary Bmnary Binary

B Linear and Integer Programming

File Format Resulks  Utlibies  Sindow Help

M Combined Repurl for CARGA AVION

Demsmn Solution | Unit Cost or Total Reduced Basiz
‘Janahle WYalue Profit c¢[j] Contribution Cost Status
1] 1 1 4900 4900 0 basic
2 X2 1] 4800 1] 4800  at bound
3 X3 1 5100 5100 5100  at bound
4 x4 1 h000 5000 1] basic
L] X5 1] 4700 0 4700  at bound
| Objective_Function [Max. | = 15000 |
Left Hand Right Hand Slack Shadow
Constraint Side Direction Side or Surplus | Price
] o 30 <= 100 10 0

La Programacién Dindmica, no tiene una técnica especifica que se aplique a todos los
problemas para resolverlos como es el caso de la Programacion Lineal.

La Programacion Dinamica permite descomponer un modelo matematico muy
grande, en problemas mas pequefios de facil resolucion, que al resolver cada
uno de ellos se obtiene la solucién apropiada al problema mayor del cual fueron
generados los mas pequeiios.
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Una compaiiia tiene una fabrica en cada una de las provincias que proveen a
almacenes ubicados en cuatro lugares diferentes. La capacidad de produccion de las
fabricas es de 70, 90 y 115 unidades diarias respectivamente, mientras que la
capacidad de los almacenes es de 50, 60, 70 y 95 unidades.

El coste en euros de envio de cada una de las fabricas a cada uno de los almacenes se adjunta en la tabla:

Almacén| 5y A2 A3 A4
Origen
Fabrica 1 17 20 13 12
Fabrica 2 15 21 26 25
Fabrica 3 15 14 15 17

a) Obtener una solucién factible basica inicial utilizando el método de la Esquina Noroeste (NWC)
b) Obtener una solucién éptima por el método MODI (Costes Ficticios)

Solucién:

a) Los datos del problema se trasladan a la tabla:

Almacén Al A2 A3 A4 Oferta
Origen
Fabrica 1 17 20 13 12 70
Fabrica 2 15 21 26 25 90
Fabrica 3 15 14 15 17 115
Demanda 50 60 70 95

La matriz es balanceada, las unidades que se ofertan coinciden con las unidades que se demandan.

17 20 13 12
Matriz coste inicial: ¢;; =15 21 26 25
15 14 15 17

El primer paso es seleccionar la demanda a la esquina mas al noroeste, de manera que no sobrepase a la
oferta. En caso contrario se asigna la mayor cantidad ofertada.

Almacén Al A2 A3 A4 Oferta
Origen
Fabrica 1 50 17 20 13 12 70 —-50=20
Fabrica 2 15 21 26 25 90
Fabrica 3 15 14 15 17 115
Demanda 50 -50=0 60 70 95
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El AlImacén Al ha quedado vacio por lo que se procede a eliminar la columna A1, continta el proceso.
Posteriormente, se selecciona la demanda a la esquina mas al noroeste, de manera que no sobrepase a
la oferta.

Almacen| — rq A2 A3 A4 Oferta
Origen
Fabrica 1 50| 17 20 20 13 12 20—-20=0
Fabrica 2 15 21 26 25 90
Fabrica 3 15 14 15 17 115
Demanda 0 60—-20=40 70 95

La Fabrica 1 ha quedado vacia por lo que se procede a eliminar la fila, reiterando el proceso de asignacion.

Almacen| — rg A2 A3 A4 Oferta
Origen
Fabrica 1 50| 17 20 20 13 12 0
Fabrica 2 15 40 21 26 25 90-40=50
Fabrica 3 15 14 15 17 115
Demanda 0 40-40=0 70 95

Se suben 40 unidades a la esquina mas al noroeste, quedando la demanda del Almacén A2 vacio, se
eliminala columna A2, y se repite el proceso.

Almacén| g A2 A3 A4 Oferta
Origen
Fabrica 1 501 17 | 20 | 20 13 12 0
Fabrica 2 15 40 | 21 50 26 25 50-50=0
Fabrica 3 15 14 15 17 115
Demanda 0 0 70-50=20 95

La Fabrica 2 ha quedado vacia por lo que se procede a eliminar la fila, reiterando el proceso de asignacion.

Almacen | rq A2 A3 A4 Oferta
Origen
Fabrica 1 50| 17 | 20 | 20 13 12 0
Fabrica 2 15 40 | 21 50 26 25 0
Fabrica 3 15 14 15 17 115
Demanda 0 0 20 95

Finalmente, se asignan 20 unidades a la celda C,; y 95 unidades a la celda c,, .
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Almacén (- 5q A2 A3 A4 Oferta
Origen

Fabrica 1 501 17 | 20 | 20 13 12 0
Fabrica 2 15 40 | 21 50 26 25 0
Fabrica 3 15 14 20 15 95 17 0
Demanda 0 0 0 0

Coste minimoen euros: z=50x17+20x20+40x21+50x26+20x15+95x17 = 5305 euros

Adviértase que el método de la Esquina Noroeste ignora los costos y considera todas las restricciones.
Es util en problemas con innumerables origines y destinos en los que importa satisfacer las restricciones,
siendo el algoritmo de transporte menor probable para ofrecer una buena solucién de bajo costo.

b) Para encontrar la solucidn 6ptima se utiliza el método MODI

1 Iteracion: Se calcula la matriz de costes reducidos (c;; — z;;)

PASO 1: Se considera la solucidn inicial encontrada por el método Esquina N.O.

Almacen| — rq A2 A3 A4 Oferta
Origen
Fabrica 1 50| 17 | 20 | 20 13 12 70
Fabrica 2 15 40 | 21 | 50 26 25 90
Fabrica 3 15 14 20 15 95 | 17 115
Demanda 50 60 70 95

Coste minimo: z=50x17+20x20+40x21+50x26+20x15+95x17 = 5305 euros

PASO 2: Se considera la matriz z;; de los costes de la variable solucion:

17 20 17 20 2z, 2z,
15 17 2, 25, 15 17

PASO 3: Se elaboran un conjunto de numeros u; y v; de modo que la suma sea igual a los valores de
la matriz z;; de los costes de la variable solucion.
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k Vv, Vv, A v, Ecuaciones de las celdas basicas:
N u, +v, =17 u, +v; =26
u, 17 20 u, +v, =20 u;+vy =15
u, 21 26 u, +v, =21 u;+v, =17
Us 15 17

Haciendo v, = O se tiene:

u, =17 v,=20-u; =20-17=3 u,=21-v,=21-3=18
v;=26-u,=8 u;=15-v,=15-8=7 v, =17-u,=17-7=10

Se completan las celdas vacias de la tabla anterior con la suma de los u; y v; calculados, resultando

la matriz z;;
V.
! 0 3 8 10 Matriz coste variable solucion:
Y 17 20 25 27
17 17 20 25 27 z, = 18 21 26 28
18 18 21 26 28 7 10 15 17
7 7 10 15 17
17 20 13 12
Matriz coste inicial: ¢;; =15 21 26 25
15 14 15 17

Matriz de costes reducidos (c;; — z;;):

17 20 13 12 17 20 25 27 0 0 -12 -15
¢;—z; =15 21 26 25(-|18 21 26 28/ =3 0 O -3
15 14 15 17 7 10 15 17 8 4 0 0

Se observa que la matriz de costes reducidos tiene ceros en los elementos correspondientes a las
variables que estan en la solucién. La presencia de elementos negativos indica que no se ha
conseguido la solucién dptima.

Se selecciona la casilla z; , = —15 por tener el coste de entrada mas pequefio, por consiguiente
debe entrar a la base la variable x,, con el valor mas pequefio de los que estan en las casillas con

signos menos. Desde esta variable se traza la trayectoria (+ 20)
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Almacén Al A2 A3 A4 Oferta

2L 70
Fabrica 1 50 T 0 I
=]
Fabrica 2 40+20=60 90
50 — 20=30
=

Fabrica 3 20+20=40 | 95— 20 =175 115
Demanda 50 60 70 95

Coste de la nueva solucion:

z, = 5305-15x20 = 5005 euros

Adviértase que el coste también se puede calcular:

Almacénl — rq A2 A3 A4
Origen
Fabrica 1 50| 17 20 | 12
Fabrica 2 60 | 21| 30 | 26
Fabrica 3 40 | 15 | 75 | 17

z,=50x17+20x12+60x21+30x26+40x15+75x17 =5005 euros

Al tener elementos negativos la matriz de costes reducidos (c;; —

y continUa el proceso de iteracion.

2 Iteracion: Se calcula la matriz de costes reducidos (c;; — z;;)

PASO 2: Se considera la matriz z;; de los costes de la primera iteracion:

17

12

21

26

15

17

17 z,, 245
z;=2 21 26
z;, 23 15

12

Zy,
17

z;;) la solucidn se puede mejorar

PASO 3: Se elaboran un conjunto de numeros u; y v; de modo que la suma sea igual a los valores de
la matriz z;; de los costes de la variable solucion.
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V.
j
Vv, Vv, A v, Ecuaciones de las celdas basicas:
u.
' u, +v, =17 u, +v; =26
u, 17 12 u, +v, =20 u; +vy =15
u, 21 26 u, +v, =21 u;+v, =17
Us 15 17

Haciendo v, = O se tiene:

u, =17 v,=12-u;=12-17=-5  u;=17-v, =17+5=22
V;=15-u; =15-22=-7 u, =26-v, =26+7 =33 v, =21-u, =21-33=-12

Se completan las celdas vacias de la tabla anterior con la suma de los u; y v; calculados, resultando

la matriz z;;
Vi
0 -12 -7 -5 Matriz coste variable solucion:
y;
17 5 10 12
17 17 5 10 12 z;={33 21 26 28
33 33 21 26 28 22 10 15 17
22 22 10 15 17
17 20 13 12
Matriz coste inicial: ¢;; =15 21 26 25
15 14 15 17

Matriz de costes reducidos (c;; — z;;):

17 20 13 12 17 5 10 12 0 15 3 ©
¢;—z; =15 21 26 25(-|33 21 26 28| =|-18 0O O -3
15 14 15 17 22 10 15 17 -7 4 0 O

Se observa que la matriz de costes reducidos tiene ceros en los elementos correspondientes a las
variables que estan en la solucidn. La presencia de elementos negativos indica que no se ha
conseguido la solucién dptima.

Se selecciona la casilla z,; = —18 por tener el coste de entrada mds pequefio, por consiguiente
debe entrar a la base la variable x,, con el valor mds pequefio de los que estan en las casillas con

signos menos. Desde esta variable se traza la trayectoria (+ 30)
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Almacén Al A2 A3 A4 Oferta
Fabrica 1 50-30=20 P 20+30 =50 70
Fabrica 2 30 60 30-30=0 90
Fabrica 3 40+30=70 l_J 75-30=45 115
Demanda 50 60 70 95

Coste de la nueva solucién: z, = 5005 — 18 x 30 = 4465 euros

Adviértase que el coste también se puede calcular:

Almacen (- g A2 A3 A4 | Oferta
Origen
Fabrical | 20| 17 20 13 50 | 12 70
Fabrica2 |30| 15 | 60 | 21 26 25 90
Fabrica 3 15 14 70 | 15 | 45 | 17 115
Demanda 50 60 70 95

z,=20x17+50x12+30x15+60x21+70x15+45x17 = 4465 euros

Al tener elementos negativos la matriz de costes reducidos (c;; — z;;) la soluci6n se puede mejorar

y continUa el proceso de iteracion.

3 Iteracion: Se calcula la matriz de costes reducidos (c;; — z;;)

PASO 2: Se considera la matriz z;; de los costes de la segunda iteracion:

17 12 17 2z, 743 12
15 17 2, 25, 15 17

PASO 3: Se elaboran un conjunto de ndmeros u; y v; de modo que la suma sea igual a los valores de
la matriz z;; de los costes de la variable solucion.
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V.
j
Vv, Vv, A v, Ecuaciones de las celdas basicas:
u.
' u, +v, =17 u, +v, =21
u, 17 12 u, +v, =12 u; +v; =15
u, 15 21 u,+v, =15 u;+v, =17
Us 15 17

Haciendo v, = O se tiene:

u, =17 v,=12-u;=12-17=-5 u;=17-v,=17+5=22
v;=15-u; =15-22=-7 u,=15-v,=15-0=15  v,=21-u,=21-15=6

Se completan las celdas vacias de la tabla anterior con la suma de los u; y v; calculados, resultando

la matriz z;;
Vi
0 6 -7 -5 Matriz coste variable solucion:
Ui
17 23 10 12
17 17 23 10 12 z;=[15 21 8 10
15 15 21 8 10 22 28 15 17
22 22 28 15 17
17 20 13 12
Matriz coste inicial: ¢;; =15 21 26 25
15 14 15 17

Matriz de costes reducidos (c;; — z;;):

17 20 13 12 17 23 10 12 O 3 3 O
¢;—z; =15 21 26 25(-(15 21 8 10| =| 0 0 18 15
15 14 15 17 22 28 15 17 -7 -14 0 O

Se observa que la matriz de costes reducidos tiene ceros en los elementos correspondientes a las
variables que estan en la solucidén. La presencia de elementos negativos indica que no se ha
conseguido la solucién dptima.

Se selecciona la casilla z;, =—14 por tener el coste de entrada mas pequefio, por consiguiente
debe entrar a la base la variable x;, con el valor mas pequefio de los que estan en las casillas con

signos menos. Desde esta variable se traza la trayectoria (+ 20)
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Almacén Al A2 A3 A4 Oferta
Fabrica 1 20,20=0 > 50+Izo=7o 70
|
Fabrica 2 30+20=50 60-20=40 90
h A
Fabrica 3 70 45 -20=25 115
Demanda 50 60 70 95

Coste de la nueva solucién: z; = 4465 — 20 x14 = 4185 euros

Adviértase que el coste también se puede calcular:

Almacen (- g A2 A3 A4 | Oferta
Origen
Fabrica 1 17 20 13 70 | 12 70
Fabrica2 | 50| 15 | 40 | 21 26 25 90
Fabrica 3 15 201 14|70 | 15 | 25 | 17 115
Demanda 50 60 70 95

z;= 70x12+50x15+40x214+20x14+70x15+25x17 = 4185 euros
Al tener elementos negativos la matriz de costes reducidos (c;; — z;;) la soluci6n se puede mejorar
y continua el proceso de iteracion.

4 Iteracion: Se calcula la matriz de costes reducidos (c;; — z;;)

PASO 2: Se considera la matriz z;; de los costes de la tercera iteracion:

12 2y, 2y, 2,3 12
14 15 17 z;, 14 15 17

PASO 3: Se elaboran un conjunto de ndmeros u; y v; de modo que la suma sea igual a los valores de
la matriz z;; de los costes de la variable solucion.
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V.
j
Vv, Vv, A v, Ecuaciones de las celdas basicas:
u.
' u, +v, =12 u; +v, =14
u, 12 u, +v, =15 u; +v; =15
u, 15 21 u, +v, =21 u;+v, =17
Us 14 15 17

Haciendo v, = O se tiene:

u,=15-v,=15-0=15 v,=21-u,=21-15=6 u,=14-v,=14-6=8
v =15-u; =15-8=7 v, =17-u,=17-8=9 u,=12-v,=12-9=3

Se completan las celdas vacias de la tabla anterior con la suma de los u; y v; calculados, resultando

la matriz Z;
Vi
0 6 7 9 Matriz coste variable solucién:
y;
3 9 10 12
3 3 9 10 12 z;=[15 21 22 24
15 15 21 22 24 8 14 15 17
8 8 14 15 17
17 20 13 12
Matriz coste inicial: ¢;; =15 21 26 25
15 14 15 17

Matriz de costes reducidos (c;; — z;;):

17 20 13 12 3 9 10 12 14 11 3 O
¢,—z;=|(15 21 26 25|(-|15 21 22 24|=|10 O 4 1
15 14 15 17 8 14 15 17 7 0 0O

La solucidn es 6ptima al ser todos los elementos (c;; - z;;) 2 0, el algoritmo Modi ha finalizado.

Solucién éptima: z, = 4185 euros
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METODOS HEURISTICOS: ESQUINA NOROESTE (NWC)

o
Ep ,_ sé WinQSB / Net Problem Specification - Transportation Problem

NET Problem Specification m

[Problem Type | [ Objective Criterion 1
) Network Flow (® Minimization
@ Transportation Problem: O Maximization

) Assignment Problem B
Data Entry Format

(® Spreadsheet Matrix Form
O Graphic Model Form

O Shortest Path Problem
) Maximal Flow Problem
) Minimal Spanning Tree

) Traveling S alesman Problem [i.e.. both ways same cost]

Problem Title  [ALMACENES |

Number of Sources E Number of Destinations D

:
Network Modeling

File Edit Faormat Solve and Analvze Ukilities  Window  WinQSE  Help

M ALMACEMES: Minimization (Transportation Problem)

From i To Almacen 1 Almacen 2 Almacen 3 Almacen 4 Supply
Fabrica 1 17 ] 13 12 70
Fabrica 2 15 26 25 90
Fabrica 3 15 14 15 17 115
Demand 50 &0 70 95

“% Metwork Modeling

File Edit Format | Solve and Analyze Fesilis Utlies window wings [teraciones

E Sabve the Problem % DI'E' E M

Sahve and Display Steps - Metwark

M ALMACENES: =au

Select Iniial Sol.tlan Methed Almacen ] | Almacen 2| Almacen S| Almacen 4
_ ‘ 7 2 13 12 Pulsando en las
Fahrica 1 K] 1]
50 20 Cij=—15 H
Transportation Simplex Initial Solution Method B |teraCIOneS sevan
15 ‘ 21 ‘ 26 ‘ 25 H
- — ‘ ” ‘ obteniendo todos
(' How Minimum [RM] A0 a0 I H
(' Modified Row Minimum [MEM] ‘ ‘ ‘ ‘ 0s pasos VIStos
s 15 14 15 17 .
C Calumn Minimum [CM) Fabrica 3 115 a0 con el algorltmo
(! Modified Column Minimum [MCH] } 20 95 MODI
Cancel . Dematd 50 [=11] i) 95
() Matrix Minimum [MM)] !
(! Yogel's Approximation Method [VAM] Dual () 17 a0 B &
C! Russell's Approximation Method (RAM) | Objective Value = 63056 {Minimization)
**Entering: Fabrica 1 to Almacen 4 * Leaving: Fahrica 1 to Almac]

Instrumentos Estadisticos Avanzados 94



U 5 M {Iniversidad Autdnoema :lré‘"-“cas
% i Umnaos
de Madrid

Network Modeling

File Iteration Utlities Window Help

M Transportation Tableau for ALMACEMES - lteration 4 {Final) M Solution for ALMACENES: Minimization {Transportation Problem)

Fromt To | Almacen 1 | Almacen 2 | Almacen 3 | Almacen 4 From To Shipment Unit Cost Total Cost | Heduced Cost
17 a0 13 12 1 Fabrical : Almacen 4 70 12 840 1}
Fabrica 1 2 Fabrica 2 Almacen 1 50 15 750 0
shnes 3 Fabiica2 | Almacen 2 40 21 840 0
4 Fabrica 3 Almacen 2 20 14 280 0
‘ 15 ‘ o1 ‘ % ‘ o 5 Fabiica3 | Almacen 3 70 15 1050 0
Fabrica 2 [ Fabrica 3 Almacen 4 25 17 425 0
Total Objective Function Yalue = 4185
‘ 15 ‘ 14 ‘ 15 ‘ 17
Fabrica 3
Objective Value = 4185 (Minimization)

PROGRAMACION LINEAL: METODO DEL SIMPLEX

Almacen Al A2 A3 A4 Oferta
Origen
Fabrica 1 17 x, 20 x, 13 x, 12 x, 70
Fabrica 2 15 x; 21 xg 26 x, 25 xg 90
Fébrica 3 15 xq 14 x,, 15 x4 17 x, 115
Demanda 50 60 70 95

. z = (17x%; +20x, +13x5;+12x,) + (15x5+21xg +26X, +25%g) + .
Miimizar: (12 variables)
+ (15%g +14 x5 +15%,, +17x,,)

X; + X5 +Xq =50
X, +X, +X3+X, =70
- Xy +Xg +Xg9 =60 I~
restricciones: 4§ X5 +Xg + X5 +Xg =90 (7 restricciones)
X3 +X; +X%, =70
Xg + Xq0 +Xqq + X4, =115
X4 +Xg+X;, =95

WinQSB / Linear and Integer Programming

Problem Title: [ALAMCENES |

Number of Number of
Variables: Constrainis:
 Objective Criterion | [ Default Variable Type 1

) Maximization O Nonnegative continuous

@ Minimization
@ Monnegalive integer

" Data Entry Format 1 () Binary [0.1)

O Spreadsheet Matrix Form
@® Normal Model Form

C Unsigned/unrestricted

0K ‘ | Cancel | | Help
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B Linear and Integer Programming

File Edit Format Solve and Analyze  Resulks  Utilities  Window  WinQ3E  Help

HEE E R IE B =] XS L= (8- [
OBJ/Constraint/Bound

Minimize 1714205241 3% 3+1 24+ 15X5+ 21X+ 26X 7+ 25X 8+ 15X 9+ 1410+ 15{11+17X12

C1 XK1+X24X3+X4=70

C2 XB+X6+X7+X8=90

C3 HAL2104:11+441 2=115

C4 R1+45+x9=50

Ch X2+X6+X10=60

CG& KI+XT+X11=70

C7? KA+XB+X12=95

Integer: X1, X2, K3, X4, K5 X6, X7, KB, X9, X10, X117, X12

Binary:

Unrestricted:

X1 »=0, <=M

X2 »>=0, <=M

X3 »=0, <=M

ot | »=0, ¢=M

*h »=0, ¢=M

X6 »=0, <=M

Ki »=0, <=M

X8 »>=0, <=M

X9 »>=0, <=M

X10 »=0, <=M

X1 »=0, ¢=M

12 »=0, ¢=M

near and Integer Progr.

Flle Format FResulks  Utilities  Window  Help
MCENES

Solution  Unit Cost or Total Reduced Basiz | Allowable Allowable
VYalue Profit c[j] Contribution Cost Status | Min. cj] | Max. cfj)
] x1 0 17 0 14 | at bound 3 M
2] =2 0 20 0 1 at bound 9 M
3| x3 0 13 0 3 atbound 10 M
4| x4 70 12 840 0 basic M 15
8| x5 50 15 750 0 basic M »
6| 6 40 21 840 0 basic 14 »
7| x7 0 26 0 4 atbound 22 M
8| xs 0 25 0 1 atbound 24 M
9| x9 0 15 0 7 at bound 8 M
10| 10 20 14 280 0 basic 13 21
1] = 70 15 1.050 0 basic M 18
2] x12 25 17 425 0 basic 14 18
I Objective  Function [Min.] = 4185
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Una empresa de mantenimiento de aeronaves cuenta con 3 hangares donde se
satisface la oferta de 3 aerolineas. Los costes unitarios de las inspecciones que se
tienen que realizar en euros se adjuntan en la tabla.

Aerolinea 1l | Aerolinea2 | Aerolinea 3 Oferta
Hangar 1 160 120 80 350
Hangar 2 240 50 150 550
Hangar 3 100 200 230 400
Demanda 500 300 250 50

a) Obtener por el método Vogel un modelo de programacion que permita satisfacer las necesidades de la
tres aerolineas y minimizar el coste de las inspecciones.

b) Plantear un programa de Programacion Lineal (Simplex)

Solucién:

a) La matriz debe ser balanceada, es decir, si es igual la oferta a la demanda:

Oferta =500+ 300 + 250 = 1050

Demanda =350+ 550+ 400 =1300

La matriz no estd balanceada por lo tanto para conseguir el equilibrio hay que ajustarla creando una
demanda ficticia que sea la diferencia 1300 — 1050 = 250, es decir, una demanda u holgura de 250

Aerolineal | Aerolinea2 | Aerolinea3 | Aerolinea F Oferta
Hangar 1 160 120 80 0 350
Hangar 2 240 50 150 0 550
Hangar 3 100 200 230 0 400
Demanda 500 300 250 250

Se determinan las medidas de mayor penalizacion restando los dos costos mas bajos por fila y columna (el
resultado se denomina Penalizacidn). En la fila o columna con mayor penalizacion se elige el menor coste
para asignar la cantidad posible para cubrir la Oferta o Demanda.

Aerolinea 1l | Aerolinea2 | Aerolinea3 | AerolineaF Oferta Penalizaciones
Hangar 1 160 120 80 0 350 80-0=80
Hangar 2 240 50 150 0 550 50-0=50
Hangar 3 100 200 230 0 400 100-0 =100
Demanda 500 300 250 250
Penalizaciones 160-100=60 120-50=70 120-50=70 0

La fila o columna con mayor penalizacién corresponde al Hangar 3, donde el menor coste (penalizacion)
es 100. Se elige la fila del Hangar 3 y se asigna la mayor cantidad posible de unidades para cubrir la

Oferta (400).

Instrumentos Estadisticos Avanzados 97




UAM

{Iniversidad Autdnoma

de Madrid

Como la Oferta que ofrece el Hangar 3 esta agotada, se suprime esta fila.

Aerolineal | Aerolinea2 | Aerolinea3 | Aerolinea F Oferta Penalizaciones
Hangar 1 160 120 80 0 350
Hangar 2 240 50 150 0 550
Hangar 3 400/ 100 200 230 0 0
Demanda 100 300 250 250

Penalizaciones

La Aerolinea 1 todavia demanda 100 unidades.

Se repite el proceso determinando las medidas de mayor penalizacién restando los dos costos mas bajos
por fila y columna. Se elige la mayor penalizacion con el menor coste para asignar la cantidad posible para
cubrir la Oferta o Demanda.

Aerolinea 1l | Aerolinea2 | Aerolinea3 | AerolineaF Oferta Penalizaciones
Hangar 1 160 120 80 0 350 80-0=280
Hangar 2 240 50 150 0 550 50-0=50
Hangar 3 400 /100 200 230 0 0
Demanda 100 300 250 250
Penalizaciones 240-160=280 120-50=70 150-80=70 0

Se elige arbitrariamente la columna de la Aerolinea 1 con una penalizacién de 80. Se asigna la mayor
cantidad posible de unidades que se necesitan para cubrir la Oferta o la Demanda.

Aerolineal | Aerolinea2 | Aerolinea3 | Aerolinea F Oferta Penalizaciones
Hangar 1 100/ 160 120 80 0 350-100 =250
Hangar 2 240 50 150 0 550
Hangar 3 400/ 100 200 230 0 0
Demanda 100-100=0 300 250 250

Penalizaciones

El Hangar 1 queda cubierto con 100 unidades, con lo que su oferta es de 250 unidades. Por otra parte, se

tacha la fila de la Aerolinea 1 al quedar cubierta la Demanda.

Se repite el proceso determinando las medidas de mayor penalizacién restando los dos costos mas bajos
por fila y columna.

Aerolinea l | Aerolinea2 | Aerolinea3 | AerolineaF Oferta Penalizaciones
Hangar 1 100 / 160 120 80 0 250 80-0=280
Hangar 2 240 50 150 0 550 50-0=50
Hangar 3 400/ 100 200 230 0 0
Demanda 0 300 250 250
Penalizaciones 120-50=70 150-80=70 0
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Se elige arbitrariamente la columna de la Aerolinea 2 con una penalizacién de 70. Se asigna la mayor
cantidad posible de unidades que se necesitan para cubrir la Oferta o la Demanda.

Aerolineal | Aerolinea2 | Aerolinea3 | Aerolinea F Oferta Penalizacione
Hangar 1 100/ 160 120 80 0 250
Hangar 2 240 300/50 150 0 550 - 300 = 250
Hangar 3 400/ 100 200 230 0 0
Demanda 0 300-300=0 250 250

Penalizaciones

La Demanda de la Aerolinea 2 queda cubierta, tachando esta columna.

Por otra parte la Oferta del Hangar 2 queda con 250 unidades.

Se repite el proceso determinando las medidas de mayor penalizacién restando los dos costos mas bajos
por fila y columna.

Aerolineal | Aerolinea2 | Aerolinea3 | Aerolinea F Oferta Penalizaciones
Hangar 1 100/ 160 120 80 0 250 80-0=280
Hangar 2 240 300/50 150 0 250 150 -0 = 150
Hangar 3 400/ 100 200 230 0 0
Demanda 0 0 250 250
Penalizaciones 150-80=70 0

Se elige la columna de la Aerolinea ficticia con una penalizacion de 150. Se asigna la mayor cantidad
posible de unidades que se necesitan para cubrir la Oferta o la Demanda.

Aerolinea 1 | Aerolinea2 | Aerolinea3 | AerolineaF Oferta Penalizaciones
Hangar 1 100/ 160 120 80 0 250
Hangar 2 240 300/50 150 250/0 250-250=0
Hangar 3 400/ 100 200 230 0 0
Demanda 0 0 250 250-250=0

Penalizaciones

El Oferta del Hangar 2 y la Demanda de la Aerolinea F quedan cubiertos, con lo que elimina fila y columna
correspondientes.

Aerolineal | Aerolinea2 | Aerolinea3 | Aerolinea F Oferta Penalizaciones
Hangar 1 100/ 160 120 80 0 250
Hangar 2 240 300/ 50 150 250/0 0
Hangar 3 400/ 100 200 230 0 0
Demanda 0 0 250 0

Penalizaciones

Finalmente, se asignan 250 unidades a la Aerolinea 3.
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Aerolinea 1l | Aerolinea2 | Aerolinea3 | AerolineaF Oferta
Hangar 1 100/ 160 120 250/ 80 0 0
Hangar 2 240 300/ 50 150 250/0 0
Hangar 3 400/ 100 200 230 0 0
Demanda 0 0 0 0

Plan mds econdmico que se requiere para atender a las tres Aerolineas:

Aerolineal | Aerolinea2 | Aerolinea3
Hangar 1 100/ 160 250/ 80
Hangar 2 300/ 50
Hangar 3 400/ 100

Coste Minimo Total: z= (100 x 160) + (400 x 100) + (300 x 50) + (250 x 80) = 91.000 euros

HANGAR 1

HANGAR 2

HANGAR 3
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WinQSB / Net Problem Specification - Maximal Flow Problem

NET Problem Specification H

[ Problem Type | [ Objective Criterion

C Netwark Flow @ Minimization Metwork Modeli ng

i Marimizat
O Tt et (R e A File Edit Format Solve and Analyze  Results  Utiities  Window  WinQSE  Help

) Assignment Problem

" Data Entry Format

(@ St (et (Rt ® Spreadsheet Matrix Form

M MANTEMIMIENTO AEROMAVES: Minimization (Transportation Problem)

C Maximal Flow Problem

O il Sparming T © Graphic Model Form From % To Aerolinea 1 | Aerolinea 2 | Aerolinea 3 Supply
immal panmng lree £ :
C Traveling Salesman Problem [i.e.. both ways same cost] HEDED U 160 120 \Eu 350
Hangar 2 240 50 150 550
Problem Title  [MANTENIMIENTO AERONAVES | Hangar 3 100 200 230 400
Number of Sources E Number of Destinations [3 Demand 500 300 250

o L] ]

Network Modeling

File Format Results  Ublties  Window  Help
M Solution for MANTEMIMIENTO AERONAYES: Minimization (Transportation Problem)

From To Shipment Unit Cost Total Cost Reduced Cost
1 Hangar1 | Aerolineal 100 160 16000 1]
2 Hangar 1 Aerolinea 3 250 80 20000 1]
3 Hangar 2 Aerolinea 2 300 50 15000 1]
4 Hangar 2 Unused_Supply 250 0 0 0
L Hangar 3 Aerolinea 1 400 100 40000 1]
Total Objective Function Value = 91000 |

ENFOQUE CON PROGRAMACION LINEAL

Aerolinea 1 | Aerolinea2 | Aerolinea3 | AerolineaF Oferta
Hangar 1 160 x, 120 x, 80 x, 0 x, 350
Hangar 2 240 x, 50 xq 150 x, 0 Xxg 550
Hangar 3 100 x, 200 x,, 230 x,, 0 X 400
Demanda 500 300 250 250

Funcién objetivo: z =160x, +120x, +80x; + 240X + 504 +150x, + 100 x4 +200X,, + 230X,

X; + X5 +Xg =500
I X; X, + X3 +X%, =350
restricciones: X, +Xg + X4 =300
X5 + Xg +X; +Xg =550
x;;=20 X3 +X; + Xy, =250
Xg + X309 + X531 + X4, =400
X4 +Xg +Xq, =250

= No Negatividad e Integralidad: Las variables de decision tienen la condicion de no negatividad (x;; 2 0),

adicionalmente se exige que éstas adopten valores enteros. Si se omite esta condicién podria dar un
problema de Programacidn Lineal.
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MANTENIMIENTO AERONAVES: PROGRAMACION LINEAL

LP-ILP Problem 5pecification n LP-ILP Problem Specification E
Problem Title: [MANTENIMIENTD AERDNAVES | Problem Title: [MANTENIMIENTD AERONAVES |
S Sk e k]
Variables: Constraints: Variables: Constraints:
[ Objective Criterion | [ Default Variable Type ]  Objective Criterion | [ Default Yariable Type I
O Maximization O Nonnegative continuous C Maximization O Nonnegative continuous
(&) Minimization @ Minimization
(® Nonnegative integer ® Nonnegative integer
[ Data Entry Format ] I Binary [0.1) r Data Entry Format ] O Binary [0.1)
C Spreadsheet Matrix Form ) Unsigned/unrestricted @ Spreadsheet Matnx Form: ) Unsigned/unrestricted
(® Normal Model Form ) Normal Model Form
: SO = R

B Linear and Integer Programming
File Edit Format Solve and Analyze Resulks  Utilities  Window  WinQSE  Help
M. MANTENIMIENTO AERONAYES

OBJ/Constraint/¥anableT ype/Bound
Minimize 16T+ 1202+ B3+ 2405 + DOXE +1D00{7 + 1009 + 20010 + 23011

C1 X1 + X2 + X3 + X4= 350
c2 X8+ X6 + X7 +X8 = 550
C3 I+ X100+ X11 + X12 = 400
C4 ®1 + %5 +¥9 =500

Ch X2+ X6+ %10 = 300

CG& X3+ X7+ %11 =250

C7 X4+ X8 +¥12 =250
Integer:

Binary:

Unrestricted:

X1 »=0, ¢=M

X2 »=0, <=M

>3 »=0, <=M

x4 »=0, ¢=M

x5 »=0, <=M

*b »=0, <=M

¥ »=0, ¢=M

=8 »=0, ¢=M

X9 »=0, <=M

*10 »=0, ¢=M

=11 »=0, ¢=M

x12 »=0, <=M
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H# Linear and Integer Programming

File Edit Format 3Zolve and Analvze Results  Utilities  Window  wWinQSE  Help

M MANTENIMIENTO AERONAVES

Wariable --» 1 2 ®3 W4 ¥5 X6 o7 X8 pdi} H10 X1 H12 Direction | R. H. 5.
Minimize 160 120 a0 240 50 150 100 200 230

| 1 1 1 1 = 350
cz 1 1 1 1 = 550
c3 1 1 1 = 400
c4 1 1 1 = 500
Ccs 1 1 1 = 300
C6 1 1 1 = 250
c7 1 1 1 = 250
LowerBound 0 0 1] 1] 1] 1] 1] 0 1] 1] 1]

UpperBound M M M M M M M M M M M

VariableType| Integer Integer Integer Integer  Integer Integer | Integer  Integer Integer  Integer | Integer :

B Linear and Integer Programming

File Format Results Utilities ‘window Help

M. Combined Report for MANTENIMIENTO AERONAVES

Decision | Solution Unit Cost or Total Reduced Basis |Allowable Allowable

Vanahle Yalue Profit c[j] | Contribution Cost Statuz | Min. cfj] Max clj]
1] 1 100 160 16000 1] basic 100 240
2] X2 1] 120 0 70 at bound 50 M
3] X3 250 80 20000 1] basic -M 150
2| xa 0 0 0 0 basic 70 0
5] X5 1] 240 0 80 at bound 160 M
|6 | *b 300 50 15000 1] basic -M 120
7] X7 1] 150 1] Kl at bound 80 M
8] X8 250 0 0 1] basic 0 70
IEX X9 400 100 40000 1] basic -M 160
o] xi0 1] 200 0 210 at bound -10 M
1] =m 0 230 0 210 at bound 20 M
2] =12 1] 1] 0 1] at bound -60 M

Objective  Function [Min.) = 91000
] Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable Allowable

Constraint Side Direction Side of Surplus Price Min. RH5 Max. RHS
1] [ 350 = 350 1] 1] 350 600
2] c2 hs0 = h50 1] 1] h50 M
3] C3 400 = 400 1] -60 400 500
| 4] C4 500 = 500 1] 160 400 500
I'5 | C5 300 = 300 1] 50 0 300
3 CE 250 = 250 1] 80 0 250
7] C7 250 = 250 1] 1] 0 250
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La aerolinea Estadistica Air va a sacar al mercado cuatro rutas aéreas desde
Madrid, cuyos destinos son: Barcelona, Santiago, Sevilla y Malaga. Tres aviones
de la compaiiia se van a hacer cargo de estas rutas, teniendo que hacerse cargo
de dos rutas un mismo avion. El nimero de veces que el avién vuele a ese
destino se ha estimado en funcién de la demanda. Ademas, cada avién posee
unas capacidades de transporte de pasajeros diferentes.

El gestor de la compaiiia dispone de la capacidad de operaciones adjunta:

Barcelona Santiago Sevilla Malaga
Avién 1 6 2 5 5
Avion 2 4 6 7 2
Avion 3 6 4 3 3

a) Establecer como llevar a cabo la asignacion para maximizar el rendimiento mediante un método
heuristico
b) Formular la asignacidn con Programacion Lineal (Simplex)

Solucién:

a) Para aplicar el Método Hungaro el nimero de filas y el de columnas debe de ser igual. En consecuencia,
hay que crear un Avidn Ficticio. No obstante, la compafiia aérea ha previsto que uno de los aviones se
encargue de dos rutas, en este caso se crea un Avidn 2 Bis, con la misma capacidad de operaciones que el
Avion 2.

Barcelona | Santiago Sevilla Malaga
Avioén 1 6 2 5 5
Avion 2 4 6 7 2
Avion 3 6 4 3 3
Avion 2 bis 4 6 7 2

Una vez que el tabulado se encuentra balanceado hay que encargarse del criterio de optimizacion. El
método Hungaro esta disefiado para resolver ejercicios de minimizacidn y ahora el objetivo es maximizar.

Se busca el mayor valor tabulado inicial (7) y se resta éste valor a todas las celdas.

Barcelona Santiago Sevilla Malaga
Avion 1 1 5 2 2
Avion 2 3 1 0 5
Avion 3 1 3 4 4
Avion 2 bis 3 1 0 5

A partir del nuevo tabulado se puede aplicar el algoritmo del Método Huingaro como se haria en el caso
normal de minimizacion.

12 Se encuentra el menor elemento de cada fila y se resta en cada fila de la matriz el menor elemento
encontrado en cada fila:
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Barcelona Santiago Sevilla Malaga
Avion 1 0 4 1 1
Avion 2 3 1 0 5
Avion 3 0 2 3 3
Avion 2 bis 3 1 0 5

22 Se repite en la matriz el mismo proceso con las columnas y se resta en cada columna de la matriz el
menor elemento encontrado en cada columna:

Barcelona | Santiago Sevilla Malaga
Avioén 1 0 3 1 0
Avién 2 3 0 0 4
Avion 3 0 1 3 2
Avién 2 bis 3 0 0 4

Se traza la menor cantidad de lineas que cubran todos los ceros.

Barcelona | Santiago Sevilla Malaga
Avion1 - 0 I T— 11— 0
Avibn2 - 3 —oo—f—o6— 4
Avion3 0 i 3 2
Avién 2 bis | 3 [ 0 [ 0 | 4

El algoritmo Hungaro ha finalizado al ser el nimero de lineas igual al rango de la matriz de costo

ASIGNACION DE MAXIMO RENDIMIENTO:

La matriz de maximo rendimiento se inicia por la fila que tenga menos ceros, tachando los ceros de la fila
y columna donde se realizd la asignacion

12 20
Barcelona Santiago Sevilla Milaga
Avioén 1 g 2 1 0
Avion 2 3 0 0 4
Avion 3 V) 1 3 2
Avion 2 bis 3 0 0 4
19 40 32 22
Barcelona Sant|ago Sevilla Malaga
Avién 1 i g i 2 i 1 0
Avién 2 — 3 ——a—1+—7 4
Avién3 — 0 1 3 2
Avién 2 bis ] 3 [0 0 4
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MAXIMO RENDIMIENTO: Considerando la capacidad de la aerolinea, la cantidad maxima de operaciones
que puede hacer al dia sera:

Barcelona Santiago Sevilla Malaga
Avion 1 0/5
Avién 2 0/7
Avion 3 0/6
Avién 2 bis 0/0

Maximo rendimiento de operaciones realizadas al dia: 6+7 +5 =18

WinQSB / Network Modeling - Trasnsportation Problem

NET Problem Specification E

" Problem Type
C) Metwork Flow
" Tranzportation Problem
8 Aszignment Problem
C) Shortest Path Problem
C Maximal Flow Problem
) Minimal 5panning Tree

) Traveling Salesman Problem

" Objective Criterion
O Minimization

® Maximization

 Data Entry Format
@ Spreadsheet Matrix Form
O Graphic Model Form
m

[i.e.. both ways same cost]

Problem Title

|I]PEHACII]NES DIAZAVION

Number of Objects E Number of Assignments D

o | [ =]

MNetwork Modeling

Solve and Analyze  Results

Fil= Edit Faormak

Utilities

AEEER

p 3 E ‘n.uul A

%l

Window  'WinQs| el
=D

% OPERACIONES DIAJAVION: Maximization {Assignment Problem)

From % To Barcelona | Santiago | Sevilla | Malaga
Avién 1 5 3 1 5 5
Avion 2 4 [ i 2
Avion 3 [ 4 3 1

Metwork Modeling

Window  Help

File Format Resulks  Utilities

From To Aszsignment UInit Profit Total Profit | Reduced Cost
1 Avion 1 Malaga 1 L LT 1}
2 Avidn 2 Sevilla 1 7 7 1]
3 Avion 3 Barcelona 1 b [ 0
4 Unfilled_Demand Sanhbiago 1 0 0 0
Total Objective Function Yalue = 18
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b) PROGRAMACION LINEAL (Simplex)

Barcelona | Santiago Sevilla Malaga
Aviéon 1 6 x, 2 x, 5 xg 5 x,
Avion 2 4 x, 6 x, 7 x, 2 xg
Avién 3 6 x, 4 xq 3 xy 3 Xy
Avidn 2 bis 4 x,, 6 x,, 7 x5 2 x4

Funcién objetivo (16 variables, 8 restricciones):
Z=6X; + 2X, + 5X3+ 5X, + 4Xg + 6Xg+ 7X;+ 2Xg + 6Xg+ 4X;0+ 3Xy; + 3Xy,

En las restricciones hay que considerar que un avidn no puede ser asignado a mas de una ciudad.

Xy +X, +X3+X%X,=1 X;+ Xs+ Xg+Xq =1
restricciones: | x; + xg + X, + Xg = 1 X, + X+ Xgg + Xgq = 1
> = -
X.,—O Xg+ X0+ X3 +X5,=1 X3+ Xy + X+ X5=1
Xi3+ X+ X5+ Xg=1 Xt Xg+ X, +X5=1
9% WinQSB / Linear and Integer Programming
A X<b

LP-ILP Problem Specification H

Problem Title: [DPERACIDNES DIA/AVION |
iy o
Yariables: Constraints:

 Objective Criterion | [ Default Variable Type l

@ Maximization ® Nonnegative continuous

) Minimization

C) Nonnegative integer
[ Data Entry Format | O Binary [0.1)

) Spreadsheet Matrix Form ) Unsigned?/unrestricted
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E&# Linear and Integer Program

File Edit Format Solve and Analvze  E riliies  wWindow  WinQSE  Help

651+ 22+ 5 3+ B A+ 45+ 6B+ FX7+ 22X B+ BT+ 4510+ 3X11+ 3512
0OBJ/Constraint/¥ariableT ype/Bound
M axzimize BT+ 242+ 5 3+ WA+ 5+ BB+ FX 7+ 22{ B+ 6+ 421 04+ 311+ 312
Avion 1 TH1+1X24 143 +1X4=1
Avion 2 15+ 1%6+1X7+1X8=1
Avion 3 TXI+1XT10+ 1K1 1411 2=1
Avion 2 bis  [1X13+1X14+1%15+1%16=1
Barcelona |[1X1+1X5+1X9+1x13=1
Santiago 12+ 146+1X10+1X14=1
Sevilla 1XI+1KF+1X11+1X15=1
Malaga 1X4+168+1X12+1X16=1
Integer:
Binary:
Unrestricted:
=1 »=0, <=M
x2 »=0_ ¢=M
X3 »>=0, <=M
x4 »=0, <=M
xh »=0, <=M
»b »=0, <=M
X7 »=0_ ¢=M
X8 »>=0, <=M
X9 »=0, <=M
X10 »=0, <=M
=11 »=0, <=M
xX12 »=0_ ¢=M
X113 »>=0, <=M
X4 »=0, <=M
X15 »=0, <=M
»16 »=0, <=M

& Linear and Integer Programming

Fle Edt Format Solveand Analyze Results Lbilties Window WingSE_Help

BEREDDEE NG EE =2 N =]k

M OPERACIONES DIAfAVION

Variable --> X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 ‘ X9 X10 X11 X12 X13 X14 X195 X16 Direction | R. H. 5.
Maximize [ 2 5 5 4 6 7 2 6 4 3 3

Avion 1 1 1 1 1 = 1
Avion 2 1 1 1 1 = 1
Avion 3 1 1 1 1 = 1
Avion 2 bis 1 1 1 1 = 1
Barcelona 1 1 1 1 = 1
Santiago 1 1 1 1 = 1
Sevilla 1 1 1 1 = 1
Malaga 1 1 1 1 = 1
LowerBound L] 1] L] 1] a 1] a 1] 1] 1] 1] 1] 1] a a 1]

UpperBound ] ] ] M M ] M M ] M M M ] M M ]

VariableType| Conti Conti Contil Conti Contil Conti Contil Conti Conti Conti Conti Conti Conti Conti Contil Conti
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File Format Results  Utilities  \Window  Help

M Combined Report for OPERACIONES DIAJAVION

“Decision : Solution  Unit Cost or Total Reduced Baziz  Allowable Allowable
| Variable : VYalue Profit ¢fj] Contribution Cost Statuz | Min. cfj] Max clj]
1] X1 1] 6.0000 1] 0 basic 4,0000 60000
2| X2 0 2.0000 0 -2,0000  at bound -M 40000
IE} x3 1] 5.0000 1] 0 basic 5.0000 60000
4| X4 1.0000 5.0000 5.0000 0 basic 4 0000 M
5 | Xh 1] 4, 0000 1] -4,0000  at bound -M 8.0000
6 | X6 0 6.0000 0 0 basic 6.0000 7.0000
7| K7 1.0000 7.0000 7.0000 0 basic 6.0000 7.0000
8| X8 0 2.0000 0 -5.0000  at bound -M 7.0000
IEN X9 1.0000 6.0000 6.0000 0 basic 6.0000 M
10| X10 1] 4, 0000 1] 0 at bound -M 40000
11| X1 0 3.0000 0 -2,0000  at bound -M 5.0000
12| X2 1] 3.0000 1] -2,0000  at bound -M 5.0000
13 X13 0 0 0 -2,0000  at bound -M 2.0000
14 X14 1.0000 1] 1] 0 basic -1.0000  4.0000
5] X15 0 0 0 -1.0000  at bound -M 1.0000
16| X16 1] 0 1] -1.0000  at bound -M 1.0000
] Objective = Function [Max.] = 18,0000 [Mote: Alternate Solution = Existsll]
] Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable  Allowable
Constraint Side Direction Side of Surplug. Price  Min. RHS Max. RHS
1] Avién 1 1.0000 = 1.0000 0 40000 10000 2.0000
2| Avién 2 1.0000 = 1.0000 0 6.0000  1.0000 2.0000
3] Avién 3 1.0000 = 1.0000 0 40000 10000 1.0000
| 4 | Avién 2 bis 1,0000 = 1.0000 0 0 1.0000 M
|'5 | Barcelona  1,0000 = 1.0000 0 2.0000 10000 1.0000
6| s antiago 1.0000 = 1.0000 0 0 0 1.0000
7| Sevilla 1.0000 = 1.0000 0 1.0000 0 1.0000
8| Malaga 1.0000 = 1.0000 0 1.0000 0 1.0000
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La compaiia cafetera Alameda dispone de cuatro terrenos disponibles para comercializar
su producto. Los terrenos, dependiendo de su ubicacidn, tienen condiciones particulares

' de rendimiento. Tres equipos de la compaiiia cafetera se ocupan del proceso, teniendo un
- equipo que trabajar en dos terrenos.

& La informacién disponible de capacidad de cosecha se refleja en la tabla adjunta:

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
Equipo A 13 7 12 12
Equipo B 10 13 15 7
Equipo C 13 10 8 8

Disponiendo de la capacidad de cosecha (en cientos de sacos de café) de cada uno de los equipos, realiza
la asignacién para maximizar el rendimiento.

Solucién:

Para aplicar el Método Hungaro el nimero de filas y el de columnas debe de ser igual.

En consecuencia, hay que crear un Equipo Ficticio (Dummy) y asignarle un nimero de sacos cosechados
equivalente a cero en cada uno de los terrenos.

No obstante, la empresa cafetera ha previsto que uno de los equipos se encargase de dos terrenos, en
este caso se crea un Equipo B Bis, que permite prescindir del Equipo Ficticio, con la misma capacidad de

cosecha que el Equipo B.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
Equipo A 13 7 12 12
Equipo B 10 13 15 7
Equipo B Bis 10 13 15 7
Equipo C 13 10 8 8

Una vez que el tabulado se encuentra balanceado hay que encargarse del criterio de optimizacion, el
Método Hungaro estd disefiado para resolver ejercicios de minimizacion y ahora el objetivo es maximizar.
Para ello, se busca el mayor valor tabulado inicial, en este caso es 15.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
Equipo A 13 7 12 12
Equipo B 10 13 [15] 7
Equipo B Bis 10 13 15 7
Equipo C 13 10 8 8

Se resta a 15 el valor de cada una de las celdas.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
Equipo A 15-13=2 15-7=8 15-12=3 15-12=3
Equipo B 15-10=5 15-13=2 15-15=0 15-7=8
Equipo B Bis 15-10=5 15-13=2 15-15=0 15-7=8
Equipo C 15-13=2 15-10=5 15-8=7 15-8=7
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El tabulado queda:

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
Equipo A 2 8 3 3
Equipo B 5 2 0 8
Equipo B Bis 5 2 0 8
Equipo C 2 5 7 7

A partir del nuevo tabulado se puede aplicar el algoritmo del Método Hungaro como se haria en el caso

normal de minimizacion.

PASO 1: Se encuentra el menor elemento de cada fila.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
Equipo A 2 8 3 3
Equipo B 5 2 0 8
Equipo B Bis 5 2 0 8
Equipo C 2 5 7 7

PASO 2: Se resta en cada fila de la matriz el menor elemento encontrado en cada fila.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
Equipo A 2-2=0 8-2=6 3-2=1 3-2=1
Equipo B 5-0=5 2-0=2 0-0=0 80=8
Equipo B Bis 5-0=5 2-0=2 0-0=0 80=8
Equipo C 2-2=0 5-2=3 7-2=5 7-2=5

PASO 3: Se repite en la matriz el mismo proceso con las columnas.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
Equipo A 0 6 1 1
Equipo B 5 2 0 8
Equipo B Bis 5 2 0 8
Equipo C 0 3 5 5

Se resta en cada columna de la matriz el menor elemento encontrado en cada columna.

MATRIZ DEL MAXIMO RENDIMIENTO

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
Equipo A 0-0=0 6-2=4 1-0=1 1-1=0
Equipo B 5-0=5 2-2=0 0-0=0 8-1=7
Equipo B Bis 5-0=5 2-2=0 0-0=0 8-1=7
Equipo C 0-0=0 3-2=1 5-0=5 5-1=4
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PASO 4: Se traza la menor cantidad de combinaciones lineas horizontales y verticales con el objetivo de
cubrir todos los 0 de la matriz de coste reducido.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
Equipo A 0 i 4 i 1 i 0
. - 1 - 1 - 1 —
Equipo B 5 | 0 | 0 | 7
Equipo B Bis 5 I 0 I 8 I 7
Equipo C 0 I 1 I 5 i 4

El algoritmo finaliza al ser el nimero de lineas igual al grado de la matriz.

ASIGNACION: En la matriz de costo reducido se inicia por la fila que tenga menos ceros y tachando los
ceros de la fila y columna donde se realizé la asignacidn.

Primero: Al Equipo C se le asigna el Terreno 1y se tacha el 0 de la columna del Terreno 1

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
Equipo A ¥ 4 1 0
Equipo B 5 0 0 7
Equipo B Bis 5 0 0 7
Equipo C 0 1 5 4

Segundo: Al equipo A se asigna el Terreno 4.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
Equipo A )i 4 1 0
Equipo B 5 0 0 7
Equipo B Bis 5 0 0 7
Equipo C 0 1 5 4

Tercero: El equipo B se encarga del Terreno 3y el equipo B Bis del Terreno 2.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
Equipo A ) 4 1 0
Equipo B 5 0 0 7
Equipo B Bis 5 0 0 7
Equipo C 0 1 5 4

MAXIMO BENEFICIO: Considerando la capacidad de la cosecha, la cantidad méxima de sacos de café

cosechados (en cientos) sera:

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
Equipo A 0 12
Equipo B 0 15
Equipo B Bis 0 0
Equipo C 0 13
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Maximo de sacos cosechados: 100x (13 +15+12) =100x40 = 4.000 sacos de café

! - i WinQSB / Net Problem Specification - Assignment Problem

iy

NET Problem Specification u

[ Problem Type | [ Objective Criterion
O Network Flow O Minimization
) Transportation Problem ® Mazimization

(8 Assignment Problem
O Shortest Path Problem
) Magimal Flow Problem

Data Entry Format
@ Spreadsheet Matrix Form

' Graphic Model Form
C Minimal Spanning Tree

' Traveling Salesman Problem [i.e.. both ways same cost]

Problem Title  [SACDS CAFE |

Number of Objects Number of Assignments 4|

:
M SACOS CAFE: Maximization (Assignment Problem)

Fromi To Temeno 1 Temeno 2 Temeno 3 Temeno 4
Equipo A 13 7 12 12
Equipo B 10 13 15 7
Equipo C 13 10 8 8

% Solution for SACOS CAFE: Maximization (Assignment Problem)

1 Equipc A | Temeno 4 1 12 12 0

2 Equipo B Terreno 3 1 15 15 0

3 Equipo C Terreno 1 1 13 13 0

4 Unfilled_Demand Terreno 2 1 0 0 1]
Total Objective Function Yalue = 40 I

Asignacién éptima por el método Hungaro: Solve and Analyze / Solve and Display Steps Tableau

% Hungarian Method for SACOS CAFE - Iteration 1

Terreno 1 | Terreno2 | Terreno 3 | Temeno 4
Equipo & [I] E 1 1
Equipo B : = B a2
Equipo © 3 ] ]
Dhattunyy E|] a a a
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PROGRAMACION LINEAL (Simplex):

Es necesario crear un Equipo Ficticio, de lo contrario el sistema es inestable.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
Equipo A 13 x, 7 x, 12 «, 12 ,
Equipo B 10 xg 13 xg 15 x, 7 Xg
Equipo C 13 x4 10 x4, 8 Xqq 8 Xy
Equipo Ficticio 0 x5 0 x4 0 x4 0 xy

Funcidn objetivo (16 variables, 8 constantes):

Maximizar z=13x; +7X, +12x3+12x, +10x; +13Xg + 15X, + 7Xg + 13X + 10X, + 8%, + 8X;,

X +X,+X3+x%x,=1 Xy + Xs + Xg+ X35 =1
restricciones: | x; + xg + X, + Xg = 1 X, + Xg + Xq9 + X = 1
> - -
X;; 20 Xg + Xq0 + Xqq + X35 = 1 X3+ Xy + Xy + X5 =1

Xi3+ X4 + X5+ X6 =1 Xgt+ Xg+ X5+ Xg=1

WinQSB / Linear and Integer Programming

LP-ILP Problem Specification B

Problem Title: [SACOS CAFE |

Number of Number of
WVariables: Constraints:
[ Objective Criterion | [ Default Variable Type

@ Mazimization O Honnegative continuous

O Minimization

" Data Entry Format ] C Binary [0.1)

® Spreadsheet Matrix Form ) Unsigned/unrestricted

O Nommal Model Form

1] 4 ‘ ‘ Cancel | ‘ Help |

File Edit Format Solve and Analvze Results  Utilities  Window  WinQSE  Help

Yariable --> X2 X3 X4 X5 X6 X10 X11 X12 X13 X14 %15 X16 | Direction| R. H. 5.
Maximize 13 7 12 12 10 13 15 7 13 10 ] ]

C1 1 1 1 1 = 1
c2 1 1 1 1 = 1
Cc3 1 1 1 1 = 1
C4 1 1 1 1 = 1
C5 1 1 1 1 = 1
C& 1 1 1 1 = 1
C7 1 1 1 1 = 1
cs 1 1 1 1 = 1
LowerBound 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

UpperBound M ] L} ] H M M ] M ] M L} M H M L}

WariableType| Integer Integer | Integer Integer  Integer Integer Integer | Integer Integer Integer Integer Integer |Integer = Integer  Integer | Integer
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Help

EIEIR]

ol A[E[=[=]0TE]

[EEEEHEEEEERERENE|

X1
x2
X3
x4
x5
bt
®i
X8
9
X10
1
x12
X13
x14
X15
X16

Objective  Function [Max.] =

Solution Unit Cost or Total
Yalue Profit ¢[j] Contribution
0 13,0000 1]
0 7.0000 0
0 12,0000 0
1.0000 12,0000 12,0000
0 10,0000 0
0 13,0000 0
1.0000 15,0000 15,0000
0 7.0000 0
1.0000 13.0000 13.0000
0 10,0000 1]
0 8.0000 0
0 8.0000 0
0 1] 1]
1.0000 0 0
0 1] 0
0 1] 1]
40,0000

Reduced
Cost

1]
-3.0000

0

1]
-6.,0000

0

1]
-8.0000

0

1]
-4,0000
-4,0000
-3.0000

0
-2,0000
-2,0000

Basis
Status
basic
at bound
basic
basic
at bound
basic
basic
at bound
basic
at bound
at bound
at bound
at bound
basic
at bound
at bound

Allowable
Min. c[j]
10,0000

-M
12,0000
10,0000

-M
13,0000
13,0000

-M
13.0000

-2.0000
-H
-M

M Combined Report for SACOS CAFE

‘Decision |
| Variable °

Allowable
Max. clj)
13,0000
10,0000
14,0000

M
16,0000
15,0000
15,0000
15,0000

M
10,0000
12,0000
12,0000

3.0000
10,0000
2.0000
2.0000
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= | : ,
; s .i" Un proyecto consta de las siguientes actividades, con tiempos en dias:

Actividades | Precedentes T|empo(<a3;.) Hmista TI;EE:bTeaS p-lt:;rr:?s(t)a

(m) (b)
A | 1 1 1
B | - 1 2 3
c | - 2 3 4
D A 2 4 6
E A 1 3 5
F C 1 2 3
G C 0 1 2
H D 5 7 9
I D 6 8 10
J B,EF 5 7 15
K B,E,F 6 7 8
L G 3 5 7
M H 1 1 1
N l,) 1 2 3
0 K, L 2 3 4
P M,N 3 4 5
Q o,P 1 2 3

Se desea conocer:
a) El menor nimero de semanas en las que se puede terminar el proyecto. {Qué actividades se pueden
retrasar dos dias sin que se vea afectada la duracién del proyecto?

b) ¢Cémo se ve afectada la duracién total del proyecto si la actividad J se retrasa dos dias?.
é¢CAmo se ve afectada la duracion total del proyecto si la actividad M se retrasa 4 dias y la actividad J se
retrasa un dia?

c¢) éCual es la probabilidad de terminar el proyecto antes de 22 dias? ¢Qué plazos de ejecucion tienen
un 90% de probabilidad de cumplirse?

Solucién:

Para conocer el menor nimero de semanas que puede durar el proyecto hay que calcular el camino critico.

a+4m+b
Se calcula el tiempo esperado (tiempo Pert) de cada actividad t (A) = B a— y suvarianza
b —a)?
SR
36
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Tiempo | Tiempomds | Tiempo Tiempo Pert | Varianza
Actividad | Precedente | optimista | probable | pesimista t, o
a 0 b actividad
A | - 1 1 1 1 0
B | - 1 2 3 2 4/36
c | - 2 3 4 3 4/36
D A 2 4 6 4 16/36
E A 1 3 5 3 16/36
F C 1 2 3 2 4/36
G C 0 1 2 1 4/36
H D 5 7 9 7 16/36
I D 6 8 10 8 16/36
J B,EF 5 7 15 8 100/36
K B,E,F 6 7 8 7 4/36
L G 3 5 7 5 16/36
M H 1 1 1 1 0
N 1) 1 2 3 2 4/36
0 K, L 2 3 4 3 4/36
P M, N 3 4 5 4 4/36
Q o,P 1 2 3 2 4/36

El grafo Pert determinando los tiempos mas tempranos (early) y tardios (last) y holgura de cada actividad:

El camino critico esta formado por las actividades criticas en las que el tiempo ear/yy /ast son iguales
(situaciones criticas, con holgura cero), aquellas que no admiten retraso en su ejecucién ya que esto
implicaria un retraso general del proyecto.
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En el proyecto existen dos caminos criticos formados por las actividades:

Camino1l: A,D,I,N,P,Q Camino2: C,F,J,N,P,Q

Cuando existen dos 0 mas caminos criticos se debe utilizar la distribucién con tiempos de finalizacién con
mayor varianza (el que comete mayor error).

La duracion del proyecto en ambos caminos criticos es de po ect, = 21 dias, la varianza de los caminos
sera:

2 _ 2 2 2 2 2 2 _ .
O-Ca inol_c + GD+G|+GN+GP+G _0+_+_+_+_+_—_d|as

2 2 2 2 2 2 2 H
O-Ca in02_0C+GF+GJ+GN+GP+G = —t—t— — 4 — 4+ — _dlas

120 .
Oproyecto = 36 1,83 dias
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La distribucidn del tiempo de finalizacion del proyecto, de acuerdo con el Teorema Central del Limite
(TCL), sigue una distribucién normal N(21, 1,83)

Las actividades que se pueden retrasar dos semanas sin que se vea afectada la duracién del proyecto
seran aquellas cuya margen total sea igual o mayor que 2, es decir, las actividades que

Mt = T,;— Tj; — t, 2 2 Actividades con Holgura mayor o igual que 2 dias.

Las actividades que se pueden retrasar 2 dias son: B, G, H, K, L, M, O

b) Siendo J una actividad critica la duracién del proyecto se retrasaria en 2 dias, con lo que duracién
del proyecto seria de 23 dias y el camino critico C, F, J, N, P, Q dejaria de ser critico.

Si la actividad M se retrasa en 4 dias, como su margen total es de 2 semanas, retrasaria el proyecto en 2
dias, con lo que el camino critico seria de 23 dias.

Si la actividad critica J se retrasa en 1 semana, el proyecto también se retrasaria 1 dia siendo el retraso
menor que el provocado por la actividad M.

En consecuencia, el proyecto en general se retrasa 2 dias y pasa a tener una duracion de 23 dias.

Ambos caminos (Camino 1y Camino 2) dejan de ser criticos, apareciendo un nuevo camino critico:
A,D,H,M,P,Q
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c) La distribucién del tiempo de finalizacién del proyecto sigue una distribucién normal N(21, 1,83)

La probabilidad de finalizar el proyecto en 22 dias:

X-21 _22-21
1,83 1,83

P(X<22)= P[ } = P(z<0,54) = 0,7054 (70,54%)

Los plazos de ejecucién que tienen un 90% de probabilidad de cumplirse son:

X-21  k-21 k-21 k-21
P(X<k) =P < =Pz < =09 o
1,83 ~ 1,83 3 3

’ ?

k =21+1,83x1,28 = 23,34 , entre 23y 24 dias

- WinQSB / PERT- CPM / Problem Specification

Problem Title [PROYECTD |

Number of Activities: [17 |

Time Unit: |dias |
[ Problem Type | [Select CPM Data Field
O Deterministic CPM ﬁ
: C
m
I
[ Data Entry Format r
@ Spreadsheet Activity Time Distribution:
O Graphic Model 3_Tl_m_e E_Stlmﬂ_te_ B
Choose Activity Time Distribution |

114 ‘ ‘ Cancel | ‘ Help |
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File Edt Faormat Solve and Analyze  Resulks  Ubiliies  wWindow  WinQSE  Help

Activity Achivity Immediate Predeceszor [list Optimiztic ime | Most likelp time | Pessimistic bime
Mumber Mame numberfname, separated by *.'] [a] [m] [b]

1 A : 1 1 1

2 B 1 2 3

3 C 2 3 4

4 D A 2 4 6

5 E A 1 3 5

5] F C 1 2 3

i G C 1] 1 2

g H D h 7 9

9 | D b L] 10

10 J B.E.F L] 7 15

11 K B.E.F [ 7 8

12 L G 3 h 7

13 M H 1 1 1

14 N 1LJ 1 2 3

15 i} K.L 2 3 4

16 P M.N 3 4 h

17 Q o.pP 1 2 3

a)
Activity | On Cntical | Achivity | Earliest | Earliest | Latest | Latest| Slack | Activity Time | Standard
Hame Path Mean Time| Start | Fimish | Start | Finish ([L5-ES]| Distnbution |Dewviation

1 A Yes 1 0 1 1] 1 0 3-Time estimate 0
2 B no 2 ] 2 3 L] 3 3-Time estimate | 00,3333
3 C Yes 3 ] 3 0 3 1] 3-Time estimate | 00,3333
4 D Yes 4 1 LT 1 L] 1] 3-Time estimate | 06667
Li] E no 3 1 4 2 L] 1 3-Time estimate | 06667
[ F Yes 2 3 LT 3 L] 1] 3-Time estimate | 00,3333
) G no 1 3 4 10 1 i 3-Time estimate | 00,3333
g H no K L] 12 K 14 2 3-Time estimate | 0.6667
9 | Yes 8 L] 13 L 13 0 3-Time estimate | 0.66G67
10 dJ Yes 8 L] 13 L 13 0 3-Time estimate | 1.6667
11 K no ¥ L] 12 9 16 4 3-Time estimate | 0.3333
12 L no LT 4 9 1 16 i 3-Time estimate | 0.6667
13 M no 1 12 13 14 15 2 3-Time estimate 0

14 N Yes 2 13 15 13 15 1] 3-Time estimate | 0.3333
15 o no 3 12 15 16 19 4 3-Time estimate | 0.3333
16 P Yes 4 15 19 15 19 1] 3-Time estimate | 0.3333
17 a Yes 2 19 21 19 21 1] 3-Time estimate | 0.3333

Project Completion Time = 21 dias
Mumber of  Critical Pathlz] = 2

Activity Mean Time: Tiempo Pert
Project Completion Time: Tiempo de terminacion del proyecto en 21 dias
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Number of Critical Path(s): 2 rutas criticas

Results / Show Critical Path

Critical Path 1 Critical Path 2
— — _N_DP_ 1 A C
¢, = P-Q 2 D F
3 | J
C,=C-F-J-N-P-Q 4 N N
5 P P
. . 6 Q 0
Se elige la ruta critica con mayor ——
.., L. Completion Time 21 21
desviacién tipica: o, =1,83 Std_Dev. 1.1 1.83

Después de personalizar el grafico: Format / Switch Graphic Model - Results / Graphic Activity Analysis
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b) Las actividades que se pueden retrasar 2 dias sin afectar a la duracién total del proyecto son aquellas
que tienen una holgura H>2. Actividades: B, G, H,K, L, M,Q

Si la actividad J se retrasa 2 dias.

PERT/CPM

File Edit Format Solve and Analvze Resulks  Utilities  Window  WinQsSE  Help

% PROYECTO

Achivity Achivity Immediate Predecesszor [list Optimistic hime | Most likely time [Pessimistic hime
Mumber Hame number/name, separated hy ") [a) [m] [b]
1 A : 1 1 1
2 B 1 2 3
3 C 2 3 4
4 D A 2 4 [
L] E A 1 3 L3
(1] F C 1 2 3
¥ G C 0 1 2
g H D 5 ¥ 9
9 | D ] 8 10
10 J B.EF 7 9 17
11 K B.E.F b ¥ g
12 L G 3 Li] ¥
13 M H 1 1 1
14 N 1. 1 2 3
15 0 K.L 2 3 4
16 P M_N 3 4 L]
17 Q o.pP 1 2 3

™ Activity Analysis for PROYECTO

Activity | On Crtical | Achivity |Earhest | Earliest | Latest [ Latest| Slack | Activity Time | Standard
Hame Path Mean Time | Start | Fimizh | Start | Fimizh | [L5-E5] Diztribution | Deviation

1 A : no 1 0 1 1 2 1 3-Time estimate 0

2 B no 2 0 2 3 L] 3 3-Time estimate | 0,3333

3 C Yes 3 0 3 1] 3 1] 3-Time estimate | 0,3333

4 D no 4 1 b 3 Fi 2 3-Time estimate | 06667

L E no 3 1 4 2 L 1 3-Time estimate | 06667

[ F Yes 2 3 L] 3 L] 0 3-Time estimate | 0.3333

Fi G no 1 3 4 12 13 9 3-Time estimate | 0.3333

8 H no ¥ L] 12 9 16 4 3-Time estimate | 06667

9 | no g L 13 ¥ 15 2 3-Time estimate | 06667
10 d Yes 10 L 15 i 15 ] 3-Time estimate | 1,6667
11 K no ¥ L] 12 1 18 [ 3-Time estimate | 0,3333
12 L no i 4 9 13 18 9 3-Time estimate | 06667
13 M no 1 12 13 16 17 4 3-Time estimate 0
14 N Yes 2 15 17 15 17 0 3-Time estimate | 0,3333
15 0 no 3 12 15 18 21 [ 3-Time estimate | 0,3333
16 P Yes 4 17 21 17 21 0 3-Time estimate | 00,3333
17 Q Yes 2 21 23 21 23 1] 3-Time estimate | 0,3333

Project Completion Time = 23 dias
Humber of | Crtical Path[z] = 1
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Results / Show Critical Path

M Critical Path(s) for PROYECTO

Critical Path 1
1 C
2 F
C;= C-F-J-N-P-Q 3 !
4 N
5 P
] Q
Completion Time 23
Std. Dev. 1.83

Practicas
Alumnos

SN RN SERN RN N 2N
LA F—H DO —H H M P a_J
11z 37 316 w \ 17]21 N 21[23
/e 1] GiE ALIAN
& ) _E_ ] 1 i N
35 2|5 7|15 3517/
YAERN 1[5 & 5[1s 7 12]15¥
[ c F—¥ N ) O

Si la actividad J se retrasa 2 dias (no tiene holgura) retrasaria el proyecto, quedaria en 23 dias, con la

ruta critica: C;=C—-F-J-N-P-Q
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Si la actividad M se retrasa 4 dias (tiene una holgura de 2 dias, grafo adjunto) retrasaria el proyecto en 2
dias, con lo que los caminos criticos C, y C, dejarian de serlo.

Modificando los datos de entrada, aparece una nueva ruta critica con una duraciéon de 23 dias.

PERT/CPM

File Edit Format Solve and Analyze Results  Ubilities  Window  WinQSE  Help

™ PROYECTO

Activity Activity Immediate Predecessor [list | Optimistic time | Most likely time | Pessimistic ime
Humber Hame number/name, separated by '] [a] [m] [b]

1 A : 1 1 1

2 B 1 2 3

3 C 2 3 4

4 1] A 2 4 [

L] E A 1 2 L

[ F C 1 2 3

7 G C 1 2

8 H 1] ] ¥ a

] 1 1] 6 a8 10

10 J B.E.F 5 T 15

11 K B.E.F 6 T L]

12 L G 3 b ¥

13 M H 5 ] ]

14 N 1.J 1 2 3

15 1] K.L 2 3 4

16 P M.H 3 4 h

17 q o.p 1 2 3

Activity | On Cntical I Activi!y Earhest Equiest Latest L‘_atpst Slack Ac_tivi_ty T_ime Star_\dqrd
Mame Path Mean Time| Start | Finish | Start | Finish | [L5-ES]  Distribution |Deviation
1 A Yes 1 a 1 0 1 1] 3-Time estimate 1]
2 B no 2 a 2 5 7 L 3-Time estimate  0,3333
3 C no 3 a 3 2 5 2 3-Time estimate  0,3333
4 D Yes 4 1 L 1 5 1] 3-Time estimate 06667
L E no 3 1 4 4 7 3 3-Time estimate 06667
[ F no 2 3 L 5 7 2 3-Time estimate 0,3333
T G no 1 3 4 12 13 9 3-Time estimate 0,3333
] H Yes ¥ 5 12 5 12 1] 3-Time estimate 06667
9 | no ] 5 13 ¥ 15 2 3-Time estimate 06667
10 J no ] 5 13 ¥ 15 2 3-Time estimate 1,6667
11 K no ¥ 5 12 11 18 [ 3-Time estimate  0,3333
12 L no L 4 9 13 18 9 3-Time estimate 0,6GE7
13 M Yes h 12 17 12 17 1] 3-Time estimate 1]
14 H no 2 13 15 15 17 2 3-Time estimate  0.3333
15 1] no 3 12 15 18 1 [ 3-Time estimate  0.3333
16 P Yes 4 17 1 17 1 1] 3-Time estimate  0.3333
17 Q Yes 2 21 23 21 23 1] 3-Time estimate  0.3333
Project Completion Time = 23 dias Helgura
Mumber of  Crtical Path(s] = 1
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PERTICPM
Fle Resus  Lklbes  Windos  Help

Sila actividad M se retrasa 4 dias (tiene una holgura de 2 dias) retrasaria el proyecto 2 dias, el proyecto
quedaria en 23 dias, con la ruta critica: C, = A—-D—-H-M-P-Q
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Si la actividad J se retrasa 2 dias (no tiene holgura, camino critico) retrasaria el proyecto 2 dias y la
actividad M se retrasa 4 dias (tiene una holgura de 2 dias) retrasaria el proyecto 2 dias, deja el proyecto
final en dos dias mas (23 dias).

Modificando los datos de entrada:

Activity Activity Immediate Predecessor [list ‘ Dptimistic time | Most likely time |Pessimistic time
Humber Mame number/name. separated by "] [a) [m] [b]

1 A : 1 1 1

2 B 1 2 3

3 C 2 3 4

4 D A 2 4 [

] E A 1 3 ]

[ F C 1 2 3

7 G C 1 2

& H D 5 T )

a 1 D 6 ] 10

10 J B.E.F 7 ) 17

11 K B.EF 6 T L]

12 L G 3 ] ¥

13 M H 5 ] ]

14 H 1.d 1 2 3

15 1] K.L 2 3 4

16 P M.H 3 4 ]

17 q o.p 1 2 3

Activity | On Critical | Activity |Earliest|Earliest |Latest | Latest| Slack | Activity Time | Standard
Mame Path Mean Time | Start | Finish | Start | Finish [[L5-ES)| Distribution |Deviation
1 A Yes 1 1] 1 1] 1 0 3-Time estimate 0
2 B no 2 1] 2 3 5 3 3-Time estimate 0.3333
3 C Yes 3 1] 3 1] 3 0 3-Time estimate 0,3333
4 D Yes 4 1 5 1 5 1] 3-Time estimate 0.6667
4] E no 3 1 4 2 5 1 3-Time estimate 0,6667
[ F Yes 2 3 5 3 5 1] 3-Time estimate 0.3333
7 G no 1 3 4 12 13 9 3-Time estimate 0,3333
8 H Yes 7 5 12 5 12 1] 3-Time estimate 0.6667
9 | no 8 5 13 7 15 2 3-Time estimate 0,6667
10 J Yes 10 5 15 5 15 1] 3-Time estimate 1.6667
11 K no 7 5 12 1 18 [ 3-Time estimate 0,3333
12 L no 5 4 9 13 18 9 3-Time estimate  0.6667
13 M Yes L] 12 17 12 17 0 3-Time estimate 0
14 N Yes 2 15 17 15 17 0 3-Time estimate  0,3333
15 1] no 3 12 15 18 21 [ 3-Time estimate 0,3333
16 P Yes 4 17 21 17 2 0 3-Time estimate  0,3333
17 ] Yes 2 21 23 21 23 0 3-Time estimate 0.3333
Project | Completion Time = 23 dias
Mumber of  Critical Pathls) = 2

Number of Critical Path(s): 2 rutas criticas

Results / Show Critical Path

Hay dos rutas critcas:

Critical Path 1 Critical Path 2

C,=A= =M-P-Q 1 A C
2 D F
3 H J
Ce= C-F-J-N-P-Q 4 M N
5 P P
. . 3 a Q

Se elige la ruta critica con mayor EEerEre e 2 o

desviacion tipica: o, =1,83 5td. Dev. 1.05 1.83
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Se observa que se toma la misma ruta critica que cuando solamante se retrasa la actividad critica J
2 dias (no tiene holgura). Ruta critica: C—-F-J—-N-P-Q

Probability Analysis x|

The following probability calculation assumesz that achivities are
independent and o are paths. It also assumes that the project has a
large enough number of activities to assume the normal digtribution,
which iz used to estimate the probahility of finizhing a critical path in
the desired time. Therefore, when the activities are not independent
or the number of activities is not large, the analyzis may be hiazed.

¢) Probabilidad de finalizar el proyecto en
20 dias.
Solve and Analyze / Perform Probability

Analysis a
Standard Dev.: Probability:

Owerall Project
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Diagrama de Gantt: Results / Gantt Chart

PERTICPM

File Scale Resulks  Utilities  ‘Window  Help

\ CIET ]
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Una compaifiia se encarga de la construccién de dos tipos de invernaderos (de malla

Tiempo Tiempo mds Tiempo Actividad
Actividad optimista probable pesimista Precedente
(a) (m) (b)
A 1 2 S [ —
B 4 7 O
C 2 8 14 B
F 5 8 17 ¢
G 0 3 6 D
H 2 2 2 E,F

a) Calcular el camino critico y duracién esperada del proyecto. Determinar la probabilidad de finalizar

el proyecto a lo sumo en 29 semanas.
b) Matriz de Zaderenko

Solucién:

a) Se calcula el tiempo esperado y varianza de cada actividad:

< ode plastico y de plancha). Habiendo definido las actividades en semanas, se tiene:

£ (A)= a+4m+b _1+4x2+9 _3 52 = Var(A) = (9-1)° _178
6 6
te(c)=a+4m+b=2+4x8+14=8 §=Var(C)=(14_2)2=4
6 6 36
(o 2HAmED _2+4x242 ﬁ=\/ar(|_|)=(2—2)2=0
6 6 36
Tiempo Tiempo mas Tiempo Tiempo Varianza
Actividad optimista probable pesimista esperado Var
(a) (m) (b) t,
A 1 2 9 3 1,78
B 4 7 10 7 1
C 2 8 14 8 4
D 1 2 9 3 1,78
E 4 7 16 8 4
F 5 8 17 9 4
G 0 3 6 3 1
H 2 2 2 2 0
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A partir del cuadro de prelaciones y del tiempo esperado (tiempo Pert) se puede construir la red PERT,
colocando sobre cada arco una letra que designa la actividad correspondiente, asi como el tiempo
esperado t, asociado a cada una de las actividades.

CAMINO CRITICO

Camino critico: 1-2-4-6-8
formado por las actividades
B,CEH

CALCULO DE LA DESVIACION ESTANDAR Y PROBABILIDADES: Considerando las actividades que
comprende la ruta critica.

Duracién del proyecto:

K provecto = te(2) +t.(4) +t.(6) +1,(8)=7+8+9+2=26
Varianza del proyecto:

Ohrovecro = O + 02 +02 + 02 =1+4+4+0=9 semanas’

Desviacién estandar del proyecto: Gppoyecto =+/9 =3 semanas

En caso de que existiesen dos 0 mas caminos criticos, se debera utilizar la distribucién con tiempos de
finalizacién con mayor varianza.

La distribucidn del tiempo de finalizacion del proyecto, de acuerdo con el Teorema Central del Limite
(TCL), sigue una distribucion normal N(26, 3)

La probabilidad de que el proyecto finalice a lo sumo en 29 semanas
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X-26 < 29;26

P(X329)=P|: }zP(zS1)=0,8414

Se termina el proyecto como mucho en 29 semanas en un 84,14% de los casos.

b) MATRIZ DE ZADERENKO
CALCULO COLUMNA T,

Se rellena la matriz con las duraciones de las actividades y se comienza rellenado la columna de las
actividades T, (Tiempo mas temprano de un suceso, Early). Se elige columna y se toma el mayor valor.

PRIMERA ACTIVIDAD: El primer tiempo T, es cero.

SEGUNDA ACTIVIDAD: Para calcular el segundo elemento T, se elige la columna del elemento que se
esta calculando (2) y para cada celda con valor se realiza el calculo:

T, + duracioén de la actividad=0+7 =7

T, ACTIV 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 |+t 7 3

0+7=7 7— 2 * 0 8
3 * 3
4 * 9 8
5 * 0
6 * 2
7 * 3
3 *
TZ

TERCERA ACTIVIDAD: Para calcular el tercer elemento T, se elige la columna del elemento que se esta
calculando (3), observando las celdas que tienen valor se tienen dos tiempos, y se realiza el calculo:

T, + duracién de la actividad=0+3 =3 ) )
.. . — Seintroduce el tiempo mayor (7)
T, + duracion de la actividad=0+7 =7

Instrumentos Estadisticos Avanzados 134



U M Universidad Auténoma eré‘"‘“cas s WS
(S : i umnos =N '
de Madrid T UM &

Mayor T, ACTIV 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 * 7 3

0+7=7 7 2 * 0 8

0+3=3 7 3 * 3

7+0=7
4 * 9
5 * 0
6 * 2
7 * 3
3 *
T2

CUARTA ACTIVIDAD: Para calcular el cuarto elemento de T, se elige la columna del elemento que se
calcula (4), hay una celda que tiene valor, se realiza el célculo:

T, + duracioén de la actividad=7+8 =15

Mayor T, ACTIV 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 * 7
0+7=7 7 2 * 0 8
SN * s
7+8=15 | 15 4 * 9 8
5 * 0
6 * 2
7 * 3
3 >

o

QUINTA ACTIVIDAD: Para calcular el quinto elemento de T, se elige la columna del elemento que se
calcula (5), hay una celda que tiene valor, se realiza el célculo:

T, + duracioén de la actividad =15+9 =24
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Mayor T, ACTIV 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 * 7 3

0+7=7 7 2 * 0 8

rrocr | 7| * :

7+8=15 | 15 4 * 9

15+9=24 | 24 5 > 5
6 * 2
7 * 3
3 >

T

SEXTA ACTIVIDAD: Para calcular el sexto elemento de T, se elige la columna del elemento que se
calcula (6), hay dos celdas que tienen valor, se realiza el calculo:

T, + duracién de la actividad =15+ 8 =23 ) .
. . — Seintroduce el tiempo mayor (24)
T, + duracioén de la actividad =24 + 0 =24

0 1 * 7
0+7=7 7 2 * 0 8
0+3=3
7 3 * 3
7+0=7
7+8=15 | 15 4 * 9 8
15+9=24 24 5 *
15+8=23
24 6 * 2
24+0=24
* 3
8 *
T2

SEPTIMA ACTIVIDAD: Para calcular el séptimo elemento de T, se elige la columna del elemento que se
calcula (7), hay una celda que tiene valor, se realiza el célculo:

T, + duracion de la actividad=7+3 =10
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0 1 * 7 3
0+7=7 7 2 * 0 8
0+3=3
7 3 * 3
7+0=7
7+8=15 | 15 4 * 9
15+9=24 24 5 * 0
15+8=23
24 6 * 2
24+0=24
7+3=10 10 7 * 3
8 *
T2

OCTAVA ACTIVIDAD: Para calcular el séptimo elemento de T, se elige la columna del elemento que se
calcula (8), hay dos celdas que tienen valor, se realiza el calculo:

T, + duracién de la actividad =24 + 2 =26 . )
.. . — Se introduce el tiempo mayor (26)
T, + duracién de la actividad =10 +3 =13

Mayor T, ACTIV 1 2 3 4 5 6 7 8

0 1 * 7
0+7=7 7 2 * 0 8
0+3=3

7 3 * 3
7+0=7
7+8=15 | 15 4 * 9 8
15+9=24 | 24 5 * 0
15+8 =23
24+0=24
7+3=10 | 10 7 * 3
24+2=26

26| 8 *
10+3=13 D e S

[ —
h&
T, D e
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CALCULOFILA T,

Se rellena la matriz con las duraciones de las actividades y se comienza rellenado la fila de las
actividades T, (Tiempo mas tardio de la realizacién de un suceso, Last) de derecha a izquierda. Se elige

fila y se toma el menor valor.

FILA 8: Se copia el ultimo tiempo T; .

T, ACTIV 1 2 3 4 5 6 7 8

0 1 * 7 3

7 2 * 0 8

7 3 * 3

15 4 * 9 8

24 5 * 0

24 6 * 2

10 7 * 3

26 8 o *

Menor T, R B —p 26

FILA7: La actividad 8 tiene el valor 3
T, — duracién tiempo de la columna=26-3=23 — Menor tiempo (23)

T, ACTIV 1 2 3 4 5 6 7 8

0 1 * 7 3

7 2 * 0 8

7 3 * 3

15 4 * 9

24 5 * 0

24 6 * 2
26—-3=23 10 7 * 3

26 8 *

Menor T, 23 26
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FILA 6: La actividad 8 tiene el valor 2

T, — duracién tiempo de la columna=26-2=24 — Menor tiempo (24)

T, ACTIV 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 * 7 3
7 2 * 0 8
7 3 * 3
15 4 * 9 8
24 5 * 0
26-2=24 | 24 6 2
26-3=23 | 10 7 * 3
26 8 *
Menor T, 24 23 26

FILA 5: La actividad 6 tiene el valor O

T, — duracién tiempo de la columna=24-0=24 — Menor tiempo (24)

T, ACTIV 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 * 7 3
7 2 0 8
7 3 * 3
15 4 * 9 8
24-0=24 | 24 5 0
26-2=24 | 24 6 * 2
26-3=23 | 10 7 * 3
26 8 *
Menor T, 24 24 23 26

Instrumentos Estadisticos Avanzados 139



U 5 M Universidad Auténoma erér-“cas R
. i ummnaos ) fi—
de Madrid T 4

FILA 4: Hay dos actividades (actividad 6 y actividad 5)

T, — duracién tiempo de la columna =24 -8 =16 .
L — Menor tiempo (15)
T, — duracién tiempo de la columna=24-9=15

T, ACTIV 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 * 7 3
7 2 0 8
7 3 * 3
24-8=16
va_o_qs | 15 4 * 9 8
24-0=24 | 24 5 " 0
26-2=24 | 24 6 > >
26-3=23 | 10 7 . 3
26 8 *
Menor T, 15 24 24 23 26

FILA 3: La actividad 7 tiene el valor 3

T, — duracién tiempo de la columna=23-3=20 — Menor tiempo (20)

T, ACTIV 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 * 7 3
7 2 * 0 8

23-3=20 7 3 * 3

24-8=16

um-9-15 | P 4 ’ 9 8

24-0=24 | 24 5 * 0

26-2=24 | 24 6 * >

26-3=23 | 10 7 * 3
26 8 *

Menor T, 20 15 24 24 23 26
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FILA 2: Hay dos actividades (actividad 4 y actividad 3)

T, — duracién tiempo de la columna=15-8=7 .
L — Menor tiempo (7)
T, — duracién tiempo de la columna=20-0=20

T, ACTIV 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 * 7 3
15-8=7
7 2 * 0 8
20-0=20
23-3=20 7 3 * 3
24-8=16
15 4 * 9 8
24-9=15
24-0=24 24 5 * 0
26-2=24 24 6 2
26-3=23 10 7 * 3
26 8 *
Menor T, 7 20 15 24 24 23 26
FILA 1: Hay dos actividades (actividad 3 y actividad 2)
T, — duracién tiempo de la columna=20-3 =17 .
. — Menor tiempo (0)
T, — duracién tiempo de la columna=7-7=0
T, ACTIV 1 2 3 4 5 6 7 8
20-3=17
0 1 * 7 3
7-7=0
15-8=7
7 2 * 0 8
20-0=20
23-3=20 7 3 * 3
24-8=16
15 4 * 9 8
24-9=15
24-0=24 24 5 * 0
26-2=24 24 6 * 2
26-3=23 10 7 * 3
26 8 *
Menor T, 0 7 20 15 24 24 23 26
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Finalmente, resulta la matriz de Zaderenko

T1 ACTIV 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 * 7 3
7 2 * 0 8
7 3 * 3
15 4 * 9 8
24 5 *
24 6 * 2
10 7 * 3
26 8 *

T, 0 7 20 15 24 24 23 26

. WinQSB / PERT- CPM / Problem Specification

Problem Specification n

Problem Title [INVERNADERDS |

Number of Activities: [8 |

Time Unit: |semana |
[ Problem Type | [Select CPM Data Field
O Deterministic CPM lE
i
m
i
 Data Entry Format r
(® Spreadsheet Activity Time Distribution:
O Graphic Model 3—T|_m_e e_stlma_le_ =
Choose Activity Time Distribution |

oK ‘ ‘ Cancel | ‘ Help |

PERT/CPM

File Edit Farmat Solve and Analyze [ Utilities  Window ‘WinQ3SE Help

EBlEEEHRERWAEEEDE &3 =R

Activity Activity Immediate Predecessor [list Optimistic time | Mozt likely time | Peszimiztic time
Number Name number/name, separated by ".°] [a] [m]

1 A 1 2 9

2 B 4 7 10

3 C B 2 ] 14

4 D AB 1 2 9

5 E C 4 7 16

b F C 5 ] 17

7 G D 1] [

8 H E.F 2 2
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PERTICPM

File Format Results Utilities  ‘Window Help

Activity | On Critical | Activity |Earliest |Earliest | Latest [Latest| Slack | Activity Time | Standard
Mame Path Mean Time| Start | Finizh Start | Finizh ([L5-ES)| Distribution |Deviation

1 A no 3 1] 3 17 20 17 3-Time estimate  1.3333
2 B Yes 7 1] 7 0 7 1] 3-Time estimate 1
3 C Yes 8 7 15 7 15 1] 3-Time estimate 2
4 D no 3 7 10 20 23 13 3-Time estimate 1.3333
5 E no 8 15 23 16 24 1 3-Time estimate 2
[ F Yes 9 15 24 15 24 1] 3-Time estimate 2
i G no 3 10 13 23 26 13 3-Time estimate 1
g H Yes 2 24 26 24 26 1] 3-Time estimate 0

Project | Completion Time = 26 semanasl

Mumber of | Cntical Path(s) = 1 |

On Critical Path: YES si pertenece a alguna ruta critica

Activity Mean Time: Tiempo Pert

3-time estimate: Tiempo Pert utilizando los tiempos optimista, mas probable y pesimista.
Project Completion Time: Tiempo de terminacion del proyecto en 26 semanas

Number of Critical Path(s): 1 ruta critica

PERTICPM

Fila Format | Resdlts  Uklikies  Window  Help

Activity Criticality Analysis
Graphic Activity Analysis

Shaws Critical Path

Gantt Chart —
Critical Path 1
1 B
Results / Show Critical Path 2 C
3 F
syo 4 H
Ruta critica: B-C-F-H

Completion Time 26
Std. Dey. 3

26 semanas =

Perform Probability Analysis

Petform Simulation

Instrumentos Estadisticos Avanzados 143



U 5 M {Iniversidad Autdnoema eréf-“cas
% i Umnaos X
de Madrid

Rutas criticas: //T\ /"|'\ TR RN
W E —H H )

Results / Graphic Activity Analysis

Probabilidad de finalizar el proyecto a lo sumo en 29 semanas: Results / Perform Probability Analysis

PERTICPM

File Format | Resules  Utilities  Window  Help

Activit.y Critlicfality Anal';.lfsis El_l DI' | 7 @ m
| % Activit

Graphic Activity Analysis
LW YAETR Show Critical Path
Gantt Chart

Probability Analysis

Completion time bazed on mean/expected time:
Mumber of critical paths: _
Desired completion time in semana: _

Standard Dev_: Probability:
B->C->F-»H 3.0000 0.8414

Petform Probability Analysis

Perform Simulation
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g FABRICACION DE UN AVION: La empresa fabricante de aeronaves GA se dispone a
. preparar un nuevo proyecto para la construccion de su ultimo modelo, para ello ha
disefiado minuciosamente un plan de trabajo a fin de estimar el tiempo que se

g "a requerira antes de su lanzamiento al mercado.

g

En el proceso de fabricacion, en primer lugar, debe realizar y presentar el disefio de la aeronave; en
segundo lugar, hay que transportar hasta el hangar de fabricacion las necesarias componentes de la
aeronave. A continuacidn, se construyen las partes del avidn - fuselaje, alas, tren de aterrizaje, partes
hipersustentadoras (flaps y slats) y motores - como si de piezas de un puzle se tratase. Posteriormente,
las piezas descritas anteriormente pasan a la cadena de montaje y en la seccién de ensamblaje final
tomaran ya forma de avién.

Una vez que el avion ha cobrado su forma caracteristica es momento de instalar el cableado eléctrico,
tuberias y los equipos de la cabina de los pilotos de manera simultanea. Cuando el avién dispone de
todo el sistema de cableado y tuberias que va dentro de las paredes del fuselaje, pasa a la seccion de
montado de revestimientos térmicos y acusticos que se colocan sobre los sistemas de cableado y
tuberias. Terminado el proceso de fabricacidn, se pasa a la instalacion de asientos e interiores.

Las limitaciones del proyecto se deben a la complejidad de fabricacion de la aeronave y la imposibilidad

de superponer determinadas actividades. Para solventar el problema se utiliza el método PERT, método
que parte de la descomposicion del proyecto en una serie de actividades, donde la actividad se entiende
como la ejecucién de una tarea, que exige para su realizacién el uso de recursos.

Definido el concepto de actividad, se establece el concepto de suceso. Un suceso es un
acontecimiento, un punto en el tiempo, una fecha en el calendario. El suceso no consume recursos,
s6lo indica el principio o el fin de una actividad o de un conjunto de actividades.

Para representar las diferentes actividades en que se descompone un proyecto, asi como sus
correspondientes sucesos, se utiliza una estructura de grafo. Los arcos del grafo representan las
actividades, y los vértices, los sucesos.

Una vez descompuesto el proyecto en actividades, la fase siguiente del método PERT consiste en
establecer las prelaciones existentes entre las diferentes actividades. Estas prelaciones indican el
orden en que deben ejecutarse dichas actividades. Por razones de tipo técnico, econdmico o juridico,
las diferentes actividades que constituyen un proyecto deben ejecutarse segtn un cierto orden.

El resultado final de la aplicacion del algoritmo PERT serd un Cronograma para el proyecto, donde se
podra conocer la duracién total del mismo y la clasificacion de actividades segun su criticidad.

En el proceso de fabricacion, las actividades quedaran dispuestas del siguiente modo:

A > Disefio

B > Transporte de secciones grandes preensambladas
C 2> Fuselaje

D > Alas

E > Tren de aterrizaje

F > Partes hipersustentadoras

G > Motores
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H = Ensamblaje final

| > Cableado eléctrico

J > Tuberias

K = Cabina de pilotos

L = Revestimientos térmicos y acusticos
M - Asientos e interiores

IDENTIFICACION | ACTIVIDAD | PREDECESORA

1 A -

2 B A

3 C B

4 D B

5 E B
Se muestra la tabla con la
. e s 6 F B
identificacion de las - G B
act!v!dades y sus 3 H CDEFG
actividades predecesoras.

9 | H

10 J H

11 K H

12 L J, K

13 M L

Boceto del grafo base
para la resolucion.

En la siguiente tabla se muestran los tiempos requeridos para la realizacion de cada una de la
actividades estimadas por cada uno de los tres equipos de trabajo de la empresa. Los equipos seran
identificados como optimista, probable y pesimista.

Los tiempos de las actividades estan definidos en semanas.
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IDENTIEICACION | ACTIVIDAD | PREDECESORA | OF IMISTA | PROBABLE | PESIMISTA
(a) (m) (b)
1 A - 4 6 8
2 B A 3 5 7
3 C B 10 12 14
4 D B 8 10 12
5 E B 6 8 12
6 F B 5 7 9
7 G B 14 16 19
8 H C,D,EF,G 20 22 24
9 | H 6 8 10
10 J H 5 7 9
11 K H 10 12 14
12 L 5,1, K 2 4 6
13 M L 4 6 9

La empresa desea saber cual es la probabilidad de que la aeronave esté lista para su lanzamiento antes
de 75 semanas..

Solucion:
Se calcula el camino critico y la duracién del proyecto.

Tiempo esperado (tiempo Pert) y varianza para cada actividad:

+4m+b 4+4x6+8 8—4)

t,(A) = : =6 o2 =var(a)= B4 _ 0,44
+4m+b 3+4x5+7 7-3)

t,(B) = : = ; =5 o2 =Var(®)="""3" _ 0,44
+4m+b 10+4x12+14 14 -10)°

t (K) =MD X 12 o2 =var(k)= 47100 _ 6 4a

6 36

+4m+b 2+4x4+6 6—2)°

t ()= ; —4 o2 =var()=8=2" _¢ a4
+4m+b 4+4x6+9 9—4)?

t (M) =2 sm - ; = 6,2 o2, =varM)= =4 _¢ 69

Se elabora la tabla con el tiempo y varianza PERT
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OPTIMISTA PROBABLE | PESIMISTA TIEMPO

ID ACTIVIDAD | PREDECESORA (a) (m) (b) ESPERADO VARIANZA
1 A - 4 6 8 6 0,44
2 B A 3 5 7 5 0,44
3 C B 10 12 14 12 0,44
4 D B 8 10 12 10 0,44
5 E B 6 8 12 8,3 1
6 F B 5 7 9 7 0,44
7 G B 14 16 19 16,2 0,69
8 H C,D,EF,G 20 22 24 22 0,44
9 | H 6 8 10 8 0,44
10 J H 5 7 9 7 0,44
11 K H 10 12 14 12 0,44
12 L 5,1,K 2 4 6 4 0,44
13 M L 4 6 9 6,2 0,69

A partir del cuadro de prelaciones y del tiempo esperado (tiempo Pert) se puede construir la red PERT
(con un nodo de inicio y un nodo de finalizacidn), colocando sobre cada arco una letra que designa la
actividad correspondiente, asi como el tiempo esperado t, asociado a cada una de las actividades.

IDENTIFICADOR . i .
El tiempo mas temprano (Early) de un suceso T, (i-ésimo nodo) recorre la red de

izquierda a derecha.

El tiempo mas tardio (Last) de realizacion de un suceso T, (i-ésimo nodo) recorre la

T HOLGURA red de derecha a izquierda.

El tiempo de Holgura H=T, —T, es la diferencia entre el tiempo mas tardio y el tiempo mas temprano
de un suceso. En unidades de tiempo corresponde al valor que puede tardar la ocurrencia de un suceso.

RUTA CRITICA: Corresponde a los sucesos con holgura cero, es decir, la ruta critica esta formada por la
ocurrencia de sucesos en los que no puede retrasarse una sola unidad de tiempo respecto al
Cronograma establecido, en otro caso se retrasaria la finalizacion del proyecto.

En el caso que se encuentren mas de una ruta critica, que existiesen dos 0 mds caminos criticos, se
debera utilizar la distribucién con tiempos de finalizacidn con mayor varianza.

El camino critico es el camino de longitud maxima que va desde el vértice inicio del proyecto al vértice
fin del proyecto. En consecuencia, para calcular el camino critico se pueden aplicar los algoritmos de
teoria de grafos que permiten calcular el camino de maxima longitud.

En un camino critico con k actividades criticas (con Holgura cero), la distribucién del tiempo de
finalizacion del proyecto, de acuerdo con el Teorema Central del Limite (TCL), sigue una distribucion

normal N(W provecro » Oprovecto)
k k
Duracioén del proyecto: W provecto = Zte(i) Varianza del proyecto: Gapoyecro = Zciz
i=1 i=1
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3 T Para el calculo de T, en un nodo, donde concurren la finalizacién de varias actividades, se

debe tomar el mayor valor de los T, resultantes.

T Para el calculo de T, en un nodo, donde concurren el inicio de varias actividades, se debe
2

tomar el menor valor de los T, resultantes.

La ruta critica se encuentra compuesta por las actividades criticas A, C, E, G, I, J con holgura total cero.
El camino critico sera el formado por aquellas actividades cuya holgura es 0.

Camino critico: 1-2-7-8-11-12-13

Longitud del proyecto o duracidon del proyecto:

Rprovecto = tell) +to(2) +t(7) +t.(8) +t.(11) + t.(12) + t.(13) =
6+5+16,2+22+12+4+6,2=71,4 semanas

Varianza del proyecto:
2 2, .2, .2, .2,.2 .2 .2
Oprovecto = O3 ¥ 03 07 +0g +Gy; + G, +0p; =
=0,44+0,44+0,69+0,44+0,44+0,44+0,69 =3,58 semanas’
Desviacion tipica del proyecto: Gppoyecro = +/ 3,58 = 1,89 semanas

La distribucidn del tiempo de finalizacion del proyecto, de acuerdo con el Teorema Central del Limite (TCL),
sigue una distribucién normal N(71,4, 1,89) semanas.

La probabilidad de que el proyecto termine a los sumo en 75 semanas:

X-72,4 75-71,4
1,89 1,89

P(X<75) = P[ } = P(z<1,90) = 0,9713

El proyecto finaliza a lo sumo en 75 semanas el 97,13 % de las veces.
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MATRIZ DE ZADERENKO DEL PROYECTO

El algoritmo de Zaderenko permite calcular el tiempo de los nodos sin tener que disefiar el grafo del
proyecto.

Para la columna de T, se rellena la matriz con las duraciones de las actividades. Se comienza rellenado la
columna de las actividades T, (Tiempo mas temprano de un suceso, Early). Se recorre de izquierda a

derecha, el primer tiempo es cero.
Para calcular cada elemento T, se elige la columna del elemento que se calcula y para cada celda con
valor se realiza el calculo: T, + duracién de la actividad. Se elige el mayor valor calculado.

La linea T, (Tiempo mas tardio de la realizacién de un suceso, Last) se recorre de derecha a izquierda, se
inicia con la dltima actividad que tiene el mismo valor que el Gltimo valor T;.

Para calcular cada elemento T, se elige la fila del elemento que se calculay para cada celda con valor se
realiza el célculo: T, — duracién tiempo de la columna . Se elige el menor valor calculado.

)

T, Id 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13

0 0 * 6

6 1 * 5

11 2 * 12 | 10 | 83 | 7 |16,2

23 3 * 22

21 4 * 22

19,3 5 * 22

18 6 * 22

27,2 7 * 22

49,2 8 * 8 7 12

57,2 9 * 4

56,2 | 10 * 4

61,2 | 11 * 4

65,2 | 12 * 6,2

71,4 | 13 *
T, 0 6 11 (27,2 27,2|27,2|27,2|27,249,2|61,2|61,2 61,2 (65,2 |71,4

Seformacadanodocon T, y T,

En un nodo con T, =T, hay una actividad con holgura 0, formando parte de una ruta critica.
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Camino critico: 1-2-7-8-11-12-13

Longitud del proyecto o duracion del proyecto: W provecto = 71,4 semanas

Varianza del proyecto: G2goyecro = O + O3 + G + G + G2, + G5, +G3, = 3,58 semanas’

. WinQSB / PERT- CPM / Problem Specification

Problem Specification E

Problem Title [PROYECTD AviON |

Number of Activities: [13 |

En Problem Type se puede elegir Deterministic
CPM cuando se va a introducir el tiempo Pert o

Time Unit: |semanas |

‘Problem Type | [ Select CPM Data Field | Probabilistic PERT cuando se van a introducir los
inisti ﬁ tiempos optimista (a), mas probable (m) y
r pesimista (b).
=
r . I
~Data Entry Format m En caso de elegir Probabilistic PERT y tener
® Spreadsheet Activity Time Distribution: Unicamente el tiempo Pert, los tiempos (a) , (b) y
. 3-Time estimate . .
LA Choose Activity Time Distribution | (C) €s e' mismo t|emp0 Pert'
[1].9 ‘ ‘ Cancel | ‘ Help |

PERT/CPM

File Edit Format 3Solve and Analvze Resdlks  Uklities  Window  WinQSE  Help

M PROYECTO AVION

Activity Achivity Immediate Predecessor [list Optimiztic time | Most likely ime | Pessimizhic time
Number Hame number/name, zeparated by °.') [a] [m]
1 A T 4o 6 8
2 B A 3 LT ¥
3 C B 10 12 14
4 D B 8 10 12
5 E B b 8 12
b F B L ¥ 9
¥ G B 14 16 19
8 H C.D.EF.G 20 22 24
9 | H [ 8 10
10 J H L ¥ 9
11 K H 10 12 14
12 L LK 2 4 b
13 M L 4 b 9
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PERTICPM

File Format Results  Utilities  Window Help
M Activity Analysis for PROYECTO AVION
Activity | On Crntical | Achivity | Earhest | Earhest | Latest | Latest | Slack | Activity Time | Standard
Hame Path Mean Time | Start Finizh Start Finizh |[L5-E5]| Distribution |Deviation
1 A Yes 6 0 [ 1] 6 1] 3-Time estimate 06667
2 B Yes 5 b 11 [ 11 1] 3-Time estimate 06667
3 C no 12 11 23 15,1667 | 27,1667 4.,1667 3-Time estimate 06667
4 D no 10 11 21 17,1667 | 27 1667 6.1667 3-Time estimate 0.GEBY
5 E no 8.3333 11 19.3333 18.8333 271667 7.8333 3-Time estimate 1
6 F no 7 11 18 20,1667 | 27,1667 9,1667 3-Time estimate 06667
i G Yes 16,1667 11 27 1667 11 27.1667 1] 3-Time estimate  0,8333
8 H Yes 22 27,1667 49,1667 271667 491667 1] 3-Time estimate  0.6667
9 | no 8 49,1667 57,1667 531667 611667 4 3-Time estimate  0.6667
10 J no 7 491667 56,1667 54 1667 611667 5 3-Time estimate 06667
11 4 Yes 12 49,1667 61,1667 491667 611667 1] 3-Time estimate  0,6667
12 L Yes 4 61,1667 65,1667 611667 651667 1] 3-Time estimate  0,6667
13 M Yes 61667 65,1667 71.3333 65.1667 71.3333 1] 3-Time estimate  0.8333
Project Completion Time = 71.33 semanas
Mumber of  Critical Pathi{s] = 1

PERT/CPM

File  Edit

Formatk Ukilities  window  WinQsE  Help

=

Solve and Analyze  Results
. solve criical Path

M PROYECTO

1 : Immediate Pre
Perform Simulation
Probability Analysis x|

The following probability calculation assumes that activities are
independent and g0 are paths. It alzo assumes that the project has a
large enough number of activitiez to assume the normal distribution,
which iz uged to estimate the probability of finizhing a critical path in
the desired time. Therefore, when the activities are not independent
or the number of activities iz not large. the analyziz may be biased.

Completion time bazed on mean/expected time: 71,33 semanas
Mumber of critical paths: _
Desired completion time in semana:

Standard Dew.:
1.9003

Perform Probability Analy

Probability:
0.9732

A->B->G->H->K->L->M
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PERT/CPM
File FResults Utilities  Window Help

M Project: PROYECTO AVION {Probabilistic Activity Time)

7
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Eres el responsable de presentar un

proyecto aerondutico con unas

actividades de ejecucion en meses.

Actividad Actividades Tiempo Pert
Precedentes (meses)
A | 5
B | - 1
C A 2
D A 3
E A 2
F C 3
G D 4
H B, E 2
I H 1
J F,G,I 1
Solucién:

a) Red del proyecto

Practicas
Alumnos

Incorporas una serie de indicadores:

a) Proyectar el camino critico de ejecucion y
duracién del proyecto.

b) Duracién del proyecto si la actividad C se
retrasa 2 meses.

¢) Duracidn del proyecto si la actividad E se
retrasa 3 meses.

El camino critico esta formado por actividades con holgura cero.

Camino critico: 0 - 1- 4- 6-8, formado por las actividades A, D, G, J

La duracidn del proyecto es de 13 meses.
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. WinQSB / PERT- CPM / Problem Specification

Problem Specification n

Problem Title [PROYECTO AERONAUTICO |

Number of Activities:  [10 |

Time Unit: [mes |

[ Problem Type Select CPM Data Field |

® Deterministic CPM Bb el T
C Probabilistic PERT
[™ Crash Cost
[~ Actual Cost

[ Data Entry Format [" Percent Complete

@ Spreadsheet Activity Time Distribution:
O Graphic Model |

0K ‘ ‘ Cancel

Help |

PERTICPM

File Edit Format Solve and Analyze  Results  Utillities  Window  \WinQsB

Bz EH &

% PROYECTO AFRONAUTICO

Achivity Achivity Immediate Predeceszzor [list Mormal
Humber Mame number/name, zeparated by ".'] Time

1 5

B.E

G| S0 = | | T e | R

=T mmMmgQO®m>
(=Ml -
— P D P L R

H
F.G.1

PERTICPM

File Format Resdlts Utilities  Window Help

M Activity Analysis for PROYECTO AERONAUTICO

—
=

Activity | On Cnhical | Activity | Earhest | Earliest | Latest | Latest | Slack

Hame Path Time Start | Finish | Start | Finish [ [L5-ES]
1 A Yes 5 1] LT 1] L] 1]
2 B no 1 1] 1 8 9 8
3 C no 2 L 7 7 9 2
4 D Yes 3 L 8 L 8 1]
L] E no 2 L 7 7 9 2
6 F no 3 7 10 9 12 2
7 G Yes 4 B 12 8 12 1]
8 H no 2 7 9 9 11 2
9 | no 1 9 10 11 12 2
10 J Yes 1 12 13 12 13 0

Project Completion Time = 13 mes Holgura

Mumber of  Critical | Pathls] = 1
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File Format Resulks Utilities Sindow  Help

1

2

3

4
Completion Time 13
Std. Dey. 0

b) Sila actividad C se retrasa 2 meses (C = 4) la duracion del proyecto es de 13 meses, aparece otro

nuevo camino critico con una duracién de 13 meses.
Cuando hay mas de un camino critico se elige el que presenta mayor varianza o mayor desviacion

tipica (Std. Dev)?, en este caso no es posible al no disponer de los tiempos optimista, normales y

pesimistas de las actividades.

Camino criticol: 0 - 1- 4- 6-7, formado por las actividades A,D, G, J
Camino critico2: 0 - 1-3- 6-7, formado por las actividadesA,C, F, J

La duracidn del proyecto es de 13 meses.
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File Edit Format Solve and Anakvze  Results  Ukilities  indow WingSE

™ PROYECTO AERONAUTICO

Actlivity Activity Immediate Predeceszor [list Normal

Number Hame number/name, separated by "] Time
1 A : : 5
2 B 1
3 C A 4
4 D A 3
5 E A 2
6 F C 3
7 G D 4
8 H B. E 2
9 | H 1
10 J F.G. 1 1

PERT/CPM

File Format Results Utilities ‘Window Help

M Activity Analysis for PROYECTO AERONAUTICO

Activity | On Critical | Activity | Earliest | Earliest | Latest | Latest | Slack
Hame Path Time Start | Fimish | Start | Fimigh | [L5-ES]
1 A Yes 5 0 L 0 5 0
2 B no 1 1] 1 8 9 8
3 C Yes 4 5 9 5 9 0
4 D Yes 3 5 8 5 8 1]
5 E no 2 5 7 7 9 2
6 F Yes 3 9 12 9 12 1]
7 G Yes 4 ] 12 ] 12 0
8 H no 2 7 9 9 11 2
9 | no 1 9 10 11 12 2
10 dJ Yes 1 12 13 12 13 0
Project Completion Time = 13 mes
Mumber of  Critical | Pathis] = 2

A

C
F
J

—
T}
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¢) Sila actividad E se retrasa 3 meses (E =5) la duracién del proyecto es de 13 meses, aparece otro
nuevo camino critico con una duracién de 13 meses.

La actividad E es una actividad no critica que tiene una holgura (retraso permitido de 2 meses), al
retrasarse 3 meses cambia el camino critico y la duracién del proyecto.

Camino critico: 0- 1- 2- 5 - 6- 7 , formado por las actividades A,E,H,1,)J
La duracidn del proyecto es de 14 meses.

PERT/CPM

File Edit Format Solve and Analyze Resulks  Utilities  Window  WinQSE

Y ==

Activity Activity Immediate Predecessor [list Mormal

Humber MName number/name, zeparated by '] Time
1 A : : 5
2 B 1
3 C A 2
4 D A 3
5 E A L]
b F C 3
[ G D 4
8 H B.E 2
) | H 1
10 J F.G.1 1

PERT/CPM

File Format Resulks  Utilities  ‘Window  Help

M Activity Analysis for PROYECTO AERONAUTICO

Activity | On Critical | Activity | Earliest | Earliest | Latest | Latest| Slack
Mame Path Time Start | Finigh | Start | Finizh [[L5-ES]
1 A Yes 5 0 5 0 L] 0
2 B no 1 0 1 9 10 9
3 C no 2 5 7 8 10 3
4 D no 3 L] 8 [ 9 1
5 E Yes 5 5 10 5 10 0
6 F no 3 7 10 10 13 3
¥ G no 4 8 12 9 13 1
8 H Yes 2 10 12 10 12 1]
9 | Yes 1 12 13 12 13 0
10 J Yes 1 13 14 13 14 0
Project Completion Time = 14 mes
Mumber of | Crtical  Pathls] = 1
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M Project: PROYECTO AERONAUTICO {Deterministic Activity Time)

Critical Path 1

i | L | P -
e = T M

Completion Time 14
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Construcciones 'Fuenterrebollo' ha elaborado un proyecto para construir viviendas en
I~ una urbanizacion. Las actividades que tiene que realizar son las siguientes:

Actividad Descripcidn actividades Tiempo Tiempo mas Tiempo
optimista probable pesimista
A Urbanizacion de la zona 1,5 2 2,5
B Acometida de la luz en la urbanizacion 1 1,5 2
C Construccion de los bloques de viviendas 1 1 1
D Acometida de luz 0,25 0,5 0,75
E Pavimentado de las calles 4 5 6
F Pavimentado de aceras 3 4 5
G Construccion de piscina 1 1,5 2
H Trabajos servicios auxiliares urbanizacion 0,25 0,5 0,75
| Trabajos en la urbanizacién interna 3 6,5 7
J Acometida del gas en viviendas 3 4 5
K Acometida de electricidad en viviendas 1,5 2 2,5
L Carpinteria en viviendas 2 3 4
M Control y verificacion 4 5 6

El orden en que deben efectuarse las actividades es:

- La tarea A es previa a todas

- Las tareas B y C son simultaneas

- Las tareas D, E y F son correlativas a partir de B

- Las tareas G y H son correlativas a partir de A

- La tarea | sélo puede iniciarse cuando se han terminado las tareas A.B,D, E, F, Gy H
- Las tareas J, Ky L son correlativas a partir de C

- La tarea M se puede iniciar cuando todas las tareas se han terminado

Se pide:

a) Dibujar la red PERT con tiempos early, last y holgura

b) Camino critico y su duracién. Indicar la actividad mas precisa

c) éCual serd la probabilidad de finalizar el proyecto en 25 semanas 0 menos?. i Qué plazos de ejecucion
tienen un 90% de probabilidad de cumplirse?

d) Elaborar la gréfica Gantt

Solucién:
. . .. a+4m+b .
a) Se calcula el tiempo esperado (tiempo Pert) de cada actividad t,(A) = e y Suvarianza
b —a)?
SR
36
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Tiempo Tiempo mas Tiempo Tiempo Pert | Varianza
Actividad | optimista probable pesimista t, o
a m b actividad
A 1,5 2 2,5 2 1/36
B 1,5 2 1,5 1/36
C 1 1 1 0
D 0,25 0,5 0,75 0,5 0,25/36
E 5 6 5 4/36
F 4 5 4 4/36
G 1,5 2 1,5 1/36
H 0,25 0,5 0,75 0,5 0,25/36
I 3 6,5 7 6 16/36
J 3 4 4 4/36
K 1,5 2 2,5 2 1/36
L 2 3 4 3 4/36
M 4 5 6 5 4/36

b) El camino critico es el que tiene mayor duracion entre los nodos inicial y final, coincide con la
duracién minima del proyecto.

El camino critico esta formado por las actividades en las que el tiempo earlyy /ast son iguales
(situaciones criticas, con holgura cero), aquellas que no admiten retraso en su ejecucién ya que esto
implicaria un retraso general del proyecto.

En otras palabras, el camino critico1-2-3-4-5-7-11- 12, de longitud 24 semanas, es la parte del
proyecto que hay que vigilar con mayor atencién puesto que es la parte donde pueden aparecer
problemas de retraso en la realizacion del proyecto planificado.

Por otra parte, la actividad mas precisa es aquella que tiene menor varianza. En este caso, no es preciso
realizar ningun calculo dado que la actividad C tiene las tres estimaciones (tiempo optimista, normal y
pesimista) con el mismo valor, luego su varianza sera cero.
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¢) Siendo el camino critico1-2-3-4-5-7-11- 12 se calcula la duracién del proyecto y el error que se
comete (desviacion tipica del proyecto)

= t (A)+ t.(B)+ t (D) + t (E) + t (F) + t. () + t.(M) = 241,54+ 0,5+ 5+ 4+ 6+5 = 24 semanas

1 1 025 4 4 16 4
cﬁmyecto = cf\+ cs§+csf,+cs§+cs,“-f+c5,2+c5§,I = £+£+ 36 +¥+£+£+£=0,84 semanas’

p’Proyecto

Gproyecto = V0,84 = 0,92 semanas

La distribucidn del tiempo de finalizacién del proyecto, de acuerdo con el Teorema Central del Limite (TCL),
sigue una distribucion normal N(24, 0,92)
La probabilidad de finalizar el proyecto en 25 semanas o menos sera:

X-24 _25-24
0,92 0,92

P(X<22)= P|: i|= P(z<1,08) = 0,86 (86%)

Los plazos de ejecucidn que tienen un 90% de probabilidad de cumplirse es:

X-24 k-24 k-24 k—24 k—24
P(X<k)=P < =Pz < =09 < Plz> =0,1 < =1,28
0,92 ~ 0,92 0

’ ’

k=24+0,92x1,28 = 25,1776 , entre 25y 26 semanas

d) El grafico Gantt es un método basado en la representacion de las actividades en funcién del tiempo en
unos ejes de coordenadas. El grafico permite verificar el grado de cumplimiento de la ejecucién de las
actividades.

En el grafico de Gantt cada actividad lleva asociada una barra de longitud igual a su duracién, representando

al final de cada una de ellas dos barritas que representan el margen libre de la actividad Ml =T, — T;; - t

i~ e

(barrita superior) y el margen total de la actividad Mt =T,; — T;; — t, (barrita inferior). Las actividades

criticas no tienen estas dos barritas.

MARGENES LIBRE Y TOTAL DE CADA ACTIVIDAD NO CRITICA
LAS ACTIVIDADES CRITICAS NO TIENEN MARGEN

% — @z {MLMUEM':TM‘TH-&

Mt =T2i'T1i -te

Instrumentos Estadisticos Avanzados 162



0
o
c
E

=

<

23 24

19 20 21 22

17 18

onema
I Margen Total
13 14 15 16

dad Autb

de Madrid

9 10 11 12

Margen Libre

+

IVEYS]

in

UAM

I Actividad critica

t

3 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 10 20 21 22 23 24
Instrumentos Estadisticos Avanzados 163

2 3

1




» _ .
U A_ M Universidad Autdonoma )F;Tﬂ?nt:::
de Madrid

Instrumentos Estadisticos Avanzados 164



» . o
U A_ M Universidad Autdonoma )F;Tﬂ?nt:::
de Madrid

UKIYERSIAL AT DL DE MADEI0

gt Facultad de Ciencias "l
] Econdmicas y Empresariales

s UAD WSt AR

LAZ mi====ie e

o - S s B

Colas
e e [ A Al m e A
AR Wi, rne. e LA Wt i—

Wi (AR WESE UAD WEENEe (A
[A e e [A 1'_:'- B [:A.- W e e

—— v Sy —_

Instrumentos Estadisticos Avanzados 165



U M {Iniversidad Autdonema erémcas ;
: G umnos =F
/ i de Madrid uim &

# # 3 ’ ‘ El aeropuerto tiene dos sistemas de rayos-X, experiencias anteriores
T T “" IO  indican que un pasajero tarda 45 segundos en pasar por el area de

seguridad, segun una distribucién de servicio exponencial.

Rayos X — Rayos X

Fiujd pasajeros
Los clientes llegan en promedio al area de seguridad cada 25 segundos de acuerdo a una funcién de
Poisson.

El director del aeropuerto quiere analizar la situacidn para conseguir que en un futuro préximo la
demanda aumente un 60%. Para ello, necesita:

(a) Analizar la situacion actual.

(b) Maquinas de rayos-X que se deben instalar en el futuro para dar un servicio de forma que el
pasajero medio no espera mas de dos minutos en la cola.

(c) Probabilidad de que en un futuro mas de cuatro pasajeros esperan en la cola.
Solucién:

a) En la actualidad: El sistema de seguridad es una cola de tipo M/M/2 con s =2 servidores

Si el numero de llegadas sigue una distribucion de Poisson P(A), el tiempo entre llegadas sigue una
distribucion exponencial de media (1/\)

1 1 .
I 144 — )\ =144 pasajeros/hora
60 x 60
1 1 . .
—="5 =80 — u=80 pasajeros/hora seguridad
v
60 x 60
A 144
Utilizaciéon promedio del sistema: u,= —=——=1,8
1] 80
A 144
Factor de utilizacion del sistema de cola: p= = =0,9
sxp 2x80
Probabilidad del sistema vacio:
1 1
Po = 2-1 = 1 = 0,0526
,8" 1 1 bl
3 8l 18% 1+1,8+ _x32,4
n! 2! 1-0,9

n=0

1(AY 1 0,9
Numero medio de pasajerosencola: L, = —| — S P = —x 1,82 x x 0,0526 = 7,674
4 osip) @-p) 2! 0,1

A
Ndmero medio de pasajeros en sistema: L, =L,+ —=7,674+1,8 = 9,474

1)
. ] Lq 7,674
Tiempo promedio espera en la cola: W, = n = 12 x (60 x 60) = 192 segundos
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L 9,474
Tiempo promedio espera en sistema: W, = TS = 124 x (60 x 60) = 237 segundos

En la situacion actual con dos aparatos de rayos-X (servidores) el tiempo medio de pasajeros en cola es
de 192 segundos > 120 segundos, por lo que se necesitaria incorporar servidores (aparatos rayos-X).

b) En un futuro préximo, ademas de la necesidad de incorporar servidores, aumenta la demanda de
pasajeros en un 60%.
A = 144x1,60 = 230,4 pasajeros/hora

u = 80 pasajeros/hora area seguridad

230,4
80

A
Utilizaciéon promedio del sistema: u, = — = = 2,88
u

= Sj el nimero de servidores fuera s =3, tipo de cola M/M/ 3, se tendria:

A 230,4

Factor de utilizacién del sistemadecola: p= — = = 0,96
su 3x80
Probabilidad del drea de seguridad vacia:
1 1 1
Po= 301 = 1 = = 0,0093
2,88" 1 3. 1 142,88+ - x2,882+99,5328 107,6
+ 2,88°x 2
n! 3! 1-0,96
n=0
Numero medio de espera de pasajeros en area de seguridad:
1 (Y 1 0,96
Lo=—=| = | =—P— py = = x2,88% x ——x0,0093 = 22,2157
st \pn) (1-p) 3! ,
L 22,2157
Tiempo promedio espera en la cola: W, = Tq = 5304 x (60 x 60) = 347 segundos

Siendo W, = 347 segundos > 120 segundos se necesita incrementar el nimero de servidores en el

sistema.

= Si el nimero de servidores fuera s =4, tipo de cola M/M/ 4, se tendria:

A 230,4
Factor de utilizacion del sistemade cola: p= — = —— = 0,72
sp 4x80
Probabilidad del drea de seguridad vacia:
Po = ! =
07 4-1 -
2,88" 1
z ! + — 2,884x —_—
n! 4! 1-0,72
n=0
= 1 1 1 1 1 = 1 = 0,045
1+2,88+ - x2,882+ 2,883+ 2,884y - 22,246
2 6 24 1-0,72
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Numero medio de espera de pasajeros en area de seguridad:

1 (Y 1 0,72
L= == | =P po = = x2,88% x 0,045 = 1,1846
(1-p) 41 0,282
L 1,1846
Tiempo promedio espera en la cola: W, = Tq = 530 4 x (60 x 60) = 18,51 segundos

Siendo W, = 18,51 segundos < 120 segundos con lo que habria que instalar 4 servidores (cuatro
aparatos de rayos-X) con un nimero medio de cuatro pasajeros en el sistema.

A
Numero medio de pasajeros en sistema: L, = L+ —=1,1846+2,88 = 4,06 ~ 4
7

Con una hoja de calculo se puede elaborar un diagrama de variacién de segundos en la cola
dependiendo de los servidores.

s = Servidores 3 4 5
W, = Segundos sistemas colas 347 18,5 0,04

gﬁ VARIACION SEGUNDOS EN SISTEMA DE COLAS

,f?
{-.'.-

%)

5

o

[w]

w

[a]

S 250 -

w

= 200 -

o

o 150 1

o

o 100 4

s

3 504

w $

wn 0 T T T =
3 3,5 4 4,5 5

NUMERO DE SERVIDORES

b) En un futuro préximo, ademas de la necesidad de incorporar servidores, aumenta la demanda de
pasajeros en un 60%.

¢) La probabilidad de que mas de cuatro pasajeros esperan en la cola es la probabiidad de que esperen
mas de ocho pasajeros en el sistema (L = L, + L; >4 +4)

PN>8) = 1-P(n<8) =1- Z(M”)n z HUYAT A

-2 P
n=0

- (0,66937 + 0,24256) = 0,08807

4 n 2 3 4
2 2 2 2
Z(Mu) Z ,88 40,045 = |1+2,88 + 88" 2,88° 2,88 0,045 = 0,66937
= n 2 6 24
8 n 8 n 5 6 7 8
2 2 2 2 2
Z (M(nu)M Z '(n8?4)x0'045 _ 288 ,8:3 N ,838 . ,848 £ 0,001875 — 0,24256
ros S!S nos 4 4! 4 4 4 4
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UAM
Queuing Analysis

Problem Specification H

BE Queuing Analysis

File Edit Format Solve and Analyze Resulks  Utblities  Window  WinQ3E  Help
Problem Title  [RAYDS5-X |
Time Unit |hola |
| Entry Format Data Description ENTRY
) Mumber of servers 2
@ Simple M/M Systam Service rate [per server per horal 80
() General Queuing System Customer armnival rate [per hora) 144
Queue capacity [maximum waiting space] M
Customer population M
‘ Cancel ‘ Help Busy server cost per hora
Idle server cost per hora

Customer waiting cost per hora

Customer being served cost per hora

Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost

E Queuing Analysis

File Format Resulks  Utilities  Window  Help
=—5
BEE

BREIE R InquAI—

Performance Measure Result
1 System: MM /2 From Formula
2 Customer armrival rate [lambda) per hora = 1440000
3 Service rate per server [mu] per hora = 80,0000
4 Owerall zypstem effective arrival rate per hora = 144 0000
L Owerall zpstem effective service rate per hora = 144,0000
b Owerall zypstem utiization = 90,0000 X
7 Average number of customers in the system [L] = 9.4737
8 Average number of customers in the queue [Lg] = F.e737
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 9.0000
10 Average ime customer spends in the system (W] = 0,0658 horas
11 Average time customer spends in the queue [Wq] = 0.0533 horas
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 0,0625 horas
13 The probability that all servers are idle [Po) = 52632 %
14 The probability an arriving cuztomer waitz [Pw] or system iz busy [Pb] = 862632 X

Analisis de sensibilidad de los servidores

BE Queuing Analysis

window WIinQSE Help

File Edit Format

Solve and Analyze  Resulks

Ltilikie:s

(Maquinas de rayos-X) que se deben Data Description ENTRY Analisi
. | | f d Mumber of servers 2 Sfl::sli:islidad
Instalar en el Tuturo para darun Service rate [per server per hora) 80 servidores
servicio de forma que el pasajero Customer arrival rate [per hora) 144
. . . it i iti M
medio no espera mas de dos minutos E"e"e capacity [maximum waiting space)
ustomer population M

en la cola.

Busy zerver cost per hora

Idle zerver cost per hora

Customer waiting cost per hora

Customer being zerved cost per hora

Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost
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Select Parameter for Sensitivity Analysis H

‘Select a parameter for analysiz

Mumber of servers

Service rate [mu)

Service pressure coefficient
Arnival rate [lambda)

Arrival discourage coefficient
Batch [bulk] size

Queue capacity

Customer population

Busy server cost per hora

Idle server cost per hora
Customer waiting cost per hora
Customer being served cost per hora
Cost of customer being balked
Unit queue capacity cost

Mumber of servers
2

‘Specify either approximation or
simulation for solution if no

cloge form

Solution Method
' Approximation by G/G /s

() Monte Carlo Simulation

{Iniversidad Autdnoma
de Madrid

formula iz available.

End at

Step

Cancel

I Help I

I
L]

iE Queuing Analysis

Window  Help

File Format PResults  Utilities

Value E!‘I‘eclive S_j!sle!n L Lg Lb W Wq Wh (&1] Pw
Amval Rate | Utilization
2 1440000  0.9000 9.4737 7.6737 9.0000 00658 0.0533 0.0625 0.0526 08526
3 1440000  0.6000 2.3321 0.5321 1.5000 0.0162 0.0037 0.0104 0.1460 0.3547
4 1440000  0.4500 1,9052 01052 0.8182 0,0132 00007 0,0057 01616 01285
5 1440000 03600 1.8228 0,0228 0.5625 0,0127 0.0002 0,0039 0.1646 00405
] 1440000 0.3000 1.8048 0.0048 0.4286 0.0125 0.0000 00030 0.1652 00111

Practicas
Alumnos

Se analizan entre 2 y 6 servidores para encontrar el
tiempo medio de espera del cliente.sea inferior a
dos minutos (0,033 horas) en cola.

Mediante una aproximacion G/ G/ s

También se obtienen otras
medidas de rendimiento.

BE Queuing Analysis
Performance for Graphic Sensitivity Analysis E

File Format | Resulks  Utilities

(& somit

Performance Summary
Probability Surirnary

Window Help

Show Sensitivity Analysis - Table

| Show Sensitivity Analysis - Graph |

Show Capacity Analysis

400 4
350 <
300 4
250 4
200 4
150 1
100 4
50 4

SEGUNDOS SISTEMA DE COLAS

Select a performance measure for graphic analysis

L [Average number of customers in the system)
Lq [Average number of customers in the queue)
Lb [Average number of customers in the queue for a bu
W [Average time customer spends in the system
pends in the gqueue
Wb (Average time customer spends in the queue for a b
PO [The probability that all servers are idle]
Pw [The probability an armriving customer waits)
System Utilization
Effective Armival Rate
Average Balked
Busy Server Cost
Idle Server Cost
Waiting Customer Cost
Served Customer Cost
Balked Customer Cost
Queue Capacity Cost
Total Cost

Wq [Average time customer spends in the queue]

DK: I | Cancel I |

Help I

mﬁ-
5 ‘{i VARIACION SEGUNDOS EN SISTEMA DE COLAS
fq £
L L

4 4,5 5

NUMERO DE SERVIDORES
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#E Queuing Analysis

File Edit Format 3Solve and Analvze Resulks  Utilities  window  WinQSE  Help

EEE

Data Description ENTRY
Number of servers 4
Una medida ma’s engorrosa es ir Service rate [per server per hora) 80
.. . Customer amrival rate (per hora) 144
probando con dIStIntOS SerVIdoreS. Queue capacity [maximum waiting space] M
Customer population M

Busy server cost per hora

Idle server cost per hora

Customer waiting cost per hora

Cuszstomer being served cost per hora
Cost of customer being balked
Unit queue capacity cost

File Format Resulks  Ulities  Window  Help

ElER. rNE EE = AEl

M System Performance Summary for RAY0S-X

Performance Measure Result
1 System: M/M /4 From Formula
2 Customer arrival rate (lambda) per hora = 1440000
3 Service rate per server [mu] per hora = 80,0000
4 Overall system effective arrival rate per hora = 144 0000
L Owerall zpstem effective service rate per hora = 1440000
b Overall zpstem utilization = 45 0000 *
7 Average number of customers in the system [L] = 1.9052
8 Average number of customers in the queue [Lg) = 0.1052
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 08182
10 Average time customer spends in the system [w] = 0.0132 horas
1 Average time customer spends in the queue [Wq] = 0.0007 horas
12 Average time customer spends in the gueue for a busy system [Wh] = 0.0057 horas
13 The probability that all servers are idle [Po] = 16,1622 %
14 The probability an amriving customer waits [Pw] or zpstem iz busy [Pb] = 12,8534 %
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El departamento de personal de Mercadona tiene contratado 100 puestos de trabajo. Los
empleados dejan su puesto de trabajo con una tasa de 3,4 al mes, mientras que la empresa
requiere de 4 meses para completar las vacantes.

Un analisis anterior indica que la cantidad de empleados que faltan a su puesto de trabajo sigue una
distribucion de Poisson.

a) Calcular las medidas de rendimiento.

b) ¢éCual es la probabilidad de que haya mas de 6 puestos de trabajo vacantes en cualquier
momento?.

¢) éCudntas personas en ndmina debe tener la empresa para que trabajen un promedio de 100
empleados?

Solucién:

a) Cada vez que un empleado deja la empresa, su puesto entra en la cola de puestos vacantes.
Suponiendo que se inicia de inmediato la busqueda de un empleado, el modelo de cola es de una
cantidad infinita de servidores. Se trata, pues, de una cola M/M o unacola (M/ M/ /o /)

Tasa de llegadas: A =3,4

1
Tasa de servicio: n= Z =0,25

Intensidad de vacantes: p = & = 3,4

= 13,6
p 0,25

Puestos reales de trabajo: 100 — 13,6 = 86,4

A 3,4
Numero promedio de empleados en el sistema: L, = —= = 13,6
p 0,25
Ndmero promedio de empleados en lacola: L, =0
i . . 1 1
Tiempo promedio de empleados en el sistema: W, = —= 025 = 4 meses
2 ,

Tiempo promedio de empleados en la cola: W, = 0

A
1(a) -, 1 _

b) Probabilidad de n empleados en el sistema: p, = = [—j e M= = 13,6" e 136
n! n!

Probabilidad de ningin empleado en el sistema: p, = e~ 13.6 — 0,0000012
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n P, n.p, Acumulada
0 0,0000 | 0,0000 0,0000 o, =L 13,6 €35 — 0,0000169
1 0,0000 | 0,0000 0,0000 1!
2 0,0001 | 0,0002 0,0001 1w
3 0,0005 | 0,0015 0,0006 P, =, 13,67 e 7 =0,0001147
4 0,0018 | 0,0072 0,0024
5 0,0048 | 0,024 0,0072 1 e
6 0,0109 | 0,0654 0,0181 Py =3, 13,6 ¢ 7 =0,0005201
7 0,0212 | 0,1484 0,0393
8 0,036 | 0,288 0,0753 1 v e
9 0,0544 | 0,4896 0,1297 Py =7, 13,67 e 77 =0,0017682
10 0,074 0,74 0,2037
11 0,0915 | 1,0065 0,2952 1 e
12 0,1037 | 1,2444 0,3989 Ps =7, 13,67 e 7 =0,0048096
13 0,1085 | 1,4105 0,5074
14 0,1054 | 1,4756 0,6128 1 e e
15 0,0955 | 1,4325 0,7083 Pe =y 13,67 ¢ 7 =0,0109017
16 0,0812 | 1,2992 0,7895
17 0,065 1,105 0,8545
18 0,0491 | 0,8838 0,9036
19 0,0351 | 0,6669 0,9387
20 00239 | 0478 0,9626
21 0,0155 | 0,3255 0,9781
22 0,0096 | 0,2112 0,9877
23 0,0057 | 0,1311 0,9934
24 0,0032 | 0,0768 0,9966
25 0,0017 | 0,0425 0,9983
26 0,0009 | 0,0234 0,9992
27 0,0005 | 0,0135 0,9997
28 0,0002 | 0,0056 0,9999
29 0,0001 | 0,0029 1
1 13,5992

P(x>6) = 1-P(x<6) = 1— (pg+ p;+ P+ P3+ Ps+ P5+ Pg) =

= 1 - 0,0181325 = 0,9818675 (98,2%)
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Queuing Analysis

Problem Specification E i G e el

File Edit Format Solve and Analvze  Resulks  Utilities

Problem Title  [MERCADONA |

Time Unit [mes | ™ MERCADONA

Data Descrnption EMTRY
Entry Format MNumber of servers M
Service rate [per zerver per mes) 0.25
® Simple M/M System Customer amival rate [per mes] 34

Queue capacity [maximum waiting space]

) General Queuing System Customer population

Busy server cost per mes
Idle server cost per mes
Customer waiting cost per mes

Customer being served cost per mes
Cost of customer being balked
Unit queue capacity cost

iE Queuing Analysis

File Format | Results  Utiities  window  Help

Performance Summary
- Probability Summary

oK ‘ ‘ Cancel ‘ Help

Performance Measure Reszult
1 System: M/M/Infinite From Formula
2 Customer amnval rate [lambda] per mes = 3.4000
3 Service rate per server [mu)] per mes = 0.2500
4 Owerall system effective arival rate per mes = 3.4000
L] Overall zystem effective service rate per mes = 3.4000
b Owerall system utilization = 13600000 %
7 Average number of customers in the system [L] = 13,6000
8 Average number of customers in the queue [Lg) = 1]
9 Average number of customerz in the queue for a busy system [Lb] = 0
10 Average ime customer spends in the system [W)] = 4 0000 mess
11 Average ime customer spends in the queue [Wq] = 0 mes
12 Average time customer spends in the queue for a busy spstem [Wh] = 0 mes
13 The probability that all servers are idle [Po] = 00001 X%
14 The probability an arriving customer waits [Pw] or system is busy [Pb] = 0%

EE Queuing Analysis

File Format Results  Utilities  Window Help

™ System Probability Summary for MERCADONA

n Estimated Probability of Cumulative Probability
n Customers in the System
1] 000000172 0.000001 2
1 0.0000169 0.0000181
2 00001147 0.0001328
3 0,0005201 0,0006529
4 00017682 0.0024211
5 0,00483096 00072307
b 00109017 0.0181325
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=1  Enun taller mecanico llegan vehiculos para una puesta a punto antes de pasar la ITV, las
< ' llegadas siguen un proceso de Poisson de promedio 18 vehiculos/hora.

Las dimensiones del taller sélo permiten que haya 4 vehiculos, y las ordenanzas municipales no permiten
esperar en la via publica. El taller despacha un promedio de 6 vehiculos/hora de acuerdo con una
distribucion exponencial. Se pide:

a) Probabilidad de que no haya ningun vehiculo en el taller. Calcular las probabilidades

b) Promedio de vehiculos en el taller

c¢) éCuanto tiempo pasa por término medio un vehiculo en el taller?

d) éCuanto tiempo esperan por término medio los vehiculos en la cola?

e) éCual es la longitud media de la cola?

Solucién:

a) Esun modelodecola M/M/1/4 con k=4 vehiculos

Hay un sola cola, con disciplina FIFO, la capacidad del sistema es limitada, de modo que sélo puede haber
4 vehiculos como maximo en el taller, con lo cual el nimero méaximo de vehiculosenlacolaes (4—1=3).

Las llegadas siguen un proceso de Poisson de pardametro A = 18 vehiculos/hora, los tiempos entre
llegadas se distribuyen exponencialmente Exp(A =18).

Los tiempos entre servicios se distribuyen exponencialmente Exp(u = 6) siendo p = 6 vehiculos/hora el
numero medio que el taller (servidor) es capaz de atender.

A 18
El factor de saturacion p=— = 3 = 3 determina como varian las probabilidades p, de que hayan
7}
vehiculos en el sistema.
1- 1-3
Probabilidad de que no haya ningun vehiculo en el taller: p, = 1 ?(+1 = 13 =0,008264
— p —_
(p, = 3x 0,008264 = 0,0248
p, = 3% x 0,008264 = 0,0744
Para calcular las probabilidades: p, = p". p, 1 3
p; = 3° x 0,008264 = 0,2232
P, = 3" x 0,008264 = 0,6694
b) Promedio de vehiculos en el taller (sistema):
k+1).p**t 3 5x3° 3 1215
L, = p__ kx).p = _2X° - 24 =22 = 3,5207 vehiculos

1-p 1-p**? 1-3  1-3° 2 242

c) Tiempo promedio de un vehiculo en el taller: W, =

:S

A

4

Tasa de llegada efectiva: X=?{ (1 p)kﬁ }= |: (- 3) 3 :| 5,9504 vehiculos/hora
P
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L 3,5207
== =———=0,5917 horas
A 5,9504

1 1
d) Tiempo medio de espera de vehiculos en la cola: W, = W, — — = 0,5917 — e = 0,4250 horas

71

e) Longitud de la cola: L, = A. W, = 5,9504 x 0,4250 = 2,5289 vehiculos

1-3*)x3
1-37)x3 = 2,5289 vehiculos

Queuing Analysis

Problem Specification E BE Queui ng Analysis

File Edit Format Solve and Analyze Resdlts  Utilities  Window  WinQSE  Help

Problem Title  [TALLER |

Time Unit |hma |

M TALLER
Entry Format Data Descnphion ENTRY
Number of zervers 1
Service rate [per server per hour] b
© General Queuing System Customer arrival rate [per hour] 18

Queue capacity [maximum waiting space] 3
Customer population M

LS Cancel Help Buzy server cost per hour

Idle server cost per hour

Customer waiting cost per hour

Cusztomer being served cost per hour

Cost of customer being balked

Umnit queue capacity cost

M System Performance Summary for TALLER

Performance Measure Hesult
1 System: M/M/174 From Formula
2 Customer arrival rate [lambda] per hora = 18,0000
3 Service rate per server [mu] per hora = 6.0000
4 Owerall system effective arrival rate per hora = 5.9504
LT Owerall system effective service rate per hora = h.9504
b Owerall system utilization = 991736 %
¥ Average number of customers in the system [L] = 3.5207
] Average number of customers in the queue [Lg] = 2.5289
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb) = 2.5500
10 Average time customer spends in the system [W] = 0,5917 horas
11 Average time customer spends in the queue [Wq) = 0.4250 horas
12 Average time customer gpends in the queue for a busy system (Wh] = 00,4285 horas
13 The probability that all servers are idle [Po] = 0.8264 %
14 The probability an arriving customer waits [Pw] or system iz busy [Ph] = 991736 %
15 Average number of customers being balked per hora = 12.0496
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M System Probability Summary for TALLER

Eztimated Probability of Cumulative Probability
n .
n Cuzstomers in the System

1] 0.0083 00083
1 0.0248 0033
2 0.0744 01074
3 02231 0.3306
4 0.6694 1.0000

4
L, Zn.pn =1x0,0248 + 2x 0,0744 + 3x 0,2231+ 4 x 0,6694 = 3,5207
n=1

L=Ly+ (1-py) — Lg= L,— (1-py) = 3,5207— (1-0,008264) = 2,5289

4
Ly=> (n—1).p,= 1xp,+ 2xp; + 3x p; = 1x 0,0744 + 2x 0,2231 + 3x 0,6694 = 2,5289
n=2
_ 3
A=A, an =18x(po + Py + P, + P3) = 18x(1-p,) = 18x (1-0,6694) =5,9504
n=0

L,  3,5207 L, 2,5289
W, === =0,5917 W,=+= = = 0,4250

A 59504 A 59504
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e = Un asesor fiscal dispone de un local para atender a sus clientes, los cuales se concentran
.Y mayoritariamente entre los meses de mayo y junio. El local tiene una capacidad maxima de
1] | 8 asientos en espera, el cliente se va si no encuentra un asiento libre.

El tiempo entre llegada de clientes se puede considerar distribuido exponencialmente segliin un
parametro A =20 clientes por hora en periodo punta. El tiempo de una consulta esta distribuido
exponencialmente con una media de 12 minutos.

a) éCuantas consultas por hora realizara en promedio?

b) éCual es el tiempo medio de permanencia en el local?

Solucién:

a) Esunmodelo M/M/1/9 k=8 clientes espera + 1 cliente atendido =9

60

A =20 clientes/hora u= ey =5 clientes/hora
., A 20 . ] -
El factor de saturacién p = — = — = 4 determina como varian las probabilidades p, de que haya
n
n clientes en el sistema.
1-4

d—p). " 0= % = 0,0000029

Probabilidades del estado: p,, = % - B 9
1-p _(1-4).4"
9 = W = 0, 75
. (1-4)

Obien, p,= p“.p, — pg=4°". WzOJS

Tasa de llegada efectiva: A = A. (1-p,) =20. (1-0,75) = 5 clientes/hora

Promedio de clientes en el sistema:

p (k+1).p*" 4 10x 4"

L.= = = 8,6667 clientes
* 1-p 1-p**? 1-4 1-4%
L 8,6667
b) Tiempo promedio de estancia en el sistema: W, = Ts = —5 = 1,7333 horas
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Problem Specification E

Queuing Analysis

Utiities  winddes,

File Edit Format | Solve and Analyze Results
Froblem Tifle |FISEAL | EE Solve the Performance =|=
Time Unit |h.,,a | - Simulate the System

S FISCAL Perfarm Sensitivity Analysis

Unit queue capat Perform Capacity Analysis

Entry Format

Data Description ENTRY
Number of servers 1
) General Queuing System Service rate [per server per mes) L)
Customer arrival rate [per mes] 20
Queue capacity [maximum waiting space) 8

Customer population
Busy server cost per mes

Help

0K ‘ ‘ Cancel

Idle server cost per mes

Customer waiting cost per mes
Customer being served cost per mes
Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost

M System Performance Summary for FISCAL

Performance Measure Rezult
1 System: M/M/1/9 From Formula
2 Customer amval rate [lambda) per hora = 20,0000
3 Service rate per server [mu) per hora = 5.,0000
4 Overall system effective armval rate per hora = 5.0000
i1 Overall system effective service rate per hora = 5.,0000
[ Overall system utilization = 99,9997 %
¥ Average number of customers in the system [L] = 8.6667
8 Average number of customers in the queue [Lq] = 7.6667
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 7 6667
10 Average time customer spends in the spstem W] = 1.7333 horas
11 Average ime customer spends in the queue [Wq] = 1.5333 horas
12 Average time customer spendsz in the queue for a bugy system [wb] = 1.5333 horas
13 The probability that all zervers are idle [Po] = 0,0003 %
14 The probability an arrniving customer waits [Pw] or gpstem iz busy [Pb) = 99,9997 X%
15 Average number of customers being balked per hora = 15,0000

E Queuing Analysis

Utilities

File Format Resuls Window  Help 9

M. System Probability Summary for FISCAL n=0
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LS=Zn.pn=

8,6667

Promedio de clientes en el sistema:

B | Cetomars i the Sosta | mulative Probabily - promedio de clientes en la cola:
0 0,0000029 0.0000029 9

1 0.0000114 0.0000143 Ly= . (n—1).p, =7,6667

2 0,0000458 0,0000601 =

3 0.0001831 0.0002432

4 0.0007324 0.0003756 Tasa efectiva de llegada:

5 0.0029297 0.0033053

6 00117188 0,0156241 _ 8

7 0.0468750 00624991 A=A ZP,, =20.0,2499993 =5
8 0,1875002 0,2499993 n=0

3 0.7500007 1.6000000
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; Un grupo de investigadores, formado por seis personas, dispone de dos terminales para
ﬁ realizar cdlculos. El trabajo promedio de cdlculo requiere de 20 minutos de tiempo de

- terminal, y el tiempo promedio entre solicitudes de servicio es de 30 minutos. Se supone
o7 gue estas solicitudes estan distribuidas exponencialmente. Se desea saber:

a) Medidas de rendimiento en la cola y en el sistema.
b) Numero promedio clientesy tiempo promedio en cola para un sistema ocupado.

Solucién:
a) Se trata de una modelo de cola M/M/2/6

60 60
Tasa de llegada: A = 5 =2 clientes/hora Tasa de servicio: p = _0 =3 clientes/hora

1 1
Py = . — = = 0,5003
ZS: 1 (kj i 1 (7\.) 1,9988
.| =+ J=
n=0n! H n=s+ 15!‘Sn_S L
2 n 6 n
11 (2 1 2
=12 4 Z— | =1,8922+0,1076 = 1,9998
n! \3 21.2""2 (3
n=0 n=3
| n 2
1 (EJ =1 3+1(3) = 1,8922
& ni'(3 3 213

6 n
z # (Ej =0,0741+0,0247 + 0,0082 + 0,0003 = 0,1076
n=3%"°

— 21.2""2 |3
il(&) - Po n<2
nl {p
Probabilidades de cada estado del sistema: p,, = N
1_. A .pg n=2
L sh.s"
1 (2 1 (Y
=—. —|. 0,5003=0,3336 =———.|=]|.0, =0,1112
P1 1 (3) P, o1 972 (Hj 0,5003=0
3 4
1 2 1 2
p;=——.|=|.0,5003=0,0371 Py = 2.(—) . 0,5003=0,0124
212 (3 21.2° \3
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1 2\’ 1 2\°
- 1 %1 .0,5003=0,0041 - 1 £ .0,5003=0,0014
Ps =028 (3) Pe =1 58 (3)

Tabla estados de probabilidad

n Pn np, (n-2)p,

0 | 0,5003

1 | 0,3336 0,3336

2 | 01112 0,2224

3 | 00371 0,1113 0,0371

4 | 0,0124 0,0496 0,0248

5 | 0,0041 0,0205 0,0123

6 | 00014 0,0008 0,0005
0,7454 0,0796

6
Numero medio de clientes en el sistema: L, = Z n.p,=0,7454
n=0

6
Ndmero medio de clientes en cola: L, = z (h—s).p,=0,0796

n=3
5
Tasa efectiva de llegada: A = 2 an =2(1-0,0014) = 1,9973
n=0

A=p(,-L,) —> A=3(0,7454-0,0796) = 1,9973

_ 1,9973
Utilizacion efectiva del sistema: p=

= 0,3329

Tiempo promedio de clientes en el sistema: W, = 75 = 9973 =0,3732 horas

Tiempo promedio de clientesenlacola: W, =

6
b) p,, = Y_p, =1-(0,5003+0,3336) = 0,1661

n=2
. L . L, 0,0796
Numero promedio clientes en cola para un sistema ocupado: L, =—= =0,4793 horas
p, 0,1661
. o . W, 0,0399
Tiempo promedio clientes en cola para un sistema ocupado: W, =—= 01661 =0,2400 horas
pw ’

Instrumentos Estadisticos Avanzados 181



»
U AM {Iniversidad Autdnoma
de Madrid

E Que uing Analysis

File Edit Format | Solve and Analyze Results  Utilities  ‘Window  WinQSE  Help

Simulate the System

LRV Perform Sensitivity &nalysis
Cervice rate [per Perform Capacity Analysis
Data Description EMTRY
Humber of servers

Service rate [per server per mes)

Customer arrival rate [per mes]

L RN RN UEE N ]

Queue capacity [maximum waiting space]

Customer population

Busy zerver cost per mes

Idle server cost per mes

Customer waiting cost per mes

Customer being served cost per mes

Cozt of customer being balked

Unit queue capacity cost

E Queuing Analysis

Fil=  Format | Results Utilities  Window  Help
Performance Summary

Probab

Performance Measure Reszult
1 System: M/M/2/6 From Formula
2 Customer arrival rate (lambda) per mes = 20000
3 Service rate per server [mu) per mes = 3.0000
4 Overall system effective arrival rate per mes = 1.9973
Lt Overall system effective zervice rate per mes = 1.,9973
B Owverall system utilization = 33.2876 %
Fi Average number of customers in the system [L] = 0.7454
8 Average number of customers in the queue [Lg] = 0.0796
9 Average number of customers in the gueue for a busy spstem [Lb] = 0.4793
10 Average time customer spends in the system [W)] = 0.3732 mess
11 Average time customer spends in the queue [Wq] = 0.0399 mess
12 Average time customer spends in the queue for a busy system (Wb] = 0.2400 mess
13 The probability that all servers are idle [Po] = 50,0343 %
14 The probability an amiving customer waits [Pw] or system is busy [Pb] = 16,6095 %

EE Queuing Analysis

File Format Resdlts Utilties Window Help

™ System Probability Summary for INVESTIGACION

0 E stimated P_rnhahilily of Cumulative Probability
n Customers in the System
0 0.5003 0.5003
1 0.3336 0.8339
2 01112 0.9451
3 0,037 09822
4 0.0124 0.9945
5 00041 0.9986
6 0.0014 1.0000
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Una linea aéra dispone de un sistema de mantenimiento para 10 aeronaves.
~*_ El mantenimiento de cada aeronave sigue una distribucion (distribucion entre llegada)
=~ *&i% con un tiempo promedio de 200 horas entre uno y otro mantenimiento y un coste de
30 euros/hora.
Para afrontar la situacion se encarga a dos equipos idénticos para el mantenimiento, que necesitan un
promedio de diez horas para cada aeronave, los tiempos de mantenimiento se distribuyen
exponencialmente, con un coste de 10 euros/hora, dedicandose a otras actividades cuando no hay
aeronaves que revisar. Se pide:

a) Medidas de rendimiento.
b) éCual es el coste diario que origina el tiempo ocioso de areonaves y mantenimiento?

Solucién:

a) Esun modelode cola M/M/2/ /10 de un sistema cerrado, las k =10 aeronaves constituyen la

poblaciéon de clientes, verificandose las demas condiciones.

1
Tasa de llegadas: A = E = 0,005 averias/hora

1
Tasa de servicio: p = E =0,1 mantenimiento/hora

Probabilidad de que ninguna aeronave se encuentre en el sistema de colas:

1
Po= 51 = 0,6099

1
kI nook 2\ 1,5+0,1396
Z:(k n)'n'[ ] N Z:(k )l s U

n=s H

s—1 n 1 n
k! A 10! 0,005
z(k—n)! n! (E) B Z:(10—n)! n! ( 0,1 ) =1*05=15
n=0 n=0 !
Zk: (&J" _ i": 10! (o,oos]" _
)I s" st \w “~ (10-n)t2""%21 { 0,1

= 45x0,05% + 180 x 0,05° + 630 x 0,05* + 1890 x 0,05 + 4725 x 0,05° + 9450 x 0,05 +

+ 14175 x 0,052 + 14175 x0,05° + 70875 x 0,05'° = 0,1396

Probabilidades de aeronaves en cada estado:

ki " 10!
p=—— A P = 0 0,005 4, 6099 = 0,3050
(k—n)! n! (Q0-1)11! \ 0,1
k! A\ 10! 0,005\’
pp=— | = | pp = — ’ 0,6099 = 0,0686
(k=n)ls" sl (p (10-2)1 277721 0,1
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k!
Ps — A Po = — [o oosj 0,6099 = 0,0137
(k=n)!'s (M (10- 3)I 2°7°2!
' n
P, = _ K _ A Py = _— (0'005) 0,6099 = 0,0024
(k=n)!s""°sl {n (10— 4)I 2°7°21 L 01
' n
po=— K (A}, — [0 005) 0,6099 = 0,0004
(k=n)! s""°s! {pn (10 - 5)I 2°7°21 L 0,1
! " 10!
Pg = k—_ A Py = 0 — [O 005) 0,6099 = 0,0000
(k=n)! s""°s! \ pn (10-6)! 2°7“2!

Estados | Probabilidad | Probabilidad
acumulada
Po 0,6099 0,6099
Py 0,3050 0,9149
P, 0,0686 0,9835
P3 0,0137 0,9972
Py 0,0024 0,9996
Ps 0,0004 1,0000
Pes 0,0000 1,0000

Numero promedio de aeronaves en la sistema: L, = Zn . P

k
L, = Z:n.pn = 1x0,3050 + 2x0,0686 + 3x0,0137 + 4x0,024 + 5x0,0004 = 0,4951
n=1

Tasa efectiva de llegada al sistema: A = A (k-L,) = 0,005(10-0,4951) = 0,047525

k 10
=2 (k=n).p,= 0,005x ¥ (10-n).p, =
n=0 n=0

= 0,005 x(10x0,6099 + 9x0,3050 + 8x0,0686 + 7x0,0137 + 6x0,0024 + 5x 0,0004) = 0,047525

_ A 0,047525 0,047525
Utilizacién efectiva del sistema: p = = = = 0,23625

5. 2.0,1 2.0,1
k
Numero promedio de aereonavesenenlacola: L, = z (n—s).p,

q
n=s+1

10
Ly = Z(n—Z).pn = 1x0,0137 + 2x0,0024 + 3x0,0004 = 0,0198
n=3
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~ 0,4951- 22272 _ ¢ 0108

’

O bien, L,=L,~—

™ | >

k 10
Pu= D Pn= Y P, = 1-0,9149 = 0,0851

nxs n=2
L 0,4951
Tiempo promedio de aeronaves en el sistema: W, = = = = 10,4169
A 0,0475
L 0,0198
Tiempo promedio de aeronaves en lacola: W, = 2 = = 0,4169
A 0,04
. , . L, 0,0198
Numero promedio de aeronaves en la cola para un sistema ocupado: L, = — = = 0,2327
p,  0,0851
, , : ,  0,4169
Tiempo promedio de aeronaves en la cola para un sistema ocupado: W, =— = = 4,8957
p, 0,0851

b) Coste total: ¢, =c,+ ¢;= 10+ 30 = 40

Coste total servidor ocupado: CTS=c,. (L, - Lq) = 40 x (0,4951-0,0198)=19,01

Coste total servidor desocupado: CTS = ¢ . (s — L+ L) =30x(2-0,4951+ 0,0198) = 45,741
Coste total espera de aeronaves: CTQ = A. Cq- W, = 0,047525x10x0,4169 = 0,1981

Coste total sistema: CT = CTS + CTS + CTQ = 19,01 + 45,741 + 0,1981 = 64,949
File Edit Format Solve and Analyze Results  Ukilikies  Wifdaw  WinQSE  Help

Problem Title |AEHDNAVES | s = | S Pt Pt Pt %E
M AERONAVES
Time Unit |hula |

Data Description ENTRY
Entry Format Humber of servers 2
Service rate [per server per hora) 01
@s.mpbl.uusn.!. em Customer amival rate [per hora) 0.005
Queue capacity [maximum waiting zpace] M
C General Queuing System Customer population 10
Busy server cost per hora 40
Idle server cost per hora 30
oK ‘ ‘ Cancel Help Cuszstomer waiting cost per hora 10
Cusztomer being served cost per hora
Cost of customer being balked
LInit queue capacity cost euro
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EE Queuing Analysis

File Format | Results  Utilities  window  Help

E Performance Surirmary

1= | (2| ¢

Probability Summary

Performance Measure Rezult
1 System: M/MS2/710 From Formula
2 Customer amrival rate [lambda) per hora = 0,0050
3 Service rate per server [mu] per hora = 0.1000
4 Overall system effective armval rate per hora = 0.0475
L] Overall system effective zervice rate per hora = 0.0475
b Overall spztem utilization = 237623 %
Fi Average number of customers in the spstem (L) = 0.4951
8 Average number of customers in the queue [Lq) = 0.,0198
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 0,2327
10 Average time customer spends in the system W] = 10,4169 horas
11 Average ime customer spends in the queue [Wq) = 0.4169 horas
12 Average time customer spends in the queue for a busy syztem [Wh] = 4 8957 horas
13 The probability that all zervers are idle [Po] = 60,9901 X%
14 The probability an arriving customer waits [Pw] or system iz busy [Pb] = 85148 %
15 Average number of customers being balked per hora = 0
16 Total cost of busy server per hora = $19.0099
17 Total cost of wdle server per hora = $45.7426
18 Total cost of customer waiting per hora = $0.1981
19 Total cost of customer being served per hora = 10
20 Total cost of customer being balked per hora = $0
21 Total queue zpace cost per hora = $0
22 Total system cost per hora = $64.9506

File Format Resules  Utilities  window  Help

== 00| A4 %%EDI{E
n E stimated Probability of Cumulative Probability
n Customers in the Spstem
0 0.6099 0.6099
1 0.3050 0.9149
2 0.0686 0.9835
3 0.0137 0.9972
4 0.0024 0.9996
5 0.0004 1.0000
b 0.0000 1.0000
7 0.0000 1.0000
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El servicio de lavacoches de un aeropuerto tiene una tasa de llegadas de 9 vehiculos por
hora, pudiendo atender un vehiculo cada 5 minutos, con un error tipico (o =2) minutos.
Encontrar las medidas de eficiencia:

a) Modelo M/G/1
b) Modelo M/D/1
c) Modelo M/E, /1
d) Modelo G/G/2

Solucioén:
a) Medidas de eficiencia Modelo General M/G/1 (Exponencial/ General /1 servidor)

9 1 1
A =—=0,15 vehiculos/minuto — Tasa llegadas (Media) = — =——= 6,666666
60 A 0,15

1
W= E =0,2 vehiculos/minuto , o© =2 minutos

A 0,15
Factor de utilizacién: p = — = 02 = 0,75

A% o+ p* _ 0,15%x 2%+ 0,75

Promedio de vehiculos en cola: Lq = =
2.(1-p) 2x(1-0,75)

= 1,3050 vehiculos

Promedio de vehiculos en sistema: L = L,+ p = 1,3050 + 0,75 = 2,0550 minutos

L 1,3050
Tiempo promedio de espera en la cola: W, = Tq = o015 = §8,7000 minutos
L 2
Tiempo promedio de estancia en lavacoches: W, = TS = ,Ooiio = 13,7000 minutos

Queuing Analysis

Problem Specification n

Problem Title  [LAVACOCHES |

Time Unit : i |

Entry Format

O Simple M/M System

114 ‘ ‘ Cancel Help
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BE Queuing Analysis

File Edt Format Solve and Analyze Results  Utilities  Window  WinQSB  Help
Data Description ENTRY
Number of servers 1
Service time distribution [in minuto) General/Arbitrary \
Mean [u) 5=1/p
Standard deviation [s>0) 2
(Not used)
Service pressure coefficient
Interarrival time distribution [in minuto] Exponential
Location parameter [a) 0
Scale parameter [b>0) (b=mean if a=0) 6.66GBE = 1 / A
(Not used)
Amival discourage coefficient
Batch [b:l::;] .:l:e distribution Cnn:tanl Gancral/ABIAN .
General/Arhilrary
Mot used) e |
[Mot used)
Queue capacity (maximum waiting space]
Customer population

Interarrival time distribution: Distribucién del tiempo entre llegadas
Batch size distribution: Distribucion del tamafio del lote

File Format Results  Urlikies  wWindow  Help
== |n.uu|A =[=|=|[]I[= il 2| (D] R
Performance Meazure | Hezult

1 System: M/G S From Formula
2 Customer armval rate [lambda) per minuto = 0.,1500
3 Service rate per server [mu) per minuta = 02000
4 Overall zystem effective amvyal rate per minuto = 0,1500
L Owverall spstem effective service rate per minuto = 0.,1500
[ Owerall zpstem utilization = 750000 %
¥ Average number of customers in the system [L] = 2.0550
8 Average number of customers in the queue [Lg] = 1.3050
9 Average number of customers in the queue for a busy syztem (Lb) = 1.7400
10 Average time customer spends in the system (W] = 13,7000 minutos
11 Average time customer zpends in the queue [Wq)] = 8,7000 minutos
12 Average time customer spends in the queue for a busy system (Wh] = 11.6000 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 25,0000 %
14 The probability an arriving customer waitz [Pw] or system iz busy [Ph] = 750000 X%

R imi la (M 1
e Con la modificacién: endimiento cola (M/G/ )= Rendimiento cola (M/M/1)

1+].,I.2.0'2
2

Las medidas de eficiencia de una cola M/G/1 a medidas de rendimiento de unacola M/M/1
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1+p’. o>  1+0,22.2°

= 0,58
2

L w

a_ _ 1’3050| = 2,250 = q| q 8,7 = 15 = q|
0,58 0,58 |M/G/1 M/M/1 0,58 0,58 /G2 M/M/1

L 1,3050 L 3

S+ p=-""—+0,75 =3 =L|yms W= = —_=20=W,
0,58 0,58 M/G/1 A M/G/1 0,15 M/M/1

E Queuing Analysis

File Format Results  Utilities  \Window  Help

FIE ] lo.0o] A DimEE

M System Performance Summary for LAVACOCHES

I

Performance Measure | Hesult
1 Spstem: M/M A1 From Formula
2 Customer amnval rate [lambda) per minuto = 0,150
3 Service rate per gerver [mu) per minuto = 0,200
4 Overall system effective armval rate per minuto = 0,150
L Overall system effective service rate per minuto = 0,150
[ Owerall system utilization = ¥h 000 X
¥ Average number of customers in the system [L] = 3,000
i Average number of customers in the queue [Lg] = 2.250
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 3.000
10 Average lime customer spends in the system [W) = 20000 minutos
11 Average ime customer spends in the queue [Wq] = 15,000 minutos
12 Average time customer spends in the queue for a busy spstem [Wb) = 20,000 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 25.000 %
14 The probability an arriving customer waitz [Pw] or syztem iz buszy [Pb] = 75,000 X%
62=0
e M/G/1 ———— M/D/1
2 2 2 2
Promedio de vehiculos en cola: Ly= M.o+p = 0,75 = 1,125 vehiculos
2.(1-p) 2x(1-0,75)

Promedio de vehiculos en sistema: L, = L,+ p = 1,125+ 0,75 = 1,875 minutos

: . L, 1,125 :
Tiempo promedio de espera en la cola: W, = Y = 015 = 7,5 minutos

. . . L, 1,875 .
Tiempo promedio de estancia en lavacoches: W, = T = 015 = 12,5 minutos
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File Edit Format Solve and Analyze Resdlks  Utilities  Window  WinQSE  Help

BEEIERENE INEEENEIEE
Data Deszcription ENTRY
Mumber of servers 1

Service time diztribution [in minuto) General/Arhitrary
Mean [u] 5

Standard deviation [s>0]) 1}

[Hot used]

Service pressure coefficient

Interarrival time distribution [in minutao) Exponential
Location parameter [a) 1}

Scale parameter [b>0]) [b=mean if a=0]) 66667

[Hot used]

Arrival discowrage coefficient

Batch [bulk] zize distribution Constant
Constant value 1

E Queuing Analysis

Flle Format Resulks  Utilities  ‘Window  Help

ElE] ] o0 A

M System Performance Summary for LAYACOCHES

[ D]

Performance Measure Result
1 System: M/GA From Formula
2 Customer arrival rate [lambda) per minuto = 0,150
3 Service rate per server [mu] per minuto = 0,200
4 Overall system effective ammival rate per minuto = 0,150
5 Overall system effective zervice rate per minuto = 0,150
b Overall system utiization = 75,000 %
¥ Average number of customers in the system [L] = 1.875
8 Average number of customers in the gueue [Lg) = 1.125
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 1.500
10 Average ime customer spends in the syzstem (W) = 12.500 minutos
11 Average ime customer spends in the queue [Wql = 7.500 minutos
12 Average ime customer spends in the queue for a busy system [wWh] = 10,000 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po) = 25.000 %
14 The probability an amying customer waits [Pw] or syztem iz busy [Pb) = 75,000 %
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b) En un modelo de cola M/D/1 (Exponencial/ Constante/l servidor)

= 1 = 6,666666

1
A= 3 = 0,15 vehiculos/minuto — Tasa llegadas (Media) = —
60 A 0,15

1
Tasa de servicio=— =5 — pu = 0,2 pasajeros/minuto
7}

Factor de utilizacion: p = A = 0,15 = 0,75
p 0,20
p? 0,75°
Promedio de empleados enlacola: L, = = ! = 1,125 vehiculos

T 2.(1-p) 2x(1-0,75)

Promedio de empleados en el sistema: L, = L,+ p = 1,125 + 0,75 = 1,875 vehiculos
. . L, 1,125 .
Tiempo promedio que un empleado espera en la cola: W, = n = 015 = 7,50 minutos
. . . L, 1,875 ,
Tiempo promedio que los empleados estan en la cola: W, = " = 015 = 12,50 minutos

IE Que uing Analysis

File Edit Format Solve and Analyze Results  Ukiities ‘Window WinQSE Help
: # _ (G =B [ _
Data Description ENTRY
Number of servers 1
Seivice time distribution (in minuto) Constant ]
Mean [u] 5=1/p
Standard deviation [s>0)
[Not used)
Service pressure coefficient
Interamival time distribution (in minuto) Exponential
Location parameter [a) 0
Scale parameter [b>0) [b=mean if a=0]) 66666 =1/ A
[Mot used]
Anival discourage coefficient
Batch [bulk) size distribution Constant
Constant value 1
[Not used)
[Not used)
Queue capacity (maximum waiting space)
Customer population

Interarrival time distribution: Distribucién del tiempo entre llegadas
Batch size distribution: Distribucién del tamafio del lote
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File Format Resulks  Ublities  indow  Help
H|& |n.nn|A LN @'I ?I
Performance Measure | Hezult
1 System: M/DA From Formula
2 Customer arrival rate [lambda) per minuto = 0.1500
3 Service rate per zerver [mu] per minuto = 0.2000
4 Overall system effective amival rate per minuto = 0.1500
5 Overall system effective zervice rate per minuto = 0.1500
[ Overall zystem utilization = 75,0000 =
¥ Average number of customers in the spstem [L] = 1.8750
g Average number of customers in the queue [Lg] = 1.1250
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 1.5000
10 Average time customer spends in the system (W] = 12,5000 minutos
11 Average time customer spends in the queue (Wq) = 7.5000 minutos
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [Wh) = 10,0000 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po) = 25.0000 %
14 The probability an arriving customer waits [Pw] or spstem is busy [Pb] = 75,0000 X

c) Medidas de eficiencia segiin un modelo M/E, /1 (Exponencial/ Erlang /1 servidor)

9 1 1
A= — = 0,15 vehiculos/minuto — Tasa llegadas (Media) = — = —— = 6,666666
60 A 0,15
1
Tasadeservicio= — =5 — pu = 0,2 pasajeros/minuto , o =2 minutos
1}
k= ! = 1 = 6,25

uzx o> 0,2°x2°
Promedio de clientes en la cola:

_ p’.(1+k)  0,75°x(1+6,25)
9 2.k.(1-p) 2x6,25x(1-0,75)

= 1,305 clientes

Promedio de clientes en el sistema: L, = L,+ p = 1,305+ 0,75 = 2,055 clientes

L 1,305
Tiempo promedio en la cola: W, = Tq = 015 = 8,7 minutos

L 1
Tiempo promedio en el sistema: W, = TS = W, +— = 8,7+ 5 = 13,7 minutos
7
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1

1
® Cuando 6=— —> k=—5— =1, elmodelo de cola M/E, /1 es un modelo de cola

H HxG
M/M/1 con tiempo de servicio exponencial. En este caso:

_ pPx(1+1) _ p?
* 2x1x(1-p) (1-p)

8E Queuing Analysis

File Edit Format Solve and Analyze Resulks  Ublities  Window  WinQSE  Help

Promedio de clientes en la cola: L

Data Description
Mumber of servers 1
Service time distribution [in minuto) Erlang
Location parameter [a) 25 = ﬂ
Scale parameter [b>0) 1
Shape parameter [c>=1, integer] 4 onstant
= = Discrete
Service pressure coefficient 'Erlana
Interarmnval time distnbution [in minuto] Exponential Exponential
Location parameter [a) 1] g::nl:l:llic ] Scale parameter [b>0]
Scale parameter [(b>0] (b=mean if a=0] 6.6666 = 1/ A HyperG eometric
[Not used) Laplace
Amival discourage coefficient Iﬁ?]?::;mal Parameter 3
Batch [bulk] size distribution Constant Erlang Shape parameter [c>=1. integer]
Constant value 1
[Mot uzed] ~ - " -
Queue capacity [(mazimum waiting space] 1 | L I
Customer population

Interarrival time distribution: Distribucién del tiempo entre llegadas
Batch size distribution: Distribucién del tamafio del lote

#E Queuing Analysis

File Format Resulks  Ukilities  ‘Window  Help
FIE 000 A b (=2

M System Performance Summary for LAVACOCHES

Performance Measure Hezult
1 System: M/E[2.5)/1 From Formula
2 Customer arrival rate [lambda] per minuto = 0,150
3 Service rate per zerver [mu] per minuto = 0,200
4 Overall system effective arnval rate per minuto = 0,150
LT Overall system effective service rate per minuto = 0,150
[ Overall system utiization = 5001 %
¥ Average number of customers in the system [L] = 2,055
8 Average number of customers in the queue [Lg] = 1.305
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 1.740
10 Average time customer spends in the system W] = 13,700 minutos
11 Average ime customer spendsz in the queue [Wq) = 8.700 minutos
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [wh] = 11,600 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 24999 %
14 The probability an amving customer waitz [Pw] or system iz busy [Pb] = 5,001 %
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BE Queuing Analysis

M LAVACOCHES

Data Description

Humber of zervers 1
Service time diztribution [in minuto] Erlang
Location parameter [a] 25
Scale parameter [b>0)] 1
Shape parameter [c>=1. integer] 2.5
Service preszure coefficient
.. . Interarrival time distribution [in minuto) Exponential

La distribucion de Erlang M/E, /1 pasaa Ser  [[ocation parameter [a) 0

un modelo M/M/1 introduciendo ¢ = ﬁ f:::z::;?mml (00 B-msen i 2-7) 2=
Arival discourage coefficient
Batch [bulk] size distribution Constant
Consztant value 1
[Hot used]
[Hot used]

Queue capacity [maximum waiting space]
Customer population

Busy server cost per minuto

Idle server cost per minuto
Customer waiting cost per minuto
Customer being zerved cost per minuto

Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost

M/M/1

File Format Results Ukilities ‘Window Help
[} i s 2]

EE josd A
M System Performance Summary for LAVACOCHES

I

Performance Measure Reszult
1 System: M/E[2.5)41 From Formula
2 Customer amrival rate [lambda) per minuto = 0,150
3 Service rate per server [mu] per minuto = 0,200
4 Owerall system effective amival rate per minuto = 0,150
L Overall system effective service rate per minuto = 0,150
b Owerall system utiization = 75 000 %
i Average number of customers in the spstem [L]) = 3.000
8 Average number of customers in the queue [Lqg] = 2.250
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 3.000
10 Average time customer gpends in the sypstem [w] = 20,000 minutos
11 Average time customer spends in the queue [Wq] = 15,000 minutos
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 20,000 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 25,000 %
14 The probability an amving customer waits [Pw] or system is busy [Pb] = 75,000 %
Factor de saturacién: p= A_015_ 0,75
w 0,2
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2 2 2 2
Promedio de clientesenlacola: L = p~.(1+k) - PX (1+1) - P _ 0,75 =
9 2.k.(1-p) 2x1x(1-p) (1-p) (1-0,75)

Promedio de clientes en el sistema: L, L+ p = 2,250+0,75 =3 clientes

L, 2,250
Tiempo promedio en la cola: W, = 7“ To

= 15 minutos

L 1
Tiempo promedio en el sistema: W, = TS =15+ 02 = 15+ 5 = 20 minutos

’

Se verifica introduciendo los datos en un modelo de Cola M/M/1:

File Edit Format 3Solve and Analyee  Resdlts  Utiities  window  WIinQSE  He
Bl|=Z|EH & 52 ! =
M LAVACOCHES

Data Description ENTRY

A= kA = 0,15 vehiculos/minuto

- 1
Tasa de servicio=— =5
u Service rate [per server per minuto] 02

0,2 pasajeros/minuto Customer anival rate [per minuto) 0.15

Queue capacity [maximum waiting space]

L
& 0,15 Customer population
n

Mumber of zervers 1

-

— 0 75 Busy server cost per minuto
! Idle zerver cost per minuto
’

p:

Customer waiting cost per minuto

Customer being zerved cost per minuto

Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost

iE Que uing Analysis

File Format Resulks Ublikies  Window  Help
EER FINE = il || 6

M System Performance Summary for LAVACOCHES

Performance Measure | Result
1 System: MM/ From Formula
2 Cusztomer arrival rate [lambda) per minuto = 0,150
3 Service rate per server [(mu] per minuto = 0,200
4 Owerall spstem effective arnval rate per minuto = 0,150
Li] Overall zystem effective service rate per minuto = 0,150
b Overall spstem utilization = 75,000 %
¥ Average number of customers in the system [L]) = 3,000
8 Average number of customers in the queue [Lg] = 2.2590
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 3,000
10 Average ime customer spends in the spstem [W] = 20,000 minutos
11 Average time customer spends in the gueue [Wq) = 15000 minutos
12 Average time customer gpends in the queue for a busy system [wb] = 20,000 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 25,000 %
14 The probability an armving customer waits [Pw] or system iz busy [Pb] = 75,000 %
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d) Modelode cola G/G/2 (General / General / 2 servidores)

= 1 = 6,666666

1
A = — = 0,15 vehiculos/minuto — Tasa llegadas (Media) = —
60 A 0,15

1
Tasa de servicio: p = E = 0,2 vehiculos/minuto , o© =2 minutos

0,15
Utilizacién del sistema: u, = — = = 0,75
1l 0,2
A 0,15
Factor de utilizacion del sistema: p = — = = 0,375
2.n 2.0,2
1
Po = — =0,4545
zl 0,75"+ - 0,75 [1j
“inl 2! 1-0,375

File Format Resulks  Utlities  Windomw  Help

M System Probability Summary for LAVACOCHES

= . 1
b= 20,75 10,4585 =0,3409

n Comtomars in the Systam | muiste Probabihtr |, — 270,75 x0,4545=0,1278
D 0.4545 0.4545 :
1 0.3409 0.7955 1
2 01278 0.9233 p; = ———5x0,75°x 0,4545 = 0,0479
3 0.0479 0.9712 21 23-2
4 0.0180 0.9892
5 0.0067 0.9950 .
3 0,0025 0,9985 .
7 0.0009 0.9994
8 0.0004 0.9998 1 5
9 0.0001 0.9999 Py =——55X 0,75°x 0,4545 =0,0001
10 0.0000 1.0000 212

Pm/m/s (n>s).(A* o} +p’.o3)

Tiempo promedio de espera en lacola: W,

d 2.s.u.(1- p)
A‘ S
)
s! (1-p)
Ty ey
Al sl (1-p) \p
0,752
2! (1-0,375 0,45
p‘M/M/s(nZZ) = 1 ( 1) =35 = 0,2045
2—0,75" + - 0,75% '
n! 2! (1-0,375)

n=0
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_0,2045x(0,15%.6,6667> + 0,2%.2%) _ 0,2372
g 2x2x0,2x(1- 0,375) 0,5

=0,4745 minutos
1

Tiempo promedio de estancia en el sistema: W, = W, + — = 0,4745+5 = 5,4745 minutos
i)

Numero promedio vehiculos en la cola: Ly = XWq = 0,15x0,4745 = 0,0712 vehiculos

A
= L,+ | —|=0,0712 + 0,75 = 0,8212 vehiculos

u

Numero promedio de vehiculos en sistema: L,

M LAVACOCHES

EE Queuing Analysis

Data Description ENTRY
Number of servers 2

Service time distribution [in minuto] tGeneral/Arbitrary
Mean [u] L

Standard deviation [230) 2

[Mot used]

Service pressure coefficient

Interarrival time distribution [in minuto) General/Arbitrary
Mean [u] b6.66E7

Standard deviation [=>0) b.6667

[Mot used]

Arrival discourage coefficient

Batch [bulk] zize distribution Conztant
Constant value 1

[Mot used]

[Mot uzed]

Queue capacity [maximum waiting space]
Cusztomer population

Busy zerver cost per minuto

Idle server cost per minuto

Cusztomer waiting cost per minuto

Customer being served cost per minuto

Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost

#E Queuing Analysis
File Format Results  Utilities  window  Help

M System Performance Summary for LAVACOCHES

Performance Measure Result
1 Syztem: G/G/2 i From Approximation
2 Customer amival rate [lambda) per minuto = 0,1500
3 Service rate per server [(mu) per minuto = 0.2000
4 Owerall system effective arrival rate per minuto = 0,1500
Li] Owverall gpstem effective service rate per minuto = 0,1500
b Owerall system utilization = 374998 X
7 Average number of customers in the system [L] = 08212
8 Average number of customers in the queue [Lg] = 00712
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 0.3480
10 Average time customer spends in the system [w] = 5,4745 minutos
11 Average ime customer spends in the queue [Wq) = 0,4745 minutos
12 Average time customer spends in the queue for a busy spstem [(Wh) = 2.3200 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 45 4547 X
14 The probability an amiving customer waitz [Pw] or system iz busy [Pb] = 20,4544 %
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En la red abierta de Jackson
del esquema, se pide:

a) Tasas de llegada.

M1=15 K, =25
1,=0,4 "
= (> @) >
£
rh4=0,6
| N ey ©
& D | g =

@ Ha=10 /\\Qﬁ =0,2
. \\\ Y
K13 =10 ~

b) Condicién de saturacidon y medidas de rendimiento.

¢) Tiempos promedios.

d) Con un tiempo de servicio exponencial p; =2, calcula el nimero minimo de procesadores en el

nodo 3 para que la red presente un estado estacionario. En este caso, écudl seria el tiempo medio
de permanencia de un trabajo en la red?

Solucién:

a) Es una red de Jackson abierta,

como no tiene ciclos, se anotan intuitivamente las ecuaciones de equilibrio.

En cada nodo, el flujo de entrada debe ser igual al flujo de salida.

k

Las ecuaciones de tréfico o equilibrio son intuitivas: A; =A;+ ZAJ M

(A;=X;=3
Ay=Ayr,=3.0,4=1,2
Ay=Ayr3=3.0,8=2,4
1A, =A,r,=3.0,6=1,8
Ag=A,rg=1,8.0,4 = 0,72
[ Ag=Aqt=1,8.0,2=0,36

6
Aea= D Ai=9,48
i=1

i=1

Ay=2,=3 Ay=»Ay1y,
M rlZ = 01'4 \\ N
EreEp N €) ) g W €) N —
&
Q\\ r14 = OIG N
n;=0,8 \\1 f5=0,4 @ /\
= " !
5=5

e @
@ [y =10 \;-4 =0,2 As=Nytys

Az3=Aqry5 V
He =53
Ng= Ny lyg
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Ay % M N1 T T Ts Ten | (Ag
A, A, fp Mo T T M T || A
. Aj As M3 N3 T3 Tz T3 fea | | Az
En forma matricial: = —+
A, A, Ma Ta Mg T Tsq Tea | | Ay
A As s s T35 s Tss Tes | | As
Ag Ag (e e Ms Tae Tse Tes | \ A6

b) Factor de saturacién nodo i:

A, A, = Tasa de llegadas de procesos al nodo i 1 Vi
= — S = I
P s,l; |A; =Tasade procesos que salen del nodo i (Tasas totales llegadas) '
Para que la red no se sature en cada nodo i se debe verificar que p; <1
A 3 A 1,2 A 2,4
p1= 1 =—=0’2 pZ = 2 = ! =0’048 p3= 3 = ! =0’24
SiHy 15 SaMy 25 S3kz 10
A 1 A 72 A
Py =—" ~18_ 0,18 Ps=—> _072 6144 Pg=— =938 _ 4,072
Sqbg 10 S5Hs 5 S Mg

Hay una red estacionaria al no saturarse en ningtin nodo.

c) Las medidas de rendimiento de cada nodo corresponden a las ecuaciones de un modelo M/ M /1

. A,
Numero medio de trabajos en el sistema (nodo i): L; = P _ '
1-p, W — A,
0,2 0,048 0,24
L -0,25 L,=—t2 - =0,05  Lg=—t - = 0,316
1-p, 1-0,2 1-p, 1-0,048 1-p, 1-0,24
0,18 0,144 0,072
L,=-—P4 = =0,219 L =-—P5 - ~0,168 L =—P6 - = 0,077
1-p, 1-0,18 1-p, 1-0,1448 1-p, 1-0,072

6
Numero medio de trabajosenlared: L 4= ZL
i=1

= 1,08

si

El tiempo medio que un trabajo pasa en el sistema (desde que entra en la red hasta que sale de ella) viene

L 1,08 . .
dada por la expresién: W, = -4 = ~>— = 0,114 unidades tiempo
Ared 9' 8
i 1
Tiempo medio que un trabajo pasa en cada subsistema (nodo): W,; = f = A
i BT
L 0,25 L 0,05 L 0,316
W,=—2="2-0,083 W,=->-= = 0,042 W, = > = =0,1316
A, 3 ) 1,2 A, 2,4
L 0,219 L 0,168 L 0,077
W, = -2 = =0,122 W, =-2>= =0,234 W,=-—2>=""""-0,215
A, 1,8 A 0,72 Ag; 0,36
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1 1
Tiempo medio de esperaenlacoladenodoi: W;;= Wy, + — — Wy =W; - —
M Ll
1 1 1 1
W, = W,; — —=10,083 — — = 0,016 W, = W, — —= 0,042 - — = 0,002
Ky 15 K2 25
1 1 1 1
Wy3 = W;; — — =0,1316 — — = 0,0316 Wy =W, — —=0,122 - — = 0,022
M3 10 Mg 10
1 1 1 1
Wys = Wys — —= 0,234 — — = 0,034 Wy6 = Wyg — —= 0,215 — — = 0,016
Hs > Ue 5
. , . s A .
Numero medio de clientes que visitan un nodo: V, = T Vi=1,2,..,6
red
A 3 A 1,2 A 2,4
V,=—1 = —-=0,3165 V,=—2 = =0,1265 V= —32 = =0,2531
Ay 9,48 Ag 9,48 Ay 9,48
A 1,8 A 0,72 A 0,36
V,=—*% = =0,1898 Vy=—2 = =0,0759 Vy=—2 = = 0,038
Ay 9,48 Ay 9,48 Ay 9,48

d) Ndmero minimo de procesadores (servidores) para que el nodo 3 no se sature con p; =2

A 2,4 2,4
3= "< 1 — s;=2servidores Py = =

0,6
S3. U3 S3.2 2.2

pP3s =

Las medidas de rendimiento del nodo 3 corresponden a un modelo M/ M /2

La probabilidad de que ningun trabajo se encuentre en el sistema de cola del nodo 3:

1
03 _ =
= N s3l \Hs 1-ps
1 1 1
T a1 (2aY( 1) wwar .. 1+t2+is OF
2'7 + ’ Z <l 41,8 S
~ nl 2t L2 ) (1-0,6 ~ nl
n=0 n=0

Numero medio de trabajos en la cola del nodo (subsistema) 3:

S3 2
A
L= — [_3J Py p= (“j —2 0,25 =0,675
s3t M3 ) (1-ps) 2! 2 (1-0,6)

Numero medio de trabajos en el sistema del nodo 3:

2,4

A
L= Lgz+—2= 0,675+
M3

= 1,875
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6
Numero medio de trabajos enlared: L, 4= sti = 2,639

i=1
) ) Leg 2,639 . .
Tiempo medio de esperaenlared: W, 4= A " oa8 0,2784 unidades tiempo
red ’
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COLAS M/M/S - SIMULACION TEMPORAL

O“ " Un almacén tiene 2 cajeras que atienden a razéon de 1,5 minutos por cliente siguiendo una
;tf-{a‘l distribucién exponencial. Los clientes llegan al almacén siguiendo una distribucidn de Poisson
Ll a razon de 30 por hora. Se pide:

a) Medidas de rendimiento

b) Probabilidad de que el sistema esté lleno.

¢) Simular el sistema durante 1 dia.

d) Anadlisis de sensibilidad de la tasa de llegadas variando de 30 a 100. Grafico de sensibilidad.

e) Andlisis de capacidad, siendo los costos en euros por hora: 5 euros servidor ocupado, 1 euro servidor
ocioso, 0,5 euros cliente en espera, 3 euros cliente servido, 1 euro cliente no atendido y 3 euros coste
unitario por capacidad de cola.

f) Simular el Sistema de Colas (Queuing System Simulation) durante 100 dias (2400 horas).
Solucién:

a) Es un modelo de cola M/M/2 con s =2 servidores

Tasa de llegadas A = 30 clientes/hora

60
Tasa de servicio por cajera: p = 15 = 40clientes/hora

’

A 30
Utilizacién promedio del sistema: u, = —=—=10,75
p o 40
e ., . A 30
Factor de utilizacidn o congestion del sistema: p = — = = 0,375
s.u  2x40

Probabilidad de que ningun cliente se encuentre en el sistema de colas:

1 1
Po= = = =
> 0e/ur 1(77 - 21:0’75n+1x0752x( : )
~ n! sl \p) 1-p ~ n! 2 1-0,375
1
= 0,454545

" 1+0,75 + 0,45
Promedio de clientes en la cola:

W/ wrAp p_0,752x30x40
T (s—1) (s.p—AP 0 (2x40 — 30)

x 0,454545 = 0,1227 clientes

A
Promedio de clientes en el sistema: L, = L,+ — = 0,1227 + 0,75 = 0,8727 clientes
7]

L 0,1227
Tiempo medio de espera en cola: W, = Tq =

= 0,0041 horas
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1 1
Tiempo medio de estancia en el sistema: W, = W, + — = 0,0041 + 4—0 = 0,0291 horas

p
() 1
(—)—po n<s
p) nl

Porcentaje de tiempo que determinado cajera esté libre: p, = - .
A 1
) srsns Po 078

n=0: p, = 0,4545

30/ 40
n=1:p, = (/T) po = 0,75x0,4545 = 0,3409
(30/ 40)? 0,75%
n=2:p, = ———p, = x0,4545 = 0,1278
21 2
30/ 40)° 0,75°
n=3:p, = (30/40)° Py = x0,4545 = 0,0479
21 x 2 4
(30/ 40)* 0,75*
n=4:p, = -"————pg = x0,4545 = 0,0180
21 x 2 8

E Queuing Analysis

File Edt Format Solve and Analyee Results Utiiies window — Simulate Sensitivity

I Cajeras

Data Description ENTRY
Mumber of servers 2
Service rate [per server per hora) 40
Customer arrival rate [per hora) 30
Queue capacity [maximum waiting space] M
Customer population M

Busy server cost per hora

Idle zerver cost per hora

Customer waiting cost per hora
Customer being zerved cost per hora
Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost

Number of servers (Numero de servidores): s =
Service rate (Tasa de servicio): pu=
Customer arrival rate (Tasa de llegada de clientes): A =

Queue capacity (Capacidad de la cola: Por defecto aparece M indicando que es infinita. Cuando la
cola es finita se pone el tamafo maximo de la cola menos el numero de servidores (k —s)

Customer population (Tamano de la poblacidn de clientes): Aparece por defecto M, indicando que
es infinita. En caso de fuente limitada se pone el tamafio de la poblacion.
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E Que uing Analysis

File Format = Results Utiities ‘Window Help

Performance Summary
o Probability Summary

Performance Measure | Result
1 System: M/M/2 From Formula
2 Customer arrival rate (lambda) per hora = 30.0000
3 Service rate per server (mu) per hora = 40,0000
4 Overall system effective arrival rate per hora = 30,0000
5 Overall system effective service rate per hora = 30.0000
[ Dverall system utilization = 37,5000 %
| 77 Average number of customers in the system (L] = 0.8727
8 Average number of customers in the queue [Lq) = 0.1227
3 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 0.6000/
10 Average time customer spends in the system [W) = 0.0291 horas
1 Average time customer spends in the queue [Wq) = 0.0041 horas
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [(Wb) = 0.0200 horas
13 The probability that all servers are idle (Po) = 45,4545 %
14 The probability an amiving customer waits (Pw) or system is busy (Pb) = 20,4545 %

7. Numero medio de clientes en el sistema: L, =0,8727 clientes

8. Numero medio de clientes en la cola: L, =0,1227 clientes

9. Numero medio de clientes en la cola cuando el sistema esté lleno: L, =0,6 clientes

10. Tiempo medio de estancia de un cliente en el sistema: W, =0,2909 horas

11. Tiempo medio de estancia de un cliente en la cola: W, =0,0409 horas

12. Tiempo medio de estancia de clientes en la cola cuando el sistema esta lleno: W, = 0,2000 hora

13. Probabilidad de que no haya clientes en el sistema o probabilidad de que todos los servidores
estén ociosos: p, =45,4545%

14. Probabilidad de que un cliente llegue al sistema y tenga que esperar, equivalente a la probabilidad

de que esté ocupado el sistema: p,, = 20,4545%

E Queuing Analysis

File Farmat Resulks  Uklities ‘Window Help

M System Probability Summary for Cajeras

Eztimated Probability of Cumulative Probability

1 n Customers in the System

0 0.4545 0.4545
1 0.3409 0.7955
2 0.1278 0.9233
3 0.0479 0.9712
4 0.0180 0.9892
5 0.0067 0.9960
b 0.0025 0.9985
7 0.0009 0.9994
8 0.0004 0.9998
9 0.0001 0.9999
10 0.0000 1.0000
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© 9
b) Numero promedio de clientes en sistema: L, = Zn P, = Zn .p, = 0,8727

n=1 n=1

9
Z(n—s).pn = 0,1227
n=3

e o)
Ndmero promedio de clientes en cola: L, = z (n—s).p,

n=s+1

L
’ . . . . _-q _
Numero promedio de clientes en la cola para un sistema ocupado: L, = — p,, = an

Pw n>s
L 0,1227
Pu= D Py = 1-0,7955 = 0,205 —> L=+ = """ _ 0
n>2 Pw 0,2045
. . . . W, 0,0041
Tiempo promedio de clientes en la cola para un sistema ocupado: W, = — = ——— = 0,0200
p, 0,2045

c) METODO DE SIMULACION DE MONTECARLO: Evalta la actuacion del sistema durante un tiempo.
Simula del sistema durante un tiempo determinado con distribuciones definidas, planteando distintas
formas:

E Queuing Analysis

File Edit Format Solve and Analyze Results  Utiities  Window  WinQSB |

= = 0] 2
= “Simulate the Syste
Data Description ENTRY
Queue Discipline Mumber of servers 2
@ Use default random seed @ FIFD Service rate [per server per hora) 40
Customer arrival rate [per hora) 30
) Enter a seed number C LFD Bueue capacity [maximum waiting space] M
Customer population M

() Use system clock C Random Busy server cost per hora

Idle server cost per hora
Customer waiting cost per hora
Customer being served cost per hora

Random seed number: 27437
Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost

art colecton - C—
CE—
Max. number of data collections: _

Random seed (semilla del azar): Se puede elegir el valor por defecto o reloj del sistema, o introducir un
valor para semilla del azar. Cada vez que se ejecuta la simulaciodn, si se utiliza la semilla del azar, genera la
misma sucesion de numeros aleatorios. En consecuencia, eligiendo el reloj del sistema como la semilla del
azar garantiza una sucesion del azar diferente.

Queu Discipline (Disciplina de cola): Se puede escoger FIFO, LIFO o Random (el azar). Disciplina de cola es
la regla para poder elegir al cliente en espera a ser atendido cuando un servidor se encuentra disponible. Si
el sistema tiene una solucién de la forma aproximada, el resultado debe estar muy cerca del de la
simulacién utilizando la disciplina FIFO.

Simulation time (Tiempo de simulacién): Indica el tiempo que funciona el sistema de colas.
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Start collection time (Iniciar tiempo de coleccidn): Indica cuando el programa comienza a recoger datos
sobre la actuacidn de la cola. Un tiempo de inicio distinto de cero para recoger datos puede filtrar la
iniciacion del "estado" del sistema.

Queue capacity (Capacidad de la Cola): Permite al sistema mantener a los clientes en espera. El valor por
defecto es 1000 que es normalmente suficiente para la mayoria de las situaciones. No conviene introducir
una capacidad de cola grande porque puede utilizar toda la memoria de la computadora.

Maximum number of data collections (NiUmero maximo de recogida de datos): Regla de detencién para
que el programa detenga el proceso de simulacién. Junto con el tiempo de simulacién, el programa
detiene la simulacién cuando cualquiera de los dos se alcanza.

E Queuing Analysis

Flle Format Resulks  Utilities  ‘Window  Help

I System Performance Summary for Cajeras

Performance Measure Result
1 Sypstem: M/M /2 From Simulation
2 Customer arrival rate [lambda) per hora = 30.0000
3 Service rate per zerver [mu] per hora = 400000
4 Overall system effective arrival rate per hora = 27.3295
Lt Overall spstem effective service rate per hora = 27 3295
b Overall gpstem uhlization = 3421151 %
i Average number of customers in the spstem [L] = 07565
8 Average number of customers in the gueue [Lg) = 0.0722
| Average number of customers in the queue for a busy spstem [Lb] = 04174
10 Average time customer spends in the system (W] = 0.0277 horas
11 Average time customer spends in the queue [Wq) = 0.0026 horas
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 0.0153 horas
13 The probability that all servers are idle [Po) = 48.8648 %
14 The probability an amvying customer waits [Pw] or spstem is busy [Pb) = 17.2951 %
15 Average number of customers being balked per hora = 1]
16 Total cost of busy server per hora = 0
17 Total cost of idle server per hora = $0
18 Total cost of customer waiting per hora = 0
19 Total cost of customer being gerved per hora = 0
20 Total cost of customer being balked per hora = 30
21 Total queue space cost per hora = 30
22 Total system cost per hora = 30
23 Simulation time in hora = 24.0000
24 Starting data collection ime in hora = 0
2h Number of obszervations collected = 656
26 Maximum number of customers in the queue = 4
27 Total simulation CPU time in second = 0.0520

Eﬂueuing Analysis

File Format Resules  Utilities  \Window  Help

" Estimated P_mhahilil_l.l of Cumulative Probability
n Customers in the System
(1] 0.4886 0.4886
1 0.3384 0.8270
2 0.1201 0.9472
3 0.0366 0.9838
4 0.0132 0.9370
L 0.0028 0.99598
[ 0.0002 1.0000
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d) Andlisis de sensibilidad para el parametro A =30, variando de 30 a 100 clientes/hora, y un incremento
de 10 clientes/hora. Gréfico de sensibilidad.

Con el Modelo de aproximacién G/G/s se observa cdmo reacciona el sistema.

Queuing Analysis

File Edit Format Solve and finalyze  Results

Select Parameter for Sensitivity Analysis i

ENTRY
Number of servers 2
Select a parameter for analysis Specify either approximation or Service rate [per server per hora) 40
Number of gervers simulation for solution if no Customer arrival rate [per hora) 30
Service rate (mu) close form formula is available. - - — M
E o ey = : Queue capacity [maximum waiting space]
Arrival rate [lambda Solution Metho Customer population M

Arrival dizcourage coefficient

Batch [bulk] size

Queue capacity

Customer population

Busy server cost per hora

Idle server cost per hora

Customer waiting cost per hora
Customer being served cost per hora
Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost

Busy server cost per hora

o ——
® Approximation by G/G/s Idle server cost per hora

OiMonte Earlo Simulation Customer waiting cost per hora

Cuztomer being served cost per hora

Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost

End at

Arrival rate [lambda)

30

Step

Cancel

Help I

E Queuing Analysis

File Format Resulks Ukilities ‘window Help

Value E]‘Iedive S_)fste_m L Lg Lb W Woq Wb PO Pw
Arrival Rate |Utilization
30 30.0000 0.3750 0.8727 0.1227 0.6000 0.0291 0.0041 0.0200 0.4545 0.2045
40 40.0000 05000 1.3333 0.3333 1.0000 0.0333 0.0083 0.0250 0.3333 0.3333
50 h0.0000 0.6250 2.0613 0.8013 1.6667 0.0410 0.0160 0.0333 0.2308 0.4808
1] 60.0000 0.7500 3.4286 1.9286 3.0000 0.0571 0.0321 0.0500 0.1429 0.6429
70 70.0000 0.8750 7.4667 5.7167 0.1067 0.0817 0.1000 0.0667 0.8167
80 Unstable System!
90 Unstable System!
100 Unstable Swstem!

La utilizacién del sistema se va incrementando, de forma que cuando la llegada de clientes es de 70 a la
hora la utilizacion del sistema es del 87,5% (maxima posible), a partir de entonces el sistema se vuelve
inestable, es decir, el ndmero de servidores es insuficiente.

GRAFICO ANALISIS DE SENSIBILIDAD: Se representa el grafico L, = nimero promedio de clientes en el

sistema, en funcion del parametro lambda A.
Dependiendo de las necesidades se pueden ir analizando cada uno de los parametros.
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E Queuing Analysis

File Format'ResuIts Ukilities  Window  Help

Performance Summary
Prabability Surnrmaty

Showe Sensitivity Analysis - Table

ivity Analysis E
Effective System L ‘ Select a performance measure for graphic analysis
Value | Amival Rate | Utilization L [Average number of customers in the system
30 30,0000 0.3750 08727 ( Lq [Average number of customers in the queue]
A0 40,0000 0,5000 (1.3333 O Lb [Average number of customers in the queue for a bu
W [Average time customer spends in the system)
50 50,0000 0.6250 2.0513 0 wq [Average lime customer spends in the queue)
60 60,0000 0.7500 3.4286 1 Wb [Average time customer spends in the queue for a b
70 70.0000 0.8750 7.4667 § PO [The probability that all servers are idle)
20 Unstable System! Pw [The probability an arriving customer waits)
System Utilization
30 Unstable | System! Effective Arival Rate
100 Unstable = System! Average Balked

Busy Server Cost

Idle Server Cost
Waiting Customer Cost
Served Customer Cost
Balked Customer Cost
Queue Capacity Cost
Total Cost

L [Average number of customers in the spstem]

‘0 I | Cancel I | Help I

L (Average number of customer in the systein)

7.4667

6.72

59733

5.2267

4.48

3.7333

2.9867

224

1.4933

0.7467

30 40 50 60 70
Arrival rate (Lambda)

Se observa un crecimiento exponencial.
Sucesivamente se pueden analizar cada uno de los parametros dependiendo de las necesidades del estudio.
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e) Analisis de capacidad: Coste servidor ocupado/hora = 5 euros, Coste servidor ocioso/hora = 1 euro,
Coste cliente en espera/hora = 0,5 euros, Coste cliente servido/hora = 3 euros,
Coste cliente no atendido/hora = 1 euro, Coste unitario capacidad de cola = 3 euros.

Data Description ENTRY Coste servidor ocupado: c;. (L, —L,)

Number of servers 2

Service rate [per seiver per hora) 40 .

L e [t 3 | Coste del servidor desocupado: ¢, . (s—L;+L,)
Queue capacity [maximum waiting space] M

Customer populatio M .

By M': — 5 Coste de espera de los clientes: ¢, . L,

Idle server cost per hora 1

Customer waiting cost per hora 0.5

Coste de los clientes siendo servidos: c . (L, —L,)

Customer being served cost per hora 3
Cost of customer being balked 1
A8 e C Ay 3 Coste Total Sistema: Suma de coste

E Queuing Analysis

File Edit Format | Solve and Analyze Resulks Utlities  Window WinQSE  Help
Eﬁi Solve the Performance
— — = Simulate the System

Petform Sensitivity Anal

ysis

Petform Capacity sis Capacity Analysis X[} Tpata Description ENTRY
Number of servers 2
R = Specily either approximalion or Service rate [per server per hora) 40
simulation for solution if no Customer arrival rate [per hora) 30
Start from: clace Rlaunls = . Queue capacity [maximum waiting space) M
Solution Method | Customer population M
End at: . Busy server cost per hora 5
g © Approximation by G/G/s Idle server cost per hora 1
e l:l C Monte Carlo Simulati Customer waiting cost per hora 0.5
RIS Customer being served cost per hora 3
[ Queue Capacity Cost of customer being balked 1
R ’M—| | EIK I Unit gueue capacity cost 3
End at: M | Cancel I
S
| Help I

Se marca una variacion de 2 a 8 servidores, con un paso de 1, en que la capacidad de la cola es infinita.
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EE Queuing Analysis

File Format Results Utiities Window Help
Performance Measure Result
1 System: M/M/2 From Formula
2 Customer amival rate (lambda) per hora = 30.0000
3 Service rate per server (mu) per hora = 40,0000
4 Dverall system effective arrival rate per hora = 30,0000
5 Dverall system effective service rate per hora = 30,0000
b DOverall system utilization = 37,5000 %
7 Average number of customers in the system [L) = 0.8727
8 Average number of customers in the queue [Lq] = 0.1227
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 0.6000
10 Average time customer spends in the system (W) = 0.0291 horas
11 Average time customer spends in the queue [(Wq) = 0.0041 horas
12 Average time customer spends in the queue for a busy system (Wb) = 0.0200 horas
13 The probability that all servers are idle (Po) = 45 4545 %
14 The probability an amiving customer waits [Pw] or system is busy (Pb) = 20,4545 %
15 Average number of customers being balked per hora = 0
16 Total cost of busy server per hora = $3.7500
17 Total cost of idle server per hora = $1.2500
18 Total cost of customer waiting per hora = $0.0614
19 Total cost of customer being served per hora = $2.2500
20 Total cost of customer being balked per hora = $0
21 Total queue space cost per hora = $0
22 Total system cost per hora = $7.3114

Coste servidor ocupado: ¢, . (L,—L,) = 5. (0,8727-0,1227) = 3,7500 euros/hora
Coste del servidor desocupado ¢, . (s—L;+L,) = 1. (2—0,8727+0,1227) = 1,2500 euros/hora
Coste de espera de los clientes Cq- Lg= 0,5.0,1227 = 0,0614 euros/hora

Coste de los clientes siendo servidos: ¢ . (L, — Lq) = 3.(0,8727-0,1227) = 2,25 euros/hora

Coste Total Sistema: 3,7500+ 1,2500+ 0,0614 +2,2500 = 7,3114 euros / hora

File Format Results  Ukilities  window  Help
FER ool A | = =] =|1I[E S NFEEE
Number of| Queue Total |Busy Server|ldle Server Waiting Served
Server |[Capacity| Cost Cost Cost Customer Cost|Customer Cost

1 2 M $7.3114 3.7500 1.2500 0.0614 2.2500
2 3 M $8.2574 3.7500 2.2500 0.0074 2.2500
3 4 M $9.2509 3.7500 3.2500 0.0009 2.2500
4 5 M $10.2501 3.7500 4.2500 0.0001 2.2500
5 b M $11.2500 3.7500 5.2500 0.0000 2.2500
b 7 M $12.2500 3.7500 6.2500 0.0000 2.2500
7 8 M $13.2500 3.7500 7.2500 0.0000 2.2500

El coste total promedio éptimo de 7,3114 euros se obtiene con 2 servidores. A medida que se incrementa
el nimero de servidores los costos van subiendo, de forma que cuando hay 4 servidores el coste total es
de 9,2509 euros.
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f) Simular el Sistema de Colas (Queuing System Simulatién)

Problem Specification

x|

To define a queuing spstem. four spstem components are considered:
customer arriving populations such as different type of malerials or

different age groups. servers such as machines or clerks. queues for
huffer storages or waiting lines. or garbage collectors for defectives.

Problem Title: [CAJERAS |
Mumber of System Components:  [4 |
Time Unit: [hora |

Data Entry Format

) Graphic Model

Component Names and Types for C

Number Component Name | Type [C/5/0/G]
1 Cajeral 5
2 Cajeraz 5
3 Cliente C
4 Cola Q
‘ OK I ‘ Cancel I | Help

OK Cancel

Help |

Queuing System Simulation

Window  WInQSE  Help

File Edit Format Solve and Analyze FResulks  Ukilities

Component Type Immediate Follower [Hame / Prob Input Dutput Hueue Queue Attribute Interarrival Time Batch Size Service Time
Mame [C/S/0/G) | / TransferTime. separated by °.'] Rule Rule | Discipli LCapacity Value Distributi Diztributi igtributi
Cajeral 5 H Exp//40
Cajera2 5 Exp//40
Cliente C Cola Poizzon/30

Cola q Cajeral, Cajera2 FIFD

Queuing System Simul

" Random Seed
@ Use default random seed
C Enter a seed number

C Use system clock

Random number seed:

2400
Data collection start time at hora: _
M aximum number of data collections [observations): _

2409.7310 horas
7

% of simulation done:

Current time:

Number of observations collected:

5
. Show Analysis Cancel m

File Format Results  Utiliies Window Help

stomer Analysis for CAJERAS

Result Cliente
1 Total Mumber of Amval 80
2 Total Humber of Balking 4
3 Average Mumber in the System [L]) 1.3308
4 Maximum Mumber in the System 3
L Cumrent Humber in the System 1
[ Mumber Finished 75
7 Average Process Time 39,4605
8 5Std. Dev._ of Process Time 38.8043
9 Average Waiting Time [Wq) 2.9695
10 Std. Dev. of Waiting Time 13.2949
11 Average Transfer Time 0
12 Std. Dev. of Transfer Time 0]
13 Average Flow Time [W) 424299
14 Std. Dev. of Flow Time 40.3445
15 Maximum Flow Time 218.5369
Data Collection: 0 to 2400 horas
CPU Seconds = 0.3210
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LINEAS DE ESPERA CON PRIORIDADES Y CON INTERRUPCION

Los pacientes llegan a Urgencias de un Hospital de manera aleatoria (proceso entrada
de Poisson), por lo que los tiempos entre llegadas siguen una distribucion exponencial
con una tasa promedio de una media hora.

El tiempo que necesita un equipo para atender a los pacientes sigue aproximadamente una distribucion
exponencial con un promedio de 20 minutos por paciente.

Los pacientes se clasifican en este orden de prioridad: Criticos (un tratamiento inmediato es vital para la
supervivencia), Graves (un tratamiento rapido es importante para prevenir mayor dafio) y Estables (el
tratamiento puede retrasarse sin consecuencias adversas).

Por lo general, dentro de la misma categoria se atienden a los pacientes segun la regla de primero en
llegar, primero en salir. Se interrumpe el tratamiento de un paciente si llega un caso nuevo de una
categoria de prioridad mas alta.

Aproximadamente el 10% de los pacientes caen en la primera categoria, el 30% en la segunda y el 60%
en la tercera. Los casos mas serios se internan en el Hospital después de recibir el tratamiento urgente,
el tiempo promedio de tratamiento en la sala de Urgencias en realidad no difiere mucho entre estas
categorias.

Calcular las medidas de rendimiento en el hospital con dos equipos de médicos.

Solucién:

Se trata de un sistema de colas de prioridades con interrupcion, siendo:

A =2 pacientes/hora u = 3 pacientes/hora

A, = 0,1x2 =0,2 pacientes/hora

A, = 0,3x2 = 0,6 pacientes/hora

Ay = 0,6x2 = 1,2 pacientes/hora

Si se tienen dos equipos médicos (s =2) los tiempos de espera para los pacientes Criticos (prioridad 1)
no se ven afectados por la presencia de otros pacientes con una prioridad menor. Es decir, W, es la
misma para cualquiera de los otros valoresde A, y A,.

W, =W paraun modelode colaM/M/2 ,A=0,2 y p=3

0,2

A
Uilizacidon promedio de urgencias: — =
7]

= 0,0667

e s . . A 0,2
Factor de utilizacidn o congestion de urgencias: p=——=

s.u 2x3

Probabilidad de que ningln paciente critico se encuentre en el sistema de colas:

=0,0333

Po =1 - = . = 0,9355
Z(l/u)"+(7»/u)sx 1 2(0,2/3) ,(0.2/3) ( 1 j
e L s! 1-p) & nl 2! 1-0,3333
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Probabilidad estado n: Estado Probabilidad | Probabilidad
. ] n acumulada
A) 1
(_J 1, i<o 0 0,0355 0,0355
o = | \H n! 1 0,0624 0,9978
" A" 1 2 0,0021 0,9999
—| —mos po h>2
\n) sts 3 0,0001 1
4 0 1
1
p, = 0,0677 x 0,9355 = 0,0624 p, = 0,0677 « 5% 0,9355 = 0,0021
3 1 4 1
Py = 0,0667° x ——x0,9355 = 0,0001  p, = 0,0667 Pt 0,9355 = 0,0000

Numero promedio de pacientes criticos en el sistema:

Ll 4
L= D .n.p, =) n.p, = 0,0624 + 2x0,0021 + 3x0,0001 = 0,0667

n=1 n=1
L 0,0667
Tiempo promedio de pacientes criticos en el sistema: W, = TS = T = 0,3333 horas
Ndmero promedio de pacientes criticos en la cola:
) 4

L= >, (h—=2).p, = ) (n-2).p, = 0,0001

n=s+1 n=3

L 0,0001

Tiempo promedio de pacientes criticos en la cola: W, = Tq = 02 = 0,0004 horas

7
Numero promedio de pacientes criticos con urgencias ocpadas:

_ _ L _ 0,0001
*" p, 0,0022

0 4

=0,0345 p, =) p,= D p,=0,0021+ 0,0001 = 0,0022
nxs nz2

W,  0,0004

3 = 0,1724
p, 0,0022

Tiempo promedio de pacientes criticos con urgencias ocupadas: W, =
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Queuing Analysis

Problem Specification u & Queuing Analysis
Prablem Title |UHGENCIAS | File Edit Format Solve and Analvze Resdlts  Utilities  window  WinQ3SE  Help
Time Unit |hula |

M URGENCIAS

Entry Format
Data Description ENTRY
® Simple M/M System; Mumber of servers 2
() General Queuing System Service rate [per server per hour] 3
Customer arrival rate [per hour] 0.2
Queue capacity [maximum waiting space] M
ok ‘ ‘ Cancel Help Cuztomer population M

Busy server cost per hour

Idle zerver cost per hour

Customer waiting cost per hour
Cusztomer being served cost per hour
Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost

E Queuing Analysis

File Format Results Utilities wWindow Help

Performance Meazure | Result
1 System: M/MJS2 E From Formula
2 Customer amval rate [lambda] per hora = 0.2000
3 Service rate per server [mu] per hora = 3.0000
4 DOverall system effective arrival rate per hora = 02000
L] Overall system effective service rate per hora = 0,2000
[ Overall zpstem utilization = 33333 %
7 Average number of customers in the system [L]) = 0.0667
8 Average number of customers in the queue [Lq] = 0.0001
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 0.0345
10 Average time customer spends in the system [W] = 0,3337 horas
11 Average time customer spends in the queue (Wql = 0.0004 horas
12 Average ime customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 0.1724 horas
13 The probability that all servers are idle [Po] = 93,5484 %
14 The probability an arriving customer waits [Pw] or spstem iz busy [Pb] = 02151 %

B Que uing Analysis

File Format Results  Utlities  Window  Help

™ System Probability Summary for URGENCIAS

E stimated Probability of Cumulative Probability
n n Cuztomersz in the System
1] 0.9355 0.9355
1 0.0624 0.,9978
2 0.0021 0.9999
3 0.0001 1.0000
4 0.0000 1.0000
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RED DE COLAS TANDEM: CICLO DE BRAYTON

Una vez finalizado, los motores entran en dos secciones que siguen el Ciclo de Brayton: Una seccion fria
formada por dos circuitos, uno de admisioén, y otro de compresion. Posteriormente, entran en una seccion
caliente formada por otros dos circuitos, uno de combustién y otro de escape. En todos los circuitos hay
mecanicos por seccion (fria o caliente) por lo que muchas veces admisidn revisa tareas de compresion y
viceversa asi como para combustidn y escape.

Ciclo de BRAYTON de motores a reaccion

ADMISION COMPRESION COMBUSTION ESCAPE Actualmente la seccién fria opera a un 75%

" de su capacidad. En la seccion caliente se
necesitan de media 29,6 minutos por motor y
por jornada, de los que un 75% se dedican a
BEa ) — s L L g la revisién de la combustién. Las llegadas
; AR P i siguen una distribucién de Poisson y tiempo
Entrada Camara de - Turbina’ .- .
de aire combustion de servicio exponencial.

(e =
N :

Seccion fria Seccion caliente

Determinar las siguientes cuestiones para el ultimo dia Q3 (tercer trimestre: julio, agosto y septiembre), con
una jornada efectiva de 10 horas, donde entran 15 motores en la seccion de testeo y 30 motores en el resto
de secciones.

a) Longitud media de la cola de motores testados esperando a entrar en la seccion fria.

b) Tiempo promedio de revisién de un motor en la seccién fria.

¢) Numero promedio de motores en la cadena de combustion.

d) Los componentes de admisién y combustidn presentan mayor desgaste. Estudiar la posibilidad de
ampliar de dos a tres circuitos la linea de admisién o la linea de combustidn con criterios de tiempo y
analizar que seccion debe contar con tres circuitos en total.

Solucién:
i FTTTTTY TR D i 3
La cadena’MRO se modeliza como una red de | T Y E) N =NO I
colas en Tandem con tres nodos o subsistemas: | =>>@ | > | | >>: ‘ :>> —)
El nodo 1 con un modelo de cola M/D/1. I I =) ! i = E)

| 1 1 . 1 |
Los nodos 2 y 3 con un modelo de cola M/M /2. ' _ _TESTEO , ( SECCFRIA ;  (SECC.CALIENTE,

Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3

a) Lacola del nodo 1 relativa a cadena de testeo se establece M /D /1 al verificar los parametros de tarea
rutinaria de centralita para todos los motores con un tiempo de servicio constante fijo de 1,5 horas/motor.

15 motores en 10 horas = 1,5 motores a la hora

Para determinar los motores ya testados se debe obtener el nimero de motores del servidor o nodo 1 de
testeo, es decir, L,

Tasa de Llegadas: A, = 1,5 motores / 60 minutos = 0,025 motores / minuto

Tasa de servicio: p, = 1/30 = 0,0333 motores/minuto
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h _ 0,025
[TH 0,0333
Verificando la condicién de estabilidad.

Factor de utilizacién: p, = =0,75< 1

pr_ 075
2.(1-p,) 2.(1-0,5)

Numero promedio motores en la cola: L;; = = 1,125 motores

Numero promedio de motores en sistema: L,

1= qu +p; = 1,125+ 0,75 = 1,755 = 2 motores
b) La seccién fria (nodo 2) es un modelo de cola M/M/ 2

30
Se revisan 30 motores en 10 horas = E motores / hora

Tasa de Llegadas: A, = 3 motores /60 minutos = 0,05 motores / minuto

Factor de utilizacién: p, = 75% = 0,75 de capacidad

A 0,05 - 0,05
p, = 2_ 5 0,75 = = Tasa de servicio: p, = = 0,033
Sy My 2., 2.0,75
A 0,05
Utilizacién promedio del subsistema (nodo 2): u,, = —2 = = 1,5
u, 0,033

S.
1(2,)"
Ndmero promedio de motores en cola del nodo 2: L, = — [—2} P—zz Po2
s;t M2 ) (1-p,)

Probabilidad de que ninglin motor se encuentre en el sistema de colas del nodo 2:

Pop = 1 _ 1 _
022~ 5 1 n s - 2-1 -
d § 1 1 1
Zl[xz]“(“] ( 1 J > iuse Lag( ot

st stk ) \1-p; =l 21 1-0,75
- 1 0148
1+ 1,5+ 4,5

S.
1 (A, )" 1 0,75
— ( ZJ _ P2 5 Po2 = TR 1,5, ———. 0,1428 = 1,9278 motores

P s ) (1-py) " (1-0,75)

Tiempo promedio de estancia en cola de la seccidn fria (nodo 2):

L 1,9278
W, = 2 _ = 38,556 minutos
A, 0,05

c) La cadena de combustion (nodo 3) es un modelo de cola M/ M/ 2
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30
Se revisan 30 motores en 10 horas = E motores / hora

Tasa de Llegadas: A; = 3 motores /60 minutos = 0,05 motores / minuto

Servicio: Se necesitan 29,6 minutos por motor en la seccion caliente en jornada de 10 horas, dedicando el
75% del tiempo en la linea de combustidn, por lo que en 10 horas: 29,6 x 0,75 = 22,2 minutos / motor,

con lo que el tiempo de combustién en 1 hora resulta: 22,2 /10 = 2,2 minutos / motor

Tasa de servicio en minuto: p; = 2,2/60 = 0,037 motor/minuto

A; 0,05

Factor de utilizacién: p; = =
S;. d3  2x0,037

= 0,675 sistema estable

A 0,05
Utilizacién promedio de combustién (nodo 3) : ug,= —2 = = 1,35
pny; 0,037
1 ()
Ndmero promedio de motores en combustion (nodo 3): L, = — [—3] p—32 Pos
s3l{M3) (1-p;5)
Probabilidad de que ninglin motor se encuentre en la cola de combustién:
Do, = 1 _ 1 _
03 5 1 n s T 2-1 -
X ? 1 1 1
¥ 1(’%} L1 [7”3] [ 1 ] D= 1,357+ 1,352 ()
_ 1 ~ 0,1939

1+1,35+ 4,5

S
1 (A ) 1 0,675
qu = —(—3J p—32 Pos = — - 1,352. P E— 0,1939 = 1,129 motores

Tiempo promedio de permanencia en cola de la seccién de combustién (nodo 3):
Lys 1,129

Wy = = = 22,58 minutos
Ay 0,05

d) Atendiendo Unicamente a criterios de tiempo, se determina que seccién (fria o caliente,) debe contar
con tres circuitos.

d.1) Seccion fria (nodo 2) : Se analiza un modelo de cola M/M/ 3

Tasa de Llegadas: A, = 0,05 motores / minuto

Factor de utilizacion: p; = 75% = 0,75 de capacidad
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> 0,05 . 0,05

p,= ——= —> 0,75 = - = Tasa de servicio: p, = = 0,0222
S, . Wy 3.1, 3.0,75
.« A 0,05
Utilizacién promedio del subsistema (nodo 2): ug, = —2 = = 2,25
py  0,0222

S.
e 1 (A3} Py .
Numero promedio de motores en cola del nodo 2: L, = — [—f} P—zz Po2
73

Probabilidad de que ninglin motor se encuentre en el sistema de colas del nodo 2:

o _ 1 B 1 B
02~ ¢ N S T 341 -
Zl(lfJJrf(’“f} ( 1.J 21|225+1225[ 1 )
no0 n!  p; s;! (1 1-p, neo 3! 1-0,75
1 1
= — = = 0,0747
1 1 1+ 2,25+ 2,53125+ 7,59375
Z = 2,25"+ = 2 253
~ 1-0,75
1 () pl 1 0,75
1, = | 22| —P2_ps, = = 2,253, 20,0747 = 1,701 motores
W) 1-p3) 31 (1-0,75)

Tiempo promedio de permanencia en cola de la nueva seccion fria (nodo 2):

. 1,701
W, = ?»Lf = oos - 34,02 minutos
2 4

Tiempo optimizado: W, — Wgz = 38,556 — 34,02 = 4,536 minutos ganados con 3 servidores

d.2) Seccidn caliente (nodo 3) : Se analiza un modelo de cola M/M/3

Tasa de Llegadas: A3 = 3 motores /60 minutos = 0,05 motores / minuto

. A 0,05 .., 0,05
py= —2— — 0,675 = — = Tasa de servicio: p; = ———— = 0,0247
K 3.4 3.0,675

Aj 0,05
Utilizacién promedio del subsistema (nodo 3): uj; = —2 =
[TH 0,0247

= 2,024

S.
}\{o 3 o
NUmero promedio de motores en cola del nodo 3: L; = X [_f} (1‘)—3)2 Pos
M3 -
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o 1 _ 1 _
03— 5.3_1 «\" o \53 3-1 -
¥ 1 (7“3] L1 [ls} (1} > l' 2,024" + ; 2,024° [1()167)
neo n! { p; s3! M3 1-p; n=o ’ —0,675
1 1
= — = = 0,107
1 1 \ 1 1+ 2,024 + 2,048 + 4,252
Z =2,024"+ = 2,024° | — =
—~ n| 3] 1-0,675
n=0
1 () o 1 0,675
= | =2 | =22 pp, = =.2,0243. —2__ 0,107 = 0,945 motores
sty ) @-pd) 3| (1-0,675)

Tiempo promedio de permanencia en cola de la nueva seccidn caliente (nodo 3):

. L3 0,945
wq3 = _f =
Mea 0,05

= 18,9 minutos

Tiempo optimizado: W,; — Wq°3 = 22,58 — 18,9 = 3,68 minutos ganados con 3 servidores

En caso de ampliar una sola seccion debe ser la seccidn fria ya que optimiza mejor el ahorro por minuto en
la revisiéon de motores.
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RED DE COLAS TANDEM: AEROPUERTO

, capacidad maxima para 50 pasajeros; el mostrador de facturaciéon, compuesto por
dos cintas, con una tasa de servicio medio de 75 clientes/hora; y, por ultimo, el

- = |

i control de seguridad, que consta de cuatro puestos de seguridad.

Al mostrador de facturacién acuden de media 45 clientes/hora, cuyo empleado atiende a un ritmo medio

de 2 clientes/minuto; mientras que los auxiliares de seguridad tardan una media de 4 minutos/cliente.
Las llegadas siguen una distribucién de Poisson y el tiempo de servicio se distribuye exponencialmente.

Se pide:

a) Ndmero promedio de pasajeros en cada sistema: control de pasaportes, mostrador de facturaciéon y
control de seguridad.

b) Tiempo medio que un cliente desde que pasa el control de pasaportes hasta que finaliza el control de
seguridad.

c) Para agilizar el proceso el aeropuerto quiere ampliar el nimero de los puestos del control de
pasaportes, asi como del control de seguridad en una unidad. Suponiendo que el coste de ampliacién
en uno u otro lugar fuera equivalente, équé criterio seria mas acertado para que el tiempo de
servicio del sistema fuera menor?

Solucién:

El aeropuerto se puede modelizar como una red de colas Tandem con tres nodos o subsistemas, el nodo 1
un modelo de cola M/M/ 1, el nodo 2 un modelo de cola M/M/ 2y el nodo 3 un modelo de cola
M/M/4.

Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3
21=0,75 A2= 0,75 A3= 0,75 ©
— ® N @ N @
5 a2 = ) |Cola2 o I ) | Colas g
Hy=2 p,=1,25 ps=0,25
Control Pasaportes Mostrador Facturacion Control Seguridad

La tasa de llegadas para cada estacién (nodo) es lamisma, A, = A, = A; = 0,75 clientes/minuto.
En el apartado (a) se calculan también todas las medidas de rendimiento para ir contestando después
a distintos apartados.

a) Nodo 1 (Control de pasaportes): Modelo de cola M/M/1
0,75

A
Factor de utilizacién (intensidad) del trafico: p, = —* = = 0,375 < 1, por lo que el subsistema

1
no se satura y existe un estado estacionario.

11
-, 2-0,75

Tiempo promedio de estancia en el sistema: W, = = 0,8 minutos
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Numero promedio de clientes en el sistema: L, = A,.W,,=0,75x0,8 = 0,6 pasajeros

Wy = p1- W, = 0,375x0,8 = 0,3 minutos

Tiempo promedio de clientes en la cola:

1 1
Wg = W3- —=10,8—- —= 0,3 minutos
M 2
Lgg = p1- Ly = 0,375x 0,6 = 0,225 pasajeros
Ndmero promedio de clientes en la cola: )2 0,752
L. = 1 ! = 0,225 pasajeros

L (u - A) 2.(2-0,75)

Nodo 2 (Mostrador de facturacién): Modelodecola M/M/2

A, 0,75

Factor de utilizacién (intensidad) del tréfico: p, = = = 0,3 < 1 sistema estable
s, . H, 2x1,25
A 0,75
Utilizacién promedio del subsistema 2: u,, = —=* = =0,6
u, 1,25

Probabilidad de que ningln pasajero se encuentre en la cola de la estacién 2:

Po2 = 1 = 1 _
02— 5 1 n S, - 2-1 -
ST G B ()
1 1
- = 110640257 _ 384
zi 0,6" + 10,62( 1 ) ’ ’
i 21 1-0,3

Numero promedio de pasajeros en cola del nodo 2:

1 (2,)" 1
o= —[—2] p—z)z Pz = 5 x0,6 x _93 ., 0,5384 = 0,053 pasajeros
K2 :

s, ! (1-p, (1-0,3)

L 0,0593
Tiempo promedio de estancia en cola del nodo2: W, = ;2 = 075 = 0,0791 minutos
2 ’

Numero promedio de clientes en el sistema del mostrador de facturacion (nodo 2):

A
Lo =L+ —2 = 10,0593 + 0,6 = 0,6593 pasajeros
M
L., 0,6593

Tiempo promedio de estancia en sistema del nodo2: W,, = " " o075 0,8791 minutos
2 ’
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Nodo 3 (Control de seguridad): Modelo decola M/M/4

A 0,75 .
Factor de utilizacién (intensidad) del tréfico: p, = i = = 0,75 < 1 sistema estable
Sy M, 4x0,25

Utilizacién promedio del subsistema 3: u, = — =

Probabilidad de que ningln pasajero se encuentre en la cola de la estacion 3:

_ 1 _ 1 _
Po3 ssz—:l1 (7\43}"4_ i [}\sta ( 1 J 42_51 34 1 34 (1)
= nl\y, SN TN 1-p, = n! 4! 1-0,75
= — 1 = 1 = 0,0377
Zl,3n+134( 1 ) 1+3+ 4,5+ 4,5+ 13,5
& 41~ (1-0,75

Numero promedio de pasajeros en cola del nodo 3:

S
1 () 1 0,75
= —( 3} p—32 Pos = —x3* 0.5 0,0377 = 1,5268 pasajeros

;!\ 1s ) (1-ps) 41 (1-0,75

, . : Ly 1,5268 .
Tiempo promedio de estancia en cola del nodo3: W; = » = 075 = 2,0357 minutos
3 ’

Numero promedio de clientes en el sistema del control de seguridad (nodo 3):

A
Lga=Lgs+ —3 =1,5268 + 3 = 4,5268 pasajeros
K3

L 4,5268 .
Tiempo promedio de estancia en sistema del nodo3: W,; = }:3 = o5 6,0357 minutos
3 ’

b) El tiempo total que un pasajero tarda en el aeropuerto viene reflejado por la suma de los tiempos de
los tres subsistemas.

3
Wieropuerto = Wy = 0,8+0,8791+6,0357 = 7,7148 minutos

i=1

¢) Se afiade un servidor en el control de pasaportes (nodo 1) y en el control de seguridad (nodo 3), teniendo que
recalcular las medidas de rendimiento.

Nodo 1 (Control de pasaportes): Modelo de cola M/M/ 2

A 0,75 .
Factor de utilizacién (intensidad) del trafico: p; = 1= > 2 = 0,1875 < 1 sistema estable
S;- Ky X
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A 0,75
Utilizacién promedio del subsistema 1: u;, = —* =

My

= 0,375

Probabilidad de que ningln pasajero se encuentre en la cola de la estacién 1:

Po1 = 1 - 1 _
01— 5 1 n s -1 =
1 4 1 1 1
3 [)”1] y L [7”1] ( 1 } > = 0,375"+ . 0,375 (]

int{p ) spt\pm) (1-p7) o™ 2! 1-0,1875
1 1
- = = 0,6842
1 1 , 1 1+ 0,375 + 0,086
> = 0,375"+ 20,3757 | —
o 2! 1-0,1875

Numero promedio de pasajeros en cola del nodo 1:

S.

. 1 (A, )" : o 1 0,1875 .

|_ql = T(_l] L.Z Po1 = — X 0,3752 X—————x 0,6842 = 0,0137 pasajeros
s;!\H ) (1-p;) 21 (1-0,1875)

: : . e _Lu _ 00137 :
Tiempo promedio de estancia en cola del nodo 1: W, = . = 0.75 = 0,0182 minutos
1 ’

Numero promedio de clientes en el sistema del control de pasaportes (nodo 1):

[ ] [ ] }\’ .
Ly =Lg + —1 =0,0137 + 0,375 = 0,3887 pasajeros
Ky
(o 0,3887

Tiempo promedio de estancia en sistema del nodol: W, = A_ = 075 = 0,5183 minutos
1 )

Diferencia de tiempo ganado = W,; — Ws°1 = 0,8 — 0,5183 = 0,2817 minutos

Nodo 3 (Control de seguridad): Modelo de cola M/M/5

A 0,75 .
Factor de utilizacién (intensidad) del trafico: p; = 3= = 0,6 < 1 sistema estable
S; . Uy 5x 0,25
A 0,75
Utilizacién promedio del subsistema 3: u, = = = =3
p, 0,25

Probabilidad de que ningln pasajero se encuentre en la cola de la estacién 3:

Pos = ! _ 1 )

% 5ot n 53 5-1 =
Zl(MJJrl[MJ 1 Zl3n+135( 1 )
=0 M (ks s3! (K3 ) (1-p3 & nl 51~ (1-0,6
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1 1
= - = = 0,0466
1 . 1 < 1 1+ 3+ 4,5+ 4,5 + 3,375 + 5,0625
n! 51~ (1-0,6

n=0

Numero promedio de pasajeros en cola del nodo 3:

.

. 1 (A, ) : o 1 0,6 .

Lts = — (_-’J p—-”.z Po3 = — X 3° x ———— x 0,0466 = 0,3538 pasajeros
s1Uks) (1=p3) 517" 7 (1-0,6)

: . . . _ L _ 03538 :
Tiempo promedio de estancia en cola del nodo 3: Wg; = . = 0.75 = 0,4717 minutos
3 ’

Numero promedio de clientes en el sistema del control de seguridad (nodo 3):

L] L[] )‘ .

133 = Lys + — = 0,3538 + 3 = 3,3538 pasajeros
K3

1%,  3,3538

= = 4,4717 minutos
Ay 0,75

W3
Tiempo promedio de estancia

en sistema del nodo3: 1
Wg; = Wc;3 + — = 0,4717 + 4 = 4,4717 minutos
M3

Diferencia de tiempo ganado = W; — W_; = 6,0357 — 4,4717 = 1,564 minutos

Instrumentos Estadisticos Avanzados 224



U 5 M Universidad Autdnoma :lré‘"-“cas -
. i Umnos @
de Madrid

RED DE COLAS JACKSON ABIERTA: PUERTO NAVIERO

Un puerto naviero dispone de cuatro muelles de atraque. Los tres primeros

muelles tienen, respectivamente, una tasa de llegada de 60, 45 y 20 toneladas

por hora.

Por las dimensiones del puerto, los contenedores se mueven entre los distintos

e o el muelles, para priorizar la salida de productos perecederos que son cargados en
i -é%ﬁl}m camiones de distribucion terrestre.

El primer muelle dispone de dos gruas capaces de descargar, cada una, 45 toneladas por hora. Cuando
acaba el proceso de descarga el 50% es enviado al muelle 4 y resto al muelle 2.

El segundo muelle tiene 3 grias, con la misma capacidad de descarga que las del primer muelle. Cuando
acaba el proceso de descarga, el 30% va al muelle 4 y el otro 70% al muelle 3.

El muelle 3 consta de 2 gruas con capacidad de 50 descargas cada una. Cuando acaba el proceso el 10%
vuele al mismo muelle, porque son contenedores que se cambian de sitio para poder mover otros, el
50% son cargados en camiones y salen del puerto, un 10% vuelve al muelle 1y el resto van al muelle 4.

El cuarto muelle esta equipado con una grda mas potente capaz de cargar y descargar 100 contenedores
por hora. Un contenedor = 1 tonelada. Cuando acaba el proceso, los contenedores salen del puerto.

Se pide:

a) Numero medio de contenedores en cada muelle.

b) Nimero medio de contenedores que visita cada muelle.

c) Tiempo medio que pasa un contenedor en la red.

d) Sila gria del muelle 4 solo pudiese descargar 40 contenedores/hora, écuantas grias necesitarian?,
¢En este caso, cual seria el tiempo promedio que pasaria un contenedor en la red?

Solucién:

a) Es una red de Jackson ciclica abierta con k =4 nodos (muelles).

=100
A, = Tasa de llegadas de procesos al @ g =05 Ha @
?\.1—55E:>i Dﬁ—l Dﬁ‘

nodo | desde fuera del sistema. 1y = 45
A, = Tasa de llegadas de procesos al

nodo i desde fuera y dentro del sistema.

r; = Probabilidad de transicion del nodo

j alnodo i

A;r; = Tasa de procesos que llegan al

nodo i desde el nodo j Ay =45 A3
Ha =45 p3=50
4
Ecuaciones de trafico o ecuaciones de equilibrio: A, =A, + ZAJ' i
i=1
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Ay Ay e B 31 Tag Ay
. A, A, fMa N Mo Tp A,
En forma matricial: = +
Aj A, s T3z M3 I3 Aj
A, A, e Y1 Taa T ) \ Mg

Ay=65+0,1xA; Ay=0+0,5xA;+0,3xA,+0,3xA,

Las ecuaciones de
trafico o equilibrio son
intuitivas.

En cada nodo el flujo
de entrada debe ser
igual al flujo de salida.

A,2:45 13=20
B =45 n3=50

A,=45+0,5xA; A;=20+0,7xA,+0,1xA,

A =65+ 0,1.A,

A,=45+0,5.A, N 0,9.A;=20+0,7. |:45+ 0,5.(65+ 0,1.A3):|
A;=20+0,7.A,+ 0,1. A, 0,865.A; = 74,25
Ap=0+05.A,+0,3.A,+0,3.A,

A;=85838 A, =73,584 A,=81,792 A,=87,081

La tasa global de salidas del sistema coincide con el nimero de procesos que entran en el sistema:

A

Puerto

4
= ZAi = 73,584 +81,792 + 85,838 + 87,081 = 328,295
i=1

Condicién de no saturacién aplicada a cada uno de los nodos por separado. En la practica cuando
p > 0,85 se satura el sistema.

A, _ 73,584

Nodo (Muelle) 1: =
( )1 Py S,. M, 2x45

= 0,818<1 s, =2 servidores

A, 81,792

Nodo (Muelle) 2: p, = = = 0,606<1 s, =3 servidores
SZ . uz 3 X 45
A 85,838 .
Nodo (Muelle) 3: p; = 3 - = 0,858<1 s;=2servidores
S3. Ug 2 x50
A, _ 87,081

Nodo (Muelle) 4: p, = =0,870<1 s, =1 servidor

S,. M, 1x100
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e Muellel: Modelodecola M/M/2
A 73,584
Utilizacién promedio del sistema: u,, = —1 = ——— = 1,6352
Hq

Probabilidad de que ninglin contenedor se encuentre en la cola del Muelle 1:

o 1 ~ 1 ~
01~= 5 1 n s T 2-1 -
: ' 1 1 1

Z 1 [1\1} L1 (AlJ [ 1 J Z = 1,6352"+ - 1,63522 [)
1 1
= — - — 0,1002
1 1 (1 1+ 1,6352 + 7,3458
z = 1,6352"+ — 1,6352%| =
i 21 0,182

Numero promedio de contenedores en cola del Muelle 1:

S

1 (A" 1 1

Ly =—|—2 S - = Po; = — x1,6352 x _ 0818 - x 0,1002 = 3,3082 contenedores
s lm ) @-py) 2! (1-0,818)

Numero promedio de contenedores en el sistema del Muelle 1:

Ly =Ly + Uy = 3,3082 + 1,6352 = 4,9434 contenedores

e Muelle2: Modelodecola M/M/3

A 81,792
Utilizacién promedio del sistema: u, = —2 = = 1,818
Ha
Probabilidad de que ninglin contenedor se encuentre en la cola del Muelle 2:
b, = 1 _ 1 _
02= 5 _1 n s - 3.1 -
S ’ 1 1 1
> 1 [Azj L1 [Az] ( 1 ] > ~1,818"+ [ 1,818’ ()
n=0 n! uz 52! uz 1_p2 n=0 n- 3. 1_0’606
1 1
= 2 = = 0,1426

z 1 1,818" + 1 1,8183 1
n! 31 0,394

j 1+ 1,818 + 1,653 + 2,542
n=0

Numero promedio de contenedores en cola del Muelle 2:

S.

1 (A" 1

qu = _[—ZJ P—zz Poa = — X 1,8183 X % x 0,1426 = 0,5575 contenedores
s, L, (1-p,) 3! (1 -0,606)

Numero promedio de contenedores en el sistema del Muelle 2:

Ly, = L + U, = 0,5575+ 1,818 = 2,3755 contenedores
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e Muelle3: Modelodecola M/M/2

A
Utilizacién promedio del sistema: u, = —2 = % =1,7168

H3
Probabilidad de que ninglin contenedor se encuentre en la cola del Muelle 3:

o - 1 ~ 1 ~
03~ 5 _1 n s T 2-1 -
: : 1 1 1
z 1 (Asj L1 (ASJ [ 1 J Z 1,7168" + - 1,7168> ()

r SULR TS syl p, 1-p, & nl 21 1-0,858
_ 1 _ 1 — 0,0764

o 1 , 1 1+ 1,7168 + 10,3782

z = 1,7168"+ — 1,7168%| — ~—

L 21 1-0,858

Numero promedio de contenedores en cola del Muelle 3:

S

1 (A;)° 1

Lz = —| — p—32 Pos = — x 1,7168% x LSZ x 0,0764 = 4,7909 contenedores
;'\ 1y ) (1-py) 2! (1-0,858)

Numero promedio de contenedores en el sistema del Muelle 3:

Lys = Lgs + Uy = 4,7909 + 1,7168 = 6,5077 contenedores

¢ Muelled: Modelodecola M/M/1
A 87,081
Intensidad tréfico: p, = —* =——-=0,870<1
p, 100
Numero promedio de contenedores en la cola del Muelle 4:
LA 87,0817
M (m—A)  100x(100 — 87,081)

= 5,8697 contenedores

Numero promedio de contenederos en el sistema del Muelle 4:

A, _ 87,081
w,— A, 100- 87,081

Ly = = 6,7405 contenedores

b) Numero medio de contenedores que visita cada muelle:
A, 73,584

Muelle1: V, = = = 0,2241
buerte 328,295
A 81,792

Muelle2: V, = —2— = = 0,2491
buere 328,295
A 85,838

Muelle3: V3= —3— = — = 0,2614
Apero 328,295
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A, _ 87,081

Muelle 4: V, = = 328 295

= 0,2652
A

Puerto
¢) Numero promedio de contenedores en el sistema del Puerto:

4
Lopuerto = Z:Lsi = 4,9434+2,3755+6,5077 +6,7405 = 20,5671 contenedores

i=1

d) Gruas que ncesita el Muelle 4 con una tasa de servicio p, = 40 contenedores/hora

A 87,081 87,081 .
Muelle4: p,= —2*— = <1 > s> ~ 3 gruas
Sp- Mg S, x40 s, x40
El Muelle 4 pasade M/M/1a M/M/3
A 87,081
Utilizacién promedio del sistema: u,, = —* = = 2,177
My
A 87,081
Intensidad del trafico de Muelle 4: p, = 4 = = 0,7256 estable

S,. 1y 3x40

Probabilidad de que ninglin contenedor se encuentre en la cola del Muelle 4:

Pos = 1 - ! _
04— 5, _1 n s - 3.1 -
X ¥ 1 1 1

> 1 (A“} L (A“] [ 1 ] D = 2,177+ - 2,177 (j
—nl iy, Sp! \ 1y 1-p, “~ n! 3! 1-0,7256
1 1
= — = = 0,0846
1 1 3 1 1+ 2,177 + 2,3697 + 6,2668
D = 2,177+ - 2,177
-4 nl 3! 0,2744
n=0
Numero promedio de contenedores en cola del Muelle 4:
S,
1 (A,)° 1 0,7527
Log = — —4 p—42 Pos = —x2,177% x ———— x 0,0846 = 1,4543 contenedores
sallMg ) (1—py) 3! 0,2744

Numero promedio de contenedores en el sistema del Muelle 4:

Lyg = Lgq + Uy = 1,4543+ 2,177 = 3,6313 contenedores

d) Tiempo promedio que pasa un contenedor en el Puerto:

4
Lopuerto = 9Ly = 4,9434+2,3755+6,5077 +3,6313 = 17,4579 contenedores
i=1

L 17,4579
Woyorto = —eMte = ——2 = 0,0532 horas = 3,192 minutos
A 328,295

Puerto
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RED DE COLAS JACKSON ABIERTA: BANCO

M=1,5 r1=0,2

) [ @ ) 0 @ ) D0mAnnDD

T13=0.8ﬁr34=0,6i> [ ] @ [:} OO

Calcular las medidas de rendimiento E B
) [) OO

de la red de un Banco. :
r35 10,4 4>[

o5 =1 red aciclica
| (sin bucles)

16: 0,5 | > |

pj=2 i=1,23,4,5,6
Solucién:

5
Las ecuaciones de tréfico o equilibrio son intuitivas: A; =A,; + ZAJ’ M

j=1
A=1,5 rn,=0,2

Y= Rululula[alalals
rl?,:o,sﬁ =06 [

red aciclica
(sin bucles)

p;=2 i=1,2,3,4,56

(A, =X, =1,5
A,=Ayr,=1,5.0,2=0,3
Ay=A,r;=1,5.0,8=1,2 Las nedidas de rendimiento corresponden en cada

nodo a las ecuaciones del modelo M/M/1.
Ay =A3r,=1,2.0,6=0,72 /m/

Ag=%4g=0,5 Para que la red no se sature en cada nodo

A,
(A5 =Asrs+Agrgs=1,2.0,4+0,5.1=0,98 (subsistema): p,=—<1
6
Ared = ZAi =5,2
i=1

A, 1 A
p1=_1= r5=0’75 p2=_2=0;3=0'15 p3=—"= =0,6
n 2 My 2 My 2
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A, 0,72 A; 0,98 A 0,5
pp=—t=—"-=0,36 p;=—2=-"—=0,49 pg=—2=-"-=0,25
By 2 s 2 e 2

La red no se satura en ningun nodo, existe una distribucién estacionaria.
MEDIDAS DE RENDIMIENTO

Numero medio de clientes en el sistema (cola + servicio):

0,75 0,15
L, =—Pt = = L,=—"2 = =0,1764
1-p, 1-0,75 1-p, 1-0,15
0,6 0,36
L,=—P2 = =1,5 L,=—P4 = =0,5625
1-p; 1-0,6 1-p, 1-0,36
0,49 0,25
Ly=—P5 = = 0,9607 Lo=—t6 = =0,3333
1-p; 1-0,49 1-p, 1-0,25
6
Numero medio de trabajosenlared: L. 4= Z:LSi =6,5329
i=1
Tiempo medio de espera en cada nodo (subsistema):
1 1 1 1
W, = = =2 W, = = =0,5882
m-A, 2-1,5 p,—A, 2-0,3
1 1 1 1
W,, = = =1,25 W,, = = =0,7812
Hy—A; 2-1,2 w,-A, 2-0,72
1 1 1 1
W, = = =0,9803 W, = = =0,6666
ps—Ag 2-0,98 pe—A¢ 2-0,5
Tiempo medio de espera en la cola de cada nodo (subsistema):
_ 1 B 1 _ 1
qu—Z—E—l,S W,, —0,5882—5—0,0882 W3 =1,25--=0,75

W,, = o,7812—1= 0,2812 W, = o,9803—1= 0,4803 W, = 0,6656—1= 0,1666
2 q 2 q 2

Numero medio de clientes que visitan un nodo:

Ay 1,5 A, 03

V, =L === _0,2884 V, = =0,0576  V,=—3=-""-0,2307
Ared 5'2 Ared 5'2 Ared 5'2
A 0,72 0,98 0,5
V,=—2= =0,1384  V,=—32= =0,1884 V,=—%=—""-=0,0961
red 5'2 red 5'2 red 5'2
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RED DE COLAS JACKSON CERRADA

En la red se tienen servidores con tasa individual
de servicio p; = 5. Econtrar el nimero medio de

clientes y tiempo de espera em cada nodo.

Solucién:

Las Ecuaciones de Equilibrio en un nodo se obtienen al ser el flujo total de entrada igual al flujo total de
salida:

K
A.
Ai:ZAjrji pi=— > A=p.I
i=1

M
Ay M1 I Ma | (A1
- A, fp, Iy N2 || Az
En forma matricial: = .
Ay Mk T N ) A

Las Ecuaciones de Equilibrio se puden intuir:

;=1

— 1 a | 1
Ay =Agtyn+Agty
:
Ay =Aqm, - ﬁ
r
Ay =Ar, S Z -
= +
A, =A,ry, A=Ayt Agry | @

@53:0,3
r34=1
=R (3) o [Ra=Asa
1 1 1 1 1 1 1 1 1 il 4 & Jj

Sistema compatible indeterminado, que se resuelve para calcular las tasas de llegada relativas a cada

C;)%

=0,7

=1 ry=1

My =1

=1

nodo A;. Para la resolucidn se hace arbitrariamente A; =1.

Tomando A; = 1: {A;=A;r,; = {A;=0,3
Ay =Aj3r3, A,=0,3
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En una red cerrada al no haber entradas ni salidas de clientes, resulta indispensable conocer el nimero
de clientes dentro de la red (N), que permanece constante en el tiempo.

Por este motivo, el nimero medio de clientesenlared L,., = N y las cantidades del tiempo medio de
espera en la red y en cada nodo carecen de sentido.

1+L (m-1
Tiempo de espera en el nodo: W,(m) = L i=1,2,3,4 nodos mclientes
AW,
Ndmero medio de clientes en el nodo: Li(m)=T'—'(m) i=1,2,3,4 nodos m clientes
2. Ay Wi(m)
i=1
Iterando:
° m=1
] 1+0 ]
L(1) = 0 i=1,2,3,4 nodos W (1) = Tz 0,2 i=1,2,3,4 nodos
A, W, (1 1.0,2 0,2
L) =<~ 1()=02 07.02+403.02+03.02 02.23 248
4 + ’ . ’ + ’ . ’ + ’ . ? ’ . ’
> A Wi(1)
i=1
A, W, (1 0,7.0,2 0,7.0,2
LM =3~ - = 02+07.02+403.02403.02  02.23 2308
4 + ’ . ? + ? . ’ + ’ . ? ? . ?
> A Wi(1)
i=1
AL Ws(1 0,3.0,2 0,3.0,2
LM =3° 3()=02 07.024+03.02+03.02  02.23 1304
’ + ’ . ? + ? . ’ + ’ . ’ ’ . ’
> A Wi(1)
i=1
A, W, (1 0,3.0,2 0,3.0,2
LM = 4* 4()=02 07.02403.024+03.02 0223 _ 1304
4 + ’ . ’ + ? . ’ + ? . ’ ’ . ?
> A Wi(1)
i=1
e m=2
1+L,(1) 1,4348 1+L,(1) 1,3043
W, (2) = () _ =0,2870 W, (2) = (1) _ =0,2609
5 5 5
1+L4(1 1,1304 1+L,(1 1,1304
W;(2) = 31 _ =0,2261 W,(2) = 1) _ =0,2261
2A, W, (2 2.0,2870 0,574
L) = 7 12) _ = = 0,9483
0,2870 + 0,7.0,2609 + 0,3.0,2261+ 0,3.0,2261  0,6053

2 AW(2)
i=1
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L) = 28, Wy(2) _ 2.0,7. 0,2609 _ 03653 _ .,
2 4 0,2870+0,7.0,2609 + 0,3.0,2261+ 0,3.0,2261 0,6053 ’

> AW(2)

i=1
L) = 243 W5(2) _ 2.0,3.0,2261 _ 01357 _ o oa
3 4 0,2870+0,7.0,2609 + 0,3.0,2261+ 0,3.0,2261 0,6053 ’

2 AW(2)

i=1
L) = 28, W,(2) _ 2.0,3.0,2261 _ 01357 _ o oa
4 4 0,2870+0,7.0,2609 + 0,3.0,2261+ 0,3.0,2261 0,6053 ’

2 AWi(2)

i=1

Continuan las iteraciones, con una hoja de calculo como Excel se obtiene:

Tiempo medio espera en nodo Numero medio de clientes en nodo

m W, (m) W, (m) W;(m) | W,(m) Ly (m) L,(m) L3(m) L,(m)

0 0 0 0 0

1 0,2 0,2 0,2 0,2 0,4368 0,3043 0,1304 0,1304
2 0,2870 0,2609 0,2261 0,2261 0,9483 0,6034 0,2241 0,2241
3 0,3897 0,3207 0,2448 0,2448 1,5360 0,8849 0,2895 0,2895
4 0,5072 0,3770 0,2579 0,2579 2,1913 1,1401 0,3343 0,3343
5 0,6383 0,4280 0,2669 0,2669 2,9065 1,3644 0,3646 0,3646
6 0,7813 0,4729 0, 2729 0, 2729 3,6737 1,5564 0,3850 0,3850
7 0,9347 0,5113 0,2770 0,2770 4,4852 1,7173 0,3987 0,3987
8 1,0970 0,5435 0,2797 0,2797 5,3341 1,8497 0,4081 0,4081
9 1,2668 0,5699 0,2816 0,2816 6,2141 1,9570 0,4144 0,4144
10 1,4428 0,5914 0,2829 0,2829 7,1197 2,0428 0,4188 0,4188
11 1,6239 0,6086 0,2838 0,2838 8,0459 2,1106 0,4218 0,4218
12 1,8092 0,6221 0,2844 0,2844 8,9887 2,1637 0,4228 0,4228
13 1,9977 0, 6237 0,2848 0,2848 9,9447 2,2048 0,4253 0,4253
14 2,1889 0,6410 0,2851 0,2851 10,9110 2,2365 0,4263 0,4263
15 2,3822 0,6473 0,2853 0,2853 11,8854 2,2607 0,4270 0,4270
16 2,5771 0,6521 0,2854 0,2854 12,8661 2,2790 0,4274 0,4274
17 2,7732 0,6558 0,2855 0,2855 13,8515 2,2929 0,4278 0,4278
18 2,9703 0,6586 0,2856 0,2856 14,8406 2,3033 0,4280 0,4280
19 3,1681 0,6607 0,2856 0,2856 15,8325 2,3112 0,4282 0,4282
20 3,3665 0,6622 0,2856 0,2856 16,8264 2,3170 0,4283 0,4283
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Tiempo medio del cliente en el nodo

w

4,0

3,5

3,0

2,5

2,0

1,5

1,0

0,5

0,0

dio clientes en nodo

umero me

L=Nu

18 7 ANALISIS SENSIBILIDAD DE LA RED
Colal

Cola 2

Cola3y4

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

m = Clientes en el sistema

ANALISIS SENSIBILIDAD DE LA RED

i Colal
Cola 2
Cola3y4
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

m = Clientes en el sistema
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ANALISIS SENSIBILIDAD DE LA RED
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RED DE COLAS JACKSON CERRADA

En la red se tienen servidores con tasa individual ¥ 0'35]
de servicio p; = 5. Econtrar el nimero medio de [ @

clientes y tiempo de espera em cada nodo.

Solucién:

Un nodo es un cuello de botella cuya capacidad de procesamiento determina el rendimiento del sistema.

Las Ecuaciones de Equilibrio en un nodo se obtienen al considerar que el flujo total de entrada es igual que
el flujo total de salida:

K
A.
Ai=§,Ajrji pi=— > A=p.I
i=1

M
Ay e M1 o N | [ Ag
- A, o M 0 ha || Ay
En forma matricial: S = . ) .
Ay e M 0 T \ Ak

Las Ecuaciones de Equilibrio se puden intuir:

A =Ay+A,
A,=0,3A,
Ay =A,

A,=0,7A,

Sistema compatible indeterminado, dando el valor A; =1, resulta:
A,=1 A,=0,3 A;=03 A,=0,7
El nodo 1 trabaja al limite al tener una capacidad del 100%, para mejorar el rendimiento global del sistema

habria que aumentar la capacidad del procesamiento del nodo.
En una red de Jackson cerrada el nodo i es un cuello de botella cuando lim L;(m) — o

m — o
1+L;(m-1)
M

Tiempo de espera en el nodo: W,(m) = i=1,2,3,4 nodos mclientes
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AW,
Ndmero medio de clientes en el nodo: Li(m)=T'—'(m) i=1,2,3,4 nodos m clientes
ZAiWi(m)
i=1
Iterando:
° m=1
1+0
L(1) =0 i=1,2,3,4 nodos W (1) = T: 0,2 i=1,2,3,4 nodos
A, W, (1 1.0,2 0,2
L) =+~ 1()=02 03.02403.02407.02 02.23 048
+ . + . + . .
ZAIVVI(].) ? ’ Vi 7 ’ ’ 7 7 7
i=1
A, W, (1 0,3.0,2 0,3.0,2
LM =3~ 2()=02 03.02+03.02407.02 0223 21304
+ . + . + . .
ZAI\AII(].) ’ ’ 7 7 7 ’ ’ 7 7
i=1
AL Ws(1 0,3.0,2 0,3.0,2
LM = 3> 3()_02 03.02+03.02407.02  02.23 _ 1304
’ + ’ . ’ + ’ . ’ + ’ . ’ ’ . ’
> A Wi(1)
i=1
A,W,(1 0,7.0,2 0,7.0,2
LM = * 4()_02 03.02403.02407.02 0223 0304
’ + ’ . ’ + ? . ’ + ’ . ? ’ . ?
> A Wi(1)
i=1
° m=2
1+L,(1) 1,4348 1+L,(1) 1,1304
W, (2) = 1) _ L =0,2870 W, (2) = () _ L, =0,2261
5 5 5
1+L,(1 1,1304 1+L,(1 1,3043
W;(2) = 3l _ =0,2261 W,(2) = 1) _ =0,2609
5 5 5
L) = 2A, Wy (2) _ 2.0,2870 _ 0,5740 _ 0.9483
1 4 0,2870 + 0,3.0,2261 + 0,3.0,2261+ 0,7 .0,2609 0,6053 ’
> A W(2)
i=1
L) = 20, W,(2) 2.0,3.0,2261 _0,1357 _ 0.2241
2 4 0,2870 + 0,3.0,2261 + 0,3.0,2261+ 0,7.0,2609 0,6053 ’
2 AW(2)
i=1
2 A, W, (2 2.0,3.0,2261 ,1357
L;(2) = 72— 3(2) _ _ 01357 0,2241
0,2870 + 0,3.0,2261+ 0,3.0,2261+ 0,7.0,2609 0,6053
> A Wi(2)

i=1
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L@) - 2A, W,y(2) _ 2.0,7.0,2609 _ 0,3653 _ 0.6034
4 4 0,2870 + 0,3.0,2261 + 0,3.0,2261+ 0,7.0,2609 0,6053 ’

D A W(2)

i=1

e m=3

1+L,(2) 1,9483 1+L,(2) 1,2241
W, (3) = 1 )= =0,3897 W, (2) = 2 )= =0,2448
1 2

5 5 5 5

1+ L.(2 1,2241 1+L,(3 1,6034
W;(3) = 32 _ L =0,2448 W,(3) = B8 _ L, =0,3207
3 5 5 4 5
L) = 3A; Wi(3) _ 3.0,3897 _ 11691 _ 1 5360
! 4 0,3897 + 0,3.0,2448 + 0,3.0,2448+ 0,7 .. 0,3207 0,7611 ’

> A W(3)

i=1
L@) = 3A, W,3) _ 3.0,3.0,2448 _ 0,2203 _ 0.2895
2 4 0,3897 + 0,3.0,2448 + 0,3.0,2448+ 0,7 . 0,3207 0,7611 ’

> AW(3)

i=1
L.(3) = 3A;Wy(3) _ 3.0,3.0,2448 _ 0,2203 _ 0.2895
3 4 0,3897 + 0,3.0,2448 + 0,3.0,2448+ 0,7 . 0,3207 0,7611 ’

> A W(3)

i=1
L) = 3A,W,3) _ 3.0,7.0,3207 _ 06735 _ [ ooug
4 4 0,3897 + 0,3.0,2448 + 0,3.0,2448+ 0,7 . 0,3207 0,7611 ’

2 A Wi(3)

i=1

Continuan las iteraciones, con una hoja de calculo como Excel se obtiene:

Tiempo medio espera en nodo Numero medio de clientes en nodo
m W, (m) W, (m) W;(m) W4(m) L,(m) L,(m) L;3(m) L,(m)
0 0 0 0 0
1 0,2 0,2 0,2 0,2 0,4368 0,1304 0,1304 0,3043
2 0,2870 0,2261 0,2261 0,2609 0,9483 0,2241 0,2241 0,6034
3 0,3897 0,2448 0,2448 0,3207 1,5360 0,2895 0,2895 0,8849
4 0,5072 0,2579 0,2579 0,3770 2,1913 0,3343 0,3343 1,1401
5 0,6383 0,2669 0,2669 0,4280 2,9065 0,3646 0,3646 1,3644
6 0,7813 0, 2729 0, 2729 0,4729 3,6737 0,3850 0,3850 1,5564
7 0,9347 0,2770 0,2770 0,5113 4,4852 0,3987 0,3987 1,7173
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3,5

ANALISIS SENSIBILDAD DE LA RED

W = Tiempo medic de cliente
en el nodo Cola 1

Cola 4
Colas2y3
2 a 6 8 10 12 14 16 18 20
m = Clientes en el sistema
A. L.
p;(m) = Utilizacién del servidor en el nodo i - ésimo:  p;(m) = i(m) = i(m)
B HWi(m)

% U
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J0
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% Utilizacidén servidor

WH—O Cola 1
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Colas 2y 3

10
0
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m = Clientes en el sistema
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ARENA: SIMULACION DE SISTEMAS DE COLAS

simulacién  SIMULACION EN UN BANCO: Un banco posee dos cajeros (1y 2) que atienden a un cliente en
5 un promedio de 15 minutos con una desviacién de 0,01.

La tasa de llegada de clientes es de 1 cada 10 minutos, y hacen una sola cola cuya capacidad es de
maximo 15 clientes. Se considera que la llegada de los clientes se comporta de forma similar a una
distribucion Poisson y los cajeros con una distribucién normal.

Simular con 100 minutos el tiempo del modelo descrito.

Solucién:

Tasa de llegada: A =0,1 cliente/minuto en cada cajero

1
— =0,06667 cliente/minuto cajero

Tasa de servicio: 1 =
p 15

c=0,01

Capacidad =15 personas/fila

Se observan tres actores principales:

2 Dos cajeros, los cuales seran considerados como servidores.
3 Los clientes, representados por una tasa de llegada.

2 Lacola o linea de espera, a donde los clientes llegan para ser atendidos.

Se considera que el Banco utiliza un sistema de espera tipo PEPS (FIFO — First In First Out), es decir, los
primeros clientes que entran serdn los primeros en ser atendidos.

... WinQSB/ Queuing System Simulation

L1

QSS es un simulador de WinQSB que permite imitar un sistema de colas con multiples servidores, diversos
tipos de clientes y varias colas. Cada tipo de clientes puede tener distintos tipos de llegadas y tiempos de
servicio que habra que especificar.

Cuando un cliente sale de un servidor, éste pasa a la siguiente cola o servidor o acaba el servicio. Si la cola
esta llena, el cliente se queda en el servidor que esta hasta que haya espacio. Si el cliente se va a unir a
otra cola, se le puede asignar un tiempo fijo de llegada a esa cola (tiempo de transferencia).

QSS siempre supone que la poblacion es infinita, por tanto, no permite simular situaciones donde Ia
poblacién es finita.

Al abrir un nuevo problema, aparece una pantalla donde hay que dar el nUmero total de Componentes
del sistema de colas (n2 de tipos de clientes + n2 de colas + n2 de servidores) y la unidad de tiempo en la
que se va a trabajar.

Al ejecutar Qss.exe se accede al procedimiento de simulacion de sistemas de colas. En la barra de menu
aparece la opcion File donde se puede abrir un problema nuevo o cargar los datos de uno que se tenga
definido con anterioridad.
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Se introducen los datos en un formato de matriz (Spreadsheet).

Problem Specification E
To define a queuing spstem. four system components are considered: Cumpunent Mames and TYPES for BANCO E
customer amiving populations such as different type of matenals or

different age groups. servers such as machines or clerks. queues for
buffer storages or waiting lines. or garbage collectors for defectives.

Problem Title: [BANCD |

Humber Component Hame | Type [C/570/G])

Number of System Components: |4 | 1 Cajero 1 5

2 Cajero 2 5

Time Unit: |minuto | 3 Clientes C

4 Cola a
Data Entry Format

O Graphic Model 1.4 Cancel Help

oK | ‘ Cancel | ‘ Help

Para realizar una simulacién se cuenta con cuatro actores dentro del sistema:
= Tasa de llegada de clientes (C)
= Servidores (S)
= Colas (Q)
= Colectores de basura (G): Indica la posibilidad que el cliente abandone el proceso sin terminarlo. Puede
ser considerado como un defecto en el sistema.

Las colas son las mismas lineas de espera, en colas se especifica el nimero de servidores en el sistemay los
colectores de basura indican la posibilidad de que un cliente se retire del proceso antes de terminarlo.

Para este ejercicio, se tienen 4 componentes en el sistema: Dos cajeros, una cola y clientes.

Aparece una matriz donde hay que introducir los datos del sistema de colas, por columnas.

Queuing System Simulation

File Edit Format Solve and Analyze

Ukilities  Window WinQSE  Help

_ |_||_|| m |3 2]
§ [)
Component Type Immediate Follower [Name / Prob | Input | Output Queue Queue Attribute Interarnival Time Batch Size Service Time
Mame [C/5/0/G) | / TransferTime, gseparated by "."] Rule Rule Dizcipline Capacity Value igtributi Digtribution Digtribution
Cajero 1 S
Cajero 2 5
Clientes C
Cola Q

12 columna: Tipo de componente, que ya se ha rellenado en la pantalla anterior.

22 columna (Inmediate follower), con formato completo Inmediate follower/Prob/transfer time. Lo primero
que hay que indicar para cada componente del sistema es el siguiente componente al que éste se encuentra
conectado.

Prob se utiliza sélo cuando los componentes del sistema estan conectados con cierta probabilidad. Si no es
asi, dejar en blanco (//). El tiempo de transferencia es el tiempo que se tarda en llegar de un componente al
siguiente. Si éste se considera despreciable, no se indica.

a - 42 columnas (Input rule - Ouput rule): Solo hay que rellenarlas en caso de que se puede acceder a un
servidor desde varios componentes (Input) o la salida de un servidor se puede dirigir a varios componentes
(Ouput). Como reglas de seleccién para una situacién dada, QSS utiliza las siguientes:
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1. Random: Eleccidn aleatoria (es la establecida por defecto)

2. Probability: Se elige basado en una regla de probabilidad
3. RoundRobin: Se elige en orden round robin

4. Assembly: El servidor elige un individuo de cada cola a la vez. Hay que esperar a que todas las colas
tengan al menos un cliente.

5. DisAssembly: Cuando un servidor acaba el servicio, manda un cliente a cada una de las colas
6. LongestQueue: Se elige la cola mas larga

7. ShortestQueue: Se elige la cola mas corta

8. MaxQueueCapacity: Se elige la cola con mayor capacidad

9. MinQueueCapacity: Se elige la cola con menor capacidad
Se pueden escribir solo las tres primeras letras.

52 columna (Queue discipline): Solo se rellena para las componentes tipo cola indicando con qué regla los
clientes de una cola van a pasar al servidor. Las reglas que estan implementadas en QSS son:

1. FIFO: Se sirve primero al que llegd primero a la cola

2. LIFO: Se sirve primero al ultimo que llegé a la cola

3. Random: Se sirve de manera aleatoria

4. Prioritylndex: Se sirve primero a los clientes en cola que tengan un indice de prioridad mayor.
5. SPT: Se sirve primero a los clientes que necesiten menor tiempo de procesamiento.

6. LPT: Se sirve primero a los clientes que necesiten un mayor tiempo de procesamiento.

7. MaxWorkDone: Se sirve primero al que mayor tiempo de procesamiento total lleva.

8. MinWorkDone: Se sirve primero al que menor tiempo de procesamiento total lleva.

Se pueden escribir solo las tres primeras letras. La opcién por defecto es FIFO, en cuyo caso no hace falta
rellenarlo.

62 columna (Queue capacity): QSS reserva, por defecto, un espacio de 50 clientes para el tamafio de las
colas, pero es imprescindible introducir un nimero en la capacidad de cualquier cola.

72 columna (Attribute value): Solamente se rellena en las colas cuya disciplina sea Priority Index: se sirve
primero al que mayor indice de prioridad tenga.

82 columna (Interarrival Time distribution): Distribucién del tiempo entre llegadas consecutivas de los
clientes al sistema. Habitualmente son:

Exp/a/b: Exponencial de media b, tomando valores para x >a. Normalmente, a=0
Erlang/a/b/k: Erlang con k entero, kb = media , tomando valores para x > a. Normalmente, a=0
Normal/p/c: Normal con p = mediay o = desviacion tipica.
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Constante: No hace falta poner Constante, solo el valor de la constante.

Informacion sobre posibles distribuciones en QSS: Help/About QSS/Probability distributions

92 columna (Batch size distribution): Los clientes llegan al sistema solos o en grupo. Si la llegada es en grupo,
el tamano del grupo se considera una variable aleatoria discreta y hay que dar la distribucién. Consultar la
ayuda para ver que distribuciones discretas admite QSS y cdmo se introducen.

102 columna (Service time distribution): Para cada servidor hay que dar la distribucion del tiempo de
servicio. Puede ocurrir que un servidor tenga tiempos de servicio diferentes para clientes de distinto tipo.

Entonces, se indicara la distribucidn del tiempo de servicio para cada cliente, separada por comas: Cliente
A/exp/0/0.3, Cliente B/normal/1/5

DISTRIBUCION DE TIEMPOS DE SERVICIO: La primera corresponde a la conexién con los clientes, la segunda a
la distribucion de probabilidad de los servidores y los siguientes datos (parametros) son utilizados de

acuerdo a la informacién requerida por la distribucion (por ejemplo, la distribucién Normal requiere de dos
parametros: media y desviacion tipica).

INSTALACIONES DE SERVICIO |

Instalacién
de servicio 1

Instalacién
de servicio

Instalacién
de servicio 1

Instalacién
de servicio 2

00AN—> AOR

Aol

Instalacion
de servicio 2

(a) Un solo canal, una sola fase (b) Un solo canal, miltiples fases

(c) Muiltiples canales, una sola fase

Instalacién
de servicio 1

Instalacién
de servicio 3

A
[
L

Instalacion
de servicio 1

l—P..

Instalacion
de servicio 2

Ruta A 1-2-4

Ruta @ 2-4-3

ONAAA

Ruta ll 3-2-1-4
Instalacion

de servicio 2

Instalacién
de servicio 4

Instalacion
de servicio 3

Instalacién
de servicio 4

i”..

o
|
L

(d) Muiltiples canales, miiltiples fases (e) Instalacion mixta

Las instalaciones de servicio estdan formadas por el personal y el equipo necesario para realizar el servicio
requerido por el cliente. Considerando el nUmero de clientes y la naturaleza de los servicios a realizar se

debe ajustar un arreglo, algunos de los servicios requieren de un solo paso (fase), mientras que otros
requieren de una secuencia de pasos.

Las distribuciones disponibles son:
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¢ Beta (Beta) e Laplace (Laplace)

¢ Binomial (Binomial) e Normal (Normal)

¢ Constante (Constant) ¢ Pareto (Pareto)

¢ Discreta (Discrete) ¢ Poisson (Poisson)

¢ Erlang (Erlang) * Funcion de poder (Power Function)
¢ Exponencial (Exponential) e Triangular (Triangular)

e Gamma (Gamma) ¢ Uniforme (Uniform)

¢ Hypergeométrica (Hypergeometric) ¢ Weibull (Weibull)

Se comienza introduciendo los datos para los Cajeros, denotando que los Cajeros dependen de los Clientes:
Nombre predecesor/Distribucion/Parametro 1/Parametro 2/Parametro 3

CAJERO 1: Clientes/Normal/0.06667/0.01

CAJERO 2: Clientes/Normal/0.06667/0.01

A continuacién, se completan los parametros para los clientes. Primero se indica la dependencia de una de
las colas en la columna Sucesor inmediato (Immediate Follower).

Posteriormente, en la columna Distribucién del tiempo entre llegada (Interarrival Time Distribution) con el
siguiente formato: Distribucidon/Pardmetro 1/Parametro 2/Parametro 3

> En este caso, la distribucion quedaria: Poisson/0.1

Los parametros 2 y 3 no son requeridos para esta distribucion

Queuing System Simulation

File Edit Format Solve and Analyze

Utilities  wWindow  WinQSE  Help

Component Queue Attribute Interarrival Time Batch Size Service Time
Mame Capacity Value Distribution Distribution Distribution

S

Clientes/Normal/ 0.06667/0.01
Clientes/Normal/ 0.06667/0.01

Cajero 1

Cajero 2 S

Clientes [ Cola Poizson/0.1
Cola q

La columna Distribucién de los tamafios de los lotes (Batch Size Distribution), indica si los clientes llegan de
forma agrupada o individual. En este caso, la columna se rellena con Constant/1, indicando que los Clientes
llegan al Banco de uno a uno.

Para programar la Cola, hay que indicar que los dos Cajeros se alimentaran de ella colocando los nombres en
las casillas correspondientes a la columna Sucesor inmediato (Immediate Follower).

En Disciplina de la cola (Queue Discipline) se marca FIFO y en Capacidad de la Cola (Queue Capacity) su
capacidad (maximo 15 personas en espera).
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Queuing System Simulation
File Edit Format Solve and Analyze [ Utiliies  Window  WinQSE  Help
EE=] ] |i|_||;55|@|?|
M BANCO
Component Type Immediate Follower [Name / Prob Input Dutput Queue Queue Attribute Interarival Time Batch Size Service Time
Hame IC/5/0/G]) | / TransferTime, separated by °.') Rule Rule Digcipline | Capacity Value igtributi Disgtributi ighiibuti
Cajero 1 5 Cliente/Mormal/0.06667 /0.1
Cajero 2 5! Cliente/Normal/0.06667 /0.1
Cliente C Cola Poisson/0.1 Constant/1
Cola #] Cajero 1 . Cajero 2 FIFO 15

Queuing System Simulation

Random Seed

O Enter a seed number

O Use system clock

Random number seed: _

Simulation time in minuto: _

Data collection start time at minuto: _
Maximum number of data collections [observations]: _

% of simulation done:

Current time:

Mumber of observations collected:

En los 100 minutos llegaron 1139 clientes ™ Customer Analysis for BANCO
(Total Number of Arrival). Result Cliente
1 Total Humber of Arival
EI t d d 2 Total Humber of Balking
Iempo € espera prome 10 3 Average Humber in the System (L)
(Average Waiting Time) es de 0.1878 4 |Maximum Number in the System
5 Current Mumber in the System
Ndmero maximo de clientes en el sistema §__Number Finished _
¥ Average Process Time
(MaXimun Number in the System) esde 17 8 Std. Dev. of Process Time
. . 9 Average Waiting Time [wq)
(15 es espera y 2 siendo atendidos). SO St Dev. of Waiting Time
, . . . 11 Average Trangfer Time
Numero promedio de clientes en el sistema 12 [Sid Dev. of Transier Time
(Average Number in the System) es de 2,4213 13 |Average Flow Time [W)
14 Std. Dev. of Flow Time
15 M aximum Flow Time
Data Collection: 0 to
CPU Seconds =

Se pulsa: Simulate / Show Analysis

El tipo de semilla que utiliza por defecto es de 27437.

Queuing System Simulation

File Format Resdlts Utilities Window Help

1139
204
24213
17
1
mm
0.0695
0.0984
01878
0.1904
0
0
0.2573
0.2110
1.2615

100 minutos
2.8430
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La opcién Results/Show Server Analysis facilita informacion de los Cajeros

Los cajeros tuvieron un promedio

File Format Results  Utiliies  Window  Help

de utilizacion (Server Utilization)
del 32,70%.

S S A M Blocked | Cust i id i
Name. | Uilizaion| Progees Tane| Piogoss Taso | Procose lime Porcantave | Proossssa| © Cojer© 1 atendio 463 Clientes y
1 Cajero 1 | 33.64% 0.0727 0.0961 0.3287 0.00% 463 el Cajero2a 478 Clientes, siendo un
2 Cajero 2 | 31.76% 0,0664 0,1005 0,4225 0,00% 478
Overall ¢ 32,70%  0,0695 0.0984 0.4225 0.00% 941 total (Customer Processed) de 941
Data |Collection: Oto 100 minutos CPU Seconds = 28430 Clientes atendidos.

La opcion Results/Show Queue Analysis facilita informacién sobre la Cola

File Format Results  Utilities  window Help

¥E Queuing System Simulation

El promedio de Clientes en la Cola
(Average Q. Length) es de 1,7673

[ Masimum El maximo de Clientes en la Cola

D[- Wq of Wq

-
[m)
2
[

Data Collection: Oto 100 minutos CFU Seconds = 2.8430

15 01880  0.1904 09859 (Maximun Q. Length) es de 15

Simulacion en Modo Gréfico: Format/Switch Graphic Model

Queuing System Simulation

File Edit Format Solve and Analyze Resulks  Utilities  Window  Wing

I EID’“I EI@I'_‘li

i

M. BANCO

It 1

Cajero 2

1 Para intercambiar los Modos: Format/Switch to Matrix Form
Cliente [ Cala ] Cajeral
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B Simulacion en 200 horas el modelo descrito.

E® Queuing System Simulation

|G 2]

Component Type Immediate Follower [Name / Prob Input Dutput Bueue Queue Attribute Batch Size Service Time
Name [C/5/70/G) | / TransferTime, separated by °.') Rule Rule Dizcipline | Capacity VYalue Distribution Distribution
Fuente 5 Expff1.7
Hava 5 Expff2

Customer C Queue Exp/0/1.2 Constant/1
Queue Q Fuente Nava FIFO 100
E® Queuing System Simulation
[ — File Faormat Results Utlities ‘Window Help
Il Queuing System Simulation 5 ll

: [ Customer mnalysstorpsoz__—
l Result Customer
Random Seed 1 Total Number of Amival 158
@ Use detault randon saed 2 Total Number of Balking 1]
CliEnter = seed himbics 3 Average Mumber in the System (L] 2.1504
O Use system clock 4 Maximum Humber in the Spstem 10
L Current Humber in the System 0
Random number seed: 27437 B Mumber Finiched 158
imiratic i in Houi 500 T Average Process Time 1.6698
Data collection start ime at hour: 8 Std. Dev. of Process Time 1.7377
9 Average Waiting Time [Wq) 1.0522
M aximum number of data collections [observations]): i 10 Std. Dey. of Wai[ing Time 1.3681
X GEAmulalon domne: 11 Average Transfer Time 0
T 200 8046 hours 12 Std. Dev. of Transfer Time 1]
Mumber of observations collected: 158 13 Average Flow Time () 2.7220
14 Std. Dev. of Flow Time 21173
Shotanalysis Gancel Held 15 |Maximum Flow Time 10.7641
Data Collection: O to 200 horas
CPU Seconds = 0.5470

Simulacién

B Simulacién en el modelo de una tienda durante 3600 segundos.

Queuing System Simulation

Format  Solve and Analyze Resulks  Utilities  Window  WinQSE  Help

File  Edit

Component yp Immediate Follower (Name / Prob | Input | Qutput Interarrival Time Batch Size
Name (C/S/QfG) | / TransferTime, separated by ".") [ Rule| Rule |Discipline |Capacity| Value Distribution Distribution Distribution
Caja s ] CajafErlang/b. 7443
Clientes C Cola Clientes/Betaf3.98/0.398
Cola Q Caja FIFO 12

Caja/Erlang/5.74 /3
Clientes /Beta /3.98 / 0.398
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Queuing System Simulation

"Random Seed
@ Use default random seed

' Enter a seed number

Clilse spstem clock

Random number seed: 27437

Gimiation tme in segundo—————— Joon
Dota colleoion start tmo ot segundo: ] S
Masimum number of data collectons observatons)- QM —— =
[ o simusuon done [

3601.3480 segundos
IV
597

Current time:

Number of observations collected:

m Show Analysiz

En los 3600 segundos llegaron 846 clientes a la
cola, esperando un tiempo promedio de 54,5829

segundos.

El nUimero maximo de clientes en el sistema fue
de 13 y en promedio permanecieron en el
sistema 10,1495 clientes.

Queuing System Simulation

Practicas
Alumnos

Introducidos los datos se procede a la simulacidn,
se introduce el tipo de semilla que se va a utilizar,
cuenta con una fija de 27437, y se introduce el
tiempo durante el que se desea que corra la
simulacién que sera de 3600 segundos (una hora).

Como primer dato, el nimero de observaciones
recogidas en 3600 segundos es de 597.

Queuing System Simulation

File Format Results  Utlities  wWindow Help

M Customer Analysis for TIENDA

Result Clientes
1 Total Number of Arrival 846
2 Total Number of Balking 236
3 Average Number in the System (L) 10.1495
4 Maximum Number in the System 13
5 Current Number in the System 13
B Number Finished 597
7 Average Process Time 5.9521
8 Std. Dev. of Process Time 593N
9 Average Waiting Time (Wq) 54.5829
10 Std. Dev. of Waiting Time 26.1513
11 Average Transfer Time 0
12 Std. Dev. of Transfer Time 0
13 Average Flow Time (W) 60.5350
14 Std. Dewv. of Flow Time 26.9800
15 Maximum Flow Time 150.9370

Data Collection: 0 to 3600 segundos

CPU Seconds = 1.8700

Un estudio sobre la
Caja refleja un

File Formab Results  Uklities  Window  Help

promedio de Server Server Average Std. Dev. Maximum Blocked |# Custom
| .y d | 98 717 Name Utilization | Process Time |Process Time |Process Time |Percentage | Process:
utilizacion del 38,71%. 1 Caja 98.71% 5 9521 59301 37.7493 0oo%:
Data Collection: 0to 3600 sequndos CPU Seconds = 1.8
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E Queuing System Simulation

Eile Format Results  Urilities  Window  Help

Estudio sobre la Cola

. FIER hool A [= NEE = E T e
especifica que el [Nocwmaysstonowon ]
numero de clientes en Queue |Average Q. |Current Q.| Maximum | Awverage Std. Dev. | Maximum

Name Length (Lg) | Length |Q.Length |Waiting (Waq)| ofWq of Wq
cola fue de 9,1617 1 Cola 91617 12 12 545719 261308 :
Data Collection: 0to 3600 sequndos CPU Seconds 1.8700

Simulacion

B Simulacion del modelo de lavado de coches durante 100 horas.

W Nueuing System Simulation

File Edt Format Solve and Analyze Fesulfts  Ublities  Window WinQSE  Help

FEFENBABERREIINEEENEL ek
Component| Type |Immediate Follower (Name / Prob Input Output| Queue Queue |Attribute |Interarrival Time | Batch Size Service Time
Name (C/S{Q/G) | { TransferTime. separated by ".") Rule Rule |Discipline |Capacity| Yalue Distribution Distribution Distribution
A C Buffer 1 Expffe Consfl
B C Bufter 3 Normal/2i1 constfl
Buffer 1 Q Estacion 1 50
Buffer 3 a Estacion 3 h0
Estacion 1 5 Buffer 2.2 AfExpifl.6
Estacion 3 5 Buffer 471 B/Uniform/1.5/2
Buffer 2 Q Estacion 2 50
Buffer 4 Q Estacion 4 50
Estacion 2 5 Buffer b// 2 AfExpf1i1
Estacion 4 5 Buffer /.3 Bfconstf1.5
Buffer b Q Estacion b 50
Buffer b Q Estacion b 50
Estacion 5 5 Assembly AfTof1f1 582 BfTrif1{1 5j2
A: Exp//2 Const/1
B: Normal/2/1 Const/1
A/Exp//1.8
Distribucion tiempos: {B/Uniform/1.5/2
A/Exp/1/1
B/Const/1.5
A/Tri/15/28,B/Tri/1/1.5/2
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Queuing System Simulation

"Random Seed

U Introducidos los datos se procede a la simulacidn,

CTENEE! & se-d numbET se introduce el tipo de semilla que se va a utilizar,

(Al ek cuenta con una fija de 27437, y se introduce el
tiempo durante el que se desea que corra la
oo simulacion que sera de 100 horas.

D ata collection start time at hora: _
M aximum number of data collections [observations]: _
% of simulaton done: I =SS

Current time: 100.2211 horas
Mumber of observations collected: 43

Queuing System Simulation

File Format Results Utilities window Help

Como primer dato, el nimero de observaciones
recogidas en 100 horas es de 43.

Result Owverall
1 Total Humber of Arrival 65 50 115
2 Total Number of Balking 1} 0 0
3 Average Mumber in the Spstem [L] 13.9921 4 6635 18.6555
4 Maximum Humber in the System 23 9 32
L} Current Number in the System 22 B 28
[ Mumber Finished 43 1] 43
i Average Process Time 8.3236 1} 8.3236
g Std. Dev. of Proceszz Time 1.6796 0 1.6796
9 Average Waiting Time [Wq) 25.7713 0 25.7113
10 Std. Dev. of Waiting Time 12.0340 0 12.0340
11 Average Transfer Time 08000 1} 0.8000
12 5td. Dev. of Transfer Time 0.0006 1] 0.0006
13 Average Flow Time [w] 24 9216 1} 24.9216
14 Std. Dev. of Flow Time 7.5815 0 7.5815
15 Maximum Flow Time 34.63711 0 34631

Data Collection: 0 to 100 horas

CPU S5econds = 08160

Queuing System Simulation

File Format Results Utilities “Window Help

M. Server Analysis for LAYADO CADENA

Server Server Average Std. Dev. Maximum Blocked #-.li-)ustumers

Name |Utilization [Process Time |Process Time |Process Time |Percentage | Processed
1 Estacion 1 1.5193 1.6045 8.3486 0.00% 52
2 Estacion 3 1.7430 0.1493 1.9880 0.00% 48
3 Estacion 2 2.1203 1.0684 54210 0.00% 44
4 Estacion 4 1.5000 0.0004 1.5000 0.00% 48
5 Estacion 5} 1.4626 0.2070 1.8687 0.00% 43
Overall 1.6632 0.9239 8.3486 0.00% 235

Data Collection: 0to 100 hours CPU Seconds = 0.8160
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Queuing System Simulation

File Format Results Utilities  Window  Help

| NS R = i ) ol
(% Queve nalyssfortavaD0CaDENA__________________________________]
Queue |Average Q_|Current Q. Maximum| Awverage Std. Dev. |Maximum
Name Length (Lg) | Length |[Q. Length |Waiting (Wq) of Wq of Wq
1 Buffer 1 3.4392 14 4.7505 5.5256 15.8047
2 Buffer 3 0.3046 3 0.6217 0.9467 3.6506
3 Buffer 2 7.6926 12 16.0967 8.8687 302277
4 Buffer 4 1] 1 1] 1] 1]
5 Buffer 5 0.3492 3 0.7936 1.1824 4.2102
b Buffer b 2.5715 7 5.7229 48774 14.1670
Overall 14.3571 14 4.5700 7.2177 302277
Data Collection: 0to 100 hours CPU Seconds = 0.8160
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ﬁl ARENA: SIMULACION DE UN NEGOCIO CON COLA M/M/1

Un negocio con una tasa de llegada exponencial 3 clientes/minuto, tasa de servicio exponencial 2

Practicas
Alumnos

cliente/minuto, con un empleado (1 servidor), con disciplina FIFO (primero en entrar y primero en salir).
Realizar una simulacién del funcionamiento del negocio durante 2dias y 24 horas/dia.

Solucién:

EA Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [COLA-MM1.doe]
Ej File Edit View Tools Arrange Object Run Window Help

(== - AT B o B 268% v =m|¥B | Bx|»uw I v
NS OL oA E-PrAY B =Er=-BEezmcBEly 0y @ F b R 3 -
Project Bar x
<> Advanced Transfer
<> Advanced Process
<> Basic Process
= ~ ORGANIGRAMA 09:00:00
Create ATENCION DEL NEGOCIO
Clientes que ingresan ()
a Clientes atendidos (0]
Dispose
_
Liegada Chentes\ A‘;‘a;"(g e f"‘!"l‘ Salida
] / :
Process % )
Create Process Dispose
<
Decide
Process X
Narme Type:
|Atemcién al Clisnte ~ | ‘Standard ™
Create ? X
Logic
Name Entity Type Action Priority
|Llegada Clientes v ‘ |C\ien‘re |v | |Seize Delay Release v | ‘Med|um(2) ~
Time Betwesn Arivals Resources: Tomar el recurso y luego liberarlo
Type: Yalue: Units: Resourse, Emi\eado 1
|Random {Expo) ~ | |8 | |Minu‘res ~ |
Entities per Arrival: Max Arrivals: First Creation:
De\e‘re
I | innite |[oo |
LDelay Type: Units Allocation
| OK | ‘ Cancel | ‘ Help |
|E><pr955|on » | |M|nutes M ‘ ‘\/a\ue Added » |
Expression:
|E><PO( 2) - |
Report Statistics

QK | | Cancel ‘ |

Help |
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Dispose ? X

Name:

|Salida

Record Entity Statistics

| QK H Cancel H Help ‘

—> Al aceptar la Replication Parameters
ya esta preparado para simular.

Se pueden incorporar aspectos graficos:

Variable:
Clientes que ingresan / Clientes atendidos

Entity: Picture Pearson
Afade personas recorriendo la simulacion.

Clock: Permite ver lo que acontece durante
la simulacién de 2 horas.

ATENCION DEL NEGOCIO

[~ !
\ Atencidn &l
Llegada Clientes l -
ER]

Create

Process

- é Salica
—— ] ]

Practicas
Alumnos
Run Setup X

R 5 Caonitrol Reports Project Parametens
(Hephcation Parameters Auray SiFes Arena Visual Des
QEEE_ e i) ay ENA ESINEr
Mumbar of Flapkeations Inihahre Batweean Repbcabons

|1 b Statistics ] System
Start Date and Time:

[ 8- |
Warm-up Penod Time Units

[oo Hours -
Rephcation Length Time Linits:

|11 \ Hours: b
Az e —™~  Sa gimulan 2 haras

|:}.1

Base Tme Units

Minutes ~

Tenmmnating Condibon

conconr | [ H | apun
11:00:00
Clientes que ingresan 3 §

Clientes atendidos

Dispose

Arena

The simulation has run to completion.
Would you like to see the results?

33

Después de 2 horas de
simulacién, con 38 clientes que
ingresan en el negocio y 33
clientes atendidos, se pregunta
si se quieren ver los resultados.
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|24 Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [COLA-MM1.doe - Category Overview]

@Eile Edit View Tools Arrange Object Run Window Help

DM |6 Ald 2R o @ 0E8% v|w|3E|Ps| e e ¥ |l¢?|
A~ A, 8. |=-=-B-= - |o-| ¢y ‘ ez | H‘
[Project Bar x| T
<& Advanced Transfer = % Q S o /6 h a-
< Advanced Pracess -0 Negocio I]nforme principal |
< Basic Process ED 3
< Flow Process ED Queue Ent!ty
5 B RN, ' @D Resource
2 Hepart [+-00 Unnamed Project
FActivity Areas Time
& Category Overview|
& Category by Replic VA Time ' Minimum Maximum
wEntities Average Half Width Value Value
& Frequencies Cliente 25030  (Insufficient) 0.1203 11.8745
@ Processes
- NVA Time ; Minimum Maximum
& Queues Average Half Width Value Value
. Cliente 000 (insufficient) 0.00 0.00
@& Transfers
#User Specified Wait Time , Minimum Maximum
®Tanks Average Half Width Value Value
Cliente 2.0523  (Insufficient) 0.00 12.4035
Transfer Time Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
Cliente 0.00  (Insufficient) 0.00 0.00
Other Time Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
Cliente 0.00 (Insufficient) 0.00 0.00
Total Time Minimum Maximum
Tiempo pfgmedio de — Average Half Width Value Value
| L Cliente 35553 | (Insufficient) 0.1203 18,5812

EA Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [COLA-MM1.doe - Category Overview]
'_‘T‘J File Edit View Iools Arrange Object Run Window Help

DwE @& [E0|sna)oo|a)|ofn v]s][vn|mx]sumn |
SE] x|“£{%.A|&€l [;-'—.-..—.,.{-ivm~m-Iw-‘{-3; |-'e-'¥< | ',,|

[Project Bar x| -

<> Advanced Transfer el % ﬁ L) e /6 M e

<> Advanced Process =0 Negocio IInforme principal |

<>  BasicProcess -0

< Flow Process E [ Queue

< Packaging E [ Resource other

i3 S -0 Unnamed Project

e Activity Areas Number In

& Category Overview Value

& Category by Replic Cliente 38.0000 Total de clientes que han ingresado

% Entities

# Frequencdies Number Out

Value

#Processes i

#Queues Cliente 33.0000  Total de clientes que han salido
#Resources WIP ) Minimum Maximum
@& Transfers Average Half Width Value Value
#& User Specified Cliente 1.3774  (Insufficient) 0.00 5.0000
@ Tanks Promedio de clientes en el sistema

Instrumentos Estadisticos Avanzados 256



U AM Universidad Autdonema
de Madrid
[E4] Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [COLA-MM1.doe - Queues]

E;‘ File Edit View Tools Arrange Object Run Window Help
N @Sk Lma|: [ o(68% v || %= B e om0

.\ > DA .| @ aw,m,.wkiéz}.
& |

-
&

Practicas
Alumnos

[Project Bar x|
< Advanced Transfer

<> Advanced Process

é&@%@u<»u2

/5 # @ -
=-01 Negodio “]nforme principal \

<> _ BasicProcess
Flow Process
Packaging
Reports

-0 Replication 1
[£z8n¥ Atencion al Clien|

-0 Unnamed Project

Queues

<
<
o3

& Activity Areas

@& Category Overview |NegOCiD

Replications: 1

@& Category by Replici

& Entities

@& Frequencies

|Replication 1 Start Time: 0,00

Stop Time:

120,00

Time Units:

Minutes

& Processes

#Queues

|Atenci()n al Cliente.Queue
#Resources

& Transfers

& User Specified Time

Average

Half Width Minimum

Maximum

Tiempo promedio de

@&Tanks Waiting Time un cliente en cola 2.1041

Other Average

| Numero promedio

(Insufficient) 0

Half Width Minimum

12.4035

Maximum

de clientes en cola

0.6759

Number Waiting

A Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [COLA-MM1.doe - Resources]
@ File Edit View Jools Arrange Object Run Window Help

Dok EF| SRz |lon |z o ~|=|3m|[BEx|rnw o

A (L2 A @ Sy [0 low 2@

Hm|® \k?‘

(Insufficient) 0

4.0000

Project Bar
<> Advanced Transfer
<> Advanced Process

z /5 d @.-

é.':’il%‘%ﬂk4>>|2

=0 Negocio |]nfﬂrme principal ‘

<>  Basic Process =D Replication 1
=00 Empleado

sJUsace

Flow Process
Packaging

<
<
o]

Resources

Repors

[+ Unnamed Project
@ Activity Areas

& Category Overvie |Negoci0

Replications: 1

@& Category by Replic

@& Entities

@ Frequencies

|RepIication 1 Start Time: 0,00

Stop Time: 120,00

Time Units: Minutes

@ Processes

& Queues |Empleado

#Resources

@ Transfers

Usage Value

@& User Specified

@ Tanks 34.0000

Total Number Seized

Scheduled Utilization 0.7015

Utilizacion del servidor (empleado)

1.0000
0.7015
0.7015

Number Scheduled
Number Busy
Instantaneous Utilization
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ARENA: SIMULACION DE SOLICITUD DE UNA HIPOTECA

Las solicitudes (entidades) de una hipoteca se realizan o llegan a la sucursal bancaria de forma aleatoria
siguiendo una distribucion exponencial de media 2 horas entre llegadas de solicitudes.

El proceso de revisidn y evaluacion de una solicitud lo realiza un oficinista (recurso o servidor).

Cada solicitud que llega al oficinista (proceso) sigue una distribucion triangular, en la que el tiempo
minimo es una hora, el tiempo mas probable es de 1,75 horas y el tiempo maximo es de 3 horas.

Las solicitudes son revisadas y evaluadas con una aceptacion el 88 %.
Los costes del oficinista se fijan en 12 euros/hora (se encuentre ocupado o desocupado).
Realizar una simulacién del funcionamiento de la sucursal bancaria durante 20 dias y 24 horas/dia.

Solucién:

ARENA de Rockwell Software Inc. es una Simulacién Visual Interactiva que posibilita la creacidn grafica de
modelos de simulacién, permitiendo mostrar en pantalla dinamicamente el sistema simulado, asi como la
interaccién entre el usuario y el programa en ejecucion. La interaccién implica que o bien se detiene Ia
simulacién y solicita informacidn al usuario, o bien que éste puede parar la simulacién a su voluntad e
interaccionar con el mencionado programa.

EA Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [hipoteca2.doe]

ﬁ File Edit View Tools Arrange Object A
DERES Sk ) g A e ¥R (B w0 u v N2
NE OO oA E-B AL A E-;-Evmvv [ tﬁj e -

roject Bar x \_ '\\

<>  BasicProcess

D ~
ORGANIGRAMA / Setup
Create
SIMULACION SOLICITUD DE HIPOTECA
& Process x Dispose Eoiftuday
Disgosa Create Decide Rechazada) Rechazada

Inicio Solicitud i Lplag :»‘—,—--. A 0
Hipéteca >—\; Reuision _—,—-ﬁg\rt‘)n:eswon Hpee L \
| 3 Y d—

Process

Dispose Contador
(Solicitud Aceptada)  Aceptada

Solicitud

|
<> ’\;, Rechazada 0

Decide

Datrh
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Create ? % Process ? X
Name: Entity Type: Name Type:
[Imicio Solicitud Hipsteca] ~ | [Soliitud v Revision ~ | standard
Time Between Arrivals Logic
Type: Walue Units: At Briority
Random (Expo) i Heurs 2 Seize Delay Release ~ ‘Med\um(2)
Eritities per Arrival Max Arrivals First Creatior: Resources
1 ‘ |Im‘\m‘re | ‘0 0 Resource, Dficinista, 1 Add
Edit.
Delete
LCelay Type Units Allocation
Triangular » | [ Hours ~ | WValue Added
Minimum Value:(Most Likely) Maimum
[ | [175 I8
Report Statistics
Dispose X
Name:
. 7 % |Solicitud Aceptada] v
Namne: Type . N
A Record Entity Statistics
‘Comoes@m Hipoteca ~ | 2eway by Chance v
Percent True (0-100): Cancel ﬂelp
‘88| v e
Dispose X
Name:
|So|iCiTud Rechazada ~ |
[v]:Record Entity Statistics:
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Run Setup X Run Setup

Replication Parameters Array Sizes Ruin ur Confrol
Run Speed Run Control Reports Replication Parameters

. (ool i
Project Title: |
(Andisis de la Solcitud de Hipdteca] | il o

11

Analyst Name:
‘UTSl | Start Date and Tima:
Project Description: |_ Estadistica Swanzada

Warm-up Pesiod
[ 0.0

Statistics Collection

[ ] Costing Queues [ Transporters
Entities | ]Processes [ | Conveyors
Resources [ ] stations [ Activity Areas
[ ]Tanks

Cancelar Aplicar

20
Hours Per Day
24

Base Timea Lnils
Hours

Ayuda

Replicabion Langth

Termanating Condifion

Raparls Projcl Paramalars

Aray Sizes Arena Visual Designer

Initcadze Between Rephcations

[] Statistics [+] System

Time Uinits

Hours

Tune Unils

Days w
Cancelar Aplic= Ayda

SIMULACION SOLICITUD DE HIPOTECA

Process Decide

Create

Inicio So\icitud\

Hipdteca

SIMULACION: Run / Setup

Dispose
{Solicitud Rechazada)

N olicitud Aceptada

91

Dispose
(Solicitud Aceptada)

Solicitud
Rechazada
1

Contador
Rechazada

14

Contador
Aceptada

93

La velocidad de la animacién se puede disminuir o aumentar, respectivamente, pulsando la tecla

“<” o la tecla “>".
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EA Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [hipoteca2.doe - Run Mode]

F}'Eile Edit View TJools Arrange Object Run Window Help

D@ |EE|(&8m|s s =R B = »»@@ v )

LD AL B =B e=-E- |- s

Project Bar x
< Basic Process
<& Avanced Transfer 2 2 2
R RN PR SIMULACION SOLICITUD DE HIPOTECA SIMULACION: Run / Setup
< Flow Process
<> Packaging
[ Reports
& Navigate =] Dispose Contador
= 2 o Rechazada
= Process Decide {Solicitud Rechazada)
Create
—_— (L /’\ ¥ |
Inicio Snllmtun\ 1 :"' /// b i %#o\\ciludi\ceptada 3 2
Hipdteca | i Revision I<
358 Arena
1
y o Contador
The simulation has run to completion. Aceptada
Would you like to see the results?
E Si ] ‘ No ‘

Para realizar la simulacién sin animacion se elige la opcién Run/Fast-Forward y pulsar su correspondiente
icono Fast-Forward.

[Z4 Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [hipoteca2.doe - Category Overview]
@ File Edit View Tools Arrange Object Run Window Help

D&M & | % e 2| 2 ]
LD AP === | g

Praject Bar x| = -

o e | S @ %@ ERE 3@ e

Advanced Transfer =-0 Andlisis de la SDIicitu(] Informe principal
Advanced Process D Entity -
Flow Process =0 Queue
Packaging am |
-0 Resource .
Reports 11:36:51 Category Overview
@ Activity Areas

& Category Overvie Analisis de la Solicitud de Hipoteca
& Category by Replic
& Entities

& Frequencies
@Processes Key Performance Indicators
@Queues
& Resources 5Y5tem Average
@& Transfers Number Out 241
@& User Specified
®Tanks

B »H» Hm v (O]

kLol Rl CelEol o3

Replications: 1 Time Units: Hours

Instrumentos Estadisticos Avanzados 261



UAM

{Iniversidad Autdnoma

de Madrid
Entity
Time
VA Time Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
Solicitud 1.9160  (Insufficient) 1.0461 2.8730
NVA Time Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
Solicitud 0.00  (Insufficient) 0.00 0.00
Wait Time Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
Solicitud 14.5984  (Insufficient) 0.00 31.3134
Transfer Time Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
Solicitud 0.00  (Insufficient) 0.00 0.00
Other Time Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
Solicitud 0.00  (Insufficient) 0.00 0.00
Total Time Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
Solicitud 16.5144  (Insufficient) 1.4216 33.4522
Queue
Time
Waiting Time Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
Revision.Queue 146615  (Insufficient) 0.00 31.3134
Other
Number Waiting Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
Revision.Queue 8.0177  (Correlated) 0.00 21.0000
Resource
Usage
Instantaneous Utilization Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
Oficinista 0.9654  (Insufficient) 0.00 1.0000
Number Busy Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
Oficinista 1.0000 (Insufficient) 1.0000 1.0000
Scheduled Utilization
Value
Oficinista 0.9654
Total Number Seized
Value
Oficinista 242.00
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ARENA: MODELAR UN HOSPITAL PARA UN NUMERO FIJO DE PACIENTES

La tasa de llegada de revision de pacientes al Hospital es de 6 minutos, llegan en grupos
de 1, 2 y 3 personas, con probabilidades de 20%, 60% y 20% respectivamente. Existen dos
tipos de pacientes, el 15% son de Tipo | y tienen prioridad maxima a ser atendidos
(personas de tercera edad, embarazadas, discapacitados fisicos), y pacientes normales de
G 5 » Tipo Il con menor prioridad.

Los clientes de Tipo | son atendidos solo por la Recepcion |, y los de Tipo Il son atendidos por ambas
Recepciones, con una media exponencial de media de 8 y 5 minutos respectivamente.

La Recepciodn | trabaja 3 horas, descansa 1 hora, luego reanuda su trabajo 4 horas, y la Recepcién Il trabaja
solamente 4 horas, después se retira.

f Modelar una réplica para 100 pacientes y calcular las medidas de rendimiento.

Solucién:

Planteamiento Inicial

La tasa de llegada de revisidn de pacientes al Hospital es de 6 minutos, llegan en gruposde 1,2y 3
personas, con probabilidades de 20%, 60% y 20% respectivamente.

Existen dos tipos de pacientes, el 15% son de Tipo | y tienen prioridad maxima a ser atendidos
(personas de tercera edad, embarazadas, discapacitados fisicos), y pacientes normales de Tipo Il con
menor prioridad.

ﬁ File Edit View Tools Arrange Object Run Window Help

DEed & S B o O 275% v = | ¥% B onn M L] [
NSO soAld-2 A B, =S-m-Br=-B o b S e A
G ol W W o | IR 05D 0 Gh
Project Bar x | : -
<>  BasicProcess I
= PLANTEAMIENTO GENERAL FUNCIONAMIENTO HOSPITAL Entty

j@

RECEPCION 1
Process
r 4
— —— N e h Process
LLEGADA ASIGNACION },_, ECISION TIPO o=

PACIENTES l L PACIENTES PACIENTES —_—
< —_—
o =  SALIDA
Decide Create i Ao s
Assgh Decide Y | SE—
7 DECIION N r= | Dispose
i, PORCENTUAL
) Decide S
Batch !
RECEPCIGN 2
Process @
Enti
Clone ¥

Instrumentos Estadisticos Avanzados 263



U 5 M {Iniversidad Autdnoema eréf-“cas :
% i Umnaos X
de Madrid -

LLEGADA \ Create ? X
PACIENTES I
Create Name: Entity Type:
|LLEGADA PACIENTES] v | |PACIENTE v |
Time Between Arrivals
Type: Yalue: Units:
|Random (Expo) v | 5 |Minu‘res ~ |
Entities per Arrival Max Arrivals First Creation
|DI8C(O.2,1 0821.3) | ||nﬁmte | |o 0 |
| QK | ‘ Cancel ‘ ‘ Help ‘
ASIGNACION I Assign ? X
PACIENTES
HName:
Assign [ASIGNACION PACIENTES ~]
Assignments:
Attribute, TIPQ, DISC{0.16.1.1.2) Add
Attribute, PRIORIDAD. TIPO =
0]4 | ‘ Cancel ‘ ‘ Help
Assignments ? X Assignments ? X
Type: Aftribute Name: Tvpe Aftribute Name:
|attibute v | [rFo v [attrioute ~ | [FRIGRIDAD v]
New value New Value
|piscions.1.1.2) | [riPo \
oK | ‘ Cancel | | Help ‘ oK | ‘ Cancel | ‘ Help
ol Decide ? X
<
NTES
=y Name Type
[DECISION TIPO PACIENTES

bé ‘ ‘waay by Condition v |

If:

Expression >

“alue:

[TIPO==1

OK | ‘ Cancel ‘ ‘ Help ‘
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Decide ?

DECISION
PORCENTUAL
Name Type

P, [DECISIGN PORCENTUAL v |[2wayby Chance v |

Percent True (0-100)
|50 v

OK || Cancel H Help

i Process ? X
RECEPCIGN 1

Harne:

Type:
~ | ‘Srandard b |

Process

RECEPCIGN 1

Logic

Action:

Priarity:

Seize Delay Release

~ | ‘Med\um(Z) ~ |

Resources:

Resource, RECEPCIONT 1

De momento se deja por defecto

Delay Type

Allocation:

‘Expression

~ | Valus Added ~|

Expression

[P0

Report Statistics

oK

|| Cancel H Help |

Resources

Type

‘ Resource

hd |

Besource Name

Units to Seize/Release:

|REGEPCION1

VH'I

QK | ‘ Cancel | | Help

ii SALDA Dispose

Name:

[sALIDA

Record Entity Statistics

[ ok

Help
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Planteamiento Definitivo

Los clientes de Tipo | son atendidos solo por la Recepcion |, y los de Tipo Il son atendidos por ambas
Recepciones, con una media exponencial de media de 8 y 5 minutos respectivamente. La Recepcion
| trabaja 3 horas, descansa 1 hora, luego reanuda su trabajo 4 horas, y la Recepcidn Il trabaja
solamente 4 horas, después se retira.

a Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [pacientes1.doe]
ﬁ{ File Edit View TJools Arrange Object Run Window Help

el @@ SR|itemre|o o (B~ v =|s: |BEBx|euwuus| 9 |g?‘
ingoonsolL-2-A- |0 =S-=-Ho=m-m|e- oy (B m el |l
F_l_F.if-|—‘ w |J’F- 5 oh !A‘ff|
Project Bar %]
<>  BasicProcess
<> Advanced Process
~ FUNCIONAMIENTO DE UN HOSPITAL
1 | e | !
Unstore o]
—| RECEPCION 1
i , ! 0.00
@ LLEGADA ASIGNACION i
PACIENTES PACIENTES 1
Advanced Set ! % Sk
!
@ Para considerar segun TIPO ]
Expression el tiempo de las Recepciones a S
RECEPCION 2 0.00
= — ||
Failure
Expression Values n

=

File o Name | Comment| Rows | Columns | Data Tvoe |File Name | Exoression Values| | 1 |EXPO(8)
2 |EXPO(5)
ﬂ Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [pacientes1.doe]
@ Ele Edit View Jools Armrange Object Run Window Help
N d|@e gl sma|ec (325 vi=s(sa|Ex|(rurwins| \\?‘
Lo d2colE-0 A B S-=-Br=-m- |- |3c =TT e
VEEF.!?J-‘—' \/‘ﬁﬁ!n A !A‘
Project Bar x|
< BasicProcess
Rt dEorese FUNCIONAMIENTO DE UN HOSPITAL
A
— E(
(I " o]
Unstore RECEPCION 1
; : > : T 0.00
LLEGADA §, ASIGNACIGN ECIS\ON TIPO
@ PACIENTES PACIENTES ", PACEENTES _/:/
1 sALIDA
Advanced Set A5 \
(]
EEE
= TEMPO ACTAL.
Expression
RECEPCION 2 0.00
' I:@
Failure
<
@ Name Type Action Priority Resources | Delay Type  |Units Allocation Expression
File 1 » |RECEPCION 1 Seize Delay Release  :Medium(2) | 1 rows }Expression Minutes Value Added PO [~
2 RECEPCION 2 Seize Delay Rel 2 | diows B i Vaiue Added TIPO |
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H Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [pacientes1.doe]

@Ele Edit View Tools Arrange Object Run Window Help

DEE @SR o r [ B 7% V]R3 B w8 x|
NenonsolAlL-rcA B = zvsvmvv\mv|ja;9|:|u.f£&\ﬂwn-.

E e W~ | R |

Project Bar x|
< Basic Process
@ ~ FUNCIONAMIENTO DE UN HOSPITAL
—_—
Attribute
RECEPCION 1
; ! 0.00
@ LLEGADA ASIGNACION
- PACIENTES PACIENTES
Entity : e
]
Para definir la
atencién de las Colas e TER0ATUL
RECEPCION 2 0.00
N =
= N 7
Resource \
<
Variable Name Type Atiribute Name |Shared |Report Statistics
1 » [RECEPCION T.Queue |LowestAttribute Value  PRIORIDAD :O0
2 RECEPCION2 Queue Lowest Atfribute Value  PRIORIDAD ]
a Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [pacientes1.doe]
ﬁ{ File Edit View Tools Arrange Object Run Window Help
DEH|(Ee SR« T 2B% v=|+a|(Bx(rumwnuws| ¢ m\
L E 020 A|L-S-A A= ~Be=m-E- o E R
Gt W[ |mE e
Project Bar x|
< Basic Process
~ FUNCIONAMIENTO DE UN HOSPITAL
= .
Queue
RECEPCION 1 =
) T 0.00
E LLEGADA ) ASIGNACION
PACIENTES PACIENTES i
! ‘ 4 saion

Resource

=

Variable Para definir el
horario de trabajo
] de las Recepciones

RECEPCION 2 0.00

[}

=

Schedule ™ Duration n

e
< Value|Duration
1 1 3 ﬁ
= " . - 2 0 1 Duration n
Set Name Type Time Units Scale Factor |File Name | D a i A
€ 1 HORARIO1 Capacity Hours 1.0 Value|Duration
2 » |HORARIO2 Capacity Hours 10 1 1 4
2 0 4

Double-click here to add 2 new row.
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a Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [pacientes1.doe]

ﬁﬂle Edit View Tools Arrange Object Run Window Help

DEH|EE (SR v (g o5% v s e |(BEx(euwnus| ¥ : ‘\?|
£ 2020A|L-2 A B =S-=-B-=-B-(w- ey @Mdhls | drEn
WE ol W | FE R

Project Bar x|
< Basic Process
Attribute A FUNCIONAMIENTO DE UN HOSPITAL
e
@ RECEPCION 1
Entity p i 0.00
LLEGADA ASIGNACION DECISION TIPO
PACIENTES PACIENTES PACIENTES
n E
5= | f
Queue -
DECISION
ORCENTUAL

Falta definir a que Registros iy

se van a asignar los horarios P

establecidos RECEPCION 2 0.00

' @
Variable
Name Type Schedule Name | Schedule Rule |Busy / Hour (Idle / Hour | Per Use [ StateSet Name | Failures | Report Statistics
1 RECEPCION1 Based on Schedule HORARIO1 Wait 0.0 0.0 0.0 0 rows

@ 2 RECEPCION2 Based on Schedule  HORARIO2 Wait 0.0 0.0 0.0 0 rows

Modelar una réplica para 100 pacientes y medidas de rendimiento.

3 Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited 2
Rupry Sarbu
r-,".’ File Edit View Tools Arange Object Run Window Help Setup

neeessnonl- - |J RGN
Run Speed Rum Contral Aeparts Proect Parameters

NETCO0LOA|LE-A D = £
» (o
SR BT o Feplcation Parameters Aay Seas Arena Visual Deskgnes
ot e W Step F10
& DaweProcess w Fast-Forward Inihalize Betwean Replcabions
Attribute ~ FUNCIONAMIEL o - - Esc il 1 ]
“Start Over  Shift+FS [ | [vlstastes [ System
r@ oG Start Date and Tims:
nti el =
v R Review Errors l_ Estadistica =
PACIENTES Run Control r
= Ol cpan , Warm-up Presiod Tima Lirits
o | |Hous u
Repication Lengih Tima Lirsts
[driter | sours =
_
Howrs Per Dy
[ |
! 1
Biasa Time Linits
Minutes a
Teaminating Conddion

[SALIDA MumberOut-=100

Simulacién para 100 pacientes
SALIDA.NumberOut==100

(o] | oo | [ s

Instrumentos Estadisticos Avanzados 268



" N
U A_ M Universidad Autonoma zﬁg::::
de Madrid

@ Funcionamiento del Hospital ...

. wi
RECEPCION 1

LLEGADA AEIGNACION DECISION TIFO
FACIENTES FACIENTES PACIENTES
i SALIDA
;

DECISION
PORCENTUAL

t
N

R NS

12 .
LLEGADA b ASIGHACION DECISION TIPO
PACIENTES PACIENTES PACIENTES

DECISION
PORCENTUAL

The ssmulaticn has run lo completion.
Would you like to seo the reudts?
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é&%%mu«-:.‘; /4 @ @ -
=0 HOSPITAL |Inﬁ)rme principal |
-0 Entity
=0 Queue

=0 Time Category Overview

£ 0 Number Waiti |HOSPITAL
=0 Resource
B0
[ D) Instantaneous Replications: 1 Time Units: Minutes
-0 Number Busy
[+-00 Number Sche:
B0 Scheduled Ut |Resource

F-0 Total Number

‘ Usage
Instantaneous Utilization Minimum
Average Half Width Value
RECEPCION1 0.2919  (Insufficient) 0.00
RECEPCION2 0.0931 (Insufficient) 0.00
Number Busy Minimum
Average Half Width Value
RECEPCION1 0.2919  (Insufficient) 0.00
RECEPCION2 0.0931 (Insufficient) 0.00
Number Scheduled Minimum
Average Half Width Value
RECEPCION1 0.8731 (Insufficient) 0.00
RECEPCION2 0.5077  (Insufficient) 0.00
Scheduled Utilization
Value
RECEPCION1 0.3343
RECEPCION2 0.1833
0,340
0,320
0,300
0,280
0,260
0,240

0.220
0,200
0,180

Total Number Seized

Value
RECEPCION?1 79.0000
RECEPCION2 22.0000

80,000
70,000
60,000
50,000
40,000

30,000

20,000
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S N ) ['Eja:l! T O /4 @ @ -
0 HOSPITAL || informe principal
+ D Entity | . .
S Queue Category Overview
=D Time
1 D Waiting Time
D Other [HOSPITAL
5 [ Number Waiti
=D Resource I E "
10 Usage Replications: 1 Time Units: Minutes
Queue
Time
Waiting Time Minimum Maximum
Average Half Width value value
RECEPCION 1.Queue 24483  (Insufficient) 0.00 36.3616
RECEPCION 2.Queue 1.1342  (Insufficient) 0.00 5.9009
Other
Number Waiting Minimum Maximum
Average Half Width value value
RECEPCION 1.Queue 04091  (Insufficient) 0.00 4.0000
RECEPCION 2.Queue 8.4896  (Insufficient) 0.00 39.0000
RECEPCION2.Queue 0.00 (Insufficient) 0.00 0.00
Run Setup X

Replication Parameters Array Sizes Arena Visual Designer
Run Speed Run Control Project Parameters

At the end of the simulation run, display default report ...

O Aways (O Never (® Prompt me
Default Report:
|SIMAN Summary Report(.out file) ~

Display SIMAN summary report (out file) using:

‘notepad.exe ‘

|:| Disable generation of report database

Se ejecuta el Modelo y sale en formato de texto.
No es tan visual que el formato General pero
resume y lo da mas rapido.

Aceptar H Cancelar H Aplicar H Ayuda

Instrumentos Estadisticos Avanzados 271



» _ .
U A_ M {Iniversidad Autdonoma )F;Tactlcas
de Madrid uMmnos

Project: HOSPITAL
Analyst: Estadistica

Replication ended at time: 472.74373 Minutes
Base Time Units: Minutes

TALLY VARIABLES

Identifier Average Half Width Minimum Maximusm Observation
PACTENTE.VATime 1.8288 (Insuf) 1. 0868 2. 8008 lee
PACIENTE . MVATime . BBEae {Insuf) NT:T . apase 18
PACIENTE . WaitTime 2.1731 (Insuf) . Beaaa 36.3561 le8
PACIENTE.TranTime .eaaa {Insuf) . pespg _goaa lea
PACIENTE .OtherTime . Dpeaa {(Insuf) .gosea .aoane 1@
PACIENTE.TotalTime 3.9931 (Insuf) 1.8a88 38.361 la@
RECEPCION 1.Queue.WaitingTime 2.4483 (Insuf) . BEa88 316,361 79
RECEPCIONZ. Queus . WaitingTime -- -- -- -- a
RECEPCION 2.Queue.WaitingTime 1.1341 (Insuf) . BEag0 5.9889 22

DISCRETE-CHANGE VARIABLES

Identifier Average  Half Width Minimum Maximum  Final Value
PACIENTE.WIP 9.2837 (Insuf) .eeeee 41.089 49.ee9
RECEPCION2.NumberBusy .e93e7 (Insuf) .80000 1.0080 .eoe00
RECEPCION2 .NumberScheduled .58767 (Insuf) .eeeee 1.0e80 .Beeea
RECEPCION2.Utilization .es3e7 (Insuf) .oBeee 1.0688 .oeeea
RECEPCIéNl.NumberBusy .29191 (Insuf) .oBeee 1l.0080 1.0ee@
RECEPCION1.NumberScheduled .873e8 (Insuf) .oeeee 1.0eee 1.0eee
RECEPCION1.Utilization .29191 (Insuf) .ogeee 1.0000 1.0000
RECEPCI@N 1.Queue.NumberInQueue .40914 (Insuf) .eeee8 4.8000 .eeee0
RECEPCIONZ.Queue.NumberInQueue .eeeed (Insuf) .©080ee .0peee .6eeee
RECEPCION 2.Queue.NumberInQueue 8.4895 (Insuf) .eeeee 39.e80 39.ee0
OUTPUTS

Identifier Value

PACIENTE.NumberIn 14@.00€

PACIENTE.NumberQut lee.ee

RECEPCION2.NumberSeized 22 .00

RECEPCION2.Scheduledutilization .18333

RECEPCION1.NumberSeized 79.080

RECEPCION1.Scheduledutilization .33435

System.Numberout lee.ee

Instrumentos Estadisticos Avanzados 272



U 5 M Universidad Autdnoma :lré‘"-“cas -
. i ummnaos
de Madrid

ARENA: CONTROL DE PASAJEROS DE UN AEROPUERTO

= En el counter de una aerolinea en el aeropuerto se forman dos colas de pasajeros que

esperan por el check in. Una de las colas se destina a pasajeros de primera clase, la otra
cola es para pasajeros de segunda clase.

En el counter se dispone de 6 agentes para la atencidn de pasajeros. La distribucidén de pasajeros es la
siguiente:

El agente 1y el agente 2 atienden de forma exclusiva a los pasajeros de primera clase.
Al llegar un pasajero al mostrador, si ambos agentes estan disponibles, la prioridad de atencidn es del
agente 2.

= El agente 3y el agente 4 atienden de forma exclusiva a los pasajeros de segunda clase. Cuando llega un
pasajero al mostrador, si ambos agentes estan disponibles, el agente 3 tiene prioridad de atencién.

= El agente 5y el agente 6 son comodines, es decir, atienden a ambos tipos de pasajeros, cuando no
existe disponibilidad de los agentes asignados exclusivamente, se conviene que el agente 5 tenga
prioridad de atencidn respecto al agente 6.

Los pasajeros de primera clase llegan con una distribucién exponencial de media 5 minutos. Los pasajeros
de segunda clase llegan con una exponencial de media 2 minutos.

El tiempo de atencién en el mostrador varia segun la clase de ticket: Los pasajeros de primera clase tienen
un tiempo de atencidn uniforme distribuido entre 2 y 20 minutos. Los pasajeros de segunda clase siguen
una distribucidn triangular con una moda de 6 minutos, con valores minimo y maximo de 3 y 12 minutos.

Simular el sistema durante 5 horas. Calcular las medidas de rendimiento.
Solucién:

EA Arena Training & Evaluation Mode - Commercial Use Prohibited - [Control-Teoria.doe]
ﬁ File Edit View Tools Arrange Object Run Window Help

W Ee | Sh|mR|o = BH|L7% |32 B rnwinus=|? % |
“cooosodl|ld-0 AL B E-E-Eem-Ee o e D@Ll @B
s W | el
<> Basic Process
~ CONTROL DE PASAJEROS Dos servicios con
/= EN UN AEROPUERTO :
i 4 servidores con orden
esource AERION de preferencia cada uno.
‘ CLASE
LLEG’EDLQSRE'MER’\ RIMERA CLS U
= [c Process
. ESTADISTICAS \ FIN
Variable Create Assign —"

Record Dispose
Members n
ATENCION Member Type Resource Name | A

SEGUNDA
CLASE

ISingle Element AGENTE 2
Single Element  AGENTE 1
Single Element AGENTE 5
Single Element AGENTE 6 v

LLEGADA }
Schedule ISEGUNDA CLAS!
i

Create

B @] N[ =

Assign Process /

Members n

Member Type Resource Name ~

1 Single Element {AGENTE 3
Name Member Definition Method | Memb
2 Single El t AGENTE 4
1% [EQUPOT 7 _~ Resource Manual List e 3 Sf"gle Eleme"t il
Z EQUIP02 -~ Resource Manual List 4 rows i - emen
4 Single Element  AGENTE 6 v
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Create ? X
Narne Enttity Type
|LLEGADA RIMERA CLASE] ~ | [1_cLasE v
Tirne Between Arrivals
Type Yalue Units:

Distribucidn de la llegada de

Random (Expo)

~ | (5 Minutes ~

pasajeros de primera clase.

Enfities per Arrival Max Arrivals First Creation
‘1 |||nfme Hoo ‘
| QK | | Cancel ‘ | Help

ERMERA C\_ASEI

Assign

Assign

Name:

|PRIMERA CLASE

Assignments:

Aftribute, LLEGADA, TNOW
Aftribute. TIPO. 1
<End of list>

? X
Tiene dos Atributos
] importantes:
- Registrar la hora de

llegada actual (TNOW) en
la simulacion.
Clasificar que son de

primera clase (TIPO).

QK | ‘ Cancel | ‘ Help ‘
Assignments ? X Assignments ? X
Type Aftribute Name Tvpe Aftribute Name
|ttrioute v | [LLEGADA ~] |attribute | [mPo ]
New value New Value
[Thow \ [ |
K | ‘ Cancel ‘ | Help ‘ OK | | Cancel ‘ ‘ Help
e Process ? X
CLASE
Process ez Type
ATENCION PRIMERA CLASE v | |stendard v
Logic Tiene tres partes:
Action FPriority
Seize Delay Release v | [Medium(2] ~] | Action: Seize Delay Release (Tomar el recurso,
Resources: ocuparlo y luego liberarlo).
Set, EIPO 1.1, Preferred Order,
i il Resources: Declara quien lo hace.
-Edn
[ Deete | Delay Type: Se define el tiempo de servicio de los
pasajeros de primera clase, una distribucion
Delay Type Units Allocation: . .
: uniforme U(2, 20) minutos.
‘Umform ~ | ‘Mmu‘[es ~ | ‘\/alue Added A ‘
Minimurm Maxirnurm:
2 |
Report Statistics
| QK | ‘ Cancel ‘ | Help ‘
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Resources ? X
Type:
efinir como se reparten los
s hay que ir al médulo Set Members B
Set Name: Units to Seize/Release:
E== Member Type |Resource Name! ~
‘EQU”DC” ! V‘ ! ‘ Set Name Type Member Definifion Method | Members | ! Single Element JAGENTE 2
Selection Rule Save Atfribute [1¥ [eQuPot {Resource Manual List Tamows 2 Single Element  ACENTE 1
3 Single Element  AGENTE 5
\Preferred Order \,‘ v‘ 7 Single Elemeni  AGENTES v
| OK | ‘ Cancel ‘ ‘ Help |
LLEGADA Create ? X
SEGUNDACLA87
Create Name Entity Type
|LLEGADA SEGUNDA CLASE | [e_cLase v
Time Between Arrivals
Type Value: Units: Distribucidn de la llegada de pasajeros
|Random [Expo) ~ | |2 ‘ |M|nu‘res ~ ‘ de Segunda Clase.
Entities per Arrival: Max Arrivals: FEirst Creation:
i | infinite oo |
| oK | ‘ Cancel | ‘ Help ‘
SEGUNDA I Assign ? X
CLASE
hosign | e Tiene dos Atributos
[SEGUNDA CLASE v . .
lmportantes.
Assignments .
Affrbute, LLEGADA, THOW A Registrar la hora de
o llegada actual (TNOW)
= Edit . .z
en la simulacién.
Delet )
Clasificar que son de
primera clase (TIPO).
QK | ‘ Cancel ‘ ‘ Help ‘
Assignments ? X Assignments ? X
Type Attribute Name Type Attribute Name
| Attribute v [LLEGaDsA ~] [Airibite ~ | PO ~]
Newvalue Mew value
[TNow | 2 |
oK | | Cancel | ‘ Help | [o]4 | ‘ Cancel ‘ ‘ Help
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AT N Process ? X
CLASE
Process EWIE Trpe
ATENCION SEGUNDA CLASE ~ | |standard ~|
Logic Tiene tres partes:
Action: Priority:
Seize Delay Release v | [Medium(z] ~] | Action: Seize Delay Release (Tomar el recurso,
Resources ocuparlo y luego liberarlo).
Set, EUIPO 2, 1. Preferred Order,
il m Resources: Declara quien lo hace.
I
| Deere | Delay Type: Se define el tiempo de servicio de
los pasajeros de segunda clase, una distribucidon
Delay Type Units Allocation . .
triangular (3, 6, 12) minutos.
‘Tnangular had | ‘Mmutes hd | ‘\/a\ue Added b |
Minimurm Yalue:{Most Likely): Maxirmum
E IE |[2
Report Statistics
| QK | ‘ Cancel | | Help
Resources ? K
Type:
i a definir como se reparten los
os hay que ir al médulo Set Members B
Set Name: Units to Seize/Release:
E Member Type |Rescuweﬂame ~
HEQUlPO 2 ! V‘ ! ‘ Set Name Type Mermber Defirition Meihod | Members | | Single Element ‘_A{‘B‘GMS
Selection Rule Save Aftribute |2 . ]EQUIPOz ‘Resource Manuai List 4rows| |2 Single Fiement
- B 3 Single Element -
‘Preferred Qrder ~ ‘ v ‘ 4 Single Element
QK | ‘ Cancel ‘ ‘ Help |
ESTADISTICAS Record ? ><
Name

Record

|ESTADISTICAS

Statistic Definitions:

Count, 1, No, NUMERQ TOTAL PASAJEROS

Time Interval, LLEGADA, No, TIEMPO EN EL SISTEMA,
Tirme Interyal, LLEGADA, Yes, TS, TIPO

Coun‘r 1. Yes TIPO PASAIERD, TIPG

Edit

Delete

II lﬁ
o
E =2

QK | | Cancel ‘

Help
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Se crean dos Set:

TIPO DE PASAJERO para saber cuantos
pasajeros ha habido de cada tipo.

LLEGADA EN EL SISTEMA PARA CADA TIPO DE
PASAJERO (TS)

Los Set ademas de trabajar con Recursos
pueden utilizarse para contabilizar (Contador)
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Statistic Definition ? X

Type

Count b

Type NOTE: Increments / Decrements the Counter Name by the value

Statistic Definition ? X

Type:

Time Interval >

Type NOTE: Records the difference between the current simulation tirne and

specified

Yalue: Aftribute Name
‘1 | [ Record into Set [LLEGADA ~| [ Recordinto Set
Counter Mame: Tally Mame
‘NUMEROTOTAL PASAJEROS v| |TIEMPO EN EL SISTEMA v|
| oK. | ‘ Cancel | | Help ‘ | oK | | Cancel | ‘ Help
Statistic Definition ? X Statistic Definition ? X
Type: Type
Count b |Time Interval L
Type NOTE: Records the difference between the current simulation time and
walue: Attribute Name:
i [LLEGADA -] ecord Into Set
Counter Set Name: Set Index: Tally Set Name Set Index
[TIPO PASAJERD ~| [nPo ] [rs | [mPo v

TIPO 1: Primera Clase : Primera Clase

TIPO 2: Segunda Clase TIPO 2: Segunda Clase
aK Carcel Help [ ok | Cancel Help

Mem,bers n
Name Type Member Definition Method | Members FTENCION : gf:gtEer Name
=g (e EQUIPO 1 Resource Manual List 4 rows 1 / —
Set 2 EQUIPO 2 Resource Manual List A rows |ATENC|ON 2_CLASE
3 » |TIPO PASAJERO Counter Manual List Pl Double-click here to add a new row.
s Tally Manual List 2 rows
Members n
Double-click here to add a new row. Tal (tiem OS)
Tiempo en Y P T~ Counter Name
Sistema 1 TENCION 1_CLASE
2 ‘ATENCION 2 CLASE
Double-click here to add a new row.

EA Arena Training & Evaluation Mode - Commercial Use Prohibited - [Control.doe]

ﬁ File Edit View Tools Arrange Object Run Window Help
Dl e SRz -« [8~73% V(& +2|BEx|/ e ons " |x2 |
N270020A[L-0 -4 8. =-5-E-=-@-|w-| 05| Mz alrn|

lﬁlm‘ij'|4v|f‘n’f§'ﬁﬁ>.ﬂ (m‘)
[Project Bar x|
< Basic Process
=] &
Queue CONTROL DE PASAJEROS | At 08:00:00
EN UN AEROPUERTO 4
acentel O
= LLEGADA ) I - acentez O
Resource RIMERA CLASE CLASE
1 Q .
ESTADISTICAS FIN 0
=] ,
Variable
Lesos l oo ArEucion AGENTE3 O acentes O
CLASE 23 CLASE
= . S - AGentea O AGcentEe O
Schedule

Instrumentos Estadisticos Avanzados 277



UAM

de Madrid

{Iniversidad Autdnoma

Practicas
Alumnos

Variable ?

Expression

Construir Expresion

ATENCION SEGUNDA CLASE Numbsg
ATENCION SEGUNDA CLASE Numbg

ATENCION PRIMERA CLASE Numbe
ATEMNCION PRIMERA CLASE Numbe
FIN NurnberCut

TTTTarT [ ] o Border
i O
Title

[ Use Title

Percent Height:  “ert. Alighment.  Honz, Alignment:

25.0 ~ v [Left 2

Top

Title Text:
Font

QK | | Cancel ‘ | Help ‘

Expression Builder

Expression Type Resource Name:

Advanced Process Variables AGENTE T

= Basic Process Yariahles
Aftribute

Entity

Frocess

Quele

Record

=l Resource

Costs

H State

Current Nurmber Scheduled
- Average Number Scheduled
|- Current Humber Bus |
- dverage Number Busy
Current Utilization
~Scheduled Utilization
- Total Number Seized

B Set v

FEEME BEEEEEE

Current Expression:

NR(AGENTE 1)

H Arena Training & Evaluation Mode - Commercial Use Prohibited - [Contro
= Sl . — Run Setup b
Eﬁ File Edit View Tools Arrange Object | Run | Window Help
EECETIELERE ] ...~ | -
: | | L L1Y = el Run Spaed Run Ciontrol Reports Project Parameters
NS OS2 OCA|L-R AL B o = - -
PR R Py o Frepication Paametars Amay Sizes Arena Visual Designer
L sy F10
> BasicProcess » Fast-Forward Wumber of B b Initiphize: Bobwonn Rephcations
O Gl Il Pause Esc I 1
| | Statshcs | System
Create CONTR( “StartOver  Shift+F5 ! | vl [ sys
ENUNA = fnd Alt+F5
Start Date and Time:
+ Check Model F4 - — |
Cl e Review Errors J Estadistica :|v |
Dispose RIMERA CLASE Run Control » W up B Time Unils:
SIMAN » ;
fon [ |Hous =
Raplication Length T Linils
|5 | Houws ~
Hours Per Day:
2 |
Basa Time Unils
Minslas -
|l3f|'tli'lm'lf'll; Condibaon:
o | x|

Instrumentos Estadisticos Avanzados 278




» _ .
U A_ M {Iniversidad Autdonoma )F;Tactlcas
de Madrid uMmnos
CONTROL DE PASAJEROS | Q% 1300:00
EN UN AEROPUERTO _
AGENTE1T
AGENTEZ A

LLE BalaA
RMERACLASE i n
i

FRIMERA CLAE

EETADISTICAS

FIN

199

1141

]
(L PO AGENTEZ 1 AGENTES
CLASE | CLAEE
- AGENTES 1 AGENTES 1
| arena
The simulation has run to complation,
Wiould you like to see the results?
= =
& &2 b e « e /6 @ @ -
=D Control Pasajeros Cke | Informe principal ‘
0 Entity
-0 Queue
[ Resource 8:
= [ User Specified Category Overv1ew
=D Tally
g raod |Control Pasajeros Ckeck in
#-[ Usage
Replications: 1 Time Units: Minutes
‘User Specified
Tally
Tiempo promedio
Interval H Mini Maxil
en el sistema global Average Half Width '“{E‘IJJ'E‘ axi’;’;‘ﬁg
TIEMPO EN EL SISTEMA 14.9724 | (Insufficient) 3.1128 34.4554
Counter
Count
Value
ATENCION 1_CLASE 53.0000
ATENCION 2_CLASE | 137.00
NUMERO TOTAL PASAJEROS 190.00
200,000
180,000
160,000
140,000 B ATENCION 1_CLASE
120,000 B ATENCION 2_CLASE
100,000 MR LA
80,000
60,000
40,000
Usage
Tiempo en el sistema = s
None i Minimum Maximum
por clases de pasajeros  Average Half Width Value Value
TS 1_CLASE 15.7203 | (Insufficient) 3.1128 34.4554
TS 2_CLASE 14.6831 (Insufficient) 3.5811 30.1047
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252 @« « » x5 /6 @ @
D Control Pasajeros Ckeck | Informe principal |

&0 Entity
#-0 Queue
=0 Resource o
| B0 Usage Category Overview
i -0 Instantaneous U

|Contro| Pasajeros Ckeck in

-0 Total Number S

E! D User Specified Replications: 1 Time Units: Minutes
|Resource
Usage
Scheduled Utiization Porcentaje alto de
value  utilizacién (pasado el 75%)
AGENTE 1 0.8413
AGENTE 2 0.8157
AGENTE 3 0.9430
AGENTE 4 0.9302
AGENTE 5 0.9349 Porcentajes de
AGENTE 6 0.8964 utilizacién de los
recursos.
0,960
0,940
0,920 B AGENTE 1
o B AGENTE 3
o | i
0,860 |- B AGENTE 6

0,840
0,820
0,800

Total Number Seized

Value
AGENTE 1 23.0000
AGENTE 2 22.0000
AGENTE 3 40.0000
AGENTE 4 42.0000
AGENTE 5 33.0000
AGENTE 6 36.0000
44,000 |
40,000
36,000 B AGENTE 1
DAGENTE 3
32,000 = AGENTE 4
B AGENTE 5
28,000 B AGENTE 6
24,000
20,000
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é&@%@;n«»ug /6 # & -
-[) Control Pasajeros Ckeck] | Informe principal |
[ Entity
Bh
b Category Overview
[ Resource
[ Lser Shecifled [Control Pasajeros Ckeck in
Replications: 1 Time Units: Minutes
[Entity
Other
Number Qut
Value
1_CLASE 53.0000
2_CLASE 137.00
WIP Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
1_CLASE 2.8232  (Insufficient) 0.00 7.0000
2_CLASE 7.0564  (Insufficient) 0.00 14.0000
Queue
Time
Waiting Time Minimum Maximum
Av e Half Width Value Value
ATENCION SEGUNDA Tiempo 7.8374 '\ (Insufficient) 0.00 21.2768
CLASE.Queue romedio
ATENCION PRIMERA :sperando o 4.0607 / (Insufficient) 0.00 17.7738
CLASE.Queue
Other cold
Number Waiting Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
ATENCION SEGUNDA 3.7714  (Insufficient) 0.00 11.0000
CLASE.Queue
ATENCION PRIMERA 0.7467  (Insufficient) 0.00 4.0000
CLASE.Queue
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ARENA: MODELAR RESTAURANTE DE COMIDA RAPIDA

ey

En un restaurante de comida rapida, donde el flujo del proceso es pedir, esperary llevar), llegan
0.9 clientes/minuto. El tiempo de servicio en Caja sigue una distribucién normal

N(1,5, 0.2) minutos. El tiempo de servicio en Cocina sigue una distribucién uniforme (1.4, 2.5)
minutos. Hay dos empleados (servidores) en Caja y Cocina. La disciplina de cola es FIFO.

Modelar y simular el sistema durante 2 horas.

Solucién:

RESTAURANTE COMIDA RAPIDA

|Process

—

Assign Record

|| CLIENTES
| INGRESAN
|l
LLegada Chentes }— —-a Caja

|
N AT E———— 4'

I

FEDIDO_CLIENTH

J

UNIR PEDIDO Y

.4;‘?' ] il
l Estadistica?

CLIENTE
Create Process Separate Ut
i Ad M:ﬁ!‘ Record
LUGAR DE ESPERA vanced Process
Dispose

Assign Record
Proceso interno.
. CLIENTES
TR INGRESAN | En la vida real cuando llega
el cliente pasa a Caja.

\

L Legada CIienIesI-— - Caja

Create Process

LUGAR DE ESPERA
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Create ? X
Name: Entity Type:
|LLegada Clientes| v | |C\ien‘re v |

Time Between Arrivals

Type: Yalue: Units:
|Random {Expo) v | ‘0.9 | |Minu‘res v |
Entities per Arrival: Max Arrivals: FEirst Creation:
|1 | ‘Im‘ini’re | |E><PO(O.9) |
/
o [ onfl 1[0 |
/

La primera llegada se da
segin una Expo(0.9) minutos.

PROCESO INTERNO -------nmnm-

Assign ? X

Name

‘/—\mbuto ~ |

Assignments

Aftribute. Hora de He(l;ada,TNOW Add..

QK | ‘ Cancel ‘ ‘ Help |

Assignments ? X

Tvpe Aftribute Name:

‘Aﬂmbute v ‘ ‘Hora de llegada v |

MNew Walue:

\TNOW HORA ACTUAL |

oK | | Cancsl | | Help

Record ? X Statistic Definition ? X
Narne Tvpe

CLIENTES INGRESAN | |Coun‘r b

Statistic Definitions: / Type MOTE: Increments / Decrements the Counter Name by the Value
Count, 1_No, CLIENTES INGRESAN —_— specified

<End of list=

Edit Walue:

|1 | [ ]Record into Set

Delete

II)>
=%
=5

Counter Name:

|CLIENTES INGRESAN ~]

Ok || Cancel || Help

QK H Cancel || Help
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Process ? X
Name Type:
Caja w | |S‘randard hd |
Logic
Action Eriarity:
‘Se\ze Delay Release v | |Med\um(2) VL__Resources ? X
Resources: Type
Resource, Cajero, ‘Regource v |
m Besource Name Units to Seize/Relzase
‘Cajero ~ | |1
Dele‘re
Delay Type Units: Allocation:
Harrnal v | ‘Minu‘res ~ ‘ |\/alue Added hd | oK | ‘ Cancel ‘ | Help
walueMean): Std Dew:
15 |02 |
Report Statistics
| QK | | Cancel | | Help |
! o Separate desdobla al pedido del Cliente.
Caja PEDIDO_CLIENT . N .
== | Cuando se hace el pedido una parte va a la Caja, mientras que el
P o = Cliente va a un lugar de espera.
Separate ? X
Name Type
|PEDIDO_CLIENTE] v | |Duplicate Onginal v
Percent Cost to Duplicates (0-100): # of Duplicates
[50 %1 |
Se duplica el pedido.
El Costo no se utiiza.
o ][ o | [
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RESTAURANTE COMIDA RAPIDA

Assign

Process
COCINA -~ b—

Record

CLIENTES
INGRESAN

=
Hiegmi G = = FEDIDO_CLIENTH UNIR PEDIDO Y,
CLIENTE
Create [
Process Separate Match
LUGAR DE ESPERA Advanced Process
Assign ? X
Name

GRAFICO PEDIDO

Assignments

Entity Picture, Picture Report

Delete
/ 0K | | Cancel Help |

Assignments / ? X

Type Entity Picture:

|Enmy Picture v | ‘Picture.ReporT v

QK | ‘ Cancel | ‘ Help

Process ? X

HName: Type:

COCINA ~ | |standard v |

Logic Tomar el recurso, demorar

- y luego soltar el recurso. Sl

- e -

Seize Delay Release v | |Med\um(2) 4

Resources:

Resource, Cocinera, 1
<Fnd of list>

de Cocina.
Delete

Delay Type Units Allocation
|Uniform L | |Minutes b | |\/a|ue Added L d |
Minirmurm: Maxirmurm:
|1 4 | |2 5 |
Repart Statistics

| Ok | | Cancel | | Help ‘
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Antes de entrar en el
Proceso de Cocina se da
cierta caracteristica grafica
con un Assing (Grafico
Pedido) para que en el
momento de simular se
pueda diferenciar esta
parte.

Se da el aspecto gréfico
porque se va a duplicar la
entidad y que tenga la
forma de una figura.

m El pedido llega al proceso
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. GRAFICO

PEDIDO 1 COCNA - F—
) J CLIENTES
Atributo INGRESAN

7\ ' JM“_“hl_{

LLegada Clienteslv— —= Caja

EDIDO_CLIENT UNIR PEDIDO Y

CLIENTE

Original

Duplicate

LUGAR DE ESPERA

\ A
Match | Advanced Process ? %
Hame Number to Match: Une las entidades: la entidad del Cliente
[UNIR PEDIDO Y CLIENTH] ] [2 || que quedo esperando (no fue a Cocina) y
Type Attribute Name: la entidad que viene por el pedido.
|Based on Attribute ~ | |Hora de llegada ~ |

2 Match (el Cliente con su pedido)
Batch Action after Matching:

B B 7 TYpe: Basado en Atcrlbuto (tiene que juntar
Save Criterion: Bepresentative Entity Type: Cliente con su pEdldO).
|F\r5t V| |

v] | Laforma de hacerlo es con la Hora de llegada
(los dos llegaron a la misma hora).

| Qe H Cancel H Help |

Batch Action: Permanent (Cuando el pedido se junta con el Cliente es una sola entidad).
Criterio: First (primera entidad que llega) para que se mantenga graficamente la figura del Cliente.

|UNIR PEDIDO Y

. cuente [ ** | Estadistica? Para recoger algunas Estadisticas
| Bosc Proces: [}

Record ? X

Name:

Estadistica? |

Statistic Definitions:

Time Interval, Hora de llegada, No, Tiempo en Sisterna,
Count, 1, Mo, Clientes Atendidos

De\ete

OK | ‘ Cancel | ‘ Help |
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Statistic Definition ? X Statistic Definition ? X
Type: Contador Clientes Atendidos Type: Tiempo en Sistema

Count hd |T\me Interval b

Type NOTE: Increments / Decrements the Counter Name by the Value Type NOTE: Records the difference betwaen the current simulation time and
specified

Walle Aftribute Narne:

|1 | |:|Beoord into Set |Hora de llegada v | DBecord into Set

Counter Name Tally Mame

[Clientes Atendidos v [Tiempo en Sistema v]

| OK | | Cancel | | Help | | oK | | Cameel ‘ ‘ Help

UNIR PEDIDO Y
CLIENTE

Estadistica2

Match

Record

Dispose para cerrar el proceso.

Dispose

a Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commerdial Use Prohibited - [Comida.doe]

Eﬁ File Edit View Tools Amange Object Run) Window Help
Nl @ SR w3

T T L |\‘.’|

9205 A d-2-A-[®- O W |Llm e m |
= » Go F5
M Step M
~ RESTAUR/ * Fast-Forward A
n Pause Esc
: o GRAFICO —— -
1 Start Owver Shift+F5 PEDIDD COCINA
s End Alt+FS
[:l 4 Check Model F4
Dispose Review Errors [
| Run Control r
———
SIMAN 3 I _
O . T e !
Il egada Clientes Caja IEDIDO_CLIENTH UNIR PEDIDO Y o
Process | CLENTE | Fsladistica?
==
o LUGAR DE ESPERA
L T
Decide
4@ R >
Dot
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X

Replication Parameters
Run Speed Run Control

Project Titie
[cEiMlDA RAPIDA ]

Amay Sizes Arena Visual Designer
Reports Project Paramelers

Analyst Name:
|ESTADISTICA |

Project Description:

Statistics Collection
D Costing
Entities
Resources

[ Tanks

[ Transporters
(] Conveyors
[ Actwity Areas

Queues
[ Processes
[ stations

[Cnceptar | | cancolar | | Apiear || Ada

| Run Setup |

Run Speed Run Control Reports Project Parameters
Replication Parameters Amay Sizes Arena Visual Designer
Number of R fons: Initialize Belween Replications

L | statstes System

Start Date and Time:

|D Estadistica - |
Warm-up Pernod: Time Units:

|'I'1i] | |HD|.IB »
Replication Length: Time Units:

[2 2horas de simulacién|  [Hours o
Hours Per Day:

[ |

Base Time Units:

Minutes v

Terminating Condition:

[ Aceptar ]| concer | [ Ak | Ay

-

Habia 2 empleados (servidores) en Caja y en Cocina.

Hay que ir a Resource (Recursos) para aumentar el numero de servidores.

EZ Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [Comida.doe]

ﬁﬁile Edit View Tools Arrange Object Run Window Help

Nl |24 aa]e o |B ~200% v]=]|ss|Bx|e-nnnus=|¥ % |
Lo cO2cAlL-2 A B =-=-B-=-m-o- oy @m0 En
Project Bar ]
< Basic Process
2 RESTAURANTE COMIDA RAPIDA
5 | GRAFICO -
= PEDIDO COCNA
L CLIENTES i
Attribute Atributo INGRESAN
= R —
Entity P
LLegada Glientes L Caja PEDIDO_CLIENTH UNIR PEDIDO Y| ..
CLIENTE Estadistica?
= e '
Queue LUGAR DE ESPERA
Resource o é Saida
£
Variabl Name Type Capacity | Busy / Hour |Idle / Hour | Per Use | StateSet Name | Failures | Report Statistics
Aae 1y [Cajero  |Fixed Capacity 2 00 0.0 0.0 Orows
2 Cocinero  Fixed Capacity 2 0.0 0.0 0.0 0 rows
v
<> Advanced Pracess
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A Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [Comida.doe - Run Mode]

ﬁEile Edit View Tools Arrange Object Run Window Help
DS H|FE | SR|L2R[o o |3]2100% v]m = |[Bx[prw o e ¥

L

2 chsoA|L-0-A- @ |=

7

;,-E-m--‘«xb- ‘502&“E££E

G b Wy

Practicas
Alumnos

Project Bar ]
Basic Process

Advanced Process
Statistics
Advanced Transfer
Flow Process
Packaging
Reports
Navigate

RESTAURANTE COMIDA RAPIDA

e kel Lelted [olEed (o

CLIENTES

INGRESAN

]
&l

GRAFICO
PEDIDO

COCINA

12:21:4

L .

Clientes Atendidos ] §

LLegada Clientes

Caja

¥+ Top-Level 3
LUGAR DE ESPERA

UNIR PEDIDO Y
CLIENTE

. EstadisticaZ

[EZ] Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [Comida.doe - Run Mode]

ﬁﬁle Edit View Tools Arrange Object Run Window Help
NeH|FE SRl «|F]|L,100% v \%|¥°5¢\I§|m|mn woim| W

v |

Salida

o o0pcAld-2 A B =-m-B-=-a-|o- oy |[Dmes|arnmn
Project Bar x|
<& BasicProcess
< Advanced Process P
o Smisics RESTAURANTE COMIDA RAPIDA
<> Advanced Transfer
<> FlowPracess . GRAFICO
S Packagng \ P 4 PEDIDO cociia - f—
ko Reports I o) CLIENTES
[ Nagae  [@| H Atioutd ‘ ‘ INGRESAN
%‘ e - Clientes Atendidos | | §
4
. ] 2l i
LLegada Clientes § — — Caja —— [PEDIDO_CLIENTHY — UNIR PEDIDO Y -
114 CLIENTE H Estadistical
-3 Top-Level =
op-Level 2 T
LUGAR DE ESPERA
Arena
The simulation has run to completion. L i Salida
Would you like to see the results? ‘ 115
E Si I ‘ No
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=4 Arena Iraining & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [Comida.doe - Category Overview|

@Eile Edit View Tools Arrange Object Run Window Help

N @@ Sk|LER|o o |D|2100% v([|S|(+2 |Ex|[rnrw i el

w

50002 cAlL-2 A B |=-=-B-= -t |0

CR A= R

Practicas
Alumnos

ety *I[ 5[ COMIDA RAPIDA §
©  BasicProcess o Category Overview
< Advanced Process .
< Statistics 0 Queue
< Advanced Transfer 0 Resource ‘COMIDA RAPIDA
<> FlowProcess -0 User Specified
o Packaging Replications: 1 Time Units Minutes
bl Repors
g Activity Areas Entity
& Category Overview| T
i Ime B
#Category by Replic| | Estadistica que = . Paa pesay & Caéa -
i iempo promedio y para pasar a Cocina
iz Entities ofrece Arena W Time P P. , i wimmAum Maximum
) en el servicio Average Half Width Value Value
& Frequendies y :
& Cliente \@ (Insufficient) 27671 4.2827
Processes
Time Mini Maxi
Bluetes Se recomienda Average Half Width iy s
#Resources utilizar el Cliente 0.00  (Insufficient) 0.00 0.00
‘especificado
& Transfers P ) % Wait Time . Minimum Maximum
& User Speciﬁed como usuario. Average Half Width Value Value
& Tanks Cliente 8.2489 (Insufficient) 15170 18.1978
Transfer Time i Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
Cliente 0.00 ({Insufficient) 0.00 0.00
Other Time . Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
Cliente 0.00 (Insufficient) 0.00 0.00
Total Time d Minimum Maximum
Ti dio del Average Half Width Value Value
— Tiem rome:
Cliente 2 pop 71215 (Insufficient) 29477 13.0042
Cliente en espera
EA Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [Comida.doe - Category Overview]
@ File Edit View Tools Arrange Object Run Window Help
Dl @& Sk 2@ |F]2100% v|=(35 | Bx|rnun Hm ¥ L
S A|L-B A M. === o oW B o b | =
Project Bar = T T . = = =
<>  BasicProcess 282 h Q £ 4 F K |5 /5 #h @ -
< Advanced Process =0 COMIDA RAPIDA -
& Statistcs &0 Entity Category Overview
<» Advanced Transfer ‘:T.JD Queue
i FlOW OGS #-0) Resource ‘COMIDA RAPIDA
= Eac N E2RR User Specified
[ Reports .
Replications: 1 Time Units® Minutes
& Activity Areas
& Category Overvie User Specified
@ Category by Replic Tiempo en e
s ) el sistema Coincide con el
mEruEnces Interval  mostrado por Arena Minirmum Maximum
% Processes Average Half Width Value Value
BOiiEiEs Tiempo en Sistema w (Insufficient) 29477 13.0042
# Resources Counter Cliente que  (liente que
salié més méds tardo
& Transfers Count Vidice rapido
WeseySpetified Clientes Atendidos 115.00
& Tanks CLIENTES INGRESAN 129.00
130,000
128,000
125,000
124,000
122,000 e
120,000
118,000
118,000
114,000
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a Arena Training & Evaluation Mode (Student) - Commercial Use Prohibited - [Comida.doe - Category Overview]

@Eile Edit View Tools Arrange Object Run Window Help

=
Practicas 'El_

NEE|(EE|SR|sna]o || 20100% v][B] B[ Bx|r w0 K| 2 |
NS o020A|L-0 A O, |=-=-E-=-7-|w- |§ew||§|mg£g|ﬂb}>--’_
Project Bar x | | ;
<> BasicProcess £ 8 %I@} Mo e 3 /5 #® @ -
e AwncEdPioieos =D COMIDA RAPIDA “Informe principal |
<> Statistics 00 Entity
< Advanced Transter 0 Category Overview
<> Flow Process [y Resource
O Packaging H .
H-[0 User Specified
T Repots e [COMIDA RAPIDA
g Activity Areas o .
. Replications: 1 Time Units: Minutes
@ Category Overview|
& Category by Replic Queue
& Entities
& Frequencies Time
#Processes » 2 -
Waiting Time: i Minimum Maximum
#Queues Average Half Width Value Value
@ Resources Caja.Queue 1.0544 (Insufﬁcient) 0.00 42032
COCINA Queue 2 6582 (Insufficient) 0.00 80147
@ Transfers UNIR PEDIDO Y 0.00 (Insufficient) 0.00 0.00
#@User Specified CLIENTE Queuet
P UNIR PEDIDO Y 4.5940 (Insufficient) 1.5170 9.7263
@ Tanks CLIENTE Queue?
Other
Number Waiting Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
Caja.Queue 1.1697 (Insufficient) 0.00 8.0000
COCINA Queue 26384 (Insufficient) 0.00 9.0000
UNIR PEDIDO Y 0.00 (Insufficient) 0.00 1.0000
CLIENTE Queue1
UNIR PEDIDO Y 4 5075 (Insufficient) 0.00 11.0000

CLIENTE.Queue2
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ARENA: MODELAR COLA BLOQUEADA EN UN SUPERMERCADO

» Un Supermercado con el Covid tiene un aforo limitado a 50 personas. Los clientes al
i ." #<&8 |legar tienen que esperar antes de ingresar. En el grafico adjunto se describe la situacién
.-.‘_:-" .‘ con llegadas en cuatro horas punta, con sus respectivas tasas de llegadas.

El proceso de compra sigue una distribucion uniforme U(25, 35) minutos. Los clientes ingresan de 10 o0 15
de forma aleatoria.

Calcular las medidas de rendimiento en una simulacién de cuatro horas.

Solucioén:

n D e a ¢ LLEGADAS COMPRA CON COVID EN

?‘ ) @ 14 i | 1. UN SUPERMERCADO

e INGRESO A SUPERMERCADO
I\ L ! L COLA AFORO 50 CLIENTES SALIDA
TASAS EN | PROCESO

svonscn - SOOOY——| some ] T
EXPO(80/60) min |\ \ ANTES DE INGRESAR . S
EXPO(120/60) min | -\ <\ pERMERCADO R
EXPO(100/60) min
EXPO(60/60) min

GESTIONAR AFORO 50 CLIENTES:
ENTRADAS, SALIDAS, NUEVAS INCORPORACIONES

Heritoitiilay) ENTRADA SUPERMERCADO
ENTRADA SUPERMERCADO (Aforo 50)
:I
sz ) | @ e
Create Hold i Process CLIENTES REORG
QUE SALEN ACTUAL
Los clientes que esperan _
. . P — P
es una variable aleatoria snuoi oe T&j&ﬁﬂ»ﬂm j nom
= & 1
Record Baf:ch Assign Dispose
CREA PROC DE ALEATORIEDAD
10 Clientes (50%) N — /\
INICIO PROCE! VARIABLE

NGRESOS FOR
TURNO

ESPERAR /5| ;UF::J:I’SW ﬁ
SALIDA o
1 ) \/ |
Create e Dispose
W Hold

.~ 15 Clientes (50%) il

Decide

Variable aleatoria auxiliar AUX1 sigue una distribucién discreta DISC(0.5,10,1,15)
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LLEGADA DE Create ? X
CLIENTES
Mame Entity Type
Create [LLEGADA DE CLIENTES ~] [cUENTE ~]
Time Between Arrivals
Trpe: senedule [ ams Se introduce la distribucién
leeica ¥ |Jroranio ] | dellegada de clientes.
Entities per Arrival: Max Arrivals:
i | infinite |
| aK | ‘ Cancel | ‘ Help
Schedule ? X
Name
[HORARIO |
Type:
‘Arrival v |
Tirme Units: Scale Factor:
‘Hours i | |1 0
Insert Row File Name: El factor va a cambiar
Delete Row ‘ v| cada hora
Build Expression... Durations
80.1 Add
: 1201 =
Name Type TimeUnits |  Properties.. 100, 1
E@E » |HORARIO Amival  « [Hous iw.u : __1 e =
Schedule Double-click here to e eEe
Arrival
| ‘ Cancel ‘ | Help |
PROCESO DE Process ? X
COMPRA Y
PAGSO
Name Type
Process PROCESO DE COMPRA Y PAGO) ~ | [standard v
Logic
Action
Delay b
El proceso de compra sigue
una distribucién uniforme
U(25, 35) minutos.
Delay Type Units Allocation
‘Uniform » | ‘Mmuies ~ | ‘\/a\ue Added A |
Minirmurm Maximum
Es | S |
Report Statistics
| QK | ‘ Cancel | | Help ‘

Instrumentos Estadisticos Avanzados 293



» -
U A_ M {Iniversidad Autdénoma Practicas
de Madrid

Alumnos
SALIDA DE Record ? X Statistic Definition ? X
CLIENTES
3 HName Type:
Raen [SALIDA DE CLIENTES || | [count v

Statistic Definitions

Type NOTE: Increments / Decrements the Counter Name by the Value

Mo, SALIDA CLIENTES

Walue

|1 ‘ [ Recard into Set

Dele‘re Counter Name
[SALIDA CLIENTES |
OK | | Cancel ‘ | Help | | 2K | | Camez] | ‘ Help
\ GESTIONAR AFORO 50 CLIENTES:
ENTRADAS, SALIDAS, NUEVAS INCORPORACIONES
COoLA Hold ? X
INGRESD
Name: Type:
Hold
[COLAINGRESO) ~ |[Scan for Condition  ~ |
amlilen Escanear con la condicion de
Aforo<50,
Qusue Type: Existe una variable Aforo . . .
gueriendo decir que existe
‘Queue i | .
una variable Aforo.
Queus Name
|COLA INGRESO Quaue ~|
| QK | ‘ Cancel ‘ ‘ Help
AT Assign ? X
ENTRADAS
Name
Assign [CONTAR ENTRADAS ~]
Assignments:
Variable, Aforo, Aforo+] Add
Aftribute, LLEGADA, TNOW —
OK | | Cancel ‘ | Help |
Assignments ? X Assignments ? X
Type Yariable Name: Type Attribute Name:
|\/ar\able - ‘ ‘Aforo v | Con la variable Aforo ‘Aﬂribu‘re ~ | \LLEGADA ~ | Se registra la hora
New Value cuando el Cliente sale New Value actual de Llegada
|Af0m+1 ‘ del Bloqueo se suma 1 ‘TNOW ‘ del Cliente
aK | ‘ Cancel | | Help | OK | ‘ Cancel ‘ ‘ Help
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_—WT?’R—-: Batch 7 X
CLIENTES
SALEN
Narne Type: d f I I .
Batch [CONTAR CLIENTES SALEN | [Femmanent 7 Se define que los Clientes que van a ingresar
. P de 10 o 15 es una variable aleatoria (AUX1).
o | = | Se puede considerar la entrada fija.
Bule Se introduce la variable
[any Erity +| auxiliar AUX1, donde los | En este caso, la aleatoriedad se introduce
e By T g'e'el'(‘)tzsl"s""de“ INBTESar | con un proceso: Se inicia el proceso
| h introduciendo la variable auxiliar AUX1.
0K | | Cancel ‘ | Help |

ﬁ Cuando se juntan los Clientes en el Batch (alimentado por el proceso auxiliar) la persona
Proceso encargada del Supermercado da el PASE en el Assing cuando salga la entidad.

Auxiliar

3 CLIENTES AFORO
OPERACION INTERNA QUE SALEN O SETUAL
DEL SUPERMERCADO L

i ¢ .
Lleva un Registro I { PR
PASE “

Assign Dispose

PROCESO AUXILIAR: Se repite cada vez que la Cola

inicial tenga un desblosqueo.

[[ ] Assign 7 x
INDICADORES
¥ Mame

Assign |INDICADORES ~]
Assignments:
Yariahle, Aforo, Aforo-AUX1 Add
variable, AUX2, 1
<End of list=
| Ok | ‘ Cancel ‘ | Help |
Assignments ? X . .
Se actualiza la variable Aforo, que es el
Trpe: il e Aforo menos las personas que salieron:
|\/ariab\e ~ ‘ ‘Aforo v | AfOFO —AUX1
Lew Value: Como el Aforo se redujo libera la Cola
Afaro-ALXT .. .
o | inicial bloqueada para que una cantidad
ok |[ cewce || mep || deClientes ingresen en Cola (Assing)
Assi ? X . . -
ssignments Se actualiza la variable auxiliar AUX2 = 1
Lrpe yariaole Name permitiendo que el Hold del proceso auxiliar
[variabie v] [ ] pase la entidad y si todavia no acaba la
Mew Walue

| | simulacion TNOW = = 240 minutos (4 x 60)
w . .
vuelve a generar cuantos Clientes por turnos
[ o ] cecer || Hep | vanaingresar.
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§ Finoe Dispose ? X
{, PROCESO
B —— MNare:
Dispose
|Fin DEL PROGESC] v |
Record Entity Statistics
| QK | ‘ Cancel | | Help |
- CLIENTES AFORO
: OFERACION INTERNA QUE SALEN O ACTUAL
- DEL SUPERMERCADO ,“' :
Lleva un Registro INDIGADORES PROGESD
" PASE
Assign Dispose

Se repite cada vez que la Cola
inicial tenga un desblosqueo.

mlﬁlﬁt&;ﬁgﬁ@&_ NC‘,’R:U%%EU G suinaion? i
Create Dispose
Assign Hold Decide
Para evitar el Bucle se crea (Hold) una variable auxiliar AUX2,
que solo va a seguir haciendo el Bucle cuando AUX2 =1
NI ) Create ? X
PROCESO
ALKILIAR
Name: Entity Type: . . .
Create NICIO PROCESO AUXILIAF] o] AR ©] | Ingresauna sola entidad, siguiendo
e Batween Arvals un bucle en el proceso de
Type: Value Units aleatoriedad para indicar en qué
Constant v [ | [Minutes ¥ | momento ingresan mas Clientes en
Entities per Armival: Max Arrivals Eirst Creation: el sistema.
I IE | loo |
| aK | ‘ Cancel | ‘ Help |
VARIASLE Assign ? X
INGRESDS
Li"{iﬁ TURRO Name:
Assign [VARIABLE INGRESOS POR TURNO ~]
Assignments
Variable, AUX2, 0 Add
“ariable, AUXT, DISC(0.5,10.1.15) —
QK | ‘ Cancel ‘ ‘ Help ‘
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Assignments ? X
Type: “ariable Name
[atae v| oz | La variable auxiliar
‘ﬂoewva‘“e | AUX2 se pone a 0.
aK | | Cancsl ‘ ‘ Help ‘
Assignments ? X
Type: ‘Yariable Name ) ) .
Varitio o] (AU 0] Se define que los Clientes que van a ingresar
e Ve <o LT e de 10 0 15 es una variable aleatoria (AUX1).
el ingresar de 10 0 15
[DIScio5.10.1.18) | DISC(0.5,10,1,15) DISC (0.5,10,1,15)
OK. | | Cancel | ‘ Help |
INGRESOS i Fn
FOR TURND DAL
Dispose

Ass[grl HDId
ESPERAR Hold ? X
SALIDA
Hold Name Type

|ESPERAR SaLlIDA

~ | |Soan for Condition ‘

o El proceso auxiliar se repite cada vez que se haga un
Condition

PASE o un desbloqueo a la Cola inicial.

Queue Type

Para evitar un bucle en cada momento se introduce
un Hold, creando una variable AUX2 que solo va a
continuar con el bucle cuando AUX2==1

|Queue

Queue Name

|ESPERAR SaLIDA Queue

| Ok

Decide X

Name: Type:

La simulacidn finaliza

|¢FIN DE SIMULACION?

~ Hwaay by Condition  ~ |

If

Expression v

Walue

|TNOW==24O

oK

|| Cancel H

Help ‘

cuando transcurren
4 horas (240 minutos)

TNOW == 240

En otro caso, se reitera el
proceso.
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FIN Dispose ? X
PROCESD
ALILIAR
- HName
Dispose
|FIN FROCESD ALKILIAR ~ ‘

Record Entity Statistics

| Ok | ‘ Cancel | | Help |

EZ Arena Training & Evaluation Mode - Commercial Use Prohibited - [COMPRA~1.DOE]

@File Edit View Tools Arrange Object | Run| Window Help
D@ Sk s 2| ~|H

ll»lllil‘, v ‘|I§?|

Nsno0scA|L- A (8| - = | e b | W
E » Go
R N e s
et = M Step F10
<> BasicProcess » Fast-Forward
) ~ SUPERMERCADO ( , p. o0 Eo
Create M Start Over Shift+F5
S Bl Alters ENTRADA SUPERMERCADO
[Aforo 50)
+ Check Model F4 —
Cl “GitNTES F Review Errors fRAchs s
Dispose c ' Run Control 4 = ! CLIENTES
reate sign rocess AFORO
SIMAN »
QUE SALEN ACTUAL
L
Process =
] .
Record Batch Assign Dispose
Decide PROCESO AUXILIAR: GESTIONAR AFORO
I::] NICIO RO me’ggﬁgua E-::Em“ %Flufmﬁ?ﬁ?ﬂ I
(]
Batch Create i Dispose
Assign Hold
Decide
1
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Run Setup X Run Setup X
Replication Parameters Array Sizes Arena Visual Designer Run Speed Run Control Reports Project Parameters
Run Speed Run Control Reports Project Parameters Repiication Parameters Amay Sizes Arena Visual Designer
|:3]§g§hr?;ﬂ — | Number of Regicalions: Initizlize Between Replications
: . | 1 | Statistics [~] System
Analyst Name:
| Estadistica | Start Date and Time:
Project Description ] B
Warm-up Perod Time Units
|D.B | | Hours v
Repiication Length: Time Units:
4 | [Hours v
Statistics Collection
Hi
[(lcosting Queues [ Transparters |2:m5 ok Dy |
Entities [JProcesses [] Conveyors .
— — Base Time Units:
[~] Resources [ stations [ ] Activity Areas |Hours v
[ITanks Terminating Condition:
| Aceplar | Cancelar Aplicar Ayuda | Aceptar Cancelar Aplicar Ayuda

SUPERMERCADO CON AFORO LIMITADO (50 CLIENTES)

LLEGADADE \

CLIENTES
_L 1

COLA BLOQUEO

COLA INGRESO

ENTRADA SUPERMERCADO (Aforo 50)

CONTAR
EMTRADAS

PROCEE0 DE
C OhdP Ry v
PAGO

SALIDADE
CLIEMTES

09:47:26

CLIENTES QUE sALEN AFORO ACTUAL

FIN DEL
PROCEED
—

k1
—_— INDICADDRESI

PROCESO AUXILIAR: GESTIONAR AFORO

INICIO PRDCES&
AUHILIAR

/

"R
NGRESOS FOR
TURNO

|ABLE

ESPERAR
SALIDA

— ——

$FINDE
SIMULACION?

FIN PROCESO
- ALKILLAR
—
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SUPERMERCADO CON AFORO LIMITADO (50 CLIENTES)

10:29:28

COLA BLOQUEO ENTRADA SUPERMERCADO (Aforo 50)

LLEGADA DE \
CLIENTES

_‘Ii

COLAINGRESO!

L (o o
ENTRADAS FAGO

CLIENTES QUE SALEN AFORO ACTUAL

SALIDADE ] ]
CLIENTES INDICADORES

FIN DEL 5
PROCESO
—— §

PROCESO AUXILIAR: GESTIONAR AFORO

INICIO FRUCES& ARIABLE ESPERAR <FIN DE FIN PROCESD
AUYILIAR — NGEFE%?‘SDFDR E— SALIDA = SIMULACIONT — ALEILIAR
1 (S

SUPERMERCADO CON AFORO LIMITADO (50 CLIENTES)

10:38:52

COLA BLOQUEO ENTRADA SUPERMERCADO (Aforo 50)

" E ] PROCESD DE

LLEEADADE\ CONTAR

j F COLA INGRESD || compRav
CLIENTES ENTRADAS PAGD

_‘I i

CLIENTES QUE saLEN AFORO ACTUAL

\; SALIDADE
CLIENTES

FIN DEL 8
PROCESD

PROCESO AUXILIAR: GESTIONAR AFORO

INICIO FRDEES& wARIABLE ESPERAR
- &5 i_,_ _  —
AUHILIAR BERESUSIRCE SALIDA
_‘I

4FIN DE
SIMULACION?

FIN PROCESD
ALEILIAR
—
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f ol
b | b
R
P ¥yl
PROCESD OE
LLEGADA DE CONTAR
CLIENTES COLAINGRESD ENTRADAS e

SALIDA DE ] FIN DEL
PLENTES i

arena X
PROCESO AUXILIAR: GESTIONAR AFORO
The simulation has run to completion.
|N|CL?J;IE&%ES> . NGV?E{%EEDR B _._‘F”LS;E&ESU I Would you like to see the results?
I
i [= ][ w |
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25 BEEe « 03 /4 @ @ -
=D SUPERMERCADO || Informe principal |

D Process Category Overview
=-0 Queue
(-0 Time
#-D Other I[SUPERMERCADO
=0 User Specified
=-0 Counter S . ; s
B0 Count Replications: 1 Time Units: Hours
Entity
Other
WIP Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
AUXILIAR 1.0000 (Insufficient) 0.00 1.0000
CLIENTE 56.2818  (Insufficient) 0.00 90.0000
Process

Time per Entity

VA Time Per Entity

Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
PROCESO DE COMPRAY 0.4947 (Insufficient) 0.4172 0.5820
PAGO
Total Time Per Entity Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
PROCESO DE COMPRAY 0.4947  (Insufficient) 0.4172 0.5820
PAGO
Accumulated Time
Accum VA Time
Value
PROCESO DE COMPRAY 140.98
PAGO
Other
Number In
Value
PROCESO DE COMPRAY 333.00
PAGO
Number Out
Value
PROCESO DE COMPRAY 285.00
PAGO
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2&eh @ « v PR
=0 SUPERMERCADO | [Informe principal |
=0 Entity -
-0 Time
E-D Other Category Overview
-0 Process
=0 Queue
w0 |[SUPERMERCADO
[0 Other
=D User Specified
B0 Counter Replications: 1 Time Units: Hours
|Queue
‘ Time
Waiting Time Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
COLA INGRESO.Queue 0.1521 (Correlated) 0.00 0.4388
CONTAR CLIENTES 0.07936774 (Insufficient) 0.00 0.2690
SALEN.Queue
ESPERAR SALIDA.Queue 0.1731 (Insufficient) 0.06286778 0.6998
Other

umber Waiting Minimum Maximum

Average Half Width Value Value

COLA INGRESO.Queue 12.6599 \(Insufficient) 0.00 39.0000

CONTAR CLIENTES 5.6550  [(Insufficient) 0.00 15.0000
SALEN.Queue

ESPERAR SALIDA.Queue 1.0000/ (Insufficient) 0.00 1.0000

|UserW
Counter
Count
Value
SALIDA CLIENTES 285.00
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ARENA: CONTROL DE PASAJEROS Y EQUIPAJE DE MANO EN UN AEROPUERTO

En la hora punta de un aeropuerto los pasajeros hacen cola para entrar al escaneado de
pasajeros y equipaje de mano. Hay cinco zonas habilitadas para el escaneo, en cada una de
ellas solo pueden permanecer dos pasajeros (en cola y escaneo), que van
descongestionando la cola de entrada.

La cola inicial de bloqueo sigue una distribucién uniforme U(6,18) segundos, mientras que la cola de la zona
de escaneo tiene una distribucién triangular TRIA(0.8,1,1.5) minutos.

Hacer una simulacién del modelado durante 1 hora y calcular las medidas de rendimiento.

Solucién:

PLANTEAMIENTO GRAFICO DEL MODELADO:

‘ embarque

Simular salida de
pasajeros en 1 hora

Escaner

S , WTRIA(BS 1,1.5) §

minutos -
j S
—

?, 4

Llegan los pasajeros y hacen una
cola que sigue una distribucion
uniforme U{6, 18) segundos

7T

PickStation

it

con menor cola

& Hold
i bloquea la Cola
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PLANTEAMIENTO LOGICO DEL MODELADO:

ESCANER PASAJEROS f,i'
EN AEROPUERTO ‘

LLEGADADE ATRIBUTOS 4 |
PASAIERDS PASAJERO | SORACOMUN

Create Assign Hold

Advanced Process

Bloquea
cola entrada

L Station 1 | ZOMAY

. Station 7 - Z0NAZ

—

& I |
b Passtation = Station 3 | Zomaa

1ESTWS‘1PA“» —-Q SALIDA

PickStation Record Dispose
Advanced Transfer F
Distribuye pasajeros =~ 7| et [

2 en cada Escaner

T —
- Station & : ZOMAS
Station Process

Advanced Transfer

LLEGADA DE ) Create ? X
PASAIERDS
Narne: Entity Type:
Create |LLEGADA DE PASAJEROS v | [PasalERD -]
Time Befween Afivals Distribucion de la llegada de
Type Expression Units .
‘Expresswon VHUN\F(B,WS) v ‘ |Second5 v‘ pasajerOS d Ia Z0na de escaneado
Entities per Arrival Max Arrivals First Creafion de personas y eql'"paje de mano.
i | infinits |[po |
| QK | | Cancel ‘ ‘ Help |

ATRIBUTOS Assign
PASAJERD
HName

Asslgn |ATR\BUTOS PASAIERC

Assignments

QK H Cancel || Help ‘

Assignments

? X

Type: Aftribute Name

|Attribute ~ [LLEGADA -]
New Value

|TNOW

Se anota la hora actual
| (TNOW) de entrada

oK

H Cancel H Help
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COLA Hold ? x
COMUN
L Name Type:
Hold ‘COLA COMUN ~ | |Scan for Condition  ~ |
Condition

Gueue Type

‘Queue

Queue Name

|COLA COMUN Quave

| QK | ‘ Cancel ‘ ‘ Help |
PickStation ? X
PickStation
HNarme Test Condition:
PickStation |P|ck8tat|on bd ‘ ‘M\n\mum V|

Selection Based On
Number in Queus

[ I Hurnber En Route to Station

Stations

Number of Resources Busy

[ | Expression

Station 1. ZONAT Queue, 31
Station 2, ZONAZ Queue, 52
Station 3. ZONA3 Queue, 53
Station 4. ZONA4 Queue, S4
Station 5, ZONAS GQueue, Sb

cola.

Station 1

Practicas
Alumnos

El médulo PickStation permite distribuir a los
pasajeros, de forma que cada pasajero vaya a la cola
de escaner que se encuentre libre o que tenga menor

El médulo Hold bloquea la cola inicial de pasajeros que
se forma para entrar a la zona de escaner.

La condicidn va a ser que una de las cinco zonas de
escaneado quede libre.
NQ(ZONA1.Queue)< 1. OR NQ(ZONA1.Queue)< < 1. OR
NQ(ZONA2.Queue)<...

Sefialar que en cada cola hay un solo pasajero, el otro
pasajero se encuentra en el proceso de escaneado.
Conviene definir antes cada una de las cinco zonas y
volver al médulo Hold para introducir la condicién.

Conviene definir antes cada una de las cinco zonas y
volver al médulo PickStation para introducir datos de
cada zona de escaneado.

<End of list> De\e‘re

Transfer Type:

|Route ~ ‘

Route Time Units

|O ] ~ ‘ ‘Seconds k4 |

QK | ‘ Cancel | | Help |
Station 1 ZONA1
Station 2 ZONAZ
- Station 1 ZONA1 >

Station 3 ZONA3

Station 4 ZOMNA4

ZONAS

Station 5

Este sistema permite tener
1 pasajero en el escaner y
1 pasajero en cola

Se analiza Station 1y
ZONA1.

Asi sucesivamente en los
otros cuatro casos.
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Name: Station Type
|S‘rat\on 1] | ‘Sremon v ‘

Station Name

|S‘ra‘ﬂon 1

e |

Parent Activity Area;

Associgted Intersection

Report Statistics

oK H

Cancel | ‘ Help
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Process ? X
FONAT
Hame Tvpe:
ZONAT ~ | |standard |
Logic
Action Friarity Resources ? X
Seize Delay Release v | ‘Med\um(Z) v ‘
Type Hay 1 escaner, solo un servidor. Si
Hesnurces Resource/ hubiera qés se pondria Set
Resource, 51,1 S~
<End of list> Resource Name: Units to Seize/Releage:
m B ¥
Delete
LCelay Type Units Allocation
|Tr|angu\ar ~ ‘ ‘Mmutes v ‘ ‘\/a\ue Added ™ ‘ akK | ‘ Cancel | | Help |
Minimurm Yalue:(Most Likely) Maxirmum
(E i [ |
Repaort Statistics
| [8]:4 | ‘ Cancel | | Help ‘
COLA
CONUN PickStation
Hold PickStation
COLA Hold ? X
COMUN
Hold Name: Typer:
COLA COMUN ~ | |Scan for Condition ~
Condition: El mdédulo Hold bloquea la cola inicial de pasajeros
mientras no cumpla la condicién:
QUete Type. . NQ(ZONA1.Queue)<1.0R.NQ(ZONA2.Queue)<1.
Condicién para desbloquear OR.NQ(ZONA3 1
‘Queue la Cola’comiin de espera. NQ( .Queue)<1.
. OR.NQ(ZONA4.Queue)<1.0R.NQ(ZONAS.Queue)<1
|COLA COMUN Queue v |
| QK | ‘ Cancel ‘ ‘ Help ‘
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PickStation ? X
PickStation
PickStath Name Test Condition
EEtion |P\ck8ta‘rion v ‘ || Minimurm L ‘l
Selection Based On
Number in Gueus
Route to Station |:| Expressio s . « . . " .
Se selecciona la minima condicién de nimero El mddulo PickStation permlte distribuir a
Stations: en cola y nimero de recursos ocupados. los pasajeros’ de forma que cada pasajero
o st Add vaya a la cola de escaner que se encuentre
Station 3. ZONAS Queue, S3 " H
Station 4. ZONA4 Queus, S4 libre 0 que tenga menor cola.
Station 5. ZONAB Queus, S&
—eEE Se van afiadiendo las estaciones:
Transfer Type
|Rou‘fe ~ ‘
Route Time Units
|0 0 ~ ‘ |Seoond5 - ‘
| QK | ‘ Cancel | ‘ Help |
Stations ? X Stations ? X Stations ?
Station Narme: Station Name: Station Name:
|Station 1] v |Station 2 v | |Station & v]
Queus Namea: Queue Name Queus Name:
|ZONA1 Lueue ~ ‘ eue |ZONA5 Queus| ~ |
Besource Name: --'.Il.en S Besource Name:
|51 v ZONAZ Queue 55 o]
ZONAS Hueue
ZONAA Queue
ZONAB Queue
0K | ‘ Cancel ‘ ‘ Help ‘ | 0K | ‘ Cancel ‘ ‘ Help ‘ | QK | ‘ Cancel ‘ ‘ Help
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& Record ?
H‘ cor ! Statistic Definition ? X
ESTADISTHCAS
Name: Type
Record [ESTADISTICAS | Gount -
Statistic Definitions Type NOTE: Increments | Decrements the Counter Name by the Value
Count, 1, Mo, PASAJERQOS ATENDIDOS Add.
Time Interval, LLEGADA, Mo, TIEMPO EN EL SISTEMA —
Time Between, No, TIEMPO ENTRE SALIDAS Value
‘1 ‘ [[JRecord into Set
Counter Mame:
[PASAJEROS ATENDIDDS ~|
7 ] [ow [ I =
Statistic Definition ? X Statistic Definition ?
Type: Type:
Time Inferval v Time Between v

Aftribute Name:

Type NOTE: Records the difference between the current simulation time and

|LLEGADA v [ ]Record into Sst
Tally Mame
[TIEMPO EN EL SISTEMA v
| OK | | Cancel ‘ ‘ Help |
Dispose ? X
SALIDA
L——-— Name:
Dispose
SALIDA -

Record Entity Statistics

| Ok | ‘ Cancel ‘ ‘

Help

Type NOTE: Records the difference between the current simulation time

Cada cuanto tiempo hay un pasajero saliendo de
la zona de Escanear. Va a la zona de embarque.

[ |Becordinto Set

Tally Hare:

‘TIEM PO ENTRE SALIDAS ~ |

Finaliza el proceso
de simulacion.
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[EA Arena Training & Evaluation Mode - Commercial Use Prohibited - [CONTR
P Fle Edit View Tools Arrange Object |Run | Window Help Run Setup X
Nedes a2k ssn|o o |H )
iNsnhco2olL-2 A B Run Speed Run Control Reports Project Parameters
Gl e W | |G | > Go ~ Replication Parameters Array Sizes Arena Visual Designer
[Projectbar x| " Step F10
<& BasicProcess » Fast-Forward . Initialize Between Replications
<> Advanced Transfer T e s Number of Re‘m—mhons
<> Advanced Process ot
< Statistics 14 Start Over Shift+F5 |1| | Statistics System
S "hemem—— | | ENAEROPUE|TTT T
= Start Date and Time:
. o « Check Model F4
Machine Review Errors I:‘ Estadistica D' |
R Eotnl ¢ Warm-up Period: Time Units:
SIMAN » o ,
" |U.D |Hours |
Replication Length: Time Units:
1 | Hours v
Hours Per Day:
24
Base Time Units:
Minutes v
Terminating Condition:
[ Aceptar | ~ Cancelar Aplicar Ayuda

ESCANER PASAJEROS
EN AEROPUERTO

Station 1 = Z0NAT

Efation 2 — ZONA2

& g
v
LLEGADA
e )—ﬁ— MBS % COLA COMUN PickStation sion3  |———||  zownas L SALIDA
295
arena | stationd | ———||  zonas

P

The simulation has run to completion.
Would you like to see the results?

Slation 5 _ ZONAS —
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éj’%%l;_g*' 6 /6 & @ -
=0y ESCANER lInfnrrne prindipal |
& D Entity
=0 Queue
+ [y Resource . PO
N Category Overview
[ESCANER
Replications: 1 Time Units: Minutes
User Specified
Tally
Between Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
TIEMPO ENTRE SALIDAS w (Insufficient) 0.00000104 0.7696
Interval Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
TIEMPO EN EL SISTEMA 3.0699 (Insufficient) 0.8447 5.2695
Counter v
Count
Value
PASAJEROS ATENDIDOS @
' 440,000
400,000
360,000
320,000
260,000 = TENDID0S
240,000
200,000
160,000
120,000
é&%%mu<»n3 /6 # @ -
=0 ESCANER [Tnforme principal |
[0 0 Entity
-0
#-0) Resource .
[ 0 User Specified Category Overview
[ESCANER
Replications: 1 Time Units: Minutes
Queue
Time
Waiting Time Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
COLA COMUN.Queue 1.0942  (Insufficient) 0.00 3.0640
ZONA1.Queue 1.0243 (Insufficient) 0.00 1.4720
ZONAZ2.Queue 0.9692  (Insufficient) 0.00 1.4400
ZONA3.Queue 0.9821 (Insufficient) 0.00 1.4243
ZONA4.Queue 0.9252  (Insufficient) 0.00 1.4134
ZONA5.Queue 0.8773  (Insufficient) 0.00 1.3544
Other
Number Waiting Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
COLA COMUN.Queue 54709  (Correlated) 0.00 15.0000
ZONA1.Queue 0.9491 (Insufficient) 0.00 1.0000
ZONA2.Queue 0.9148  (Insufficient) 0.00 1.0000
ZONA3.Queue 0.8968  (Insufficient) 0.00 1.0000
ZONA4.Queue 0.8539  (Insufficient) 0.00 1.0000
ZONAS5.Queue 0.8210  (Insufficient) 0.00 1.0000
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éﬁ@%ﬁh{bﬂg‘ /6 @ @-
=0 ESCANER |Informe principal |
D Entity
-0 Queue .
B0 Category Overview
: 01 Usage
=D User Specified
50 Tally [ESCANER
-0 Counter
ST Replications: 1 Time Units: ~ Minutes
Resource
Usage
Instantaneous Utilization Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
S 1.0000 (Insufficient) 0.00 1.0000
S2 0.9962  (Insufficient) 0.00 1.0000
S3 0.9884  (Insufficient) 0.00 1.0000
54 0.9759  (Insufficient) 0.00 1.0000
S5 0.89748  (Insufficient) 0.00 1.0000
Number Busy Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
S1 1.0000 (Insufficient) 0.00 1.0000
sS2 0.8962  (Insufficient) 0.00 1.0000
S3 0.9884  (Insufficient) 0.00 1.0000
S4 0.9759  (Insufficient) 0.00 1.0000
S5 0.9748  (Insufficient) 0.00 1.0000
Number Scheduled Minimum Maximum
Average Half Width Value Value
S1 1.0000  (Insufficient) 1.0000 1.0000
sS2 1.0000 (Insufficient) 1.0000 1.0000
S3 1.0000 (Insufficient) 1.0000 1.0000
S4 1.0000 (Insufficient) 1.0000 1.0000
S5 1.0000 (Insufficient) 1.0000 1.0000
Scheduled Utilization
Value
S1 1.0000
S2 0.9962
S3 0.9884
sS4 0.9759
S5 0.9748
1,000
0,996
0,992
TEll
0,988 Bs2
oS3
0,984 ms4
oS5
0,980
0,976
0,972
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El departamento de estudios de mercado de una fabrica estima que el 20% de la gente
gue compra un producto un mes, no lo comprara el mes siguiente. Ademas, el 30% de
quienes no lo compren un mes lo adquirira al mes siguiente.

En una poblacién de 1000 individuos, 100 compraron el producto el primer mes. ¢ Cuantos
lo compraran al mes préoximo? ¢Y dentro de dos meses?

Solucién:

Del 100% de clientes que compra en un mes un producto
el 20% no compra el mes siguiente, o sea el 80% lo sigue
comprando el siguiente mes.

Compran el producto

0,20 0,30

Del 100% de clientes que quienes no lo compran en un
mes, solo el 30% lo adquieren el mes siguiente. Es decir,
el 70% no lo compran el siguiente mes.

Compran el producto

CADENAS DE MARKQV: Se elabora una matriz 2 x 2 para la situacidn inicial:
pl0) _ 0,8 0,2
0,3 0,7

’ 4

0,3 0,7

El primer mes compraran 350 personas

PRIMER MES: (C,N) = (100, 900) ,
Yy ho compraran 650 personas.

} = (350, 650)

SEUNDO MES: P? = 08 023708 02} (07 03
0,3 0,7)(0,3 0,7 0,45 0,55

El seundo mes compraran 475 personas
y no compraran 525 personas.

4 ’

(C,N) = (100, 900)
0,45 0,55

] = (475,525)

Instrumentos Estadisticos Avanzados 314



U ﬁ M {Iniversidad Autdnoema zlrécucas £
: o umnos =0
de Madrid ! ’

Teoria
Decisién

P

Una empresa se plantea la construccion de diversos establecimientos hosteleros
en una préxima urbanizacion residencial. Sabiendo que el proyecto de urbanizacién
consta de tres fases, los técnicos de la empresa estiman loa beneficios o pérdidas
medias anuales segun se acometan las fases de la urbanizacion.

Los resultados expresados en millones de euros, se reflejan en la siguiente tabla:

. Estados de la naturaleza
Alternativas Construccién | Fase | Construccion Il Fase | Construccion lll Fase
R: Restaurante 12 35 56
HR: Hotel - Restaurante 30 25 38
C: Complejo -10 8 120

Obtener la decision 6ptima que debe adoptar la empresa, segln los diferentes criterios de decision.
Solucién:

Se trata de un problema de decisidn bajo incertidumbre, al desconocer las probabilidades asociadas
a cada estado de la naturaleza.

CRITERIO DE LAPLACE o DE EQUIPROBABILIDAD:

Se supone que todos los estados de la naturaleza son igualmente probables y se calcula la media
aritmética de cada una de las decisiones que se se pueden tomar, eligiendo aquella que le
corresponda el resultado medio mas elevado. Cuando los resultados sean negativos se elige el
menos desfavorable.

VME (Valor Monetario Esperado) para cada alternativa sera:

3
1 1 1
VME (D,) = lej.pj =12« §+ 35« §+ 56 x 3 = 34,333 millones euros

j=1
2 1 1 1

VME (D,) = Z:xzj.pj = 30« §+ 25« 3 + 38 x 3 = 31 millones euros

j=1

3
1 1 1
VME (D;) = lej. p;= —10« §+ 8 x 3 +120 x 3 = 39,333 millones euros
j=1
La decisién 6ptima es D, , en consecuencia, se construye el complejo hotelero.

CRITERIO MAXIMAX o OPTIMISTA:

Se piensa que de cada alternativa va a pasar lo mejor. Los maximos para cada alternativa son:
R: 56 millones anuales en la construccion de la 11l Fase

HR: 38 millones anuales en la construccion de la lll Fase

C: 120 millones anuales en la construccion de la Ill Fase

Se eligiria como dptima la alternativa C que podria proporcionar los mayores beneficios: 120
millones de euros anuales. Asi pues, desde el criterio Maximax, la empresa construiria un complejo
integrado por restaurante, hotel e instalacciones deportivas.
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CRITERIO DE WALD o PESIMISTA:
Se supone que de cada alternativa va a pasar lo peor. Los minimos para cada alternativa son:

R: 12 millones anuales en la construccién de la | Fase

HR: 25 millones anuales en la construccién de la Il Fase

C: —10 millones anuales en la construcciéon de la lll Fase

La alternativa 6ptima segun el criterio de Wald es aquella que proporcione la mejor situacion

posible entre las peores que pudieran presentarse, con lo cual se eligiria la alternativa HR, es decir,
construir un hotel con servicio de restaurante

CRITERIO DE HURWICZ o OPTIMISMO PARCIAL:
Se establece un coeficiente de ponderacidon que mide el nivel de optimismo o vy el nivel de
pesimismo (1-a), 0 < a < 1.

Para cada alternativa se calcula la combinacién convexa: k(D;,a) = a.minx;+ (1-a).max x;;
i i

La alternativa 6ptima D* para un a fijado, serd aquella que: k(D*, o) = méaxk(D,, a)
1

Alternativas mjin Xij mjélx Xij k(D,,a) = a.mjl'n X;; + (1—oc).mjé|x X;)
D, 12 56 k(D,,0) = 0.12 + (1—-01).56 = 56—44o,
D, 25 38 kiD, ,a) = .25+ (1-a).38 = 38-13a
D, ~10 120 k(D;,0) = —a.10+ (1-).120 = 120130 @

Para calcular la altrernativa dptima se representan graficamente las rectas k(D , a), obteniendo

previamente los puntos de corte:

k(D, ,a) = 56—-44a 18
—> 56-440 =38-1300 > o =— = 0,581

k(D,,a) = 38-13a 31
k(D, ,a) = 56—-44a 64

— 56-440 = 120-130aa > o = — = 0,744
k(D, ,a) = 120-130 a 86
k(D, ,a) = 38-13a 82

— 38-13a = 120-130a0 > o =—— = 0,701
k(D,,a) = 120-130 a 117
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La representacion grafica de las rectas paravaloresde o, 0 < . <1

k(D, , a)

120
100
80
60

40

20 k(D,,a)=38—-13a

k(D,,a)=56—-44a
0 a
0,581 0,701 0,744 1

k(D,,a)=120—130 o

Las alternativas que se eligiran dependen de los valores de a:

¢ Si0<a<0,701 — D= D, Laempresadecide D,, esto es, construir el Complejo

¢ Si a=0,701 —» D°=D, 6 D°= D, Laempresa esindiferente en construir el

Hotel-Restaurante o el Complejo

¢ Si0,701<a<1 — D = D, Laempresadecide D,, es decir, construir el Hotel-Restaurante
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CRITERIO DE SAVAGE O COSTES DE OPORTUNIDAD o PERDIDA DE OPORTUNIDAD ESPERADA (POE):
El primer paso es construir la matriz de penalizaciones o costes de oportunidad.

La matriz se forma por columnas, obteniendo el maximo de cada columna y restandole a este valor el
valor correspondiente de cada alternativa.

_ Estados de la naturaleza
Alternativas Construccion | Fase | Construccion |l Fase | Construccion lil Fase
R: Restaurante 30—-12= 18 35-35=0 120-56 = 64
HR: Hotel - Restaurante 30-30 =0 35-25 =10 120-38 = 82
C: Complejo 30-(-10) = 40 35-8 = 27 120-120 = 0

Obtenida la matriz de penalizaciones se aplica el criterio Minimax.

_ MATRIZ DE PESAR
Alternativas | Fase | Il Fase | lll Fase Max Minimax
R 18 0 64 64
HR 0 10 82 82
C 40 27 0 40 40

La decisidon 6ptima sera C — Construir el Complejo hotelero.
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Un inversionista tiene el objetivo de lograr la maxima tasa posible de retorno. Suponiendo
l ! que solo hay tres alternativas posibles A = {a1 ,ay, a3} , siendo
B
Se supone también que pueden ocurrir tres estados posibles de la naturaleza por el periodo de inversion

0= {91 ,0,, 63} , siendo 0, = situacidn de conflicto bélico, 0, = situacién econdmica establey

a, = acciones especulativas, a, =acciones de alto gradoy a; =bonos

0, =depresién econdémica
No se dispone de informacion acerca de las probabilidades de ocurrencia de estos estados de la

naturaleza. En la siguiente tabla se muestra las estimaciones de las tasas de retorno segun la alternativa
elegida y el estado de la naturaleza que ocurria.

_ Estados de la naturaleza
Alternativas 0, 0, 5,
a, 20 2 -8
a, 12 10 3
ag 4 6 8

Obtener la decision 6ptima que debe adoptar la empresa, segln los diferentes criterios de decision.

Solucién:

Se trata de un problema de decisidn bajo incertidumbre, al desconocer las probabilidades asociadas a
cada estado de la naturaleza.

CRITERIO DE WALD o PESIMISTA (Maximin):

Este criterio es muy pesimista pues supone que al elegir una determinada alternativa ocurrira el estado
de la naturaleza mas desfavorable, obteniendo asi el peor resultado. De de estos peores resultados, se
busca el mejor.

Estados de la naturaleza Peores
; resultados
Alternativas 0. 0 3
a, 20 2 -8 -8
7} 12 10 3 3
33 4 6 8 Maximin

La mejor alternativa es invertir en bonos.

CRITERIO MAXIMAX o OPTIMISTA:

Este criterrio es todo lo contrario del criterio de WALD, es extremadamente optimista.
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Estados de la naturaleza Peores
: resultados
Alternativas G, ) 3
4 20 2 -8 20 Maximax
a, 12 10 3 12
a3 4 6 8 8

La mejor alternativa es invertir en acciones especulativas.

CRITERIO DE HURWICZ (indice o)
Este criterio trata de buscar un equilibrio entre los criterios de WALD y MAXIMAX.

HURWICZ supone que la naturaleza no sera tan perjudicial como para suponer que ocurrira el peor
estado de la naturaleza pero tampoco ser extremadamente optimista como para suponer que ocurrira
lo mejor.

HURWICZ asume que se puede medir el grado de optimismo a través de un nimero indice a, siendo
0<acxl1

Valores de o cercanos a 0 reflejan pesimismo.
Valores de o cercanos a 1 sefialan optimismo.

Para cada alternativa a; se define un coeficiente H, , denominado coeficiente de Hurwicz.
La alternativa dptima sera la que corresponda al valor:
PARA COSTOS: H= MinH; = Min[a . min x; + (1—a).méx x;]
] i
PARA UTILIDADES: H= MaxH, = Max[o . max x;; + (1—a).min x;;]
i i

Si para el inversionista un grado de optimismo es a.=0,75

Estados de la naturaleza
Alternativas
0, 0, 0,
a, 20 2 -8 H, = 0,75x20+0,25x(-8) = 13  MaxH,
a, 12 10 3 H,=0,75x12+0,25x3 = 9,75
ag 4 6 8 H;=0,75x8+0,25x4 =7

La mejor alternativa es invertir en accciones especulativas.

CRITERIO DE SAVAGE (PERDIDA DE OPORTUNIDAD)

Savage establece que el decisor puede experimentar un cierto pesar al comprobar que la alternativa
elegida le produce un resultado pequeiio con respecto a otra que puede haber elegido conociendo ya
el estado de la naturaleza que ocurrid.

Propone la construccién de una nueva matriz denominada MATRIZ DE PESAR o de PERDIDA DE
OPORTUNIDAD.

Instrumentos Estadisticos Avanzados 320



UAM

El primer paso es construir la matriz de penalizaciones o costes de oportunidad.

{Iniversidad Autdnoma
de Madrid

Practicas

Alumnos =8

La matriz se forma por columnas, obteniendo el maximo de cada columna y restandole a este valor el
valor correspondiente de cada alternativa.

_ Estados de la naturaleza
Alternativas 0, 0, 5,
a, 20—20=0 10-2 =8 8—(-8) = 16
a, 20-12 = 8 10-10 =0 8-3 =5
a; 20—-4 =16 10-6 =4 8-8=0
) MATRIZ DE PESAR
Alternativas 0, 0, 0, Max Minimax

a, 0 8 16 16

a, 8 0 5 8 8

a 16 4 16

La mejor alternativa es invertir en accciones de alto grado.

CRITERIO DE LAPLACE (EQUIPROBABILIDAD)

Al desconocer las probabilidades de ocurrencia de los estados de la naturaleza, se elige como mejor
alternativa aquella que mejor resultado promedio tenga.

Valores promedio

Maximo

Estados de la naturaleza
Alternativas
0, 0, 0,
a, 20 2 -8
a, 12 10 3
ag 4 6 8

(20+2-8)/3 = 14/3

(12+10+3)/3 = 25/3

25/3

(4+6+8)/3 = 18/3

La mejor alternativa es invertir en accciones de alto grado.

RESUMEN DE DECISIONES

Criterio Mejor alternativa
Wald Invertir en bonos
Maximax Invertir en acciones especulativas
Hurwicz Invertir en accciones especulativas
Savage Invertir en accciones de alto grado
Lapalce Invertir en accciones de alto grado
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Una empresa considera contratar a un experto en ingenieria para planificar una tactica de
operaciones. Una buena planificacién conllevaria unos beneficios de 1.000.000 de euros,
mientras que si la planificaciéon no es buena acarrearia unas pérdidas de 400.000 euros.

El jefe de recursos humanos estima que la probabilidad de que un experto realice una adecuada
panificacion es del 75%. Antes de contratar al experto en ingenieria, contempla la opcion de realizar
unas pruebas de idoneidad al candidato, pruebas que tienen una fiabilidad del 80% para determinar el
éxito del candidato en la panificacion de operaciones.

Determinar la decisidon éptima de la empresa, asi como el coste que puede asumir para realizar la
prueba de idoneidad.

Solucién:

Alternativas Estados de la naturaleza
Buena Planificacion
Mala Planificacion

Contratar experto ingenieria

No contratar experto ingenieria

Candidato idéneo

Hacer pruebas idoneidad )
Candidato No idéneo

@ o A D 1.000.000
0\ e a"
Q 'K\‘"
S Ao
Q )
'b.;i‘ s 02¢
& 0
(P& QQ}" Plar, 15;:/6 (_) —400.000 RS G2
0+ Q (‘f'dn %\) : r‘\‘:b‘v
2
Q\
0
. No Contratar . @*_\ .
experto é*_:b &0 n
¢ & Plan,, o =
Caes
Qof.'
2% ()
% © o
3 & o
° & &£ e o 2
2 to, 9,
S % I
» o D
o .0
g
%‘}.(\‘?
o
N
Q &, i
1 o oK
. % & £ M
%, %, S O
2 Cagy .
00 000
Yo
o)
<, 8.
% 1
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Sean los estados de la naturaleza:

C = Candidato idéneo C = Candidato No idéneo

BP = Buena Planificacién  BP = Mala Planificacién

Probabilidades a priori y probabilidades condicionadas segln el enunciado:
P(BP)=0,75 P(BP)=0,25

P(C/BP)=0,8 P(C/BP)=0,2 P(C/BP)=0,2 P(C/BP)=0,8

Se utiliza el teorema de Bayes para asignar probabilidades a posteriori de cada estado de la naturaleza
(Planificacidn sea buena o mala) y acontecimientos (Candidato idéneo o no).

La probabilidad a priori de cada acontecimiento sera:
P(C)=P(BPNC)+ P(ﬁmc) =0,75.0,8+0,25.0,2=0,65
P(C)=1-P(C)=1-0,65=0,35

Con lo que, las probabilidades a priori son:

P(BP)=0,75 P(BP)=0,25 P(C)=0,65 P(C)=0,35

Probabilidades condicionadas a posteriori:

P(BP).P(C/PB) _0,75.0,8
P(C) "~ 0,65

P(BP/C)= =0,923

P(BP/C)=1-P(BP/C)=1-0,923=0,077

P(BP).P(C/PB) _0,75.0,2

PEBR/C) = P(C) 0,35

=0,429

P(BP/C)=1—-P(BP/C)=1-0,429=0,571
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Se determinan los beneficios esparados de cada alternativa, resolviendo el arbol de decisiéon de
derecha a izquierda.
Para ello, dado que la etapa final es probabilistica, se aplica la esperanza matematica.

(D 1.000.000 -

1.000.000

No Contratar
experto

— 400.000

D 1.000.000

— 400.000

1.000.000 x 0,75 + (— 400.000 x 0,25) = 650.000 euros
1.000.000 x 0,923 + (- 400.000 x 0,077) = 892.200 euros
1.000.000 x 0,429 + (— 400.000 x 0,571) = 200.600 euros

Haciendo las pruebas, el beneficio esperado sera:
892.200 x 0,65 + 200.600 x 0,35 =650.140 euros
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1.000.000

1.000.000

650.140
No Contratar

experto
— 400.000

1.000.000

650.140

—400.000

La decisién dptima para la empresa es hacer las pruebas para determinar la idoneidad del candidato.
Si el candidato es idéneo debe contratarlo. En otro caso, si el candidato no es idéneo, también debe
contratarlo.

Al tomar esta decision el beneficio esperado es de 650.140 euros.
Valor Informaciéon =650.140 — 650.000 = 140 euros

El coste que puede asumir la empresa para realizar las pruebas de idooneidad es como maximo de
140 euros.
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Una multinacional tecnoldgica se plantea abrir una sucursal espaiiola, analizando si
debe de ser grande o pequeiia y si retine informacion sobe las ventas previstas. Recoger
informacion sobre las ventas previstas para aconsejar un mercado creciente o
decreciente tiene un coste de 500.000 euros, con una probabilidad del 60% de que la
informacion sea favorable.

Si el mercado es creciente las ganancias previstas son de 9.000.000 euros si la sucursal es grande y
3.000.000 si es pequena. Si el mercado es decreciente puede perder 10.000.000 euros si la sucursal es
grande y 5.000.000 euros si es pequeiia.

En caso de no reunir informacién, se estima una probablidad del 60% de que el mercado sea creciente.
Con un informe favorable la probabilidad de un mercado creciente seria del 80%, al mismo tiempo que
un informe desfavorable disminuiria la probabilidad de un mercado creciente al 40%.

éQué decision debe tomar la multinacional?

Solucién:

La multinacional tiene dos  [a) Reunir informacién adicional sobre las ventas previstas

alternativas de decision b) No reunir informacién sobre las ventas previstas

Los estados de la naturaleza asociados a cada alternativa son:

Alternativas Estados de la naturaleza
Grande
Favorable "
. . Pequena
Con informacion
Grande
Desfavorable o
Pequeia

Mercado creciente
Mercado decreciente

Sucursal grande
Sin informacién

Mercado creciente
Mercado decreciente

Sucursal pequefia
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Se crea el arbol de decisién, asignando
las probabilidades a priori de cada uno
de los estados de la naturaleza.

Practicas
Alumnos

Creciente
0,6
Grande 04
Decreciente
]
p A Creciente
Sin ] equena 0.6
informacion
0,4
Decreciente
Creciente
0,8
QO
Grande 0,2
m Decreciente
_Con . Favorable o Creciente
informacion Pequena 0.8
0,6 @
0,2
I Decreciente
0,4 Creciente
Desfavorable O 0.4
Grande 0.6
Decreciente
=]
h Creciente
Pequena 0.4
@
0,6

Se calcula el beneficio de cada una de las ramas del arbol:

Decreciente

Mercado creciente

Mercado decreciente

Sucursal grande

9.000.000 euros

—10.000.000 euros

Sucursal pequefia

3.000.000 euros

—5.000.000 euros
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Creciente 9.000.000
Decreciente —10.000.000
Creciente 3.000.000
Sin
informacion
Decreciente —5.000.000

Creciente 9.000.000 — 500.000 = 8.500.000

Decreciente —10.000.000 —500.000 =—-10.500.000

Con
informacion

3.000.000 —500.000 = 2.500.000

Favorable Creciente

Decreciente —5.000.000 —500.000 = —5.500.000

Creciente 9.000.000 —500.000 = 8.500.000

Desfavorable

Decreciente —10.000.000 —500.000 =—-10.500.000

Creciente 3.000.000 —500.000 = 2.500.000

Pequeiia

Decreciente —5.000.000 —500.000 = —5.500.000

Se resuelve el arbol de decision hacia atras (de derecha a izquierda). Siendo la etapa final
probabilista, para determinar el beneficio esperado de cada alternativa se aplica el criterio de la
esperanza matemadtica:

9.000.000 x 0,6 +(—10.000.000 x 0,4) = 1.400.000 euros
3.000.000 x 0,6+ (—5.000.000 x 0,4) = —200.000 euros
8.500.000 x 0,8 +(—10.500.000 x 0,2) = 4.700.000 euros
2.500.000 x 0,8 + (—5.500.000 x 0,2) =900.000 euros
8.500.000 x 0,4 +(—10.500.000 x 0,6) = —2.900.000 euros
2.500.000 x 0,4 +(—5.500.000 x 0,6) = —2.300.000 euros
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a
Creciente 9.000.000
1.400.000 0,6
Grande 0,4
3 Decreciente —10.000.000
p h Creciente 3.000.000
i equena
?"f‘ .. au 0,6
informacion 500,000 oa
Decreciente —5.000.000
Creciente 8.500.000
4.700.000 0,8
Grande 0,2
i —10.500.000
4.700.000 [l Decreciente
Fon - Favorable h Creciente 2.500.000
informacion Pequeiia 58
0,6 @
900.000 0,2
L] Decreciente —5.500.000
04 Creciente 8.500.000
! —2.900.000
Desfavorable 0,4
Grande 0,6
i —10.500.000
—2.300.000 |l Decreciente
A Creciente 2.500.000
Pequefia 0.4
—2.300.000 Q
0,6
Decreciente —5.500.000

La pentltima etapa sin informacidon es determinista por lo que se elige la alternativa cuyo beneficio
es mayor (1.400.000 euros).

La penultima etapa con informacion es probabilista por lo que se tiene que aplicar el criterio de la
esperanza matematica para determinar el beneficio esperado.

4.700.000 x 0,6 +(—2.300.000 x 0,4) = 1.900.000 euros
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a a
Creciente 9.000.000
1.400.000 0,6
Grande 0,4
1.400.000 [ Decreciente —10.000.000
. Creciente 3.000.000
Sin Pequeiia 56
informacion 200,000 oa
Decreciente —5.000.000
Creciente 8.500.000
1.900.000 4.700.000 0,8
Grande 0,2
i —10.500.000
4.700.000 [l Decreciente
con Favorable Creciente 2.500.000
informacion Pequefia
0,8
0,6
900.000 0,2
1.900.000 [] Decreciente —5.500.000
0.4 Creciente 8.500.000
! —2.900.000
Desfavorable O 04
Grande 0,6
i —10.500.000
—2.300.000 | Decreciente
h Creciente 2.500.000
Pequena 0.4
—2.300.000 Q
0,6
Decreciente —5.500.000

El beneficio esperado con reunir informacion es de 1.

informacion es de 1.400.000 euros. En consecuencia,
sobre las ventas previstas.

900.000 euros, mientras que sin reunir
la multinacional tiene que tener informacion

Por otra parte, si la informacion resulta favorable debe abrir una sucursal grande. En otro caso, tiene

que abrir una sucursal pequena.
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Las empresas Quintana y Lafuente, respectivamente, actian por separado y se
plantean una cooperacién para mejorar resultados. La empresa Quintana (E1) es una
S.A, con local de trabajo, 3 propietarios y 13 empleados. La empresa Lafuente (E2) es
una S.L, sin local de trabajo, 2 propietarios y 2 empleados.

Se proponen dos modelos: En el Modelo 1 las decisiones son secuenciales (La empresa E1 elige una
alternativa del conjunto de alternativas posibles).

En el Modelo 2 las decisiones son simultaneas y secuenciales (La empresa E1 decide dos veces
estrategia y en la tercera etapa las empresas deciden de forma simultanea).

La empresa E1 (Quintana) propone acuerdos de dos tipos (estratégicos y operativos) que se describen:

Tipo de acuerdo

Clasificacion

Naturaleza del acuerdo

Utilizacidon del mismo nombre comercial: Quintana, para

E1l tiene excedente.

Estratégico al . .
& fortalecer la marca y fortalecer el conocimiento de la misma.
- Se va a llevar a cabo una segmentacion del mercado, para
Estratégico a2 .
que de esa forma cada empresa se especialice.
, Utilizacion de E2 de las mismas instalaciones,
Operativo a3 , .
tanto como almacén como para oficinas de E1.
. E1 ofrece todos sus vehiculos a E2 para que los utilice, ya que
Operativo a4 paraq ryaq

La tabla muestra el beneficio que aporta cada alternativa y el crecimiento que supone respecto a la
decision ésta con respecto a la primera decisidn de no cooperar, esto es, seguir actuando cada empresa

individualmente.

Resultado Resultado Crecimiento Crecimiento

ALTERNATIVAS Acuerdos E1 (euros) E2 (euros) | beneficios E1 | beneficios E2
Al: No cooperar Sin acuerdo 12.565 3.300
A2: Cooperar por al 11.936,75 5.016 -5% 52%
razones estratégicas a2
A3: Cooperar por a3 15.769 3.795 25,5% 15%
razones operativas a4
Ad: Cooperar por al,a2,a3 a4 | 14.826,7 4.801,5 18% 45,5%
ambas razones

Se pide la ganancia de las empresas en cada uno de los modelos establecidos

Solucién:
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Arbol de decisién del Modelo 1

E1l i
15.769
12.565
3.300 * 12 Etapa
/."':l\ —
11.936,75 14.826,7 ' ~
5.016 4.801,5 -
A2 Al A2 . 223 Etapa
L l
12.565 11.936,75 12.565 15.769 12.565 14.826,7
3.300 5.016 3.300 3.795 3.300 4.801,5

El resultado del juego segin Nash seria que ambas empresas deberian cooperar por razones operativas,
ganando E1(Quintana) = 15.769 euros y E2(Lafuente)= 3.795 euros

Arbol de decisién del Modelo 2

32 Etapa

K21 /a0 K23 K21 /K2

11.936,75 12.565 12.565 12.565 15.769 12.565 12.565 12.565 14.826,7
5.016 3.300 3.300 3.300 3.795 3.300 3.300 3.300 4.801,5

En el Modelo 2, la empresa E1 va a decidir dos veces estrategias y en la tercera etapa las empresas van a
tomar sus decisiones de forma simultanea.

La primera decision que toman las empresas es si jugar o no jugar y en la siguiente etapa es el momento en
el que eligen de qué forma cooperar (por razones estratégicas, por razones operativas o por ambas

razones).
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1. La empresa E1 elige una estrategia del conjunto de estrategias posibles A = {Al, A2}
2. La empresa E2 observa qué estrategia ha elegido la empresa E1 y escoge otra alternativa dentro del
conjunto factible A® = {A'l, A'Z}

3. Las empresas E1y E2, que ya han elegido si cooperar o no (deben cooperar porque sino el juego
acabaria), deben decidir simultaneamente la forma en que van a cooperar.

Las diferentes formas de cooperacion son:
Para la empresa E1: A2 ={A21, A22, A23}, parala empresa E2: A*2 = {A'Zl , A°22, A°23}

En la tercera etapa las empresas tienen que elegir su estrategia de forma simultanea, tienen que elegir
entre los siguientes resultados:

E2
Estrategia A®21 A°22 A°23
A21 (11.936,75, 5.016) | (12.565, 3.300) (12.565 , 3.300)
E1 A22 (12.565 , 3.300) (15.769, 3.795) (12.565 , 3.300)
A23 (12.565 , 3.300) (12.565 , 3.300) (14.826,7 , 4.801,5)

Al resolverse la decision de forma simultanea no se elige una solucién para cada subjuego, cada empresa
va a elegir una estrategia sin saber lo que va a elegir la otra empresa. Es decir, cada empresa elegira el
resultado que mas le beneficie a si misma.

Al no encontrar estrategias dominantes, hay que eliminar las estrategias dominadas.
En este planteamiento, las estrategias dominadas son faciles de eliminar puesto que si no se llega a un
acuerdo, no se va a cooperar.

E2
Estrategia A°21 A°22 A*23
A21 (11.936,75, 5.016) | {12.565--3.300} {12.565--3-300}
E1 A22 {12.565--3.300} (15.769 , 3.795) {12.565--3.300)
A23 1256553300} 425653300} (14.826,7 , 4.801,5)

Se eliminan las estrategias tachadas, buscando el equilibrio entre las estrategias no dominadas.

= Para la empresa E1 la mejor estrategia es A22 donde obtiene un beneficio de 15. 769 euros, pero como
no sabe qué estrategia va a elegir E2, debe pensar en ella antes de elegir la suya.

La empresa E1 sabe que la empresa E2 nunca elegira su estrategia A*22, ya que es la que menos
ganancia le aporta. Entonces la empresa E1 optara por elegir A23, ya que con esta estrategia sigue
obteniendo buenos ingresos (14.826,7 euros, aunque menores que en la otra alternativa) y ademas para
la empresa E2 es también una buena alternativa.

> La empresa E2 deberia elegir A®21 pues es la estrategia que més le conviene (5.016 euros), pero
como no sabe la estrategia que ha elegido la empresa E1, debe pensar en cudl seria la que elegiria.

Sabe que la empresa E1 nunca iba a elegir la opcidn A21 pues se trata de la estrategia que menos

beneficios le aporta (11.936,75 euros). Por tanto, la empresa E2 optara por elegir la estrategia A®23,
pues con ella obtiene buenos resultados (aunque no los mejores).
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El resultado de esta etapa seria (A23, A®23), es decir, que las dos empresas cooperarian por ambas
razones, el arbol de decision quedaria como se muestra a continuacion, que es el arbol de decisién
anterior suprimiendo las estrategias que no sirven por ser dominadas:

12.565
/ 3.300

N\ 14.826,7

4.801,5
(A21,A%21) /" (A22, A*22) (A23, A*23)

32 Etapa
"

11.936.75 15.769 14.826,7
' 3.795 4.801,5

5.016
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En la etapa 2 la empresa E2 tiene que decidir. Para la empresa E2 la mejor estrategia seria (A2, A"2),

numéricamente (14.826,7, 4.801,5), quedando el juego:

El Modelo 2 se resuelve cuando las dos empresas deciden

cooperar por ambas razones, ganando 14.826,7 euros la
empresa E1y 4.801,5 euros la empresa E2.

La soluciéon es un éptimo de Pareto, no existe ninguna

12.565

solucién que mejore los resultados de alguna de las dos 3.300
empresas, sin que eso conlleve que los resultados de

alguna empresa empeore.
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" En la figura adjunta se representa en forma extensiva los pagos de las empresas Ay B.

a) Calcular equilibrio de Nash en estrategias puras (3,1)
y equilibrio de Nash perfecto en subjuegos, si la
empresa B elige sabiendo lo que ha hecho la

empresa A. (0,0)

b) Calcular equilibrio de Nash en estrategias puras
y equilibrio de Nash perfecto en subjuegos, si la
empresa B elige sin saber lo que ha hecho la
empresa A.

(0,0)

(1,3)

Solucién:

a) Si la empresa B elige sabiendo lo que ha hecho la Empresa A se tiene un Juego Dindmico con
informacién Completa.

La empresa A tiene cuatro estrategias: {(I;,1,), (I,D,), (D, 1,), (D;,D,)}
La forma normal o estratégica:

Empresa B
(I,,1,) (1,,D,) (Dy,1,) (D,,D,)
Empresa A | (3,1) (3,1) (0,0) (0,0)
D (0,0) (1,3) (0,0) (1,3)
Los equilibrios de Nash en estrategias puras son:
Empresa B
(1, 1) (I, D,) (Dy, 1) (D4, D)
empresa A || 3,1 (3,1) (0,0) (0,0)
D (0,0) (1,3) (0,0) (1,3)

Equilibrios de Nash: EN={(l, (I, 1,)) , (1, (I, D,)) , (D, (D, D,))}

Al ser un juego dinamico con informacién completa el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS)
se pueden calcular por induccién hacia atras.

Hay dos formas de buscar los ENPS:
= Ver cuales de los EN satisfacen la definicidn de ENPS

= Construir directamente los ENPS, comenzando por los subjuegos que no incluyen otros subjuegos.

Instrumentos Estadisticos Avanzados 336



U 5 M Universidad Auténoma eréCticaS 8- F
% i Umnos ==
de Madrid

(3,1)
EN =1l

En juegos con informacién completa, i { ‘}
la induccidn hacia atras y el ENPS (0,0)
seleccionan los mismos equilibrios.

(0,0)
ENPS ={I, (I,, D,)}

> EN={D,}
ENPS =1L, (1,,D,)} (1,3)

De los tres equilibrios de Nash en estrategias puras, solo uno es ENPS. Esta inconsistencia temporal
observada es lo que se intenta evitar con el equilibrio perfecto en subjuegos.

b) Sila empresa B elige sin saber lo que ha hecho la empresa A se tiene un Juego Dinamico con
Informacién Incompleta.

Lo primero que hay que resolver es el problema de la empresa A.

A su vez, la empresa A no puede establecer cual es su mejor accidn hasta no saber que hara la
empresa B.

Hay un solo subjuego, el que comienza con la empresa A.

Si se considera cualquier otro vértice como inicial de otro subjuego se romperia el conjunto de
informacion de la empresa B.

(3,1)
Como el Unico subjuego es el juego original,
los equilibrios perfectos en subjuegos en \
estrategias puras (ENPS) son los equilibrios (0,0)
de Nash en estrategias puras (EN): (0,0)
ENPS={(l,1,), (D, D,)} o

(1,3)

La forma estratégica o normal asociada:

Empresa B
l, D,
Empresa A I (3,1) (0, 0)
D (0, 0) (1, 3)

EN= {(|, I1) ’ (D, Dl)}
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; a Dos empresas entran en una guerra de competencia, teniendo que decidir simultaneamente
&é.@ siabren una franquicia en una capital de provincia (F) o no la abren (F). Pasado un tiempo,
@ la Empresa G observa si la Empresa H ha abierto una franquicia en una capital de provincia o

no y debe decidir si asimilarlo (A) o abrir otra franquicia y entrar en una guerra de precios (P).

(_4:_ 4}
(0,0)
epe . . (3:73}

a) Especificar el conjunto de estrategias
puras de cada jugador.

(_1:0)
b) Calcular los equilibrios de Nash
perfectos en subjuegos, la trayectoria y (=3,3)
los pagos.

(01_1}

(72r72}

(2,2)
Solucion:

Conjuntos de informacién

a) La Empresa G tiene 5 conjuntos de (=4.-4)
informacion, en cada uno de estos
conjuntos dispone de dos acciones. (0,0)
En consecuencia, la Empresa G tiene (3,-3)
2° =32 estrategias, sea, por ejemplo,
FAPPA una de estas estrategias. (-1,0)
La empresa H tiene un solo conjunto de (-3,3)
informacion, en cada conjunto dispone de
acciones. (0,-1)
Por tanto, la Empresa H tiene 2' =2 (-2,-2)
estrategias, esto es, S, ={F, F }

(2,2)
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b) La empresa G tiene mas de un nodo de decisidn, con lo que se trata de un juego con informacién
incompleta, esto es, en algun nodo de decisidn la Empresa G al tomar una decisiéon desconoce alguna
alguna jugada anterior.

El equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS)
se encuentra buscando los equilibrios de Nash de
cada subjuego.

El arbol de decision se resuelve de derecha a
izquierda, con cuatro subjuegos que comienzan
cada uno en un nodo de decision de la Empresa G.

El concepto de equilibrio de Nash en cada uno de
estos subjuegos se reduce a la accién éptima de la
Empresa G.

(0,0)
Se sustituyen los cuatro subjuegos por los pagos
correspondientes a los equilibrios encontrados.
El resultado es el juego estatico representado en el (3,-3)
arbol de decisién de la derecha.
Para hallar los equilibrios de Nash de este juego
reducido (ENPS) solamente se miran los equilibrios en (0,—1)
estrategias puras.
La tabla de pagos es:

(2,2)

Empresa H
Abrir franquicia =F No Abrir franquicia = F
Empresa G Abrir franquicia =F 0,0 3,-3
No Abrir franquicia = F 0, -1 2,2

El Unico equilibrio de Nash del juego reducido es (Abrir franquicia, Abrir franquicia) = (F, F)
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Incorporando todos los equilibrios de los subjuegos:

El Unico equilibrio de Nash ENPS en
estrategias puras viene dado por
(FPAPP, F)

La trayectoria correspondiente es el
conjunto de decisiones que se efectuan
si se juega este equilibrio: F—F—-P

Los pagos resultantes son (0, 0)

cada uno debe hacer lo mejor para
si mismo (Adam Smith) y para el
grupo (John Forbes Nash).

M
. o | Te
Para obtener el mejor resultado, g ﬁ{} " | equivocas
= = .

Adam Smith John Nash
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Planteando la situacién como un juego, habia dos opciones (Normandia o Gran Bretafia) que tanto aliados
como los alemanes deben decidir simultaneamente en cudl de estos dos sitios posicionaban sus tropas.
Los alemanes pierden si ambos ejércitos posicionaban sus tropas en distinto lugar, y ganaban en caso
contrario. Para los aliados es al revés. Por otro lado, los aliados prefieren ganar en Normandia (que esta
mas cercana a Paris y la frontera alemana) que en Bretaiia.

La siguiente matriz de pagos resume el enfrentamiento (los aliados son el jugador Fila, y los alemanes el
jugador Columna).

continente, que tendria lugar finalmente el 6 de Junio de 1944. Entre otros factores,

ﬁ Durante la Il Guerra Mundial, el alto mando aliado planeaba el desembarco en el
. era clave decidir el lugar donde desembarcar el grueso de las tropas.

Bretafa Normandia
Bretafia (0, 1) (1, 0)
Normandia (2, 0) (0, 1)

Encontrar los equilibrios de Nash del despliegue de las tropas.
Solucion:

Equilibrios de Nash en estrategias puras

Alemanes
Bretana (B) Normandia (N)
Bretafia (B) (0, 1%) (1°, 0)
Aliados
! Normandia (N) (2°, 0) (0, 1%)

No hay equilibrios de Nash en estrategias puras.

ESTRATEGIAS MIXTAS: Sea (p,1—p) la estrategia de los Aliados y (gq,1—q) la estrategia de los
Alemanes. Para calcular las probabilidades:

Alemanes
q 1-q
Bretaiia (B) Normandia (N)
Aliados p Bretaiia (B) (0, 1) (1, 0)
1-p Normandia (N) (2, 0) (0, 1)

Utilidad esperada de los Aliados:
E[Uptiados |=0-P-q + 1.p. (1-q) + 2.(1-p).q + 0.(1-p). (1-q) = p(1-3q)+2q

La eleccidn de una estrategia mixta de los Aliados queda totalmente determinada por el valor que se
asigne a p, planteando un problema de eleccién en término de dicho valor.

Derivando parcialmente respecto a p se puede analizar la influencia sobre la utilidad esperada de los
Aliados.
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p=1 si 1-3q>0 > q<1/3
1-3q = <pe[0,1] si1-39q=0 - q=1/3
p=0 si 1-3g<0 - g>1/3

9El:UAIiados:| _ 3[[3 (1 — 3C|) +2 C|:| =
Sp 3p B

Denotando por BR,;,4.s |@ Mejor Respuesta de los Aliados, ésta adopta la forma:

q

p=1 q<1/3
BRAIiados(q): pe[O,l] q=1/3
p=0 q>1/3 1/3

Utilidad esperada de los Alemanes
E[Upemanes ] = 1-p.a + 0.p.(1-q) + 0. (1-p).q + 1.(1-p).(1-q) = q.(2p—1) —p+ 1

La eleccidn de una estrategia mixta de los Alemanes queda totalmente determinada por el valor que se
asigne a g, planteando un problema de eleccidén en término de dicho valor.

Derivando parcialmente respecto a q se puede analizar la influencia sobre la utilidad esperada de los
Alemanes.

<0 p<0,5

SE[UAIemanes:I — SI:q' (2p-1) —p+ 1:| =2p-1=<:=0 p=0,5
9q 3q

>0 p>0,5

Denotando por BRj.manes 12 Mejor Respuesta de los Alemanes, ésta tiene la forma:

q

1 S

gq=0 p<0,5

BRAIemanes(p) =434€ [011] p=0,5
g=1 p>0,5

Cuando p =0,5 alos Aliados le es
indiferente tomar cualquier accidn.

11
La solucidn se encuentra en la interseccion: ENPS = {(E' 5)} , Unico equilibrio de

1/3 Nash. Un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS) es un equilibrio de Nash
utilizado en juegos dinamicos.
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=3 _m Se representan de forma extensiva y con informaciéon completa los pagos de tres
empresas A, By C, respectivamente. Determinar el perfil estratégico, la trayectoria
‘—‘ y los pagos de todos los equilibrios de Nash perfectos en subjuegos en estrategias
puras, en los siguientes casos:

um &

a) Cuando el juego es de informacién
completa y todas las empresas pueden
observar las acciones previas de las demas.

(4, 4,0)

(4,0, 4)

b) Cuando la empresa B es la Unica que no
puede observar las acciones de las otras dos
empresas.

(0,1, 4)

(4, 4,0)
¢) Cuando las acciones de la empresa A son
observadas por las empresasByC, y la
empresa C no puede observar las acciones de
la empresa B.

(1,1, 2)

(3,0,0)

¥

(0,5,5)
Solucién:

a) En cada nodo de decision la empresa a la que corresponde escoger una accion conoce las jugadas
anteriores (informacién completa). En consecuencia, el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS)
es el equilibrio que se obtiene por induccién hacia atras.

(4,4,07)

ENPS = {(a,, (b, b,), (€,,¢; ,¢,)} 1.0, 4)

(0,1,4%)
Trayectoria: a, — b, —¢c;

Pagos correspondientes: (1,1, 2) (4,4,0)

(1,1,2% Pago

(3,0,07
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(4,4,0)

b) Como la empresa B no puede observar la
accion elegida por la empresa A, los nodos de (4,0, 4)
decision de la empresa B forman un solo
conjunto de informacion, es decir, los nodos (0,1,4)
de decision de la empresa B estaran
conectados. (4,4,0)
Para calcular los equilibrios de Nash perfectos
en subjuegos (ENPS) se comienza de nuevo (1,1,2)
hacia atras. Q,

(0,5, 5) % (3,0,0)

En esta situacion se trata de juego con informacién incompleta: La empresa B tiene un conjunto de
informacion con dos nodos de decision.

Lo ideal seria indicar la mejor accién de la empresa B. Sin embargo, la empresa B no sabe 'dénde se
encuentra’'.

La nueva situacion, en este caso, no supone ningln problema, la empresa B esté donde esté, debera
elegir la accién b, en ambos nodos.

La empresa A escogera la accion a, (, 4, 0")

ENPS ={(a,, b,, (;,¢;,¢,)}

(4,0, 4%
Trayectoria: a, — b, — ¢, (0,1, 4%
-39
Pagos correspondientes: (1,1, 2)
(4,4,0%
Sefalar que con informacién incompleta a,
la estrategia de la empresaBes b, , con (1,1,2°)

«Q

informacién completa es (b,,b,)
(3,0,0"
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¢) Las acciones de la empresa A se observan
por las empresas B y C. Sin embargo, la
empresa C no puede observar las acciones de
la empresa B.

En consecuencia, los dos nodos superiores de
la empresa C forman un solo conjunto de
informacion.

No se pueden conectar los tres nodos de la
empresa C porque de hacerlo la empresa C
tanpoco podria observar la accién elegida por
la empresa A.

(0,5,5)

Practicas
Alumnos &l i
uim K
Cx (4! 4: 0) ;
cz (41 0: 4) |

¢, _~(0,1,4)|
_< (4,4,0)|

.(1,0,2)

Y (11 1; 2)

C
G (3,0,0)

La empresa C tiene un conjunto de informacién con dos nodos de decision, es un juego de informacién

incompleta.

Para calcular los equilibrios de Nash perfectos en subjuegos (ENPS) se comienza de nuevo hacia atras,

indicando las mejores acciones de la empresa C.

No se puede indicar la mejor accién de la empresa C porque no sabe 'dénde se encuentra' y constituye
un problema. Por un lado, elige ¢, en el nodo de arriba con un pago de (4,0, 4) y c, en el nodo de

abajo con un pagode (1,1,2).

Tiene que elegir la misma accidén en ambos nodos, pero équé accion?.

(B C empresas By C, la tabla de pagos sera:
Cy (0,1, 4)
6 < i
e Wp— 1
G (4,4,0) |
Empresa C
c1 CZ

b 4,0 0,4

Empresa B ! (4,0) ©.4)

b, (1,4) (4,0)

Cy (4: 4: 0) .
0 < |
< (4,0,4) | Se comienza en el nodo de arriba. En este juego estatico hay dos

El juego estatico no tiene equilibrios de Nash (EN) en estrategias puras. En consecuencia, tampoco

hay equilibrios de Nash perfectos en subjuegos en estrategias puras (ENPS).
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La empresa aeronautica 1 mantiene un litigio con otra empresa competidora para quedarse con
el mercado. La matriz de pagos refleja la situacion desrita.

Empresa 2
C D
A 4,1 3,2
Empresa 1 ( ) ( )
B (1, 4) 6,3)

Si el litigio se mantiene indefinidamente. Hallar un equilibrio de Nash y un factor de descuento & que lleve
a unas ganancias medias de (6, 3)

Solucién:

Se buscan los Equilibrios de Nash en estragias mixtas y se calculan las correspondencias BR; de mejor
respuesta para ambos jugadores.

Empresa 2
1-q
C D
Empresa 1 P A 4, 1) 8.2) No hay EN en estrategias puras
1-p | B (1, 4) (6, 3)

Utilidad esperada o pagos de la Empresa 1:
E[u,] =4.pa+3.p(1-q) +1.(1-p)g + 6.(1-p) (1-q) = 6pq—3p—5q+6

Para analizar la influencia sobre la Utilidad esperada de la Empresa 1 se deriva parcialmente respecto a p:

<0 q<0,5
SE|U 6pq—3p-5q+6 '
[P1]=9( PA-3p-5a+6) _ oo 3 _J_o g-0,5
Sp Sp
>0 q>0,5
Denotando por BR,; la Mejor Respuesta q
de la Empresa 1, adopta la forma: o _______
: BR,
p=0 q<0,5 0,5 :
BR,(q)= { p€[0,1] q=0,5
=1 >0,5 :
P q 0 05 1 °

Instrumentos Estadisticos Avanzados 346



Practicas %

| ok ez
U M Universidad Autonoma P ===
AM i Vadna Tuim &

Utilidad esperada o pagos de la Empresa 2:

E[U,] =1.pa+2.p(1-a)+4.(1-p)q+3.(1-p)(1-q) = —2pg—p+q+3

Derivando parcialmente respecto a q se puede analizar la influencia sobre la utilidad esperada
de la Empresa 2

Se[u,]  9(-2 3 <0 p>05
- -p+q+
2] _ S(=2pa-p+q )=_2p+1E —0 p=05
9q 9q
>0 p<0,5
Denotando por BR, la Mejor Respuesta q
de la Empresa 2, adopta la forma: L — k
BR,
q=0 p>0,5 ] I I |
g=1 p<0,5 0 0.5 1 [
q EN={(0,5, 0,5)}
1 _____
La solucién se encuentra
en lainterseccidn. BR,
0,5 .
EN={(0,5, 0,5)} BR, |
0 0,5 1 P

Pagos o ganancias factibles en el juego de etapa G: (6,3) = {ul(B, BR), u,(B, BR) }
Pagos o ganancias en el equilibrio de Nash:

e, = u4,(0,5, 0,5) = u,(B, 0,5) = 1.0,5+ 6.0,5 = 3,5

e, = u,(0,5,0,5) = u,(0,5,BR) = 2.0,5+3.0,5 = 2,5

Siendou; = 6 >3,5=e, y u,= 3 >2,5= e, sepuede aplicar el teorema de Friedman

Considerando la desviacidon mas ventajosa, el factor de descuento:

S > max 6—u1’4—_u2 — & >max 6-6 , 4-3 = 0,67
6—-e;, 4-e, 6-3,5 4-2,5

La estrategia de la Empresa 1 sera a jugar B a no ser que la Empresa 2 haya jugado alguna vez una
estrategia que no sea BR. En este caso, la Empresa 1 jugara la estrategia mixta 0,5 (estrategia de la
Empresa 1 en el equilibriode G) para siempre.

Instrumentos Estadisticos Avanzados 347



U ﬁ M {Iniversidad Autdnoema :lré‘"-“cas
: o umnos &8
de Madrid ! ’

La estrategia de la Empresa 2 sera jugar BR a no ser que la Empresa 1 haya jugado alguna vez otra
estrategia que B. En este caso, la Empresa 2 jugara la estrategia mixta 0,5 (estrategia de la Empresa 2 en
el equilibrio de G) para siempre.

Sefialar que el equilibrio de Friedman no es sélo un EN sino también es un ENPS.

Ganancia
Empresa 2

(1,4)

Teorema de Friedman: El resultado de equilibrio en
un juego que se repite una infinidad de veces, es el
mismo resultado que el resultado factible y racional
que se daria en un juego que no se repite.

(6,3)

Ganancias

(3,2) factibles

(4,1)

Ganancia
Empresa 1

Sea G un juego de etapa con informacién completa G, sean (e, , e,, ... ,e,) las ganancias de equilibrio
de Nah en G, y sean (u ,u,, ... ,u,) lautilidad del jugador en la etapa constituyente del juego G..

Si u; > e, para cualquier jugadori y si el factor de descuento & (paciencia de los jugadores) esta lo

suficientemente cerca de 1, existe un ENPS del juego repetido infinitamente G* que alcanza
(u;,uy, ... ,u,) como ganancia media.

d —u
Jugar la estrategia del disparador por parte de todos los jugadores es un EN < & > max [ ! 'J
] .
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La ermpresa aeronautica Land & Go de traslado de equipaje busca un precio éptimo
W para posicionarse estratégicamente frente a sus competidores. Para estudiar el factor
9 que condiciona el coste alcanzado desarrolla una politica de precios reducidos en
comparacion con los establecidos por la competencia.

Sus analistas se marcan dos alternativas posibles: El Analista 1 defiende la eliminacion de actividades que
no generan valor anadido a los clientes. El Analista 2 se muestra a favor de las actividades que generan un
resultado poco satisfactorio ofreciendo un servicio de mayor calidad que otras compaiiias logisticas
pertenecientes al sector (caso de We Transfer).

La matriz de pagos (beneficios) de los Analistas se refleja en la tabla adjunta:

Analista 2
C D
A 1,1 5,0
Analista 1 ( ) ( )
B (0,5) (4, 4)

La estrategia simultanea (juego) se repite dos veces en dos periodos, en t=1 yen t=2. El resultado de la
primera vez que se juega (t =1) es observado antes de plantearlo una segunda vez. El pago de la estrategia
repetida es la suma de los pagos en cada estrategia (t=1,t=2).

Para obtener una solucién es necesario analizar:

a) Forma extensiva de la estrategia. Conjuntos de informacion y estrategias.

b) Calcular los EN y ENPS

c) Calcular los ENy ENPS si las alternativas se repiten indefinidamente.

Solucién:

a) Cuando la estrategia (juego) se plantea solamante una vez, (1,1) es un equilibrio de Nah en estrategias

dominantes.
La representacion en forma extensiva una solavez (t=1):

Analista 2
c D
—
A
P (1,1 | (5,0 A 5
2|8 |©,5 |@4,4

(1, 1) (5, 0) (0, 5) (4, 4)

Si los Analistas repiten el proceso dos veces (t = 2) saben que no existe futuro mas alld del segundo periodo.
Es un proceso temporal finito.
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Un juego repetido un nimero finito de veces es un juego dinamico en el que un juego simultaneo (juego

de etapa) se juega un nimero finito de veces y los resultados de cada etapa son observados antes de la
siguiente.

En juegos repetidos (superjuegos) se establece el modelo de Cournot para estudiar el comportamiento
de empresas cuando se compaortan como Oligopolios, concretamente como Duopolios.

El juego repetido tiene un tnico equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS) si el juego simultaneo
(juego de etapa) tiene un unico equilibrio de Nash (EN).

En el ENPS se juegan las estrategias de EN en cada etapa.

Analista 2 1}
C D % 2]
L A B
Al@,1)|(5,0
m
g (1,1) [ (5,0)
2|8 0,5 (4,4
T { Fl } [ Fl ] E E
. 2,2) 5 . 3 5 .
(1,1) (5,0) [1] (0,5)
A/ 2, 21\B a/5. 0\ B A/ 6\B
(2,2} | 5) (1 6) (D )
H
C D C D C D C D C D C D
2,2) (6,1) (1,6) (5,5 (6,1 (10,0 (55  (9,4)|(1,6) (55 (0,20) (4,955 (9,4 (3,9  (88)
Subjuego 1 Subjuego 2 Subjuego 3 Subjuego 4
EN={A,C} l EN={A,C} l EN={A, C} l EN={A,C} l
Pagos totales = Pagos totales = Pagos totales = Pagos totales =
=(1, 1) + pagos en subjuego = (5, 0) + pagos en subjuego = (0, 5) + pagos en subjuego =(4, 4) + pagos en subjuego

Cada Analista tiene 5 conjuntos de Informacién

Subjuegos: 4 + Juego completo
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Analista 2
C D

Alir,nls,0

Analista 1

B |(0,5) |4, 4)

Practicas
Alumnos

Pagos totales = Pagos totales =

=(1, 1} + pagos en subjuego

= (5, 0) + pagos en subjuego

(2,2) (6,1) (1,6) (5,5) (6,1) (10, 0) (5,5) (9,4) (1,6) (5,5) (0,10)
Subjuego 1 Subjuego 2 Subjuego 3
EN={A,C} l EN={A, C} l EN={A,C} 1

Pagos totales =

= (0, 5) + pagos en subjuego

(4,9) (5,5)

Subjuego 4

EN={A,C} l

Pagos totales =

= (4, 4) + pagos en subjuego

(9,4) (4,9) (8,8)

b) Calcular los EN y ENPS

=  Calculode EN del Subjuego 1

Analista 2
Pagos: t=1
C D
A 1,1 5,0
Analista 1 (1, 1) ( )
B (0, 5) (4, 4)
EN = {A,C}
Pagos: t=1+t=2 Analista 2
C D
A 2,2 6,1
Analista 1 2,2) ( )
B 1, 6) (5,5)
EN = {A,C}

El resultado es independiente de que se tomen los pagos solo de esa etapa o los pagos totales.
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En cada uno de los cuatro subjuegos hay un tnico equilibrio de Nash: EN = {A, C}

= Calculo de EN del Juego completo

Analista 2
C D
A 2,2 6,1
Analista 1 (2, 2) ( )
B (1, 6) (5,5)

El pago de EN (1, 1) de la segunda etapa ha sido afiadido a los pagosde t=1

= ENPS={A AAA, C CCCC}
El Analista 1 juegaAen t=1vy juega Aen t=2 paratodo resultado posbile en t=1

El Analista 2 juega Cen t=1 vy juega Cen t=2 para cualquier resultado de la primera etapa.

| CONCEPTOS TEORIA DE JUEGOS

1. JUEGOS COOPERATIVOS
Analiza situaciones donde los objetivos de los participantes se prestan parcialmente para darse una

cooperacidn y parcialmente para entrar en conflicto. Cooperar o no, de pendera de los intereses de los
participantes, con el fin de obtener el mayor beneficio posible.

2. JUEGOS NO COOPERATIVOS

Cada jugador busca la maxima utilidad individual y las coaliciones no estan permitidas, a pesar de que
mediante el establecimiento de coaliciones el valor individual alcanzado pudiera ser superior. Dentro
de los juegos no cooperativos presentan especialidad dificultad aquellos con informacion incompleta,
porque al no disponer los jugadores de informacion sobre las consecuencias de sus acciones es
necesario utilizar probabilidades para resolverlos.

2.1. JUEGOS ESTATICOS

Los jugadores efectian sus movimientos simultdneamente y de una sola vez, sin conocer la decision de
los demas en ese turno, y los pagos se reciben una vez ha finalizado el juego, en este tipo de juegos la
informacion puede ser completa o incompleta pero siempre sera imperfecta. Este tipo de juegos esta
asociado con lo que se conoce como "forma normal" de un juego, que consiste en enunciar quiénes son
los jugadores, cuales son las estrategias que cada uno de ellos tiene disponible, y cudles son los
resultados asociados con cada perfil de estrategias (es decir, con cada posible situacion en la cual cada
jugador elige una de sus estrategias disponibles).
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2.2. JUEGOS DINAMICOS

Las decisiones se toman de forma secuencial, en un orden determinado de forma que algunos jugadores
seran conscientes de las acciones de los anteriores y podran adaptar sus estrategias en funcion de las
acciones previas. La informacion tambien puede ser completa o incompleta, pero en este caso si puede
ser perfecta.

JUEGOS CON INFORMACION COMPLETA - INCOMPLETA

La informacién completa y la informacidn incompleta son términos ampliamente utilizados en
economia, especialmente en teoria de juegos y en economia del comportamiento.

Se dice que hay informacién completa cuando cada agente conoce la funcién de utilidad de los otros
agentes y las reglas del juego.

La informacién incompleta, también conocida como informacidn asimétrica, se refiere por el contrario a
una situacion en la que no todos los agentes conocen las funciones de utilidad de los demas.

EQUILIBRIO DE NASH (EN)

Se denomina equilibrio de Nash al perfil de estrategias en el que cada jugador ha adoptado una
estrategia que maximiza su utilidad, teniendo en cuenta las estrategias de los otros jugadores. Por tanto,
debido el principio de racionalidad, ningun jugador cambiara su estrategia por no derivar beneficios del
cambio siempre y cuando los otros jugadores no cambien las suyas.

JUEGOS EN FORMA EXTENSIVA

Es la forma de representacion adecuada para los juegos dinamicos, ya que el diagrama de arbol es la
forma mas sencilla para visualizar el orden en el que se producen las decisiones, asi como la informacion
de la que dispone cada jugador en su turno y las posibles acciones (ramas del arbol) que puede escoger
con los respectivos resultados para cada accion (nodos). Finalmente, los ultimos nodos corresponden al
vector de pagos que recibiran los jugadores al finalizar el juego.

Para la resolucidn de estos juegos se suele utilizar el principio de induccion hacia atras. Este es el

procedimiento de analizar desde el final hacia el principio, permitiendo identificar el equilibrio de Nash
en estrategias puras.

pago mayor. El procedimiento para resolver este
juego es el principio de induccidn hacia atras.

\ \‘;: Este tipo de representacion es apropiado para

juegos repetidos, en donde aparece durante dos

A
\:453 0 mas turnos la toma de decisiones.
D

y Juego E: El jugador 2 conoce la estrategia de 1,
%‘ por lo que opta por la estrategia que le reporte un
__D_.

A
B

Juego F: El jugador 2 tiene informacidn incompleta al no conocer la estrategia de 1. Es dificil de resolver
por induccion hacia atras .
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JUEGOS INFINITOS: Se juega un juego simultaneo o de etapa en los periodos 1,2,3, ... sin final. En
cada periodo se observan los resultados de todas las etapas anteriores, desde 1 hasta t—1. Cada
jugador descuenta sus pagos futuros usando un factor de descuento 6 (0 <3< 1)

La forma extensiva es infinita y no tiene vértices finales, teniendo que revisar la definicidn de estrategia
y la asignacion de pagos.

Una estrategia sera una regla para asociar acciones del juego estatico a cada subjuego en cada etapa
dependiendo de la historia que lleva a esa etapa y que determina el subjuego. En lugar de asignar pagos

a vértices finales, se asigna un pago a cada posible manera de jugar como la suma descontada de los
pagos que se obtienen en cada etapa.

Pago de cada jugador: Z u.8 = Y
t=1 1-3,

1
ESTRATEGIA GATILLO:
* Hay infinitos subjuegos.
- Cada subjuego es idéntico al juego completo.
- Se busca sostener la cooperacion.
- Se utilizan estrategias resorte o gatillo:
Cooperar si se ha cooperado en el pasado (premio).
Tras una desviacion, jugar un EN del juego de etapa para siempre (castigo).

c) Repeticidn inifnta de las alternativas

Analista 2 (1,1) INFINITAS
c [ D b c REPETICIONES

C | (11) | (5,0)

D | (0,5) | (4.4)

Analista 1

Es un EN de juego

- D N [/Y W D repetido (superjuego).
' 0,5 A 4,4
(1,1) o/ \c (0,5) o/\c (4,4)

(1,1} (5,0) (0,5) (4.4)

| |
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Estrategia Gatillo:
Ent=1 — jugar(C,C)

jugar (C,C) si ha jugado (C,C) entodo t'<t
t>1 -
jugar (D,D) si en algin t° < t no se jugé (C,C)

Si ambos Analistas siguen la estrategia del gatillo, cada uno tendra una ganancia:

> _ 4
u,. =24.8""=4+4.8+4.8%+ .- = —— (p.geométrica ilimitada)
CCC... by 1_8

Si un Unico Analista se desvia solo en la primera etapa y en ella juega D tendra una ganancia:
)
Upce, =5+ 8+ 8+ 8+ -+ = 54+ ——
1-6
Para analizar cuando es beneficioso seguir la estrategia:
o

— Comprobando que una entre infinitas desviaciones
> 5+ 11—‘§ = &2

posibles no es beneficiosa.

AR

L
1-9%

1

e Sedemuestra que esun EN para 8§ > Z

Desviaciones que {Desviaciones de un solo periodo t>1

pueden presentarse: Desviaciones de mas de un periodo

Si un Analista se desvia a D en un solo periodo en el momento t>1

UW=4+48+48%+ -+ +48"" + 58" + 8" + 824+ ...

t términos
UW=4+48+48%+ .- +48" 1 + & [5+ &+ 8%+ ] =
=44+ 45 + 48"+ -+ 48"+ &' {5+%}

Que se comprueba con lo que gana sin desviarse:

U=4+ 48 +48%+ - + 48" 1+ 48" + 48" + 482+ ...
t términos

U= 4+ 45 + 452+ - + 48" 4 8t|:4+48+482+ :|=

= 4+ 45 +48%+ - + 48"+ 8 {14—8}

Es el mismo caso que el anterior, la desviacion en el momento t=1
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Si un Analista se desvia a D en t =1y se vuelve a desviar en periodos posteriores t, t°, ...
W=5+8+82+ 81+ 08+ 8"+ ...+ 8T+ 08 + 8 ..

Con un pago menor que en la desviacién soloen t=1

U=5+8+8%+ 81+ 08+ 8™+ .. + 8" 1+ 8" + 8"+ ..

En consecuencia, la mejor desviacidon es desviarse en un unico periodo. Por tanto, se concluye que la

1
estrategia gatillo es un EN del juego entero si & > 2

e La estrategia gatillo es un ENPS

Sefalar que todos los subjuegos son iguales (repeticion infinita del dilema del prisionero) y que la
estrategia gatillo distingue dos tipos de subjuegos a la hora de prescribir su estrategia:

a) Subjuegos tras una historia de cooperacién
b) Subjuegos tras una historia donde alguna vez no se ha cooperado.

a) Subjuegos en t tras haber jugado (C, C) entodo t° < t:
En estos subjuegos la estrategia gatillo prescribe lo mismo que en t=1 y el subjuego es el mismo que el
juego entero.

En consecuencia, la estrategia gatillo sera EN en estos subjuegos en las mismas condiciones que en el
juego entero.

b) Subjuegos en tsialgin t° < t no se jugd (C, C)

- Cuando los Analistas no se desvian cada uno obtiene una ganancia:
u=8"+ 8T+ L+ 8 T+ 8N 4+ 8y L.

- Cuando un Analista se desviaen t,t, ...
=08+ 8"+ L+ 8T+ 08"+ 8 L

Por tanto, en estos subjuegos, la estrategia gatillo determina un EN para cualquier valor de &, se
concluye que la estrategia gatillo es un ENPS.

e Hay otros muchos pagos que se pueden sostener. Se procede a obtener otro ENPS

Estrategia Gatillo:

En t impar jugar (C,C)

En t par jugar (D,C)

Si en algin momento alguien se desvia, juega (D,D) siempre a partir de entonces
Si siguen la estrategia, el Analista 1 obtiene un pago:

U =4+58+48°+58%+48*+ ... =

(4+48*+48°+ ..) + (58+58%+58°)+ ... =
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Mientras que el Analista 2 obtiene un pago:
4
1-8°

La estrategia es un ENPS para valores suficientemente altos de 3.

u, =4+08+482+08°+48*+ ... =
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

Una compaiiia suministradora de gas tiene que cobrar cantidades atrasadas de

. 20.000 clientes. Para estimar la cantidad total que se le adeuda, selecciona una

. muestra aleatoria de 64 clientes, que debian una cantidad media de 1.600 euros,
&== con una desviacion tipica de 2.000 euros. Se quiere obtener:

a) Intervalo de confianza del 95% de la cantidad total que se adeuda a la compaiiia de gas.

b) éCuantos clientes tiene que seleccionar la compafiia para estimar la cantidad anterior con un
error de muestreo inferior a 2.400.000 euros?

Solucién:

a) Sea la variable aleatoria X = "Cantidad atrasada de pago por un cliente".

20.000
La cantidad total adeuda por los 20.000 clienteses t = z X;, quese estima con
i=1

. __ N ¥ , N.(N-n)
x =N.X =—. E X; , conun error de muestreo estimadoe, = 2z,,,.6.,/———
n n
i=1

El intervalo de confianza para el total t poblacional es:

I(r)z[f(ier]z{N.Yi ZG/Z‘G“ZW}

Por consiguiente, z, ,, = Zj4,5 = 1,96

o 20.000 . ( 20.000 — 64
I(t)=| xte. |=]|20.000.1.600 + 1,96. 2.000. ( ) |
t 64

= [22.215.692,56 , 41.784.307,44]

b) Para obtener una estimacién de la cantidad total que se adeuda, con un error inferior a
e, = 2.400.000, se tiene que elegir una muestra de tamafio superior de:

2% /5-0 N 1,962 x 2.000% x 20.0002
2 2 2 - Nn= 2 2 2
e +22,,.6°. N 2.400.000% + 1,962 x 2.0002 x 20.000

n= ~ 1.013 clientes
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

En una ciudad se desea estimar la cantidad que se gastan los turistas. Con este
objetivo, entre los 200.000 turistas que utilizaron el avién como medio de
transporte, se entrevistan aleatoriamente a 100 turistas que contestaron a la
cantidad en euros que se habian gastado.

100 100
Obteniéndose los siguientes datos: ) x; =120.000 ) x’ =146.861.100
i=1 i=1

a) Obtener un intervalo de confianza al 95% para la cantidad media gastada por turista en la ciudad.

b) éCuantos turistas se deben entrevistar para que con un nivel de confianza del 95% para que el
error de estimacién no fuera mayor de 95 céntimos de euro?

c) éA cuantos turistas se deben preguntar para estimar la proporcién de personas insatisfechas con
los servicios prestados, con un error del 15% y un nivel de confianza del 95%?.

Solucién:

a) Sea la variable aleatoria X = "Cantidad que se gasta cada turista"

Intervalo de confianza para la media p poblacional con varianza desconocida:

- — N —
I(u):[xieu}:{xi Zy/2+ Sx- /%}

La media y varianza muestral son:

X, = 120000 _ 1200 euros
100

Se calcula la cuasivarianza muestral (estimador insesgado de la varianza poblacional) :

2 2 2 n 2 1 3 2 1 C
n.c, =(n-1).s - S, =—0,=——. X; — —. X;
X ( ) X X (n _ 1) X (n _ 1) i_zl I n i_zl 1
2
, 1 100 , 1 100 1 1 ,
s, = —. Xi — —. X; = —x| 146.861.100 — x(120.000 =28.900
99 ;' n 1_21' 99 { 100! ) }

s, = /28.900 = 170

Intervalo de confianza para el gasto medio por turista, con una fiabilidad del 95%:

(200.000 — 100)
100 x 200.000

I(u)=[iieu]={1200i1,96x170x\/ }=[1200i33131]

Zo/2= Zo0s = 1,96
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b) El tamafio muestral para un error en la estimacién de la media de 75 céntimos de euro sera:

o Tap-seN 1,962 x 28.900 x 200.000

C N.el + 2%,,.s:  200.000x0,95% + 1,96 x 28900

X

= 76.168 turistas

Se tendria que haber entrevistado al menos a 76.168 turistas.

= Se podria haber obtenido el tamafio apropiado calculando, en primer lugar, al tamafio muestral que
corresponderia a una poblacidn infinita:

T2 5S¢ 1,967 « 28.900

n, = 5 5 = 123.016
e, 0,95
Fraccion de muestreo: f = LS w: 0,61508 > 0,01
N 200.000

Con lo que hay que realizar la correccion por finitud (si f > 0,01):

n, 123016 _  123.016
n, 1+0,61508 1+ 0,61508
N

n= = 76.167 turistas

1+

c) El tamafio muestral necesario para estimar una proporcién, con el 95% de confianza y con un error
de muestreo e, = 0,15, viene dado por la expresion:

22,,. N.p.q
-2 2
e -(N-1)+2z5,,.p.q

Al no tener informacién sobre el valor de p se toma el valor que proporciona maxima variabilidad, es
decir, p=q =0,5

Con lo que se obtiene,

22,,-N.p.q B 1,96 x 200.000 x0,5x 0,5
e (N-1)+2z2,,.p.a  0,15°x199.999 + 1,96°x0,5x0,5

= 43

Es necesario seleccionar a 43 turistas para conocer la insatisfaccién en los servicios prestados.

= Se podia haber optado por calcular el tamafio muestral que corresponderia a una poblacién infinita:

Z%/2-P-4 _ 1,96°x0,5x0,5 _

n, = = =43
e2. 0,15>
iy n 43
Fraccién de muestreo: f = = = ———-=0,0002 < 0,01
N  200.000

Siendo la fraccion en muestro menor que 0,01 no hay que realizar la correccion por finitud.
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO SIMPLE
I

COMERCIOS
DE ESPARIA

Una multinacional se plantea cambiar el paquete contable de gestidn. Para obtener informacidn
de sus empleados sobre el cambio informatico toma una muestra aleatoria de 1.000 empleados
s Y 10 €NVia un cuestionario. Con un nivel de confianza del 90%, necesita saber:

a) Tamafio muestral apropiado para obtener una estimacion sobre la proporcion de empleados favorables
a que no se renueve la infraestructura de gestién actual, con un error de muestreo inferior al 10%.

b) En un planteamiento anterior sobre la cuestidn, la proporcién de empleados favorables al cambio del
paquete de gestion estuvo entre el 35% y el 55%. Utilizando esta informacidn, écual deberia ser ahora
el tamafio muestral necesario?.

c¢) Sabiendo que del cuestionario nuevo enviado a los 1000 empleados, 38 empleados no han sido
favorables a cambiar paquete de gestidn, estimar la proporcidon de empleados favorables al cambio y el
error de muestreo.

Solucién:

a) Se quiere realizar una estimacion de la proporcion poblacional, realizando un muestreo aleatorio
simple (m.a.s) en una poblacién N = 1.000 empleados, con un nivel de confianza del 90%
(2472 = 29,05 = 1,645) yun error de muestreo e, = 0,10.

El tamafio muestral necesario se puede obtener mediante las férmulas:

N-n n 1 1 Favorable
|(pt)={p * Za/z.\/g.p.q} = :—Z donde ai:{

n.(N-1) n; 0 No favorable

. _ \/ (N-n) 6.q - n- zilZ.N.p.q
- /2. —. . -
Pt ¢ n.(N-1) e . (N-1)+2%,,.p .9

p=qg=0,5 maxima variabilidad

1,645%x 1000 x 0,5 x 0,5

= > > = 63,4234 = 64 empleados
0,10°x (1000 - 1) + 1,645°x 0,5 x 0,5

= Se puede calcular primero el tamaiio muestral que corresponde a una poblacién infinita (n.,) vy, si
la fraccién de muestreo (f > 0,01), se realiza la correccidn por finitud.

22,,.P.d 1,645 0,5x0,5

n,6 = 5 = 5 '~ = 67,6506
ep, 0,10
Fracciéon de muestreo: f = Mo _ M: 0,06765 > 0,01
N 1.000

Se necesita realizar la correccién por finitud:

n= N _ 67,6506 _ 63,3640 = 64 empleados
1 n, 1+ 0,06765
TN
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b) Para encontrar el tamafno muestral necesario se toma el valor p = 0,35 que presenta mayor
variabilidad. Siendo e,, = 0,10, setiene:

_N.(ep+25,,-P-d) 1000 x (0,10* + 1,645% « 0,35 x 0,65)

5 5 5 5 = 59 empleados
N.emjL Z,/2-P -Q 1000 x 0,10 + 1,645 x 0,35 x 0,65

n

= O bien, calculando primero el tamafio muestral que corresponde a una poblacién infinita (n_) v, si

la fraccidon de muestreo (f > 0,01), se realiza la correccidn por finitud.

_Z4,,.P.4 1,645« 0,35x0,65

e 0,102
n, 61,5620
N  1.000

= 61,5620

Fraccion de muestreo: f = = 0,06156 > 0,01

Se necesita realizar la correccidn por finitud:

61,5621
n= N _ = 59 empleados

1M 1+ 0,06156

¢) Como de los 100 empleados consultados hay 38 que no estuvieron de acuerdo, la estimacion puntual

,\ 62
de los empleados favorables al cambioes: p = p = 100 =0,62

Error de muestreo para la proporcion total de la poblacién favorable al cambio:

N — 1.000 — 1
e = 2q/. | g — 165, | 2000 2100) 65, 0,38 = 0,0757
n.(N-1) 100.(1000 — 1)
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

St
L

Una compaiiia aseguradora quiere analizar el importe de las multas anuales de trafico en
; * una ciudad con 9.000 conductores. El estudio se realiza clasificando la poblacién en tres
v./ __ ... estratos, tomando muestras aleatorias simples en cada uno de ellos.

Los datos obtenidos fueron:

Estratos Tamaiios Tamaiios Media muestral de Varianza muestral
poblacionales | muestrales sanciones anuales (euros?)
Menores de 30 afios 4,000 120 260 40.560
Entre 30y 50 afios 3.000 90 185 127.670
Mayores de 50 afos 2.000 60 190 60.900

Utilizando un 95% de confianza:

a) Estimar el importe total del importe de sanciones al afio entre los menores de 30 afios, reflejando el
error de muestreo cometido.

b) Tamafo muestral necesario para estimar el importe medio de sanciones anuales entre los
conductores mayores de 50 afios, con un error de muestreo de 60 euros.

¢) Mediante un intervalo de confianza estimar el importe anual de sanciones por conductor.

d) En caso de duplicar el tamafio muestral, realizar el reparto por estratos en la nueva muestra segun
diferentes criterios, indicando el reparto mas eficiente.

e) Tamafio muestral necesario para que la estimacidn entre 30 y 50 afios tuviera un error de muestreo
inferior al 8%. ¢ Cual seria el tamafio muestral apropiado si un andlisis anterior indica que seria al menos
del 60%?

Solucién:

a) Sea la variable aleatoria X = "Importe de sanciones anuales por conductor"

Se quiere estimar un total poblacional dentro del primer estrato. En consecuencia, el estimador es el
que corresponde a un muestreo aleatorio estratificado.

X, = N;.%, = 4.000 x260 = 1.040.000 euros

(2472 = 20,005 = 1,96)
ny

con un error de muestreo estimadoen e, = z,,,. 0. \/

. .000 — 12
e, = 1,96 x \/40.560 x \/ 4000*“‘1(2)80 0) _ 141.958,13 euros

b) Elimporte medio estimado de las sanciones anuales en el tercer estrato, con un error de muestreo

de e,, = 60 eurosviene dado por:

2 2
z .03. N 1,962 60.900 x 2.000
n= 2“/2 32’ 3 = Xz : = 62,94 = 63 conductores
N.e2, + 23,,.02  2.000x60% + 1,967 x 60.900
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¢) Para estimar el importe medio de sanciones por conductor de la ciudad se utiliza el estimador de la
media total en el muestreo estratificado. Por tanto, el intervalo de confianza adecuado es:

) 1 ¢ _ L sh N Nh
I(u1)=[xSTieTST}: ﬁZNh.xhizm/Z.\/ZWﬁ.(lfh).n— W, = h f,
h=1

h=1 h N Nh
. 1 ¢ _ 1
X, = = > N,.X, = ——— (4000 x260 + 3.000 x 185 + 2000 x190) = 219,44 euros
TN LS, 9.000
3 g2 2
Var(k,_) = 3 W2.(1-f,). "= (Mj x(l_ 120 j 40560
3T ho1 n, 9.000 4.000 120
2 2
N (3.000) ) (1_ 90 J ) 127.670 . (2.000} ) (1— 60 j ) 60.900 _ 266,271
9.000 3.000 90 9.000 2.000 60

€ = Zas2- | Var(x, ) = 1,96 x| 266,271 = 31,98 euros

I(n,) = [ 219,44 + 31,98 | = [187,46 , 251,42]

d) Para duplicar el tamafio muestral hay que al peso de la muestra de cada estrato con relacion a toda la

n
h
muestra: w, = — — n,=n.w,
n
3

El tamafio muestral actual es: n = Znh = 120 + 90 + 60 = 270 conductores

h=1
Al duplicar esta cantidad, el nuevo tamafo muestral serdde: n = 2 x 270 = 540 conductores
Que se deben repartir entre los distintos estratos: n, = n . w, = 540 x w,, , con los criterios de
afijacion w,,

« Afijacién uniforme: w, = % = % h=1,2,3 - n;=n,=n, 2%2 180 conductores

En cada estrato se tomaria una muestra aleatoria de 180 conductores.

N 1 N
o Afijacién proporcional: w, = - = = h=1,2,3 — n,=-L.n
N 3 N
N .
n=-1.n-= 8000 540 — 240 conductores
N 9.000
N . N 2.
n,=-2.n= 3:000 540 — 180 conductores ng=-—=.n= 000 540 = 120 conductores
N 9.000 N 9.000
2 . ;e N, .o,
o Afijacion de Neyman o varianza minima: w, = ————— h=1,2,3  n,=n.w, =540.w,
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3
ZNh .0, = 4.000x, 40.560 + 3.000«x ./ 127.670 + 2.000 x ,/ 60.900 =2.371.067,21
i=1

N, . 4.000 x ,/ 40.560
n, = 540. ~ %1 _ 5y, X = 183,47 = 184 conductores
2.371.067,21

N, .o, 3.000 x 4/ 127.670
n, = 540. .——— = 540« = 244,13 = 244 conductores
2.371.067,21
ZNh . O}
i=1
N, . 2.000 x ,/ 60.900
n; = 540. 31—61 = 540« . = 112,41 = 112 conductores

2.371.067,21

Es el reparto mas eficiente, pues minimiza la varianza del estimador.

e) Se trata de estimar una proporcién en un muestreo aleatorio simple (interior del segundo estrato). El
tamafio muestral necesario para obtener un error inferior a e,, = 0,08 esuna cantidad superior a la

que se obtiene mediante la férmula:

2
z .N,.p,.q
n= of2r 727272 sin informacién, p, = g, = 0,5 maxima variabilidad

ef,z.(N—l)+z(21/2. p, -Q,

1,96%x 3.000 x 0,5 x 0,5

5 5 = 142,96 = 143 conductores
0,08°x 2999 + 1,96° x 0,5 x 0,5

conloque, n =

Cuando un analisis anterior indicaba que p, > 0,6 setoma p, =0,6 y q, =0,4, siendo el tamafio

muestral necesario:

1,96%x 3.000 x 0,6 x 0,4

n= 5 5 = 137,50 = 138 conductores
0,08°x 2999 + 1,96 x 0,6 x 0,4
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

Las granjas de una provincia castellana se dividen en cuatro categorias segun su especie.
El nimero de granjas en cada categoria es de 80, 40, 50y 10.

estratificada de 28 granjas se refleja en la siguiente tabla:

Total de vacas

Categoria | 60,45,70,45, 50,55, 100, 35, 54, 76
Categoria ll 160, 148, 90, 140, 95

Categoria lll |25, 20, 22, 30, 33, 15, 24, 16,95, 80
CategorialV |16, 10, 25

Con un 95% de confianza, estimar el total de vacas productoras y el error de la estimacion del total
poblacional.
Solucién:

Para estimar el total de vacas productoras de leche en la zona se realiza una estratificacion, dividiendo
las granjas en cuatro categorias o estratos con tamafios, respectivamente, N, =80, N, =40, N; =50

y N, =10.
De cada uno de los estratos se selecciona una muestra de tamafios, respectivamente, n; =10, n, =5,

ny=10yn, =3.
Ny = 80 N, = 40 N3 = 50 N;=10
60 45 70 45 50 160 148 90 25 20 22 30 33 16 10 25
55100 3554 76 140 95 15 24 16 95 80
n,=10 n,="5 ny=10 n,=3
10 5 3
=105 f="2=>_-0125 -"_20_, f=20->_03
N, 80 N, 40 N, 50 N, 10
1-f, =0,875 1-f,=0,875 1-f,=0,8 1-1,=0,7
10 5 10 3
1 1 1 1
%= D Xip= 59 K=o D xn=1266 K= - D xgu =36 K= ) Xg=17
1 10 1h 2 5 2h 3 10 3h 4 3 4h
=1 h=1 h=1 h=1
Cuasivarianzas muestrales (estimador insesgado 5 1 oh — 9
. R . Sh = Z( Xh. - Xh)
de la varianza poblacional): (n, — 1) '
i=1
1 10 1 5
2= =) (xq,—-59) = 32,11 $ =2 ) (xy-126,6) = 1022,8
9 4
i=1 i=1
1 5 1 10
2 _ — . — 2 = 2 = — P 2 =
= Z(le 126,6)° =10228 s} = D (x5-36) = 780

i=1

Il
-
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Estimador total de vacas productoras de leche:

4
tq =% = D Np.X, = 80x59 + 40x126,6 + 50x36+ 10x17 = 11754 vacas
ST
h=1

Varianza del estimador del total de vacas productoras:

32,11 1022,8

= 80% x 0,875 x + 40%« 0,875 «x

sh
— +
h

4
Var( tg) = > Ni.(1-f,).
h=1 n

780

+50%x 0,8 x m >7

+ 10%x 0,7 « 3 461.695,6

Error de estimacion del total de la poblacion de vacas, con una confianza del 95% (tg 55 ,; =2,052):

€ = tasz, -y Var(Rs) = 2,052../461.695,6 = 1.394,29
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El INE realiza un estudio sobre el salario mensual en euros de 20.000 trabajadores del
sector industrial de una provincia. Los trabajadores fueron clasificados por grupos de
edad, seleccionando una muestra aleatoria simple en cada uno de los grupos, anotando

Los datos recogidos fueron:

el nimero de contratos fijos.

Estratos de Total de Empleados Media salario | Varianza salario | Contratos fijos
edad (afios) | empleados | analizados muestral muestral muestreo de
empleados empleados empleados
18-30 6.000 1.400 1.400 145.161 612
31-49 10.400 2.280 1.850 123.904 1.420
50-65 3.600 1.320 2.200 164.025 1.118

Con una confianza del 95% se desea obtener:

a) Estimacion del salario medio de los 20.000 trabajadores del sector industrial y error de muestreo. éEs
eficiente el reparto muestral entre los grupos de edad?.

b) Intervalo de confianza de la cantidad total mensual percibida entre los salarios de los empleados de
mediana edad.

c) Proporcion de trabajadores con contrato fijo y error de muestreo cometido.

Solucién:

a) Sea la variable X = "Salario mensual de un empleado del sector industrial", donde x;, = salario

mensual del i-ésimo empleado del estrato h.

Como se trata del salario medio global, el estimador del muestreo aleatorio estratificado es:

3
N
n - h . -
Mo = E W, . X, ,siendo W, = N la ponderacién del estrato h-ésimo, con lo cual:
h

N 6.000 N

= =03 W,= >
20.000 N

10.400 N

052w, - N 3600
20.000 N

20.000

1=

0,18

=1
1
N
3
fisr= ) W,.%, = 0,3x1.400 + 0,52x1850 + 0,18x2.200 = 1.778 euros
h=1

Error de muestreo:

2

L S

2 h
eu= Za/Z'\/th'(lfh)'_n L=3, Za/2=
h=1 h h

sustituyendo, resulta:
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3 SZ
D Wio(1-f,). Zh 0,32, (1 _ 1-400). 145.161 52, (1 2.280 j 123.904
= n, 6.000 1.400 10.400 2.280
+0,18% « (1 - 1'320j ) 164.025 _ 21,085 euros
3.600 1.320

e, = 1,96 x ./ 21,085 = 9 euros

Para obtener el reparto muestral mas eficiente hay que emplear el criterio de afijacion de Neyman o de
varianza minima. Observando si los tamafios muestrales que hay en cada estrato coinciden con los que

proporciona este criterio.
N, -sp

—-———-n
E N, .Sy
h=1

N, .s, = 6.000x,/145.161 + 10.400 x./123.904 + 3.600 x / 164.025 = 7.404.800
1

Con el criterio de afijacién de Neyman o de varianza minima: n, = w,. n =

3

h=

3
n =) n,=1400 + 2.280 + 1.320 = 5.000 empleados
h=1

6.000 x ,/ 145.161
n, = - x 5000 = 1.544 empleados

7.404.800

10.400 x ./123.904
X x 5000 = 2.472 empleados
7.404.800

3.600 x ,/ 164.025
n; = - x 5000 = 984 empleados
7.404.800

En consecuencia, el reparto muestral ofrecido no es el mas eficiente.

b) Para construir un intervalo de confianza de la cantidad total mensual percibida por los empleados de
mediana edad se utiliza la férmula correspondiente a un muestreo aleatorio simple aplicado al segundo
estrato.

2
R _ Sz
I(rz):[rzietz}z N,.X, + za/Z.\/sz.(l—fz).n—
2
2

s
Varianza del estimador del total segundo estrato: Var( 1,) = N22 (1-1,). -2
n,

n N, —n
Factor de correccién de poblacién finita segundo estrato: (1 - f,) = (1 - N—Zj = (%}
2 2

Por tanto,
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A 2.2 123.904
Var( ’EZ) = (1 - f ). — =10. 4002 (1— 80 j X ( 3.90 j = 4.589.230.260
n2 10.400 2.280

I(7,) = | 10.400x1850 + 1,96 x./4.589.230.260 | = [19.107.222,04 , 19.372.777,96 ]

c¢) La estimacidn de la proporcién poblacional de empleados con contrato fijo en un muestreo estratificado

3
viene dada por: pg; = psr = O, Wy, . Py,
h=1

= Pe = th _ 6.000 ) 612 N 10.400 ) 1.420 N 3.600 ) 1.118 — 0,6075
20.000 1.400 20.000 2.280 20.000 1.320

El error de muestreo de la proporcion poblacional:

L

= h — Ny A A
bsr w/2- N Var(ps) = 2o/, - Z 'n (N_1) . Ph - Gy
h-{Np

h=

1)
Il
N

Siendo, W, = 0,3 W, = 0,52 W, =0,18

612 1.420 1.118
=—"< -0,4371 q, =0,5629 == -0,6228 q,=0,3772 ===""-0,8469 q,=0,1531
P1= 1200 91 P2 =3 280 % Ps = 1320 9s

La varianza del estimador de la proporcién poblacional sera:

3
n Np —n A oa 6.000 — 1.400
Var(ps) = E wi.—" * 5 .§, =03« x 0,4371 x 0,5629 +

~ " ng . (N,-1) 1.400 x (6.000 — 1)
10.400 — 2.2 .600 — 1.32
+ 0,522« 0.400 80 x 0,6228 x 0,3772 + 0,18% « 3.600 320 x 0,8469 x 0,1531 =
2.280 x(10.400 — 1) 1.320x(3.600 — 1)
=0,000035899

Para otros investigadores:

3
n Ny, —n A a 6.000 — 1.400
Var(pg) = E W.—" " 5.4, =03« x 0,4371 x 0,5629 +

& N, .(n,—1) 6.000 x (1.400 — 1)
10.400 — 2.280 3.600 — 1.320
+ 0,52% x x 0,6228 x 0,3772 + 0,18% x x 0,8469 x 0,1531 =
10.400 x (2.280 — 1) 3.600x(1.320 — 1)
= 0,000035914

oe = Zas2- v/ Var(Bsr) = 1,96 x/0,000035899 =0,0117
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

3 Una ciudad monumental tiene 10.000 habitantes que viven en tres zonas (antigua,

P _ comercial y residencial). Para analizar |la edad de los habitantes, se toma una muestra
= 1 | respetando la proporcion poblacional de cada uno de los estratos, obteniéndose los
o siguientes datos:

Edad de los habitantes
Zona antigua 75,55,62,64,40, 49, 35,37,24
Zona comercial 27,52, 46, 33,57
Zona residencial 28,72,52,48, 24, 64, 34,53, 30, 45

Se desea conocer:
a) Estimar la edad media de la ciudad y el error de muestreo cometido.

b) Tamafo de la muestra, con una confianza del 95% , cuando el error de muestreo no puede superar
los cuatro afios. Hacer el reparto correspondiente entre los estratos.

Solucién:

a) Sea la variable X = "Edad de los habitantes de la ciudad"

3
La edad media de la ciudad viene dada por la expresion: X;; = E Wy, - X,

h=1
Nh
Las medias dentro de cada uno de los estratos: x, = = me
Mh T3
X, = 1 Zg:xil = 49 afios X, = 1 ZS:Xiz = 43 afios X3 = 1 3 X;3 = 45 afios
93 >3 10/

Al tener los estratos muestrales la misma proporcién de la proporcién, se tiene:

N, ny
N n
Por tanto,

3
=) n,=9+5+10 =24
h =

[y

n n
:i:o,375 WZ:—Z:izo,ZOS w3=—3=£=0,417

n 24 n 24 n

N, = 10.000x 0,375 = 3.750 N, = 10.000 0,208 = 2.080 N, = 10.000 x0,417 = 4.170
En consecuencia,

3
Fsr = O W%, =0,375x49 + 0,208x43 + 0,41745 = 46 afios

h=1
La edad media es de 46 aios.
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Error de muestreo:

S Sh Np
€= to/2 (n-1- \/ S WE.(1-f). — L=3, togs 3= 2,069, f, = —
h=1 Ny Np
Cuasivarianzas muestrales de cada estrato: s = Z(
- 1) i=1
1 9 1 5 1 10
— = —_ 2 = 2 = — - 2 =
=3 Z 492 =269 2 = ; Z ~43)° =1605 s} = _ D (x5 —45) = 254,22
i=1 i=1

n
Factor de correccién de poblacion finita: (1 - f,) = (1 - N—hJ
h

(1-f,) = (1—Lj=0,99760 (1-f,) = (1—L)=O,99759
3.750 2.080
(1-f,) = [1--—2_]=0,99760
4.170
Varianza del estimador de la media global:
3 52
Var(X_ ) = > Wp.(1-f,). 2h _ 0,375% x 0,99760 x 222 1 0,208 « 0,99759 x 200>
n

h=1 h
254,22

+ 0,417% x 0,99760 «x

Error de muestreo: e, = t, 5 55 Var(X.) = 2,069 x |/ 9,9884 = 6,5389 afios

Error de muestreo en porcentaje: % e W=

=9,9884

L N2h )
Z Sh
o . , h=1 W
b) Eltamafio de la muestra viene dado por la formula: n = ——
N™. e, L )
2 + Z Nh Sh
za/Z h=1

con un error de muestreo e , = 4 afios, siendo z,,, = 2 g5 = 1,96

2 2 2
2h 3.750 L 269 + 2.080 . 160,5 + 4.170

x 254,22 = 24.026.874.000
0,375 0,208 0,417

2
h
Wy

1
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N.ef 3 10.000x 42
L+ >N, sh = % + 3.750 x 269 + 2.080 x 160,5 + 4.170 x 254,22 =
2,2 h=1 1,96
= 562.607.162
. 24.026.874.00
Finalmente, n = = 43 personas
562.607.162

En consecuencia, para cometer un error de muestreo no superior a 4 afios (inferior al obtenido con los
datos facilitados) habria que aumentar el tamafio de la muestra en (43 — 24 = 19 personas).

Para repartir las 43 personas entre los tres estratos se utiliza el criterio de afijacién proporcional
Ny
W, = — — nh,= n.w,, resultando:
n
n,=n.w, = 43x0,375
n,=n.w,= 43x0,208
n;=n.w; = 43x0,417

I

16 personas

I

9 personas

It

18 personas
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

Oposiciones INE t’;, En una poblaciéon de N =24 unidades dividida en dos estratos del mismo tamafio se
Estadisticos m‘ obtiene una muestra estratificada que proporciona los siguientes valores:

Faultativas
H=- Estrato 1: (3; 2; 4) Estrato 2: (6; 4; 5)
Se pide:

a) Error de muestreo G5, siendo X = th - X,
k
b) Error de muestreo G4, que se hubiera obtenido sin estratificar la poblacién con un esquema sin

reposicion y probabilidades iguales, utilizando los resultados obtenidos con la muestra estratificada.
¢Cudl es la ganancia de precision expresada en porcentaje?

c) Suponiendo ahora que, en un momento aleatorio simple, los datos muestrales del estrato 1
corresponden a la variable auxiliar que se supone relacionada con la anterior, estimar el valor aproximado
de la componente sistematica del error debido al muestreo al utilizar un estimador de la razén.

Solucién:

a) ElIntervalo de confianza para la media global poblacional:

i 1 &L 3 L s2
|(M)=[H5Ti e“}z =N, Kyt 2o D WAL (1-f). | L=2 estratos
N =1 h=1 Ny
n 1 3
Siendo: wh=—h—>w1=w2=— , f=f,=— , n;=n,=3
n 12
1 1 <
Cuasivarianza del estrato h-ésimo: s? = Z(xih— X,) = Z(xizh - n,.x;)
nh_l i=1 nh_l i=1
1 < 1 < 1
Estrato 1: (3;2;4) — s} = X3 - N %)= —— X3 - n.%)==(29-27)=1
3:2:4) > si= 27 20 - MR = T ) - me X = 5(29-27)
1< 1 < 1
Estrato 2: (6;4;5) — s; = X5 - N %)= —— X5 - Nn.%)==(77-75) =1
(6:4:5) > 5= T 20G - ) = 5T D OG- ) = 5 (77-75)
2 52
Var(x_) = Z wii(1-f). > = 1.(1—1j.1+1.(1—1)1:0,125
ST - n, 4 12 3 4 12 3

El error de muestreo: 63 = /0,125 = 0,35

b) J.N.K. Rao relaciona la varianza en muestras aleatorias simples con resultados obtenidos en muestras
estratificadas: :

L Nh

- N-n)] 1 |1 Ny, _ _
V(%) = (N_J.;- 52 2K R+ V()

h=1"h i—1
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2 2
_ 1 Z _ z _ 1

h=1 h=1
2
>
h=1nh i=

N 24 - 6) 1 1
V(x) =[ j.—[—. 424 — 4? +o,125} =%=o,23

Np
X%, = %[3% 2+ 47+ 6+ 47+ 5| = 424
1

6 24

En consecuencia, con la estratificacidn la ganancia en precision es del 23%.

c) El sesgo del estimador de razén, en un muestreo aleatorio simple, utilizando los valores muestrales de
la variable X como caracteristica de estudio y la variable auxiliar Y, viene dado por la expresion::

2 —2 g
R R Yi —n.y X.Yi—n.X.y . X
B=(1-f).R izz ' - _1_2' ' siendo R:é
vy n.(n-1) X.y n.(n-1) Y
X; Yi Xi-Yi Vi2 X=3 y=5
3 6 18 36 n 3 . X 3
f=—=—=0,125 R=—=—-=0,6
4 5 20 25
3 3
D X.yi=46 D =77
i=1 i=1
. 77 — 3.2 46 — 3.3.
B=(1-0,125).0,6 i 3.25 1 . 6-3.3.5 -7 0,00117
25 3.2 3.5 3.2 6.000

sesgo practicamente nulo.

Instrumentos Estadisticos Avanzados 377



U ﬁ M {Iniversidad Autdnoema zlrécucas £
: o umnos =0
de Madrid ! ’

POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

Oposiciones INE t’;, En una determinada localidad de 500 viviendas se desea hacer un estudio sobre el
Estadisticos m‘ habito de fumar entre las personas mayores de 16 afios. Para ello se estratifica la
Facultat vos

E - poblacién en dos estratos, en el estrato | (estrato viviendas de clase alta) se encuentran
: clasificadas 200 viviendas, mientras que en el estrato |l (estrato de

viviendas de clase baja) existen 300 viviendas. En cada uno de los estratos se selecciona una muestra
aleatoria de 5 viviendas.

La tabla arroja los siguientes resultados:

Estrato 1

Viviendas en la muestra 1

Ndmero de personas mayores de 16 afios 4

Numero de fumadores menores de 16 afios 1 1 0 1

Estrato 2

Viviendas en la muestra 1 2 3 4

Ndmero de personas mayores de 16 afios

Numero de fumadores menores de 16 afios 3 3 1 2

Se pide:

a) Estimar la proporcidn total de fumadores, entre las personas mayores de 16 afos, en la localidad.
b) Calcular el error de muestreo de la estimacién anterior.

Solucion:

a) Se trata de un muestreo estratificado, donde la unidad primaria de muestreo es la vivienda o

conglomerado de personas. Al no realizarse submuestreo de personas, en cada estrato se aplica un
muestreo aleatorio simple de conglomerados sin submuestreo.

Para cada vivienda de la muestra se obtiene un apareja de datos:

Xih

Yin

numero de fumadores > 16 afos, en la vivienda i-ésima del estrato h

nimero de personas > 16 afos, en la vivienda i-ésima del estrato h

Un estimador consistente de razén Res: R = , siendo X e Y estimadores insesgados de X e,

<] X

respectivamente, que se obtienen mediante un muestreo estratificado.

L
D Ny,

L L 2
~ _ A _ ~ X h=1
X=EN.x Y=EN.y R=x= ———
h=1h h h=1h h F? L -
ENh.yh
h=1
1< 4 1% 11
Y:—Ex.:—=0,8 Yz—zx.:—=2,2
1 5i:1|1 5 2 5i:1|2 5
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_ 1 12 _ 1 22
= — g = — = 2'4 = — iy = — = 4,4

Y1 5 i§:1Y|1 5 Y2 5 21\’.2 5

* %h
. = 200.0,8 + 300.2,2
R= P! - = 0,455
200.2,4 + 300.4,4

D Ny Vi

Los fumadores en la poblacién son el 46%

46%

Q

(e}
<N
I
N
=
(e}

xv]

N 1r. n
b) La varianza se estima mediante: V(R) = ?—2[0)3( + R2.

Estrato 1: Personas menores de 16 afios

N

Xi1 Xiq Xiz x%
1 1 3 9
1 1 3 9
0 0 1 1
1 1 2 4
1 1 2 4

dxa=4  YxA=4  Dxp=11 Yxi=27
% =0,8 % =22
1 1

ny Nh
Cuasivarianza del estrato h-ésimo: s? = Z( X~ Xp)? = Z( Xz — . Xp)
ny— 1 i=1 Ny~ 1 i=1

Nh
1 _ 1
s2 = : > (%% = n,.%3) —1[4—5.0,82:|=0,2

x

Nh
1 1
2 2 <2 2
s; = X, — Ny. = —— |27 - 5.2,2°| = 0,7
: n2_1;< R ]

N, =200 N,=300 n;=n,=5

L
& = D N,(N,—n,)sp = 200.(200 - 5).0,2 + 300.(300 - 5).0,7 = 69.750
h=1
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Estrato 1: Personas mayores de 16 afnos

Yi1 yizl Yi2 Vizz
4 16 5 25
3 9 6 36
2 4 4 16
1 1 4 16
2 4 3 9
zyu =12 Zyizl =34 ZYiz = 22 Zyizz = 102
71 = 214 72 = 4r4

Nh

1 _ 1

s2 = DUVh - ¥l = - [38 -5.24 =13
n,—1 & 5-1

Nh
2 1 2 =2 1 2
s, = 5= Ny =——1102 -5.4,4° | =1,3
2 n,- 1 ;(Vuz h-¥2) 5_1 [ }

L
& = D N,(N,—n,)sp = 200.(200 — 5).1,3 + 300.(300 — 5).1,3 = 165.750

L

. a2 2

Covarianza Personas 65 , = E N, (N, = ny) spp
h=1

Estrato 1: Personas

Xi1 Vit Xi1 - Yin
inlz 4 ZYH_: 12 zxil'yilz 10
Y]_: 0,8 Vlz 2’4
1 L _ _ 1 Nh o
St = Z(Xih_xh)-(yih_yh) = inh.yih— Ny Xp - Yp
n - 1 . n — 1 —
h i=1 h i=1
2 _ 1 4 . : 1 _
S1 = D Xi1-¥ii-n.%.¥; | = —— (10 - 5.0,8.2,4) = 0,1
n,—1 | & 5-1
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Estrato 2: Personas

Xi2 Yi2 Xi2 - Yi2
3 5 15
3 6 18
1 4 4
2 4 8
2 3 6
Dxp=11 Dy, =22 D X,.y, =51
X, =2,2 Y, =4,4

2
¥ = > N,.V, = 200.2,4 + 300.4,4 = 1.800
h=1

Nh

_ 1
D X Vis— Ny %,. Y, | = 7 (51 - 5.2,2.4,4) = 0,65
i=1

2 1
S0 =

n,—1

L
52, = ZNh(Nh— n,) s? = 200.(200 — 5).0,1 + 300.(300 — 5).0,65 = 61.425
h=1

Varianza estimada:

~ oA 1 2 Ay A2 ~
V(R) zq_z[o-)“( + RLGY - 2.R.6; 4] =
1
= —[69.750 + 0,4557x 165.750 — 2x0,455x61.425 ] = 0,0149
1.800

Error de muestreo de R: 6ﬁ = ,/0,0149 = 0,122
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO POR CONGLOMERADOS

La Comunidad de Madrid desarrolla un estudio sobre el consumo de drogas entre jévenes de
oY N\ Ensefianza Secundaria. Entre los 89 Centros que tiene la DAT Capital, se selecciona una
® @ muestra aleatoria simple de seis Centros, realizando una encuesta anénima a todos los
estudiantes de cada Centro.

Los datos recogidos de la encuesta fueron:

Centro | Numero Gasto medio semanal en Ndmero de alumnos que han
de alumnos |tabaco y alcohol (euros) probado otras drogas
A 1.272 16,80 182
B 974 12,60 132
C 889 15,40 119
D 1.207 18,32 193
E 1.328 11,80 114
F 824 14,42 130

a) Construir un intervalo de confianza para el gasto mensual medio en tabaco y alcohol entre los
estudiantes de la ESO, con una confianza del 95%.

b) Construir un intervalo de confianza para alumnos de la ESO que han consumido otras drogas, con una
fiabilidad del 95%.

Solucién:

a) Para obtener informacion sobre la variable X = "Gasto mensual en tabaco y alcohol de un alumno
de la ESO" se ha realizado un muestreo por conglomerados, eligiendo mediante un muestreo aleatorio
simple seis Centros (m = 6)entrelos (M = 89) Centros que tiene DAT Capital.

El intervalo de confianza del gasto medio semanal en tabaco y alcohol viene dado por la expresion:

_ 1 3 _ m M-m
|(u):|:xcie”]: ;ZNi'Xiita/Z,(m—l)'\/_z'( M j.s%}

i=1 n

Para facilitar los calculos se construye la tabla:

N X; N;.X; X; — Xc N3 . (X, — X )°
1.272 16,80 21.369,6 1,86 5.597.577,45
974 12,60 12.272,4 -2,34 5.194.570,31
889 15,40 13.690,6 0,46 167.231,92
1.207 18,32 22.112,24 3,38 16.643.625,72
1.328 11,80 15.670,4 -3,14 17.388.232,81
824 14,42 11.882,08 -0,52 183.595,11
6.494 96.997,32 45.174.833,31
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6
n= ZNi =1.272 + 974+ 889 + 1.207 + 1.328 + 824 = 6.494 alumnos
i=1

n — 1 6 _ 96.997,32
Estimador puntual: =X.= —— » N..X; = ————— = 14,94 euros
P He™ %= 6494 i; P 6.494

Cuasivarianza entre conglomerados:

1 3 _ 45.174.833,31
se= = Y NL(%X-X)= = 9.034.966,66 euros’

5 &, 5

. . — _ 6 89 -6 by
Estimador de la varianza: Var(Xx.) = > X x (9.034.966,66 ) = 1,198 euros
6.494 89

Error de muestreo:

e, = togs/2, (6.1 \ Var(Xc) = 2,571x,/1,198 = 2,81 euros g5/, 5 =2,571

¢ ¢ |ntervalo de confianza del gasto medio semanal poblacional:

(p) = [Xc + e, ] = [14,94 + 2,81] = [12,13, 17,75]

b) Para construir un intervalo de confianza para el total de estudiantes de la ESO que han consumido
otras drogas, con una confianza del 95%, sea la variable

" " 1 consume otras drogas
Y = "Alumnos de la ESO que consumen otras drogas Y=

0 no consume otras drogas

¢ ¢ |ntervalo de confianza para el total de alumnos que consumen otras drogas:

- _ > (M—m s2
I(T)|:Xt+e‘|::|[M'WC+tG/2,(m1)'\/M°[ M .E’E

N; Nj
Y = M.w W, :Zyii Total del conglomerado i-ésimo
i=1 j=1 j=1

m
[7,]
ot
3
Q
[o N
o)
=
he]
c
35
-+
[
QL
x
1l
32
NgE

1 < 1 |~ 1%
- C 2 —\2 _ 2
Cuasivarianza muestral: s; = —— Z(wi -W;) = — E wi — - E W,

Error de estimacion: e, = t,,; (m_1) -y Var(x,)
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Para facilitar los calculos se elabora la tabla:

2
Wi Wi

182 | 33124 | & _ 879 _ 145 Sjyumnos

132 17.424

6
119 | 14.161 6 ’ 2
. , 1 , 1 1 870
Z==SYw- 2| Yw. | |=2«|131.845 - ~1.140,8
5 {Z 6 2w, 5 X{ 6 1

193 37.249 '

12 1 M.W = 89 x145 = 12.905 al
130 | 16900 | X:=M.W=289x145 = 12.905 alumnos
870 | 131.854

= 1.404.514,93

— . 89 -6 1.140,8
Estimador de la varianza total: Var(x,) = 897 ( 29 j X .

Error de estimacion: e, = 2,571 x ,/ 1.404.514,93 = 3.047  (tg 5 5 = 2,571)

Intervalo de confianza para el total de alumnos: I(t) = [ 12.905 + 3.047 | = [9.858 , 15.952]
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO POR CONGLOMERADOS

En un estudio sobre la desigualdad social del distrito de Tetuan (seis barrios, con
38.000 viviendas estructuradas en 190 manzanas) se analiza el consumo de
electricidad. Se seleccionan aleatoriamente 10 manzanas de viviendas, recogiendo
informacion sobre el consumo de electricidad, resultando:

Manzanas de Numero de Consumo Proporcién de
viviendas viviendas electricidad (kw/h) mujeres/vivienda

168 1798 0,53
2 174 1478 0,79
3 177 1693 0,39
4 179 1254 0,44
5 163 2100 0,65
6 178 1535 0,28
7 157 1817 0,86
8 163 2067 0,54
9 174 1364 0,76
10 181 1348 0,32

a) éCudl es el Intervalo de confianza (95%) del consumo medio de electricidad por manzanas de
viviendas?. {Qué tamaiio debe tener la muestra para que el error no sea mayor del 5% del consumo
medio en electricidad?.

b) Encontrar el Intervalo de confianza (90%) del consumo total de electricidad. ¢Cudl es la muestra de
conglomerados para que el error de muestreo sea del 5%?.

¢) Calcular el Intervalo de confianza (95%) de la proporcién estimada de mujeres por vivienda en la
poblacidn. ¢Qué tamaiio tiene que tener la muestra para que el error de muestreo no supere al 10%
en la proporcién de la poblacién?.

Solucién:

a) Sea la variable X = "consumo de electricidad por manzanas de viviendas"

Para obtener informacidn sobre esta variable se ha realizado un muestreo por conglomerados
(manzanas de viviendas) eligiendo, mediante un muestreo aleatorio simple, diez manzanas de viviendas
(m = 10) entrelas 190 (M = 190) con que cuenta el distrito de Tetuan.

La poblacion objetivo son las 38.000 viviendas.

Para estimar el consumo medio de electricidad por manzanas de viviendas en la poblacion de Tetuan se
utiliza el intervalo de confianza:

— 1 & M M-m
|(p,)=|:xcieu:|= ;ZNi'Xii tu/Z,(m—l)'\/ .(—).SZC]

i=1 N? m

190 10 _ N
Siendo: N= ) N;=38000 n=>N;, M=19 m=10 N=—
i=1 i=1 M 190

Instrumentos Estadisticos Avanzados 385



»
U AM {Iniversidad Autdnoma
de Madrid

Para facilitar los cdlculos se construye la tabla:

N, X; N;.x (%= % )* [ Ni.(x— %)
168 1798 302.064 26.569 749.883.456
174 1478 257.172 24.649 746.273.124
177 1693 299.661 3.364 105.390.756
179 1254 224.466 145.161 4.651.103.601
163 2100 342.300 216.225 5.744.882.025
178 1535 273.230 10.000 316.840.000
157 1817 285.269 33.124 816.473.476
163 2067 336.921 186.624 4.958.413.056
174 1364 237.336 73.441 2.223.499.716
181 1348 243.988 82.369 2.698.490.809
1.714 2.802.407 23.011.250.019
Estimador puntual: fi. = X. = 1 i N;.X; :lesss kw/h
1.714 /5 1.714
Tamafio promedio del conglomerado en la poblacién: N = %: 3?9030 =200

=
o

= 2.556.805.558

Cuasivarianza conglomerados: s =

N (x,— & J? = 23:011.250.019
— :

(GRR

Estimador de la varianza:

_ M (M-m) 190 190 — 10
Var(X)=—.( j.s = (
Y ¢~ 380002 | 10

Error de muestreo: e, = t; g5 o-+ Var(Xxc) = 2,262 x,/6.055,592 =176,024 kw/h

e 176,024
Error de muestreo en términos relativos: % e, = —+£ 100 = 1E'ST x100 = 10,76%

Xc

] x (2.556.805.558) = 6.055,592
m

Intervalo de confianza para el consumo medio de electricidad:

I(p) = [% * e] = [1.635 £ 176,024 ] =[1.458,976 , 1.811,024 |

Si el error de muestreo no debe superar el 5% del consumo medio en electricidad, se tiene:

e, = Xc x 0,05 = 1.635 x 0,05 = 81,75

u

2 2 2

et \/ M (M—m) P 2,3 (m_1 - M2 s2
p - ta/2,(m-1)" 2 e ® T e 2 2 2
N m e, N+ t,,5 (m_yy- M. sc

. 2,262° x 190%x 2.556.805.558
En consecuencia, m = = 39 conglomerados

81,75 x 38.000% + 2,262 190 x 2.556.805.558
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b) Intervalo de confianza para el consumo total de electricidad de la poblacién:

- - M-m 2
I(7) = [xt + er] = {N.xc * ty2, (mo1) \/M(Tjst}

Estimador del consumo total: X, = N.X. = 38.000x1.635 = 62.130.000 Kw/h

Estimador de la varianza del consumo total:

Var(x.) = Var(N.%.) = N*. Var(X.) =38.000% x 6.055,592 = 8.744.270.000.000

Error de muestreo: e, = t; gp5 o -4/ Var(x.) = 2,262 x \/8.744.270.000.000 =6.688.895 kw/h

e .688.
Error de muestreo en términos relativos: % e = —~x100 = 0.688.895

= x100 = 10,76%
X¢ 62.130.000

Intervalo de confianza para el consumo total de electricidad:

I(t) = [&c + er] = [62.130.000 + 6.688.895] =[55.441.105 , 68.818.895]

El nimero de conglomerados (m) que se requieren para un error muestral del 5% del consumo total, es
decir, un error e; = X. x 0,05 = 62.130.000 x 0,05 = 3.106.500 , se obtiene despejando:

2 2 2
. M_m 2 talz’(mil) . M . S’l:
e = ty/2,(m-1) \/M(Tj . S3 - m=— > to05,0 = 2,262

2
e + ty/2, (m-1y- M.st

T

o 2,262% x 190%x 2.556.805.558
3.106.500% + 2,262%x 190 x 2.556.805.558

= 40 conglomerados

c) Intervalo de confianza (95%) de la proporcion estimada de mujeres por vivienda en la poblacién.

I(p) = [6,, + epJ :{%.iNi.pi + ZG/Z,\/ % (M;mj,ﬁ]
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Para facilitar los cdlculos se construye la tabla:

N; Pi N; . p; (pi—B,)° | Ni.(p— B, )
168 0,53 89,04 0,0004 11,2896
174 0,79 137,46 0,0576 1.743,8976
177 0,39 69,03 0,0256 802,0224
179 0,44 78,76 0,0121 387,6961
163 0,65 105,95 0,0100 265,69
178 0,28 49,84 0,0729 2.309,7636
157 0,86 135,02 0,0961 2.368,7689
163 0,54 88,02 0,0001 2,6569
174 0,76 132,24 0,0441 1.335,1716
181 0,32 57,92 0,0529 1.733,0569

1714 943,28 10.960,0136

10
N =38.000 n= Z N,=1.714 M =190 m= 10
i=1

_ 13 1
Estimador puntual: p, = p, = ﬁ z 2 x 943,28 = 0,55 mujeres/vivienda
13 _ 10. 1
Cuasivarianza entre conglomerados: s; = — > Nj.(p;— pc)’ = w =1.217,78

N 1 M- M M —
Varianza de la proporcién: Var(pc) = — ( mj . s% = —. [ mj . sf,
m.N N m
Varianza de la proporcion:

.. M (M-m) , 190 190 — 10
Var(p,) = & [MZM) 2 1.217,78) = 0,002884
(Po) =2 ( m ) P~ 38.000% ( 10 j < )

Error de muestreo de la proporcién: e, = za/Z.JVar(f)p) = 1,96 x,/0,002884 = 0,1053

Intervalo de confianza para la proporcién poblacional de mujeres:

(p) = [P, = | =[055+ 0,1053] = [ 0,4447 , 0,6553 ]

Para que el error de muestreo no supere el 10% en la proporcion de mujeres, e, = 0,01

Tamaiio de la muestra:

25,5 M. s] 1,962« 1902 1.217,78

m = = = 164 conglomerados

es . N+ 25,,. M.s.  0,01* x 38.000° + 1,96°x 190 x 1.217,78
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO POR CONGLOMERADOS

Oposiclones INE !, De una poblacién formada por N conglomerados se selecciona una muestra de tamafio

Estadisticas ‘m n con el procedimiento siguiente: la 12 extraccion se realiza con probabilidades
Facultativos

N
a ==| desiguales P, , siendo ZPi =1, los (n—1) conglomerados
i

restantes de la muestra se eligen con probabilidades iguales. Todas las extracciones se hacen sin reposicion.
Se pide:

a) La probabilidad w; de que el conglomerado u; aparezca en la muestra.
N
b) Comprobar que Zni =n
i
c¢) Calcular una estimacion insesgada del total poblacional X, siendo
N=50,n=4, X, el total del conglomerado i-ésimo, y conociendo

P 0,026 0,017 0,022 0,013
100 80 120 60

los siguientes datos de los conglomerados de la muestra:

Solucién:

a) La probabilidad m; de que la unidad u; pertenezca a la muestra: Es la suma de la probabilidad de que

aparezca en la 12 extraccion mas la probabilidad de que no aparezca en la primera extraccion por
la que aparezca en una de las (n—1) extracciones restantes de las (N—1) unidades que quedan en la

poblacidn.

_1 _1 _1 1 (N-
m=P +(1-p). == 022 fpDE0 ) p o D22 e
N-1 N-1 N—1

4 4

A X. 100

c) X = E = = E : = +
i ~i | n-1 [N—n] 3 (46)
i=1 1 i=1 -+ - —_— — | . 0,025
N-1 N—1 ! 49 49
12
. 80 . 0 N 60 = 4.487
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO CONGLOMERADO COMPLEJO

.‘ Un auditor tiene que verificar si la facturacién media anual por cliente es de 985 euros.

Para ello, en una primera fase divide a la clientela en dos estratos (interior o o exterior), y dentro de cada
estrato toma una muestra aleatoria de conglomerados (60 euros en el interior y 40 euros en el exterior).
Posteriormente, en una segunda fase, dentro de cada conglomerado elige una muestra aleatoria de las
facturas (10 euros en el interior y 8 euros en el exterior).

Los datos recogidos figuran en la tabla adjunta:

Estrato 1: Comercio Interior en Espaia Estrato 2: Comercio Exterior fuera de Espafia

Uyi Ny; Ny; qu Sii Uy | Ny Ny; ZXZI Sgi
1 204 22 124972 | 355229 1 51 7 2382 22822
2 141 15 |18956 | 333384 2 71 9 3068 20275
3 126 13 |16879 | 315661 3 116 15 4593 7435
4 173 18 23267 | 340769 4 53 8 1890 19381
5 126 14 17222 | 358772 5 109 14 4015 15429
6 157 17 119204 | 339507 6 116 15 4364 17078
7 165 18 19026 | 281421 7 103 13 3392 5748
8 139 15 |21135 | 305978 8 71 9 1796 10131
9 141 15 |16093 | 410228 690 90 | 25500

10 118 13 15581 | 371733

1490 | 160 192335
Solucién:

MUESTRAS COMPLICADAS: Se selecciona una muestra a partir de un disefio muestral que combina
diferentes procedimientos muestrales. Por ejemplo, en encuestas donde el muestreo se realiza en varias
etapas.

Los investigaciones realizan el muestreo en varias etapas, en la primera se estratifica a la poblacién, en la
segunda etapa se seleccionan aleatoriamente conglomerados, y en una tercera etapa se eligen
aleatoriamente a los individuos dentro de los conglomerados.

La media poblacional anual de las facturas se obtiene a partir de las estimaciones obtenidas para cada
estrato, con su respectiva ponderacion.

Primero se analizan el estimador de la media y la varianza del estimador de la media dentro de cada
estrato.
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Para facilitar los calculos se construye la tabla:

Ui | No [no | 2x | %= LX Ny« Xy si (Nli.ili - N—lil Jz N2, {1_ E].ss"“
M my Ny | g

1 | 204 | 22 | 24.972 11351 231.558,55 |355.229 | 2.738.554.479,14 1.079.096.630

2 | 141 | 15 | 18.956 1.263,7 178.186,40 |333.384 1.083.567,72 710.748.964,8

3 | 126 | 13 | 16.879 1.298,4 163.596,46 |315.661 244.324.536,27 622.298.075,5

4 | 173 | 18 | 23.267 1.292,6 223.621,72 |340.769 | 1.970.860.676,46 913.773.265,3

5] 126 | 14 | 17.222 1.230,1 154.998,00 |358.772 587.061.187,78 650.955.312

6 | 157 | 17 | 19.204 1.129,6 177.354,59 |339.507 3.507.220,11 790.131.868,2

7 | 165 | 18 | 19.026 1.057,0 174.405,00 |281.421 23.255.017,00 682.586.905

8 | 139 | 15 | 21.135 1.409,0 195.851,00 |305.978 276.345.885,90 632.859.957,3

9 141 | 15 | 16.093 1.072,9 151.274,20 |410.228 781.378.348,44 874.572.804

10 | 118 | 13 | 15.581 1.198,5 141.427,54 |371.733 | 1.428.825.419,04 637.721.877,7
1490 |160 |192.335 1.792.273,46 8.055.196.337,87 7.594.745.660

S — N, 1490
M, =60 m;=10 N1=;N1i=1490 Nl:m_1=T=149
Valor medio de las facturas de los conglomerados: x; = Ni . io:Nli Xy = 1792.273,46 _ 1.202,87

Cuasivarianza "entre" los conglomerados:

1
2 _
S1b =

10-

(Nli.
=1

1

Xpi—

1490

1 i=1

8.055.196.337,87

2
—x1.202 87) =

9

Cuasivarianza "dentro" para el conjunto de conglomerados:

s1W ZN

1——.

1i

n,

2
Wii

= 7.594.745.660

1.490

= 895.021.815,32

Varianza del estimador de la media poblacional (varianzas "entre" y "dentro" de los conglomerados):

M
Var(x,) = ——=
! m.N

2.[(M—m).sﬁ + sﬁv}z
1
10

60 x 1,4902
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= Estrato 2: Comercio extrior fuera de Espaiia

Para facilitar los calculos se construye la tabla:

Practicas

Alumnos 4;.\1' :

2
Uy [ Na | 0o | 2% [ %= nXZi Nyi- % Sai (NZi R N—ZYZJ N3, {1 - EJ . Sim
2 m, Ny | Ny
1 51 2382 340,29 17.354,57 22822 50.433.063,44 204.977.538,86
2 71 9 3068 340,89 24.203,11 20275 64.051,67 293.511.664,89
3 116 | 15 | 4593 306,20 35.519,20 7435 122.390.070,14 443.793.488,27
4 53 8 1890 236,25 12.521,25 19381 142.442.922,39 182.865.403,13
5 109 | 14 | 4015 286,79 31.259,64 15429 46.286.896,91 477.653.221,07
6 116 | 15 | 4364 290,93 33.748,27 17078 86.342.587,89 477.319.212,80
7 103 | 13 3392 260,92 26.875,08 5748 5.850.987,68 361.214.820,00
8 71 9 1796 199,56 14.168,44 10131 105.837.820,32 269.382.835,56
690 | 90 | 25500 195.649,56 559.648.400,44 2.710.718.184,56
: — N, 690
M,=40 m,=8 N,=> N, =690 N,=—2=——=86,25
i=1 m, 8 .
Valor medio de las facturas de los conglomerados: X, = Niz g 1N2i.Y2i = % = 283,55

Cuasivarianza "entre" los conglomerados:

2
S (NZi.iﬁ— 6%0 x 283,55)

1

2

S = —
g1 4

_ 559.648.400, 44

7

Cuasivarianza "dentro" para el conjunto de conglomerados:

8
2 _ 2
SZW_ZNZI'
i=1

Ny;

1-—|.

2i

n,

2
S
W2j

= 2.710.718.184,56

= 79.949.771,49

Varianza del estimador de la media poblacional (varianzas "entre" y "dentro" de los conglomerados):

_ M 2 )
Var(x,) = ——.|(M=m).s, + s, | =
2 m.N2 [ b W]

40 x 6902

x[(40 — 8) x 79.949.771,49 + 2.710.718.184,56 | = 2.213,45

= Media poblacional anual de las facturas a partir de las estimaciones obtenidas para cada estrato, con su
respectiva ponderacion.

N, =1490 X, =1.202,87 Var(X,)
X, = 283,55

N, = 690

Var(Xx,)

= 3.929,69
= 2.213,45

N= N;+ N, =1.490 + 690 = 2.180
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Estimacion de la media poblacional anual de las facturas:

2
- _ 1490 690
X= ) —.% = x 1.202,87 + x 283,55 = 911,89
N 2180 2180

Estimacion de la varianza del valor medio poblacional anual de las facturas:

2 (N, ) 1490\ 690 \
Var(X) = 2[—"} .Var (%) = (—j x 3.929,69 + (—) x2.213,45 = 2.057,51
& N 2180 2180

Error de muestreo, con un nivel del 95% : e, = Z4/,- \ Var(x) = 1,96x,/ 2.057,51 = 88,90

Error relativo de muestreo: % e, = —+ 100 = .100 = 9,75%

Intervalo de confianza para la media poblacional anual de las facturas:
(n) =X +e,]=[911,89 + 88,90]=822,99 , 1000,79]

El auditor verifica que la facturacion media anual por cliente es de 985 euros, al ser una cantidad
comprendida dentro del intervalo de confianza para la media poblacional de las facturas.
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREOQ BIETAPICO POR CONGLOMERADOS

En el distrito de Tetuan (seis barrios, con 37.464 familias estructuradas en 190 manzanas
de viviendas) se ha seleccionado una muestra piloto de seis manzanas de viviendas y

En la tabla adjunta se muestran los datos recogidos:

Manzanasde | N, n, Renta familiar (miles de euros)
viviendas
20 4 924 5.120 2.696 3.912
2 10 3 3.527 4,519 5.976
3 20 5 1.446 2.550 2.944 2.270 4.890
4 20 4 1.884 3.108 2.730 2.430
5 10 4 3.012 4.710 3.750 3.784
6 15 5 1.350 2.045 4.068 2.412 3.220

Se pide:
a) Intervalo de confianza para la media poblacional y error relativo de muestreo.

b) éCuantos conglomerados hay que analizar con un presupuesto de 6.920 euros, sabiendo que el coste
de seleccionar las manzanas de viviendas es de 3 euros por conglomerado, mientras que el coste de
muestrear a las familias dentro de cada conglomerado es de 10 euros?

c¢) Intervalo de confianza para el total de la poblacién.

Solucién:

a) La poblacidn objetivo es las 37.464 familias del distrito de Tetuan, con un método de seleccidn
muestral en dos etapas. En la primera etapa se seleccionan las manzanas de viviendas, y en la segunda
etapa se seleccionan las familias.

Intervalo de confianza para la media poblacional:

m
ZNi.z

M M
|(u)= W'l—izfl/z'\/ [(M—m).s§+sﬁ,:|

m m.N?

En un primer paso, se calcula la media muestral de cada conglomerado, el promedio poblacional
estimado y la cuasivarianza dentro de cada conglomerado.

M=190 m=6 N=37464 N=

N 37.464 ) 1 9
— = = 197,179 S, = Xi: — X
M 190 Yin—1 Z( i~ %)
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Para facilitar los calculos se recurre a la tabla:

C N | n Renta familiar (miles de euros) X N; - X %(x” X, )? Si,i
j=1
1 (20| 4 | 924 |5.120 |2.696 |3.912 3.163 | 63.260 | 9.622.060 3.207.353,33
2 |10 | 3 |3.527 |4.519 |5.976 4.674 | 46.740 | 3.034.838 1.517.419
3 |20 | 5 |[1.446 |2.550 [2.944 |2.270 |4.890 |2.820 | 56.400 | 6.563.552 1.640.888
4 120 | 4 |1.884 |3.108 |2.730 |2.430 2.538 | 50.760 801.144 267.048
5 |10 | 4 |3.012 [4.710 |3.750 |3.784 3.814 | 38.140 | 1.451.016 483.672
6 |15 | 5 |[1.350 [2.045 [4.068 |2.412 |3.220 (2.619 | 39.285 | 4.443.488 1.110.872
294.585

1 N
Media dentro de cada conglomerado: X; = E jzlxij

6

DN X
Promedio poblacional estimado: X = M = = 190 . 294.585 = 249

N m 37.464 6

La varianza del estimador de la media poblacional es la suma de las varianzas entre y dentro de los
conglomerados, resultando:

= M 2 2
Var(Xx) = J(M=m).s, + s
m.N? [ b W:I
1 D N_Y
Cuasivarianza "entre" los conglomerados: sﬁ = — z (Ni.ii ——Yj
w

2
m S

. . . n; Wi

Cuasivarianza "dentro" para el conjunto de conglomerados: s2 = E Niz. [ - —'J. —

2
_ N _ _ 2
M=190 m=6 N=37.464 (Ni.xi - M.x) = (N, %, - 197,179 x 249)

En la tabla se presentan las operaciones necesarias para realizar los calculos:
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G N[ m| % N;. % Sw, (Ni.Yi —ﬂi)z
M

1 20| 4 3.163 63.260 | 3.207.353,33] 200.574.395,2 0,800 256.588.267
2 10 3 4.674 46.740 1.517.419 5.558.141,02 0,700 35.406.443,3
3 20| 5 2.820 56.400 1.640.888 53.325.469,3 0,750 98.453.280
4 20| 4 2.538 50.760 267.048 2.763.670,18 0,800 21.363.840
5 10| 4 3.814 38.140 483.672 120.068.362,2 0,600 7.255.080
6 15 5 2.619 39.285 1.110.872 96.286.549,63 0,667 33.326.160

294.585 478.576.587,5 452.393.070

Cuasivarianza "entre" los conglomerados:

6 _ N_Y 478.576.587,5
sp = 1 > (Ni. X,——X| = =95.715.317,51
5 & M 5

Cuasivarianza "dentro" para el conjunto de conglomerados:

2 o\ N2 n; sst
se, =2 Ni.|1- —|.— =452.393.070
i=1 N;) n

Varianza del estimador de la media poblacional (varianzas "entre" y "dentro" de los conglomerados):

Var(x) =~ [(M - m) . &} + 53] =
190
= e 3rae [(190 - 6) x 95.715.317,51 + 452.393.070 | = 407,557
X .

El error muestral, asumiendo normalidad, con un 95% de fiabilidad:
€, = 25,5 - A/ Var(x) = 1,96 x ,/407.557 = 39,569 miles de euros

- o e 39,569
Error de muestreo en términos relativos: % eu =

—+ 100 =
X 249

x 100 = 15,89 %

Intervalo de confianza para la media poblacional:

() = [X £ 2,/,. Var(X)] =[249 + 39,569] = [209,431 , 288,569]

=]

2
N . . . / N.s,.c
b) El valor de n que minimiza la varianza de la media muestral para un coste fijo es: = M—";l
Sy .C
+Sp - C2

N = 37.464 M =190 ¢, =3 c, =10 sﬁ = 95.715.317,51 s2 = 452.393.070

= 16,72 = 17 familias

37.464 x 452.393.070 x 3
190 x 95.715.317,51 x 10
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Con un presupuesto de 6.920 euros, los conglomerados que se pueden estimar son:

2
m = ¢ = 6920 = 40 conglomerados

c) Intervalo de confianza para el total poblacional:

(7) = [X + 2/, |Var(X)] = %.iNi.Y,
i=1

H+

24 /2 - \/mM.[(M—m).sﬁ + szw:|

| = 120 x 294.585 = 9.328.525

Estimador poblacional: x =

3_| 2
Mz
_.2

Il
&
Mm

[l
R
<)
1
n

Varianza del total poblacional:
n M
Var(x) = —. [(M -m). sﬁ + sfv]=
m

190

X |:( 190 — 6) x 95.715.317,51 + 452.393.070:| = 572.027.000.000

O bien, Var(xX) = Var(N.X ) = N%. Var(X) = 37.4642x407.557

Error de muestreo: e, = z,,,. / Var(X) = 1,96 x \/ 572.027.000.000 = 1.482.396,384 euros

1.482.396,384
Error relativo de muestreo: % e_ = ett. 100 = x 100 = 15,89 %
X 9.328.525

Intervalo de confianza para el total poblacional:

I(7) = [% + z,/,./Var(X)] = [9.328.525 + 1.482.396,384] =

= [7.846.128,616 , 10.810.921,384 |
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO BIETAPICO POR CONGLOMERADOS

En un distrito del Ayuntamiento de Madrid, formado por 90 manzanas de viviendas,
para estimar la proporcion de viviendas que no estan al corriente con el pago del IBI
(Impuesto sobre Bienes Inmuebles), se ha utilizado la siguiente seleccién muestral:

Manzanas de N, n; a,
viviendas
56 11 3
2 40 8 2
En una segunda etapa se eligieron muestras aleatorias 3 66 13 2
de viviendas dentro de cada manzana seleccionada.
4 42 8 3
En la tabla adjunta figuran los datos con que se ha 5 58 12 3
trabajado y el atributo a; = no han pagado el IBI 6 52 10 5
7 48 10 3
8 45 9 2
9 65 13 5
10 30 10 4

Se pide:
a) Intervalo de confianza (95%) para la proporcidn poblacional de viviendas que no han pagado el IBI.

b) Con un presupuesto de 3.000 euros, sabiendo que el coste por conglomerado es de cinco euros y 8
euros por vivienda, écuantos conglomerados y cuantas viviendas se pueden muestrear?

Solucién:

a) Eltamaiio medio poblacional se puede estimar a partir de los tamafos de los conglomerados que
forman la muestra.

Intervalo de confianza para la proporcién poblacional en un muestreo bietapico:

I(p)=[|3iz w/Var(p:| ZN Pt Z4/,- \/ mz.[(M—m).s§+s\2N]

M. N2
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Manzanas de N, n, a, A _ 3 N; . P,
viviendas Lo

1 56 11 3 0,2727 15,27
2 40 8 2 0,2500 10,00
. 3 66 13 4 0,3077 20,31

La tabla adjunta recoge los
4 42 8 3 0,3750 15,75

resultados para calcular el
estimador de la proporcién > >8 12 3 0,2500 14,50
poblacional_ 6 52 10 5 0,5000 26,00
7 48 10 3 0,3000 14,40
8 45 9 2 0,2222 10,00
9 65 13 5 0,3846 25,00
10 30 10 4 0,4000 12,00
502 163,23

10 1

- 1
Estimador de la proporcién poblacional: p = N ZNi . b

El 32,5 % de las viviendas no han pagado el IBI

1 i=1

5 X 163,23 = 0,325

Cuasivarianza de la proporcidn "entre" los conglomerados:

m

2 1

S, =

m-1 i=1

2
" n. 1
(”i-pf‘ ;"j )

n Ajz_ 291,9141

10
Z (Ni-ﬁi - ;p

i=1

Cuasivarianza de la proporcién "dentro" para el conjunto de conglomerados:

10 Ao
2 2 N | Pi-G
o= N (1— —].—

i=1 N n

= 416,2347
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G N; n; p; G N; . b, (Ni. p;, — n ﬁ)z [ L N2, [1— iju
m N; N; n;

1 56 11 |0,2727 | 0,7273 | 15,27 1,1032 0,8036 45,4395

2 40 8 10,2500 | 0,7500 | 10,00 39,9809 0,8000 30,0000

3 66 13 10,3077 10,6923 | 20,31 15,8774 0,8030 57,3182

4 42 8 10,3750 | 0,6250 | 15,75 0,3284 0,8095 41,8359

5 58 12 10,2500 | 0,7500 | 14,50 3,3235 0,7931 41,6875

6 52 10 10,5000 | 0,5000 | 26,00 93,6435 0,8077 54,6000

7 48 10 10,3000 | 0,7000 | 14,40 3,6981 0,7917 38,3040

8 45 9 10,2222 | 0,7778 | 10,00 39,9809 0,8000 31,1111

9 65 13 10,3846 | 0,6154 | 25,00 75,2896 0,8000 61,5385

10 30 10 10,4000 | 0,6000 | 12,00 18,6887 0,6667 14,4000
502 163,23 291,9141 416,2347

= 32,4349
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La varianza del estimador de la proporcion poblacional es la suma de las varianzas "entre" y "dentro" de
los conglomerados:

A _ m _ 2 2 _
Var(p) = M.Ni'[(M m).s, + sw] =
10
= ———.[(90 - 10) . 32,4349 + 416,2347 | = 0,00132
90. 502

Error de muestreo: e, = z,,, . \/ Var(p) = 1,96,/ 0,00132 = 0,071 (7,1%)

Para obtener un error de muestreo menor habria que aumentar el tamafio de la muestra, tanto de
conglomerados como de viviendas.

Intervalo de confianza para la proporcién de viviendas de la poblacién que no han pagado el IBI

(p)=[ B + e, ] =[0,325+0,071] = [ 0,254, 0,396]

b) Con un presupuesto C = 3.000 euros, con un coste de trabajo por conglomerado de ¢, =5 euros y
¢, = 8 euros por vivienda, se pueden muestrear:

2
_ n.s,.c 502 x 416,2347 x5 .
n= - 1= X *2 —20 viviendas
m.s,.c, 10x32,4349x8

C _ 3.000

Conglomerados que se pueden estimar: m= =18 conglomerados
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO SISTEMATICO

El Ayuntamiento de Cobos de Fuentidueiia quiere determinar el gasto medio y total de agua
de los habitantes del pueblo. Se ha confeccionado un listado de las facturas trimestrales de
los paisanos en euros, representando por 1 los habitantes que residen de continuo en el

% puebloy por 0 los que tienen su residencia como segunda vivienda.

FACTURA DEL AGUA DE COBOS DE FUENTIDUENA

ID | Gasto Control ID Gasto Control ID Gasto Control
1 67,34 1 29 35,87 1 57 90,14 1
2 24,85 0 30 86,28 1 58 12,34 0
3 32,94 1 31 4,29 0 59 6,96 0
4 23,67 0 32 16,82 0 60 8,42 0
5 68,15 1 33 42,24 0 61 36,54 1
6 63,45 1 34 56,28 1 62 28,27 0
7 74,87 1 35 88,18 1 63 53,87 1
8 56,62 1 36 7,12 0 64 54,14 1
9 42,43 1 37 58,06 1 65 86,94 1
10 8,37 0 38 60,34 1 66 5,14 0
11 | 89,04 1 39 38,48 0 67 16,78 0
12 12,58 0 40 74,27 1 68 41,45 1
13 95,71 1 41 8,72 0 69 57,04 1
14 | 24,15 0 42 92,14 1 70 62,91 0
15 30,42 1 43 96,56 1 71 62,56 1
16 6,89 0 44 64,83 1 72 61,28 1
17 14,78 0 45 47,32 0 73 33,14 0
18 74,62 1 46 98,38 1 74 74,19 1
19 | 85,18 1 47 8,16 0 75 21,08 0
20 | 56,62 1 48 17,92 0 76 86,75 1
21 52,14 1 49 38,85 1 77 24,64 0
22 | 15,64 0 50 76,98 1 78 25,36 0
23 | 24,78 0 51 87,35 1 79 38,98 1
24 | 84,32 1 52 41,32 0 80 12,61 0
25 | 37,45 0 53 84,38 1 81 39,94 0
26 66,83 1 54 42,25 1 82 11,62 0
27 5,72 0 55 6,74 0 83 74,86 1
28 | 37,68 1 56 35,78 0 84 72,76 1
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ID | Gasto Control ID Gasto Control ID Gasto Control
85 85,93 1 121 77,64 1 157 90,73 1
86 23,48 0 122 31,41 0 158 56,65 1
87 15,67 0 123 61,29 1 159 7,77 0
88 27,39 0 124 42,36 1 160 85,11 1
89 86,83 1 125 8,42 0 161 97,42 1
90 98,18 1 126 64,02 1 162 11,98 0
91 8,49 0 127 18,32 0 163 74,34 1
92 96,34 1 128 89,77 1 164 23,26 0
93 39,52 0 129 85,67 1 165 17,96 0
94 54,68 1 130 84,49 1 166 67,38 1
95 83,08 1 131 85,21 1 167 41,44 1
96 17,64 0 132 79,86 1 168 4,95 0
97 55,45 1 133 76,29 1 169 83,96 1
98 50,73 1 134 77,29 1 170 37,86 1
99 8,97 0 135 88,49 1 171 88,54 1
100 | 46,34 1 136 14,75 0 172 14,15 0
101 | 24,35 0 137 7,28 0 173 55,45 1
102 | 91,36 1 138 45,87 1 174 40,32 1
103 | 54,09 1 139 45,34 1 175 79,04 1
104 | 85,86 1 140 | 63,52 1 176 | 55,37 1
105 14,31 0 141 20,02 0 177 29,84 1
106 | 82,37 1 142 39,53 0 178 76,08 1
107 | 52,18 1 143 34,64 1 179 90,69 1
108 | 24,36 0 144 16,75 0 180 39,54 1
109 | 47,37 1 145 43,72 1 181 84,68 1
110 | 53,35 1 146 32,08 1 182 85,39 1
111 | 31,06 0 147 72,04 1 183 83,24 1
112 | 17,83 0 148 96,63 1 184 78,87 1
113 | 81,89 1 149 94,42 1 185 95,24 1
114 | 66,73 1 150 9,78 1 186 77,39 1
115 | 11,45 0 151 8,84 0 187 23,84 0
116 | 73,18 1 152 65,12 1 188 5,31 0
117 | 13,64 0 153 93,64 1 189 92,38 1
118 | 73,89 1 154 79,06 1 190 27,76 0
119 | 32,13 0 155 30,56 1 191 51,94 1
120 9,24 0 156 21,24 0 192 87,49 1
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ID | Gasto Control ID Gasto Control ID Gasto Control
193 82,68 1 196 13,74 0 199 97,66 1
194 39,72 1 197 15,76 0 200 8,48 0
195 64,81 1 198 43,52 1

Con una muestra sistematica de 20 viviendas, se pide:

a) Intervalo de confianza para el gasto medio poblacional.

b) Intervalo de confianza para el gasto total poblacional.

c) Intervalo de confianza para la proporcién poblacional de viviendas ocupadas.

Solucién:

a) Intervalo de confianza sistematico para el gasto medio poblacional, en muestras pequeiias (n < 30)

_ - (N-n)
I(u)=|:xieu:|= X £t 2, (n-1)- Sx- N

N 2
Patréon sistematico: k = — = ﬂ =10
n 20

Se elige un numero aleatorio (ID) del 1 hasta el 10. Sale el nimero 4. Obteniendo la muestra:

ID Gasto
4 23,67 20
_ 1 1.101,49
14 | 24,15 Estimador del gasto medio poblacional: x = — .ZXi = —— = 55,07
20 &~ 20
24 | 84,32 =1
34 | 56,28 Cuasivarianza del gasto medio sistematico:
44 | 64,83 2
1 _ 9552,8663
54 | 42,25 2 = "Z(Xi —-x)? =" - 502,78
64 | 54,14 (20-1) = 19
74 | 74,19 . . . .
Varianza estimada del gasto medio poblacional:

84 | 72,76

_ N — 2 200 -2
9 | 5488 | var(x) = ( n j 5 2 ( 00 - 20 j 20278 _ 53,625
104 | 85,86 N n 200

EZ Z;ZZ Error de estimacion: e, = tg g5 19+ Var(x) = 2,0930 x/22,625 = 9,96

134 | 77,29 € 9,96

Error relativo de estimacion: %eu =+ .100 = x 100 = 18,08%
144 | 16,75 X 55,07
154 | 73,06 Intervalo de confianza para el gasto medio poblacional:
164 | 23,26 _
i a3 | '(w)= [x+e,|=[5507+9,96]=[4811, 62,03 ]
184 | 78,87
194 | 39,72
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b) Intervalo de confianza sistematico para el total poblacional, en muestras pequefias (n < 30)

(1) = [)‘(ieT] = {N.Y t ty/a (no1)- sx.\/M }

n

Estimador del total poblacional: X = N.X = 200x55,07 = 11.014

Varianza estimada del total poblacional:

Var(%) = Var(N.X) = N?. Var(x) = 200%x 22,625 = 905.000

Error de estimacion: e, = tg g5 19- 4/ Var(N.x) = 2,0930 x,/905.000 = 1.991,10
1.991,10

Error relativo de estimacién: %e = —. 100 = ————

X 11.014

El error muestral del gasto total en agua es de 1.991,10 euros, valor que representa el 18,08 % del
estimador del gasto total en agua.

x 100 = 18,08%

Intervalo de confianza para el gasto total poblacional:

(t) = [k +e,|=[11.014 + 1.991,10 ] = [ 9.022,9 , 13.0005,1 ]

b) Intervalo de confianza sistematico para la proporcién poblacional de viviendas ocupadas:

(p) =[p+e,|= {6 + Za/z.\/%.ﬁ.a}

. . . " (N-n) . .
Otros investigadores: | = Te = Tz . P
g (p)=[Pte,] {p al2 \/N.(n_l) p.4a
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ID

Gasto

4

14

24

34

44

54

64

74

84

94

104

114

124

134

144

154

164

174

184

194
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Para elaborar el intervalo de confianza de la proporcién poblacional de viviendas

ocupadas de continuo (1):

Estimador de la proporcién poblacional:

n 10 .
" 1 1 16 1 ocupada de continuo
p=—.§ai=—.zai=—=0,8 a; = P . .
n &~ 10 ~ 20 0 segunda residencia

Varianza estimada de la proporcién poblacional:
N—n p.q 200 — 20 0,8x0,2
. = X

N-1 n 200 -1 20

Otros investigadores:

) N — 5.6 200 -20 ) 0,8x0,2
Var(p) = n| P9 _ « 22202 _ 500758
N n—1 200 19

= 0,00723

Var(ﬁ):[

Error de muestreo con una fiabilidad del 95%:

€ = Zg/s- J/Var(p) =1,96 x ,/ 0,00723 = 0,1667 (16,67%)

Intervalo de confianza proporcién poblacional:

I(p) = [p + e, | =[0,8 + 0,1667] =[0,6333 , 0,9667
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO SISTEMATICO

con 30 opositores en cada una de ellas, estando éstos ordenados alfabéticamente.
Una inspeccion, sin copiar las puntuaciones de los 300 opositores, desea conocer cudl ha
sido la puntuacion media obtenida y su error de muestreo aproximado.

Para ello, selecciona un opositor al azar entre los que figuran en la primera hoja, y recoge su puntuacion
y la de los opositores que, en el resto de las hojas, ocupaban la misma posicion que éste.
10 10

Las puntuaciones recogidas han sido: in = 65 Zx,z = 532,75

=1 i=1
Solucién:

Sea X = "Puntuacion obtenida por un opositor". Para obtener informacién sobre la puntuaciéon media de
los 300 opositores (media poblacional), la inspeccidn ha realizado un muestreo sistematico seleccionando

10 puntuaciones con un intervalo de muestreo:

N 300
k= — = —— = 30 (elige un opositor de cada hoja n, = 10)
nS
Intervalo de confianza sistematico replicado para la media poblacional con varianza poblacional
desconocida, en muestras pequefias (n < 30):

_ N—-n
I(u): X i ta/2,(n—1)'sii‘ N.ns
_ 1 _ 1 _ 65
Estimador de la media poblacional: X = —. » X; = — .2xi = — =26,5
; — 10
Cuasivarianza de las medias muestrales sistematicas:

Ns 10 10 2

1 1 1 1 65
szi,=—. E(Yi—i)2=—. Eiiz——. Exi = —.|532,75 - — [ = 12,25

" (n,—-1) ~ (n,—1) — n, . 9 10

Error aproximado de estimacion de la media:

N-n 300 - 10
e =t Sy / = 2,2622. /12,25. /— = 2,466
woote/2 T TR TN 300 . 10
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO SISTEMATICO REPLICADO

_': & El técnico del Ayuntamiento de un pueblo dispone de un listado de 200 viviendas con el gasto de
R agua. Para analizar el gasto medio y total del gasto de agua de las viviendas utiliza un muestreo
sy sistematico replicado, tomando una muestra de 40 viviendas, obviando la perturbadora
Ve variacion ciclica de ocupaciones periddicas de viviendas.

Suponiendo que eres el técnico del Ayuntamiento y dispones del listado del gasto de agua de 200 viviendas, se pide:
a) Intervalo de confianza (95%) para la media poblacional del gasto de viviendas.
b) Intervalo de confianza (95%) para el gasto total del agua de Fuenterrebollo.

¢) Intervalo de confianza (95%) para la proporcién de viviendas ocupadas del pueblo.
Solucioén:

a) Con el listado del gasto de agua por vivienda se diseiia el muestro replicado.
Muestras sistematicas: n, = 10

N 200
Patron sistematico: k= —= — =5
n 40

Valor del patrdn sistematico replicado: k* = n,. k = 10. 5 = 50

NUmero de viviendas de cada muestra: n_ % =
n

4

S

Se generan 10 nameros aleatorios entre 1 y k® = 50, que son los puntos de inicio aleatorio para las
n, = 10 muestras sistematicas de viviendas.

Los resultados fueron: 10, 38,3,42,24,9,49,47,50 y 34, que son los puntos de inicio aleatorios de
las 10 muestras sistematicas de viviendas de 4 elementos cada una.

Muestra 12 elemento 22 elemento 32 elemento 42 elemento
Inicio Gasto "+50" Gasto "+100" Gasto "+ 150" Gasto
1 3 32,94 53 84,38 103 54,09 153 93,64
2 9 42,43 59 6,96 109 47,37 159 7,77
3 10 8,37 60 8,42 110 53,35 160 85,11
4 24 84,32 74 74,19 124 42,36 174 40,32
5 34 56,28 84 72,76 134 77,29 184 78,87
6 38 60,34 88 27,39 138 45,87 188 5,31
7 42 92,14 92 96,34 142 39,53 192 87,49
8 47 8,16 97 55,45 147 72,04 197 15,76
9 49 6,96 99 8,97 149 94,42 199 97,66
10 50 76,98 100 46,34 150 9,78 200 8,48

Las filas de la tabla contienen los elementos de las muestras replicadas de tamaio 4 asociadas con las
posiciones que ocupan en el listado.
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En la tabla adjunta, obtenida la informacidn de las 10 muestras, se estima las medias dentro de cada
muestra sistematica de tamaiio 4.

Muestra Elementos Media de

10 20 30 40 muestra
1 32,94 84,38 54,09 93,64 X, = 66,263
2 42,43 6,96 47,37 7,77 X, = 26,133
3 8,37 8,42 53,35 85,11 X; = 38,813
4 84,32 74,19 42,36 40,32 X, = 60,298
5 56,28 72,76 77,29 78,87 X, = 71,300
6 60,34 27,39 45,87 5,31 X, = 34,728
7 92,14 96,34 39,53 87,49 X, = 78,875
8 8,16 55,45 72,04 15,76 X, = 37,853
9 6,96 8,97 94,42 97,66 X, = 52,003
10 76,98 46,34 9,78 8,48 X, = 35,395

X =50,166
s2 = 327,848

10
- 1 -
Estimador de la media poblacional: x = —. in =50,166
10 =
10
Cuasivarianza entre las medias muestrales: s%i = —. Z(Yi ~X)* = 327,848
i=1

Varianza estimada de la media muestral poblacional:

2
_ S+ _
N nj. X (zoo 4ojx 327.848 _ 26,228

Var(x) = ( 200

nS
Error de estimacién de la media: e, = t,,, (,_1)-+/ Var(x)=2,262x,/26,228 = 11,584

Intervalo de confianza (95%) del sistematico replicado para la media poblacional del gasto de vivienda:

N — i
() X * t““""'”'\/(Tnj'n_x = [50,166 + 2,262../26,228 }=
S

[ 38,582 , 61,750 ]
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b) Intervalo de confianza sistematico replicado para el gasto total del pueblo:

. _ N.(N-n)
I(t) = [xier:l =|:N.x £ ty/2,(n-1)Sx - n—i|

S

Estimador del gasto total del pueblo: X = N.X = 200 x 50,166 = 10.033,2

Varianza estimada del total: Var(X) = Var(N.X) = N2. Var(X) = 200*x 26,228 = 1.049,120

Error de estimacion del gasto total: e, = tg 05 .+ Var(x) = 2,262 x,/ 1049,120 = 2.316,89

e 2.316,89
Error de estimacion relativo del gasto total: % e, = —x100 = ==—""=,100 = 23%

X 10.033,2

El error de estimacidn representa un 23% del gasto total.
Intervalo de confianza sistematico replicado para el gasto total del pueblo:

(1) = [ +e, | =[10033,2 + 2.316,89 |=[ 7.716,31 , 12.350,09 ]

¢) Intervalo de confianza sistematico replicado para la proporcion de viviendas ocupadas del pueblo:

Las filas de la tabla contienen los elementos de las muestras replicadas de tamafo m =4 asociadas con
las posiciones que ocupan en el listado.

1 vivienda ocupada de continuo
10 segunda residencia

Muestra 12 elemento 22 elemento 32 elemento 42 elemento
Inicio | Control | "+50" | Control | "+100" | Control | "+ 150" Control
1 3 1 53 1 103 1 153 1
2 9 1 59 0 109 1 159 0
3 10 0 60 0 110 1 160 1
4 24 1 74 1 124 1 174 1
5 34 1 84 1 134 1 184 1
6 38 1 88 0 138 1 188 0
7 42 1 92 1 142 0 192 1
8 47 0 97 1 147 1 197 0
9 49 1 99 0 149 1 199 1
10 50 1 100 1 150 1 200 0

Se estiman las proporciones de viviendas ocupadas de continuo dentro de cada muestra sistematica.

; . -~ . 1
Proporciones dentro de cada muestra sistematica: p, =—. Za A=

m

i 1 con atributo
0 sin atributo

i=1
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Muestra Elementos Proporcidn iie 5— BY
19 20 30 42 muestras p; '
1 1 1 1 1 p, =1 0,075625
2 1 0 1 0 p,=0,5 0,050625
3 0 0 1 1 |':‘)3 =0,5 0,050625
4 1 1 1 1 p, =1 0,075625
5 1 1 1 1 s =1 0,075625
6 1 0 1 0 |55 =0,5 0,050625
7 1 1 0 1 p, =0,75 0,000625
8 0 1 1 0 pg =0,5 0,050625
9 1 0 1 1 ﬁg =0,75 0,000625
10 1 1 1 0 Pyo =0,75 0,000625
10 10
D 8i=725 | D.(p-Pp)=0,43125
i=1 i=1

4 4
N 1 Z 4 A 1 Z 2 A 1 Z 3
= —, a:—:l = —. a:_:O,S = —. a:_:O,75
pl 4 “ ij 4 p2 4 & ij 4 p7 4 “ ij 4

Intervalo de confianza sistematico replicado para la proporcién del pueblo:

ng

(Bi-p)’ .
~ ~ - i= N - S5
0= [oe,] = 5w | (57 S [ (oo [(55) 5

S S

7,25

10
~ - 1 n
Estimador de la proporcién poblacional: p=p = —. L= =0,725
prop p p=p = ;p. ™

10
1 " — 12
Cuasivarianza de las proporciones muestrales: s% = 5 Z(pi -p)= % = 0,0479167
i=1

Varianza estimada de la proporcion poblacional:

= 0,00383

Var () = [N

—n) s& (200 -40) 0,0479167
. T = X
N ) n, 200

Error muestral (95% confianza) de la proporcién poblacional:

€, = Zg g5 - J Var(p) =1,96x,/0,00383 = 0,1213 (12,13%)
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Intervalo de confianza sistematico replicado para la proporcién del pueblo:

p) = [ p+e, | =[0,725 + 0,1213]= [ 0,6037 , 0,8463]
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO SISTEMATICO REPLICADO

; M El auditor de una asociacion de comerciantes decide aplicar un muestreo sistematico
% ZRE repllcado para estimar el promedio y el total de ventas diarias (en miles de euros) de
Ios 500 afiliados.

s

En el estudio sistematico replicado toma una muestra preliminar piloto de 5 elementos cada una. La
informacion aparece en la tabla adjunta.

12 elemento 22 elemento 32 elemento 42 elemento 5¢2 elemento
Arranque "+100" "+200" "+300" "+400"
Muestra ID |Factura| ID |Factura| ID |Factura| ID Factura ID Factura
1 7 284 107 414 207 394 307 358 407 360

19 351 119 342 219 462 319 371 419 382
38 479 138 355 238 262 338 442 438 385
74 181 174 416 274 336 374 306 474 310
83 193 183 293 283 374 383 493 483 393

u|lhj|WIN

Con un error de estimacion del 5%, écual sera el tamafio de la muestra con un nivel de confianza del 95%?

Solucién:

El patrén sistematicoes k = N = 500 = 100
n

Para determinar los puntos de inicio aleatorio (ID) para las cinco muestras sistematicas se han generado 5
numeros aleatorios entre 1y 100, cuyos resultados han sido: 19,74,7,83, 38

Muestra Facturas de elementos Medias_ (X %)
10 20 30 40 5o muestras(X;) !

1 284 414 394 358 360 X; = 362,000 20,7936

2 351 342 462 371 382 X, = 381,600 583,7056

3 479 355 262 442 385 X; = 384,600 737,6656

4 181 416 336 306 310 X, =309,800 2.269,5696

5 193 293 374 | 493 393 Xs = 349,200 67,8976

5 5

> % =1787,2 | > (%-X) =3679,632
i=1 i=1

Intervalo de confianza sistematico replicado para la media poblacional con varianza poblacional
desconocida en muestras pequeiias (n <30):

- - N-n
(p) = [xieu:| =| X% ty/5 (n-1)-Sx - [N " J

5
1
Estimador de la media poblacional: x = — X; =
p 5 Z_

= 357,440

Instrumentos Estadisticos Avanzados 412



Practicas %

| ok ez
U M Universidad Autonoma P ===
AM i Vadna Tuim &

5
1 — _ .679,632
Cuasivarianza entre las medias muestrales: szii =T Z(xi ~-X)’= w = 919,908
i=1
Varianza estimada de la media muestral poblacional:
2
_ N — S% 500 — 25) 919,908
Var(X) = ( "].—’“z ( jx — 174,7825
N n, 500 5

Error de estimacion de lamedia: e, = t,,, (a_1)-+ Var(x)= 2,0639x,/174,7825 = 27,286

e 27,286
Error de estimacion relativo: % e, = —+£ 4100 = === ,100 =7,634%

X 357,440

El error debido al muestreo es de 27,286 (miles de euros), representando el 7,634 % de las facturas
medias. Para reducir el error a un 5% habra que aumentar el tamafio n = 25 de la muestra, con lo que al

ser muestras grandes (n>30) se utiliza z, ,, = 24,5 = 1,96

El tamafio de la muestra necesario para un error del 5% (confianza del 95%), se obtiene despejando el
numero de muestras sistematicas (n,) en el error de estimacion:

Zos2-S% - (N=n) 1,967, 919,908 . (500 — 25) _

2 2 5 10
N.e, 500.0,05°. 357,44

Tamafio de la muestra: n, =
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POBLACIONES FINITAS: METODOS INDIRECTOS DE ESTIMACION

Mediante una tasacidn previa se desea estimar la produccién media y la produccién total de
los 750 socios de una cooperativa agricola. Se sabe que el total de superficie plantada es de

c00P.AGRICOL A
h 3840 hectéreas.
Produccién Superficie Produccién Superficie
(toneladas) (hectareas) (toneladas) | (hectareas)
Se realizd un sorteo entre los 12 3,7 3 3
socios para elegir a 20 dle ellos 14 4.3 20 7
alos q.ut.e se les pregunté por Ia’ 11 41 16 5.4
superficie p?l’antada y se les taso 15 5 12 4,4
su produccidn. 16 55 18 55
Se adjuntan los resultados: 12 3,8 15 5
24 8 18 5,9
15 51 17 5,6
18 57 15 5
20 6 22 7,2

Intervalos de confianza para la produccion media y total mediante estimadores de la razén y de muestreo
aleatorio simple, con un nivel de confianza del 95%. Calcular y comparar los respectivos limites para el
error de estimacién.

Solucién:
X Yi Xiz yiz X;- Y
12 37 144 13,69 444
14 43 196 18,49 60,2
11 41 121 16,81 45,1
a) Para calculos posteriores se 1> 2 225 2> 15
elabora la tabla 15 2.2 256 30,25 88
C 12 3,8 144 14,44 45,6
(X = produccién en toneladas, 24 3 576 64 192
Y = superficie plantada en 15 5.1 225 26,01 76,5
hectdreas) y se calculan 18 5,7 3_24 _5,2,49 102.6
estadisticos. 20 6 400 36 120
. 8 3 64 9 24
N =750 socios n=20 20 7 200 49 140
16 54 256 29,16 864
7, =3.840 ha 14 4.4 196 19.36 61,6
18 5,5 324 30,25 99
15 5 225 25 75
18 5.9 324 34,81 106,2
17 5,6 289 31,36 95,2
15 5 225 25 75
22 7,2 484 51,84 1584
320 105,2 5.398 581,96 1.770,2
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20 20 20 20 20
Yx=320 Yy =1052 Y¥=5398 Y y2=581,96 Y x.y,=1770,2
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
20 20 20
2 320 2R 2 5.398
X = i=1 =—=16 G)Z(: =1 = =1 - X =.—_162 =13:9
20 20 20 20 20
20 20 20
2 105,2 2=V v 581,96
V="t ==2%_52% of=" =2l =22 5962 = 1,4304
20 20 20 20 20
20 20
2= o2="".13,9-14,6316 2= ——.0% = —.1,4304 =1,5057
n— 19 n— 19
20 20
D=%).yi-Y) DXy, L7702
Gpy = — = %y = 2% 16x5,26 = 4,35
20 20 20
c 4,35
Coeficiente correlacion: r,, = 2 = 0,9756

o0, /13,9 x4/1,4304

La relacion entre las variables es alta, que junto a la informacion auxiliar de la variable Y, justifica la
utilizacion de estimadores de razon.

Por otra parte, es légico pensar que la relacién pasa por el origen: "a 0 hectareas de superficie plantada
le corresponde 0 toneladas de produccion".

20
2%
. . i=1
Estimador por larazén: r =

20
2.
i=1

= |ntervalo de confianza por la razén para la producciéon media poblacional:

320
105,2

= 3,042 tm/ha

N N—-n
) = [ B £ e ] =| Tty # ta /2,0y [W)sf

T 3.840
T, =N. N =Y =~ = 5,12 ha/socio
y Hy SARY 750 /

Estimador de la media: [i, =r. n, = 3,042. 5,12 = 15,57 tm/socio
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20

| X e
2 = E'Z(Xi_ r.y,)? = 5 D xt+ rz..

i=1 i=1 1=

20
yi2 — 2r.2xi.yi =
1 i=1
1

= TR (5.398 + 3,042%x 581,96 — 2 x 3,042 x 1770,2) = 0,7065

o a N-— 750 - 20
Varianza del estimador de la media: V()= nl s? = | ————|x0,7065= 0,0344
N.n 750.20

Error medio de la estimacion (t g o5 19 =2,093):
&, = ty/2, (no1) - Var(i,) = 2,093x,/0,0344 = 0,388

Intervalo de confianza por la razén para la producciéon media poblacional:

w,) =[ i, + e, |=[1557 + 0,388]=[ 15,182, 15,958]

® |ntervalo de confianza por la razén para la produccién total poblacional:

N-n) ,
I(rX)=|:r.1:yiert:|= r.tyita/z’(n_l).\/N.[ " J.sr

Estimador del total: 1, = r.t, = 3,042 x3.840 = 11.681,28 tm

Varianza del estimador del total:

N—n
n

. 750 — 20
V(i) = N.[ J.sf = 750.(2—0).0,7065 = 19.340,4375

Error total de la estimacion (t 5,5 19 =2,093):

et = ta/2 (1) -+ Var(iy) = 2,093.,/19.340,4375 = 291,07

Seobserva, e, =N.e,, — e, =750x0,388 =291

ru
Intervalo de confianza por la razén para la produccién total poblacional:
() =[r.7, + e, |=[11.681,28 + 291]=11.390,28 , 11.099,28]

= |ntervalo de confianza con muestreo aleatorio simple para la produccén media poblacional, con
varianza poblacional desconocida:

— — N-n
I(u):[xieu]: Xi ta/2,(n—1)'sx' n N :|
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20 20
?=|=1 =320=16 S§=|=1
20 20 n-1

= 14,6316

750 - 20
750.20

N N —
Varianza del estimador de la media: V(}i) = [ n] . si = [

}.14,6316= 0,7121
N.n

Error medio(t 5 55, 10 =2,093): €, = ty,5, (n_1)- « V(X) = 2,093. /0,7121 = 1,7662

Intervalo de confianza con muestreo aleatorio simple para la produccién media:

(p) =[x *e, |=[16 + 1,7662 |- [ 14,2338 , 17,7662 |

= |ntervalo de confianza con muestreo aleatorio simple para la produccén total poblacional, con
varianza poblacional desconocida:

I(r):[f(iet]:{N.Y + ta,zl(n_l),\/m.sﬁ}

n

x =N.x= 750.16 = 12.000 tm

Error total de la estimacion (t 5,5 19 =2,093):

N.(N - 750.(750 — 20
€. = to/s (no1- \/(7") s2 =2,093. \/ ( - ) 14,6316 = 1.324,65

Se observa, e_ = N.eu —> e,=750x1,7662 = 1.324,65
Intervalo de confianza con muestreo aleatorio simple para la produccidn total poblacional:
(1) =[ X £ e, |=[12.000 + 1.324,65] = [10.675,35 , 13.324,65]

Seialar que el limite del error de estimacidn, tanto para la media como para el total, es mucho mayor
que el cometido utilizando estimadores de razén.
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gasto en publicidad es de 6 euros.

Se elige al azar una muestra de 15 establecimientos y se toman datos
de su gasto en publicidad y ventas diarios en euros. Los resultados se

reflejan en la tabla asjunta.

Utlizando los estimadores de regresion:

a) Estimar la media poblacional y el tamaio de la muestra para que el

error de estimacion sea de 8 euros.

b) Estimar total de ventas diarias.

Solucién:

a) Para facilitar los calculos
se elabora la tabla: (X =
Ventas diarias e Y= Gastos
diarios en publicidad)

N =500 establecimientos
n=15
K, =6 euros

15 15
D x=2436 Y y,=87,98
i=1 i=1

i=1

i=1
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i=1

Para un grupo de 500 pequefios establecimientos se Ventas Gastos
desea realizar un estudio sobre las ventas diarias. diarias publicidad
Se tiene informacién de que, por término medio, el 144 4,26
168 4,95
162 4,72
180 5,75
192 6,33
144 4,37
192 9,20
180 5,87
150 6,56
156 6,90
96 3,45
180 8,05
180 6,21
144 5,06
168 6,33
X; Yi Xiz yiz X Yi
144 4,26 20.736 18,11 612,72
168 4,95 28.224 24,45 830,76
162 4,72 26.244 22,23 763,83
180 5,75 32.400 33,06 1035
192 6,33 36.864 40,01 1.2144
144 4,37 20.736 19,10 629,28
192 9,20 36.864 84,64 1.766,4
180 5,87 32.400 34,40 1.055,7
150 6,56 22.500 42,97 983,25
156 6,90 24.336 47,61 1.076,4
96 3,45 9.216 11,90 331,2
180 8,05 32.400 64,80 1449
180 6,21 32.400 38,56 1.117,8
144 5,06 2.0736 25,60 728,64
168 6,33 28.224 40,01 1.062,6
2.436 87,98 404.280 547,45 14.656,98
15 15 15
D x}=404280 > y?=547,5 ) x.y,=14.656,98
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15

15 15
2% =% Y
i=1 _i=1

404.280

— = 2.436 —
x="2 =222 9624 ol= - x> = ——-162,4" = 578,24
15 15 15 15 15
15 15 15
ZYi 87,98 Z(YI _7)2 ZXIZ 547,50
y="L =202 565 o2 = =2 g2 =200 58652 = 2,10
15 15 15 15 15
15 15
207K 0= 2y 14.656,98
Gy, = =2 == X,y = —=2227C 167 445,865 = 24,656
15 15 15
c 24,656
Coeficiente correlacion: r,, = = = = 0,7075
o,.0, /578,24 x,/2,10
c 24,656
Pendiente de la recta regresién: b = =2 = =11,741
) 2,10
i

1
Varianza residual: o> = Lz or.(1-r3) = 3" 578,24 x (1 — 0,7075%) = 333,229

® |ntervalo de confianza de la regresion para la media poblacional:

N - — N-n
I(u)=|:uxi em:|=[x+ b.(,=Y) £ ty,2, (no1)- [N nj.cf]

Estimador de la media: i, =X + b. (n,-Y)=162,4 + 11,741. (6 - 5,865) = 163,985

A N - 500 - 15
Estimador de la varianza: V(p,)= n .07 = | =———[x333,229 = 21,549
N.n 500.15

Error medio de la estimacion (to,ozs,14 = 2,145) : e, = 2,145. /21,549 = 9,957

. iy . € 9,957
Error de estimacion relativo: % € = = x 100 = ——x100 =6,07%
I, 163,985

Intervalo de confianza media: I(n) = | fi, * e, | = (163,985 + 9,957) = (154,028 , 173,942)

El tamafio de la muestra necesario para un error de estimacion de 8 euros (confianza del 95%), se obtiene
despejando el nimero de muestras (n) en el error de estimacion:

t2 /2, (-1 -N.G? 2,1452x 500 x 333,229

2 2 7 = 2 3 = 20 muestras
N-erlu +t5/2, (-1 - O¢ 500 x 8 + 2,145°x 333,229

Tamaiio de la muestra: n =
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b) Intervalo de confianza de la regresidn para el total poblacional:

n n N—-n
I(1:X)=|:1:XierT =|:N'uxita/2,(n—1)'\/N'( - ).Gf:|

Estimador del total: T, = N.[i, = 500 x 163,985 = 81.992,5

Estimador de la varianza total: V(fi.) = V(N.fi,) = N%. V({i,) = 500°x21,549 = 5.387.250

Error total de la estimacion: e, =t,,;, (h_1)- JV(fi,) = 2,145x./5.387.250 = 4.978,6415
Se observaque e = N. e, = 500x9,9573 = 4.978,6415
Intervalo de confianza del total:

I(t,) =[ %, * e, |=[81.992,5 + 4.978,6415 | = 77.013,8585 , 86.971,1415]
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