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TEORÍA DE COLAS

Una Cola se presenta con frecuencia cuando se solicita un servicio por parte de una serie de clientes
y tanto el servicio como los clientes son de tipo probabilístico.

La primera aplicación de teoría de Colas se debe al matemático danés Erlang sobre conversaciones
telefónicas en 1909 para el cálculo de tamaño de las centralitas.

La Teoría de Colas es una disciplina de Investigación Operativa que se encarga de poponer modelos
para el manejo eficiente de Líneas de Espera.

Una Línea de Espera es una hilera formada por uno o varios clientes que aguardan para recibir un
servicio. Los clientes pueden ser personas, objetos, máquinas que requieren un mantenimiento,
contenedores de mercancías para ser embarcados, elementos de inventario para ser utilizados, etc.
Se forma por un desequilibrio temporal entre la demanda de un servicio y la capacidad del sistema
para gestionarlo.

Los Modelos de Líneas de Espera  son muy útiles para determinar cómo operar un sistema de colas
de la manera más eficaz, permiten encontrar un balance adecuado entre el costo de servicio y la
cantidad de espera:  Proporcionar demasiada capacidad de servicio para operar el sistema implica
costos excesivos. De otra parte, si no se cuenta con suficiente capacidad de servicio surgen esperas
excesivas con desafortunadas consecuencias.

ESTRUCTURA DE LOS PROBLEMAS DE LÍNEAS DE ESPERA

Aunque cada situación específica tiene características diferentes, cuatro elementos son comunes a
toda  Línea de Espera:

♦ Una población de clientes que genera clientes potenciales.

♦ Una línea o fila de espera formada por los clientes.

♦ La instalación del servicio, formada por una persona (o un equipo), una máquina (o grupo de
máquinas) que se requiere para proveer el servicio que el cliente solicita.

♦ Una regla de prioridad para seleccionar al siguiente cliente que será atendido por la instalación
de servicio.

El término 'cliente' se utiliza en un sentido general, pudiendo ser una persona, piezas esperando su
turno para ser procesadas, una lista de trabajo esperando para ser impresas en una impresora de
red, etc.

PROCESO BÁSICO DE COLAS

Cola (Zona de espera):  En todo sistema los flujos de entrada y salida no están sincronizados. La cola
es una acumulación de clientes (personas, productos, objetos) que están a la espera de ser servidos.
Una cola puede evitarse:

(a) Tasa media de llegadas   Capacidad de servicio<
(b) Cuando se tiene un control sobre la dispersión de los tiempos de llegadas y la de los tiempos de
      servicio.
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Básicamente la mayoría de los modelos de colas consiste: Los clientes que requieren un servicio se
generan en el tiempo en una fuente de llegada, después entran al sistema y se unen a una cola.

En determinado momento se selecciona a un cliente de la cola para proporcionarle el servicio
mediante alguna regla conocida como disciplina de la cola. Se lleva a cabo el servicio que el cliente
requiere mediante un mecanismo de servicio, y después el cliente sale del sistema de colas.

 En el sistema se puede actuar en las siguientes características:
(a)  Ley que rige las llegadas.
(b)  Disciplina de la cola.
(c)  Ley que determina el servicio (elección entre tipo y número de canales).

 Consideraciones sobre los sistemas:
(a)  Cuando hay varios canales en paralelo es conveniente mantener una cola única.
(b)  Cuando hay tiempos de servicios muy dispares para los diferentes clientes que forman la cola
      conviene establecer canales separados.
(c)  Si la cola aumenta hasta cierto limite conviene aumentar la capacidad de los canales.

 En relación a la disciplina de la cola  hay que considerar:
(a)  Llegadas individuales o en grupos.
(b)  Dependencia del número de clientes que pretenden incorporarse al sistema en función del
      número de clientes que se encuentran en el mismo.
(c)  Disuasión de los clientes que pretenden incorporarse al sistema en función de la longitud de la
      cola (con una cierta probabilidad).

 En relación con el servicio hay que considerar:
(a)  Ley de servicio única a lo largo del tiempo y para todos los clientes.
(b)  Ley de servicio variable en función del tipo de cliente y longitud de la cola.
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TIPOS DE SISTEMAS DE COLAS

CARACTERÍSTICAS DE LOS SISTEMAS DE COLAS

Un sistema de colas se describe adecuadamente con seis característica:

 Fuente de llegada de clientes.
 Patrón de servicio de servidores.
 Disciplina de cola.
 Capacidad del sistema.
 Número de canales de servicio.
 Número de etapas de servicio.

a)   Fuente de llegada de clientes:

En situaciones de colas habituales, la llegada de clientes es estocástica, esto es, depende de una
variable aleatoria, con lo que se necesita conocer la distribución probabilística entre dos llegadas
sucesivas de clientes.

La fuente de llegada puede variar con el tiempo, cuando se mantiene constante se dice estacionaria,
si varía (por ejemplo, con las horas del día) se llama no‐estacionaria.

Pueden contemplarse distintas situaciones: Clientes que llegan independiente o simultáneamente
(llegan lotes), en este último caso hay que definir su distribución probabilística.  Clientes que
abandonan la cola por ser demasiado larga o que tras esperar mucho abandonan.

El supuesto normal, para un modelo básico de colas, es que la llegada de clientes hasta un momento
específico sigue una distribución de Poisson, aunque no sea la única distribución que puede
considerarse.

b)   Patrón de servicio de servidores:

Pueden presentar un tiempo de servicio variable, en cuyo caso hay que asociar una función de
probabilidad. Pueden atender en lotes o de modo individual.
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El tiempo de servicio puede variar con el número de clientes en la cola, trabajando más rápido o más
lento, en este caso se conoce como patrones de servicio dependientes.  El patrón de servicio puede
ser no‐estacionario variando con el tiempo transcurrido.

c)   Disciplina de cola:

Es la regla en el orden que se van a seleccionar los clientes que se encuentran a la espera de ser
atendidos en la cola, existen varias reglas, entre las más comunes se pueden encontrar:

♠ FIFO (first in first out): Se atiende al cliente en el orden que llegan a la cola, el primero en llegar
será el primero en ser atendido. En los modelos básicos de colas se supone como normal la
disciplina de primero en entrar, primero en salir, a menos que se establezca de otra manera.

♠ LIFO (last in first out): Consiste en atender primero al que ha llegado de último, también se le
conoce como 'pila'.

♠ RSS (random selection of service): Se selecciona a los clientes de una cola de forma aleatoria, con
algún procedimiento de prioridad o algún otra preclasificación.

♠ Processor Sharing: Todos los clientes experimentan con eficacia el mismo retraso, ya que
comparten entre todos los clientes de la cola la capacidad del sistema atendiendo a todos por
igual.

d)  Capacidad del sistema:

Es el número máximo de clientes que pueden estar dentro del sistema haciendo cola antes de ser
atendidos para recibir el servicio, al igual que la fuente de llegada este número puede ser finito o
infinito.

e)   Número de canales de servicio:

Es preferible utilizar sistemas multiservicios con una única línea de espera para todos que con una
cola por servidor.  Al hablar de canales de servicio paralelo se trata generalmente de una cola que
alimenta a varios servidores.

f)   Número de etapas de servicio:

Puede ser unietapa o multietapa, en este último el cliente puede pasar por un número de etapas
mayor que uno.  En algunos sistemas multietapa se admite la vuelta atrás o reciclado, modo habitual
en sistemas productivos como controles de calidad y reprocesos.

MECANISMO DE SERVICIO

Se caracteriza por las estaciones de servicio (servidores o dependientes) y por los canales de servicio
que desembocan en cada uno de los servidores.

Una única cola puede desembocar en varios servidores que van siendo ocupados de acuerdo a una
disciplina de selección, el caso  habitual de asignación al primer servidor que queda libre.
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Puede haber multiplicidad en el número de servidores, es posible encontrar múltiples colas que
surtan clientes a un único o a múltiples servidores.

En una determinada estación de servicio, el cliente entra en uno de estos canales y el servidor le
presta el servicio completo.

Los modelos de colas deben especificar el número de estaciones de servicio (canales de servicio en
serie) y el número de servidores (canales paralelos) en cada una de ellas. Los modelos elementales se
componen de una estación, ya sea con un servidor o con un número finito de ellos.

La variable más importante que caracteriza el mecanismo de servicio es el tiempo de servicio. Se
denomina tiempo de servicio el que transcurre desde el inicio del servicio para el cliente hasta su
terminación en una estación.

El modelo de un sistema de colas debe especificar la distribución de probabilidad de los tiempos de
servicio de cada servidor, siendo habitual suponer la misma distribución para todos los servidores.

La distribución de servicio que más se emplea en la práctica (por ajustarse a un gran número de
situaciones como por su simplicidad en el cálculo) es la distribución exponencial.

Otras distribuciones que se utilizan son la distribución degenerada (para tiempos de servicio
constantes) y la distribución de Erlang (Gamma) para combinaciones de distribuciones
exponenciales.

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD DEL MECANISMO DE SERVICIO

Las fuentes de variación en los problemas de colas o filas de espera provienen  del carácter aleatorio
de la llegada de clientes y de las variaciones que se registran en los distintos tiempos de servicio.
Generalmente cada una de esas fuentes suele describirse mediante una distribución de probabilidad.

La mayor parte de los modelos de colas estocásticas asumen que el tiempo entre diferentes llegadas
de clientes siguen una distribución exponencial Exp( )λ , o lo que es equivalente, que el ritmo de

llegadas sigue una distribución de Poisson.

También es habitual admitir que el ritmo de atención al cliente cuando el servidor está ocupado
sigue una distribución de Poisson y la duración de la atención al cliente sigue una distribución
exponencial.

La distribución de llegadas:  
n

t
n

( t)
p (t) e , n 0, 1, 2,

n!
− λλ

= = "    clientes

np (t) Probabilidad de que   clientes estén en el sistema en el tiempo t≡ n

El tiempo entre llegadas, se define como la probabilidad de que no llegue ningún cliente:

0
t t

0

( t)
p (t) e e

0!
− λ − λλ

= =  ,  siendo una distribución exponencial.

El uso del patrón de servicio (llegada) tiene, entre otras, las propiedades:

♦ Los datos que definen un proceso de Poisson vienen dados por el número medio de llegadas.

♦ Si el número de llegadas sigue una distribución de Poisson P( )λ , el tiempo entre llegadas sigue
una distribución exponencial de media  (1 / )λ  y lo contrario, es decir,
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n

t t
n 0

( t)
p (t) e p (t) e

n!
− λ − λλ

= ⇔ =

♦ La distribución exponencial tiene amnesia:  La probabilidad de que falten t unidades para que
llegue el siguiente cliente es independiente de cuanto tiempo transcurra sin que llegue ningún

cliente:   ( )r 0 r 1 0P T 1 T t P (0 T t t )≤ ≥ = ≤ ≤ −

♦ El número de llegadas en intervalos de tiempo no superpuestos es estadísticamente
independiente.

♦ La probabilidad de que una llegada ocurra en el tiempo t  y   (t t)+ Δ  es   t o( t)λ + Δ  donde

 tasa de llegadaλ ≡  y  o( t)Δ  verifica que 
t 0

o( t)
lim 0

tΔ →

Δ
=

Δ
 , donde o( t)Δ  se puede tomar como

la probabilidad de que llegue más de un cliente.

♦ La distribución del número de llegadas en intervalos de tiempo iguales es equivalente
n

[t s]
n

( [t s])
p (t s) e t s , t ,s 0

n!
− λ −λ −

− = ∀ > ≥

♦ Si el proceso de llegada sigue una distribución de Poisson P( )λ , los tiempos de llegada son
aleatorios con una función de probabilidad uniforme sobre el período analizado:

( )T 1 2 k k

k!
f t , t , ... , t k  llegadas en [0,T]

T
=

♦ λ  puede variar con el tiempo, con lo que  
( )nm(t)

n

m(t)
p (t) e

n!
−=  donde  

t

0
m(t) (s) ds= λ∫

♦ Llegadas múltiples:  En cada evento de llegada aparecen i clientes, siendo 
n

i
i 1=

λ = λ∑

DISTRIBUCIÓN DE ERLANG

Es una distribución de probabilidad continua de parámetros k  y λ , suma de k  variables aleatorias
independientes exponenciales de parámetro λ , cuya función de densidad es:

                                      
k 1

x( x)
f(x) e

(k 1)!

−
−λλ

= λ
−

  x, 0∀ λ >

La distribución de Erlang es el equivalente de la distribución Gamma con el parámetro k 1, 2, ...=
y   1 /λ = θ .  Para k 1=  es la distribución Exponencial.

Para describir el tiempo de espera hasta el suceso número k  en un proceso de Poisson  se toma la

distribución de Erlang con un parámetro 
1

θ =
λ

                           2

k k
E(X) V(X)= =

λ λ
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DISTRIBUCIÓN DE WEIBULL

La distribución de Weibull se utiliza habitualmente para describir el tiempo que transcurre entre dos
averías consecutivas de la misma máquina.

 El modelo Weibull generaliza al modelo exponencial.

Media de la distribución de Weibull:   
1

E(T) n 1
⎛ ⎞

= Γ +⎜ ⎟β⎝ ⎠

 Varianza:  
2

2
T

2 1
1 1

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
σ = η Γ + − Γ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟β β⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

Función de fiabilidad:   (t / )R(t) e
β− η=

La función de densidad y función de distribución, respectivamente, son:

      
1

(t / ) (t / )t
f(t) e , F(t) 1 e t 0 , 0 y 0

β β
β −

− η − η⎛ ⎞β
= = − ≥ β > η >⎜ ⎟η η⎝ ⎠

denotando por  parámetro de escalaη ≡  y    parámetro de formaβ ≡

( )p 1 x

0
Gamma   (p) x e dx (p) (p 1)! 1 / 2 (p) . (1 p)

senp

∞
− − π

Γ = Γ = − Γ = π Γ Γ − =
π∫

p 11
p 1 q 1

p q
0 0

(p) (q) t
Beta   (p , q) x (1 x) dx (p , q) (q, p) (p , q) dt

(p q) (1 t)

−∞
− −

+

Γ Γ
β = − β = β = β =

Γ + +∫ ∫

DISTRIBUCIÓN LOG‐NORMAL

La distribución Log‐Normal se utiliza para describir el tiempo que se utiliza para la reparación de
máquinas.

Una variable X se dice que tiene una distribución log‐Normal si los logaritmos neperianos de sus
valores están normalmente distribuidos, es decir, si la variable  LnXη =  es N( , )μ σ

La función de densidad  es:  

2

2

(Lnx )1
21

f(x) e x 0
x 2

− μ
−

σ= >
σ π

Media:  
2 /2

X eμ + σμ =      Varianza:  
2 22 2 22

X e eμ + σ μ + σσ = −
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PROCESOS DE POISSON

Si los tiempos entre llegadas/servicios de clientes se distribuyen según una exponencial Exp( )λ ,  el

número de llegadas/servicios de clientes hasta un cierto tiempo es un proceso de Poisson.

♦ Si la variable aleatoria X Exp( )λ∼  entre llegadas o tiempo de servicio, su función de densidad
xe  para x 0       

f(x)
0         en otro caso

−λ⎧λ ≥
= ⎨
⎩

 es  estrictamente decreciente

La función de distribución:  
xx 1 e x 0

F(x) f(t) dt
0 x 0

− λ

−∞

⎧ − ≥
= = ⎨

<⎩∫
2

1 1
X Exp( ) E(X) , V(X)λ → = =

λ λ
∼

♦ La distribución de probabilidad del tiempo que falta para que ocurra el evento es siempre la
misma independientemente del tiempo que haya pasado.

       
( ) ( ) ( )P X t s X s P X t s

P(X t s X s) P(X t)
P(X s) P(X s)

⎡ ⎤> + ∩ > > +⎣ ⎦> + > = = = >
> >

      En consecuencia, la distribución exponencial  exp( )λ   carece de memoria y es la única

     distribución continua con tal propiedad, ya que

       ( ) (t s) t sx xP X t s e e e P(X t) P(X s)− λ + − λ − λ> + = = = > >

♦ La suma de procesos de entrada de Poisson es también un proceso de Poisson siendo la tasa la
suma de las tasas respectivas.

♦ Si las llegadas a un sistema son de tipo Poisson con tasa λ  y cada llegada es encaminada a un
subsistema  is  con una probabilidad   ip  el proceso de llegada a cada subsistema es también de

Poisson con tasa  i( .p )λ

NOTACIÓN DEL MECANISMO DE SERVICIO

n Tasa media de llegadas cuando hay   clientes en el sistema, también número esperado

         de llegadas de clientes por unidad de tiempo cuando se encuentran   clientes en el sstema.

λ ≡ n
n

n Tasa media de servicio en todo el sistema, esto es, número esperado de clientes que son

         despachados por unidad de tiempo por todos los servidores en su conjunto.        

μ ≡

s Número de servidores en el sistema de colas.≡

n n

Muchas veces, el número de clientes en el sistema no afecta a la tasa media de llegadas y la 

tasa media de servicio. En este caso,   y    se denotan por   y  , respectivamente. 

Cuando los servidores

λ μ λ μ

n se encuentran ocupados se tiene  s.μ = μ

sUtilización promedio del sistema : u
λ

=
μ
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sUtilización promedio del sistema : u
λ

=
μ

Factor de utilización o congestión de un sistema:   
s.
λ

ρ =
μ

El factor de utilización   da una idea de la capacidad del sistema que es utilizada por los clientes 

entrantes.

ρ

1  Tasa de servicio > Tasa de llegada de clientes

1  Tasa de llegada de clientes > Tasa de servicio La cola crece con el tiempo

ρ < →
ρ > → →

n
nProbabilidad de que haya   clientes en el sistema en el instante  :   p (t) (1 )= − ρ ρn t

N Número de clientes en el sistema en estado estable.≡

N(t)  Número de clientes en el sistema de colas en el instante t (t 0). 

             También, estado del sistema en el instante t.

≡ ≥

Longitud de cola Long _ cola N(t) s≡ = −

s

s n
n 0

L Número esperado de clientes en el sistema, es decir, el sumatorio de las probabilidades 

        de cada estado por el número de clientes en su correspondiente estado:  L n. p   
∞

=

≡

= ∑

q sL p. L Longitud esperada de la cola, se trata de una variable que es medida de los clientes

                     esperando en cola excluidos aquellos que están recibiendo servicio, se expresa por 

    

= ≡

q n
sn

                 la fórmula:  L (n s) . p
∞

=

= −∑

s

s

W Tiempo de espera en el sistema incluyendo el tiempo de servicio (1/ ) para cada cliente.

L
   En condiciones de estabilidad, se utiliza la esperanza de la variable aleatoria:  W E(w)

≡ μ

= =
λ

q

q
q q

W Tiempo de espera en la cola excluido el tiempo de servicio (1/ ) para cada cliente.

L
           En condiciones de estabilidad se tiene,  W E(w )

≡ μ

= =
λ

nSuponiendo  cte,  en un proceso de colas en estado estable, el número de clientes en el

sistema independientemente del tiempo transcurrido es igual a la tasa de llegadas por el

tiempo de espera medio e

λ =

s s

q q

n el sistema, es decir:  L .W

Deduciéndose que  L .W

= λ
= λ

s q

Suponiendo que el tiempo medio de servicio es una constante (1 / ) para  n 1,se tiene

entonces que el tiempo en el sistema es igual al tiempo en cola más el tiempo de servicio

1
 W W

μ ∀ ≥

= +
μ
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TERMINOLOGÍA DEL MECANISMO DE SERVICIO

David Kendall introdujo en 1953 una notación que permite describir las colas y mostrar sus
características pudiendo clasificar los diferentes tipos de colas por medio de iniciales.

De este modo, se tiene:  A / S / c / K / N /D

A Distribución entre el tiempo de llegadas consecutivas

M   Tiempos entre llegadas distribuidos de forma exponencial (Proceso de Poisson)

D Tiempos entre llegadas deterministas, con tiempo promedio cons

•

•

≡

≡

k

k

h

tante

G Tiempos entre llegadas generales (cualquier distribución)

E Existe una distribución tipo Erlang

H Mezcla de k exponenciales

P Tipo fase

•

•

•

•

≡

≡

≡

≡

S Patrón de servicio de servidores, es decir, hace referencia a la distribución probabilística de los

      tiempos de servicio. Puede tomar los mismos valores que A.

c Número de servidores (o número de dependientes), también se denota por s.

K Capacidad del sistema, es decir, el número máximo de clientes que puede haber en el sistema.

      Cuando se trata de una cola infinita el parámetro se puede omitir.

N Cualquier tipo de disciplina de la cola (FIFO, LIFO, RSS, etc), se puede omitir el parámetro en 

      caso de ser FIFO. 

D Tamaño de la población de entrada, en caso de ser infinita el parámetro se puede omitir.
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MODELOS DE COLAS SIMPLES

Θ MODELO DE COLA M/M/1

Las colas poissonianas (o exponenciales o markovianas) son modelos del tipo M/M, con llegadas de
Poisson y servicio exponencial, son las más estudiadas analíticamente.

En el modelo M/M/1 se dispone sólo de un canal para dar servicio, las llegadas siguen un proceso de
Poisson y la distribución del tiempo de servicio es exponencial.

Según sus características la disciplina de la cola es FIFO y el tamaño de la población de entrada es
infinito, es decir, el número de clientes en el sistema no afecta a la tasa de llegadas.

En el modelo M/M/1 se verifica:

El tiempo de llegadas se distribuye según P( )λ

El tiempo de servicio se distribuye según Exp( )μ

Un único servidor  s 1=

El Factor de utilización en el caso de un servidor 
λ

ρ =
μ
  coincide con la probabilidad de que un

cliente nuevo tenga que esperar para ser servido p
λ

=
μ

Probabilidad de que ningún cliente se encuentre en la cola:   0p 1
λ

= −
μ

Número promedio de clientes en el sistema:   s sL . W
1

λ ρ
= λ = =

μ − λ − ρ

Tiempo promedio de estancia en el sistema:   s
s s q

L 1 1
W W W

⎛ ⎞
= = = +⎜ ⎟λ μ − λ μ⎝ ⎠

Número promedio de clientes en cola:  
2

q q q sxL p .W (L p. L )
( )

λ λ λ
= = = =

μ μ − λ μ μ − λ

Tiempo promedio de espera en cola:   q
q

x

L
W

( )
λ

= =
λ μ μ − λ
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Número de clientes servidos:   s qL L L= +

Probabilidad de tiempo de espera nulo en cola:   0 qp P(W 0) 1= = = − ρ

Probabilidad de tiempo de espera en cola > t:   (1 ) t
qP(W t) . e t 0−μ − ρ> = ρ >

Probabilidad de tiempo de estancia en el sistema > t:   (1 ) t
sP(W t) e t 0−μ − ρ> = >

Θ MODELO DE COLA M/M/s

El modelo supone que los tiempos entre llegadas siguen una distribución de Poisson y los tiempos de
servicio una distribución exponencial, con disciplina es FIFO y población infinita.

Se diferencia respecto al modelo M/M/1 en que el número de servidores s  puede ser cualquier
número natural tal que  s 1> .  Cuando el número de servidores es mayor que 1, las expresiones
anteriores no son tan sencillas.

En esta línea, en la tasa de servicio  nμ  hay que distinguir dos casos:

n
n

n

n. cuando n s
    min(n. , s. )

s. cuando n s

μ = μ ≤⎧
μ = = μ μ⎨μ = μ >⎩

tasa media de servicio de todos los servidores en conjuntoμ ≡

s. tasa máxima de servicio para   servidoresμ ≡ s

El diagrama de tasas (cadena de Markov del modelo M/M/s) representa los posibles estados del
sistema y las transiciones entre ellos.

La tasa de llegadas no se encuentra afectada por el estado en que se encuentre el sistema, pero sí la
tasa media de servicio, pudiendo ser tal múltiplo de la tasa media de servicio por servidor como
servidores en activo haya.

n

0 1 n 1
n n ss

1 2 n

1
                n 1, 2, ... , s 1

n!...
c

... 1
n s, s 1, ...     

s! s.

−

−

⎧ ⎛ ⎞λ
= −⎪ ⎜ ⎟μλ λ λ ⎝ ⎠⎪

= = ⎨μ μ μ ⎛ ⎞⎛ ⎞λ λ⎪
= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ μ μ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

n

0

n n 0 n ss

0

1
p                 n 1, 2, ... , s 1

n!
p c p

1
p n s, s 1, ...     

s! s.

−

⎧ ⎛ ⎞λ
= −⎪ ⎜ ⎟μ⎝ ⎠⎪

= = ⎨
⎛ ⎞⎛ ⎞λ λ⎪

= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ μ μ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩
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n n 0 0 n n ss 1 s 1n n s

n
n 0 n 0

n 0 n 0 n s n 0

1 1
p c p 1 p

( / ) ( / ) ( / )c
n! n! s! s.

∞ ∞

−− −∞
= =

= = = =

= = → = = =
⎛ ⎞λ μ λ μ λ μ λ

+ + ⎜ ⎟μ⎝ ⎠

∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑

                                                      
s s 1s 1 n sn

n 0n 0

1 1

s.( / ) ( / )( / ) 1 1
n! s! s.n! s! 1

−−

==

= =
⎛ ⎞μλ μ λ μ⎛ ⎞λ μ λ ++ ⎜ ⎟⎜ ⎟ μ − λμ − ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑∑

Bajo condiciones de estabilidad (factor de utilización  1ρ < ), al igual que en el modelo M/M/1, se
pueden aplicar fórmulas para obtener los principales parámetros del sistema.

Tiempo en el servicio:  
1
μ

Utilización promedio del sistema:   su
λ

=
μ

Factor de utilización (factor de carga/ intensidad tráfico):  
s.
λ

ρ =
μ

Probabilidad de que ningún cliente
se encuentre en el sistema de colas:

0 s 1 n s

n 0

1
p

s.( / ) ( / )
n! s! s.

−

=

=
⎛ ⎞μλ μ λ μ

+ ⎜ ⎟μ − λ⎝ ⎠
∑

Probabilidad del estado n:   

n

n 0

n

n 0(n s)

( / )
p p   n s   

n!
( / )

p p n s  
s! s −

⎧ λ μ
= ≤⎪⎪

⎨ λ μ⎪ = >
⎪⎩
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Número promedio de clientes en cola:  
ss

q 0 02 2

( / ) . 1
L p p

(s 1)! (s. ) s! (1 )
λ μ λ μ ⎛ ⎞λ ρ

= = ⎜ ⎟− μ − λ μ − ρ⎝ ⎠

Número promedio de clientes en sistema:   ( )s q s sL L L .W
λ

= + = λ
μ

Tiempo promedio de espera en cola:    ( )q
q q q

L
W L .W= = λ

λ

Tiempo promedio de estancia en el sistema:   s
s q s

L1
W W W

⎛ ⎞= + =⎜ ⎟μ λ⎝ ⎠

Se asume que la probabilidad de la función de tiempos de servicio es una exponencial negativa de
parámetro  n.μ

s

t (s 1 / )
t 1 e

P(W t) e 1
s! (1 ) s 1 /

− μ − − λ μ
−μ

⎛ ⎞⎛ ⎞λ
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎛ ⎞μ −⎝ ⎠⎜ ⎟> = + ⎜ ⎟⎜ ⎟− ρ − − λ μ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  Cuando  s 1 / 0− − λ μ =   se utiliza

t (s 1 / )1 e
t

s 1 /

− μ − − λ μ−
= μ

− − λ μ

COSTES RELACIONADOS CON MODELO DE COLA M/M/s

 Coste relacionado con los servidores:

Coste total de servidor ocupado:    sE(C ) c.s.= ρ

Coste total de servidor desocupado:   es 0

es

es

es

E(C ) c . s . p        s 1

E(C ) c . s . (1 ) s 1

= =
= − ρ >

 Coste relacionado con los clientes:

Coste total de espera del cliente:   e qE(C ) w . L=

Coste total del cliente desocupado esperando servicio:   oe o sE(C ) w . u=

 Coste total del sistema:  Suma de costes de servidores y clientes.
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Θ MODELO DE COLA M/M/s  con fuente de entrada finita

Es una variación del modelo M/M/s consistente en que la fuente de variación de entrada es limitada,
esto es, el tamaño de la población de posibles clientes es finita.

Sea N  el tamaño de la población, cuando en el sistema se encuentran n  clientes, quedan  (N n)−
posibles clientes en la fuente de entrada.

En el modelo con población finita los clientes alternan entre estar dentro y fuera del sistema. Por
analogía con el modelo  M/M/s  se supone que el tiempo que pasa cada cliente fuera del sistema es
una variable aleatoria exponencial Exp( )λ .

Cuando n  clientes están dentro,  (N n)−  clientes están fuera, y por tanto la distribución de
probabilidad del tiempo que falta para la próxima llegada al sistema es el mínimo de (N n)−
variables exponenciales independientes de parámetro  (N n)λ − . De este modo,

n n

n. . 1 n s
(N n) 0 n N

s. . s n N
0 n N

0 n N

μ λ ≤ ≤⎧
λ − ≤ ≤⎧ ⎪λ = μ = μ λ ≤ ≤⎨ ⎨>⎩ ⎪ >⎩

La aplicación más importante de este modelo es la reparación de máquinas, donde se asigna a uno o
más técnicos la responsabilidad de tener operativas un grupo de N  máquinas.

Cuando las máquinas se estropean acuden al sistema de mantenimiento en espera de ser reparadas,
y cuando están operativas quedan fuera del sistema.

                 
n

0 n 0nN

n 0

1 N!
p p p     si  1 n N

(N n)!N!
(N n)!=

⎛ ⎞λ
= = ≤ ≤⎜ ⎟− μ⎝ ⎠⎛ ⎞λ

⎜ ⎟− μ⎝ ⎠
∑
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Utilización promedio del servidor:   0p 1 p= −

Número promedio de clientes en el sistema:   s 0L N (1 p )
μ

= − −
λ

Número promedio de clientes en la cola:   q 0x
( )

L N (1 p )
λ + μ

= − −
λ

Tiempo promedio de estancia en el sistema:    s
s

s

L
W

.(N L )
=
λ −

Tiempo promedio de espera en la cola:   q
q s q

s

L 1
W W W

.(N L )
⎛ ⎞

= = +⎜ ⎟λ − μ⎝ ⎠

Θ MODELO DE COLAS  M/M/1/k

Este tipo de sistemas de colas se caracteriza por tener una cola finita, como indica la cuarta inicial de
la notación de Kendall.

El número máximo de clientes en el sistema en estos modelos se encuentran limitado a k , que
coincide con la suma del número de servidores y el tamaño de la cola, por lo que la capacidad de la
cola es  (k s)−

El modelo M/M/1/k  es aquel en el que un servidor atiende todas las peticiones, por lo general este
modelo se etiqueta como M/M/s/k  para un número genérico de servidores.

Otra interpretación de este sistema es aquel en la que los clientes que llegan dejan la cola a partir de
una determinada longitud ya que no están dispuestos a soportar una larga espera.

En esta situación, sí el sistema está lleno (la capacidad es k) no se permite la entrada de nuevos
clientes al sistema. En consecuencia, la tasa de llegada efectiva no es constante y varía con el tiempo
(dependiendo sí el sistema está o no lleno):

En esta situación, sí el sistema está lleno (la capacidad es k) no se permite la entrada de nuevos
clientes al sistema. En consecuencia, la tasa de llegada efectiva no es constante y varía con el tiempo
(dependiendo sí el sistema está o no lleno):

ef k(1 p )λ = λ −      donde  
k

n
n 0 k

n 0

p . p para n 0, 1, ... , k p 1
=

= ρ = =∑

El factor de saturación 
λ

ρ =
μ
 determina como varían las probabilidades  np  de que haya n clientes en

el sistema.

Sí   1 Los estados más probables son los de menor número de clientes, dado que la

                      oferta de servicio supera a la demanda.

ρ < →

Sí   1 Todos los estados son equiprobables.ρ = →

Sí   1 Los estados más probables son los de mayor número de clientes, pues la

                      demanda de servicio supera a la oferta.

ρ > →

Probabilidades del estado:  

n

k 1
n

(1 ) .
n 0 , 1, 2, ... , k   

p 1

0 n k 1, k 2, ...

+

⎧ − ρ ρ
=⎪= − ρ⎨

⎪ = + +⎩
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En este caso,  la solución para el estado estacionario existe incluso sí  1ρ ≥ . Intuitivamente esto se
debe a que la limitación de la capacidad del sistema provoca que éste no se desborde.

Tasa de llegada efectiva:  
k

ef k k 1

(1 ) .
(1 p ) 1

1 +

⎡ ⎤− ρ ρ
λ = λ − = λ −⎢ ⎥− ρ⎣ ⎦

Número promedio de clientes en el sistema:  

k 1

k 1

s

(k 1).
1

(1 ) 1L
k

1
2

+

+

⎧ ρ + ρ
− ρ ≠⎪⎪ − ρ − ρ= ⎨

⎪ ρ =⎪⎩

Número promedio de clientes en la cola:  

k

s k 1

q s 0

(1 ) .
L 1

1
L L (1 p )

k. (k 1)
1

2(k 1)

+

⎧ − ρ ρ
− ρ ≠⎪ − ρ⎪= − − = ⎨ −⎪ ρ =

⎪ +⎩

Tiempo promedio de estancia en el sistema:   s
s

ef

L
W =

λ

Tiempo promedio de espera en la cola:   q
q s q

ef

L1
W W o W= − =

μ λ

Longitud de la cola:    q ef qL .W= λ

Θ MODELO DE COLA M/M/s/k

En algunos sistemas la cola no puede albergar a un número indefinido de clientes. En este caso se
dice que el sistema es de capacidad limitada.

El límite lo fija el parámetro k que incluye a los servidores.

Las tasas de llegada y servicio son:

n n

n 0 , , k s 1      n. n 1, , s          

0 n k s , k s 1, s. n s 1, s 2 ,

λ = + − μ =⎧ ⎧
λ = μ =⎨ ⎨= + + + μ = + +⎩ ⎩

" "
" "

Factor de ocupación:  
s .
λ

ρ =
μ

Probabilidad de que ningún cliente se encuentre en el sistema de cola:

0 n ns 1 k

n s
n 0 n s

1
p

k! k! 1
. . .

(k n)!. n! (k n)! s! . s

−

−
= =

=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ

+⎜ ⎟ ⎜ ⎟− μ − μ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑



                                      Portal Estadística Aplicada: Operaciones Colas Aeronáuticas  20

Probabilidad  de clientes en cola:   
n 1

n

n 1

k n 1
. . p 0 n s

n
p

k n 1
. . p s n k

s

−

−

⎧ ⎛ ⎞− + λ
≤ ≤⎪ ⎜ ⎟μ⎪ ⎝ ⎠= ⎨

⎛ ⎞− + λ⎪ < ≤⎜ ⎟⎪ μ⎝ ⎠⎩

Número medio de clientes en cola:   q n

k

n s 1
L (n s) . p

= +
= −∑

Número medio de clientes en el sistema:   s n

k

n 1

L n . p
=

= ∑

Tasa media de llegada (entrada efectiva):   ef s. (k L )λ = λ −

Tiempo medio de clientes en cola:   q
q

ef

L
W =

λ

Tiempo medio de clientes en el sistema:   s
s

ef

L
W =

λ
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MODELOS DE COLAS CON TIEMPOS DE SERVICIO NO EXPONENCIAL

Los modelos anteriores se basan en que las entradas y el servicio se distribuyen mediante procesos
que siguen una distribución de Poisson/Exponencial.

En un sistema de colas es necesario seleccionar una distribución de probabilidad para los tiempos de
servicio.  Hay tres distribuciones que representan tiempos de servicio:

♦ La distribución de servicio exponencial  ( media)σ ≡

♦ La distribución de servicio constante  ( 0)σ =

♦ La distribución Erlang que posee un parámetro k que determina la desviación

      típica  2 2x

1 1 1
k

k

⎛ ⎞
σ = → =⎜ ⎟μ μ σ⎝ ⎠

     k 1= →  La distribución Erlang ≡  La distribución Exponencial

     k = ∞ →  La distribución Erlang ≡  La distribución degenerada con tiempos constantes

     Distribución Erlang según los valores del parámetro k:

                        

Θ MODELO DE COLA M/G/1

En este modelo no se especifica ninguna distribución de  los tiempos de servicio, sólo se necesita

conocer la media  (1 / )μ  y la varianza  2( )σ  de la distribución.

Cualquier sistema de colas de este tipo alcanza en algún momento el estado estable cuando el factor

de utilización  1
λ

ρ = <
μ

.

Las medidas de rendimiento para este modelo toman las expresiones que se detallan a continuación,
donde la referente a   qL  recibe el nombre de fórmula de Pollaczek‐Khinchine.

np = ρ

Utilización promedio:   0p 1= − ρ

Número promedio de clientes en la cola:  
2 2 2

q
.

L
2 . (1 )
λ σ + ρ

=
− ρ
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Número promedio de clientes en el sistema:   s qL L= + ρ

Tiempo promedio de espera en la cola:  
2 2 2

q
q

L .
W

2. . (1 )
λ σ + ρ

= =
λ λ − ρ

Tiempo promedio de estancia en el sistema:   s
s q

L 1
W W= = +

λ μ

Las medidas de eficiencia incrementan su valor conforme  2σ  aumenta, lo que indica que el
funcionamiento del servidor tiene gran transcendencia en la eficiencia global del sistema.

Curry y Feldman proponen una modificación del tiempo promedio de espera en la cola que
proporciona una relación directa entre las colas M/M/1 y las colas M/G/1:

                             
2 2

q q
1 .

W (M/ G / 1) . W (M/M/ 1)
2

⎛ ⎞+ μ σ
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2. Coeficiente de variaciación al cuadrado de los tiempos de servicio.μ σ ≡

Θ MODELO DE COLA M/D/s

Si la disciplina de servicio es determinista, el tiempo de servicio siempre es el mismo para todas las

llegadas, tiempos de servicio es una constante 
1

=
μ
  con varianza nula  2 0σ =

Con un único servidor, el modelo M/D/1 se reduce a un caso particular del modelo M/G/1 , donde
2 0σ = , con lo que las medidas de eficiencia son:

Utilización promedio:   0p 1= − ρ

Número promedio de clientes en la cola:  
2

qL 2. (1 )
ρ

=
− ρ

Número promedio de clientes en el sistema:  
2

s q
. (2 )

L L
2. (1 ) 2. (1 )

ρ − ρρ
= + ρ = + ρ =

− ρ − ρ

Tiempo promedio de espera en la cola:  
2

q
q

L
W

2. . (1 ) 2. . (1 )
ρ ρ

= = =
λ λ − ρ μ − ρ

Tiempo promedio de estancia en el sistema:   s
s q

L 1
W W= = +

λ μ
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Θ MODELO DE COLA M/E k/1

La disciplina de servicio es una distribución Erlang de parámetro k.  La distribución de Erlang
(distribución k)  resulta de sumar variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
tiene una  función de densidad de probabilidad:

       
k

k xk 1( k)
f(x) . x . e para  x 0

(k 1)!
− μ−μ

= ≥
−

, k restringido a valores enteros.

Es decir, es una distribución Gamma  (k , k)Γ μ . Por tanto, si la distribución es estacionaria

x n k
k 1 k x

n
0

e . ( x) ( k)
k P(A n) . . x . e dx

n! (k 1)!

−λ∞
− − μλ μ

= = =
−∫

La media y la varianza, respectivamente:

                  2
2 2 2x

1 1 1
E(X) , k

k.
= σ = → =
μ μ μ σ

Cuando sólo hay un servidor  (s 1)= , un modelo M/Ek/1 es caso especial del modelo M/G/1 con

varianza  2 21 / (k )σ = μ

Las medidas de eficiencia del modelo M/Ek/1 vienen dadas por:

Factor de utilización:  
λ

ρ =
μ

Utilización promedio:   0p 1= − ρ

Número promedio de clientes en la cola:  
2 2

q
. (1 k) . (1 k)

L
2. k. . ( ) 2. k. (1 )
λ + ρ +

= =
μ μ − λ − ρ

Número promedio de clientes en el sistema:   s qL L= + ρ

Tiempo promedio de espera en la cola:   q
q

L
W =

λ

Tiempo promedio de estancia en el sistema:   s
s q

L 1
W W= = +

λ μ
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MODELO DETERMINISTA DE COLAS

Cuando la demanda λ  es mayor que la capacidad μ , el factor de utilización  1
λ

ρ = >
μ

,  entonces

para calcular las demoras es necesario utilizar otro criterio en teoría de colas.

Este fenómeno ocurre en muchos sistemas durante un período corto de tiempo introduciendo el
modelo determinista de colas.

Un modelo determinístico es un modelo matemático donde las mismas entradas producen
invariablemente las mismas salidas, sin contemplar la existencia del azar ni el principio de
incertidumbre.

t Función de demanda:  entidades por unidad de tiempoλ ≡

t capacidad del sistema: entidades por unidad de tiempoμ ≡

Los valores   tλ  y    tμ  se asumen constantes entre cada intervalo de integración.

tL : Número de unidades en la cola en el instante t

La longitud de la cola   tL  corresponde a la distancia vertical entre las  líneas de demanda y capacidad

acumuladas

Estado de la cola:  
t

t t t0
L ( ) dt= λ − μ∫

Razón de cambio de la cola:   t
t t

dL
( )

dt
= λ − μ

La ecuación de razón de cambio   tdL
dt

  se puede expresar en forma diferencial finita:

t t 1 t tL L ( ) . t−= + λ − μ Δ  fácil de estimar con una hoja de cálculo (Excel)

El tiempo de espera o de demora  tW  es la distancia horizontal entre las líneas de demanda y

capacidad acumuladas para una entidad (avión o pasajero) que llega en el tiempo  it .
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El tiempo de espera toral o de demora total   dT  es el área comprendida entre las líneas de demanda

y capacidad acumuladas.

El tiempo promedio o demora promedio  qW  es el cociente entre la demora total   dW  y el número de

clientes  dN  afectados por la cola:   d
q

d

T
W

N
=

El número promedio de clientes   pL  en cola se calcula como la demora total  dW  dividida por el

tiempo  dt  de duración de la cola:    d
p

d

T
L

t
=
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SERIES Y REDES DE COLAS

Hasta este momento los clientes demandaban del sistema una sola operación de servicio, por tanto,
los sistemas eran de un único nodo, donde podría haber varios servidores idénticos paralelos.

En un sistema de colas interesan sistemas con múltiples nodos en los que el cliente requiere servicios
en más de un nodo.

Una situación en la que los clientes pueden entrar al sistema por varios nodos, hacer cola para ser
servidos y salir de un nodo dado para entrar en otro y recibir un servicio adicional o para abandonar
el sistema.

Los clientes no entran y salen del sistema necesariamente por los mismos nodos, tampoco siguen el
mismo camino una vez en el sistema, pueden regresar a nodos previamente visitados y saltarse
algunos nodos e incluso permanecer en el sistema para siempre.

Una Red de colas es un sistema donde existen varias colas, un conjunto de nodos interrelacionados
funcionando asincrónica (entradas y salidas de clientes sin sincronizar) y simultáneamente.

Se trata, por tanto, de un grafo orientado en el que se pueden producir transacciones de clientes que
salen servidos de un nodo hacia otro. La forma más habitual para modelizar el modo en el que los
clientes servidos en un nodo se dirijan a otro,  considerando que lo hacen de acuerdo con una
distribución discreta.

En teoría de colas, se entiende por nodo un subsistema que conforma una red de colas, este
subsistema a su vez es también un sistema de colas, pudiendo ser compuesto por cualquiera de los
modelos tratados anteriormente.

La teoría de Redes de colas contempla dos modelos:

a)  Redes abiertas:  Los clientes pueden entrar y salir del sistema.  Hay dos clases:

• Acíclicas:  Un cliente nunca puede volver a la misma cola.
• Cíclicas:   Cuando hay bucles en la red.

b)  Redes cerradas:  No entran nuevos clientes y los clientes existentes nunca salen, esto es, el
número de clientes es constante en el tiempo, como puede ser la reparación de máquinas.

ASESORÍA EMPRESARIAL COMO RED DE COLAS

Los clientes llegan y esperan a ser atendidos por el servicio de recepción, desde allí son derivados al
servicio solicitado (contable, fiscal, etc.), allí esperan la cola correspondiente y una vez que son
atendidos, tienen que hacer cola en un servicio de gestión de cobros.

Los clientes van fluyendo de una cola a otra. Para decidir a qué cola se dirige un cliente que acaba de
salir de una cola hay dos tipos de criterios:

♦ Probabilístico:  Se elige una ruta u otra en función de una probabilidad, pudiendo haber distintos
tipos de clientes con distintas probabilidades.

♦ Determinista:  Cada clase de cliente se dirige a una cola fija.

SISTEMA DE COLAS TÁNDEM
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También denominado sistema secuencial o en serie.

En un sistema de colas tándem un cliente debe visitar diversos servidores antes de completar el
servicio requerido. Se utiliza para casos en los que el cliente llega de acuerdo al proceso de Poisson y
el tiempo de atención se distribuye exponencialmente en cada estación.

Se considera un caso en el que los clientes llegan según un proceso de Poisson de parámetro λ , y
pasan sucesivamente por dos colas en serie, respectivamente, con tasas de servicio  1μ  y  2μ

♦ El número de clientes de cada uno de los servidores es independiente del otro.
♦ Los tiempos de espera de un cliente en cada cola no son independientes.
♦ Los tiempos totales de espera (cola + servicio) son independientes.

El estado del sistema es un par  (n,m)  con n  clientes en el nodo 1 y  m  clientes en el nodo 2.

Las ecuaciones del balance o de equilibrio (tasa de entrada debe de ser igual a la de salida),
n 0, m 0> > ,  son:

2 0,1 0 , 0

n 1, 0 2 n, 1 1 n, 0

Estado Tasa entrada   Tasa salida                                       

(0, 0)  r r                                                              

    

     

(n, 0)  r r ( ) r           −

=
μ = λ
λ + μ = λ + μ

1 1,m 1 2 0 ,m 1 2 0,m

n 1,m 1 n 1,m 1 2 n,m 1 1 2 n,m

                              

(0,m)  r r ( ) r                                   

(n,m)  r r r ( ) r       
− +

− + − +

μ + μ = λ + μ
λ + μ + μ = λ + μ + μ

con   n,m
n,m

r 1=∑ .   Sea  
n, 0

0,m

r  probabilidad de   clientes en el nodo 1

r  probabilidad de   clientes en el nodo 2

≡⎧
⎨ ≡⎩

n
m

El nodo 1 es un modelo de cola M/M/1  y , por el teorema de Burke, el nodo 2 también es un modelo
de cola M/M/1. En consecuencia,

n m

n, 0 0 ,m
1 1 2 2

x xr 1 , r 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ λ λ

= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ μ μ μ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Si los clientes en los nodos 1 y 2 son variables aleatorias independientes se verifica que

n,m n, 0 0 ,mr r . r=  , propiedad que verifica las ecuaciones de equilibrio.

En consecuencia,  n,m n, 0 0 ,mr r . r=  es la solución estacionaria y el número de clientes en el nodo 1 es

independiente del número de clientes en el nodo 2, lo que no implica que los tiempos de espera de
un cliente en las dos colas sean independientes.

Sin embargo, los tiempos totales de espera (cola + servicio) son independientes.

Número medio de clientes en la red en tándem (serie o secuencial):
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2

red n,m n, 0 0 ,m
i1 2 in,m n m 1

L (n m) . r n. r m. r
=

λ λ λ
= + = + = + =

μ − λ μ − λ μ − λ∑ ∑ ∑ ∑

Tiempo medio de un cliente en la red (desde que entra hasta que sale):   red
red

red

L
W =

λ

El tiempo medio de un cliente que pasa por la red en tándem es la suma de los tiempos medios en
los que pasa por los dos nodos.

Tiempo medio de un cliente en cola:  c q red
1 2

1 1
W W

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟μ μ⎝ ⎠

e

REDES DE JACKSON ABIERTAS

Son redes con k  nodos que contemplan la posibilidad de entrada de clientes desde el exterior.

Las redes abiertas verifican tres propiedades:

a)  La llegada de clientes al nodo  i   desde fuera del sistema sigue un proceso de Poisson de
     parámetro o tasa  iλ . También pueden llegar clientes al nodo  i  desde otros nodos de dentro de

     la red.

b)  Cada nodo  i  consiste en  is  servidores, cada uno con tiempo de servicio exponencial de

     parámetro  iμ

c)  El cliente una vez servido en el nodo  i  pasa (instantáneamente) a nodo  j  ,  j 1, 2, ... , k=  , con

     probabilidad  i jr  o abandona la red con probabilidad  i 0r

Dado que el flujo total de entrada a un nodo i  (i 1, 2, ... , k)=  debe ser igual al flujo total de salida

del nodo, se obtiene las denominadas ecuaciones de tráfico o ecuaciones de equilibrio:

                                        
k

i i j ji
j 1

.r
=

Λ = λ + Λ∑
Las ecuaciones de los  iΛ  son intuitivas:  iλ  es la tasa de llegadas al nodo  i  desde fuera del sistema, y

iΛ  es la tasa de la que los clientes salen del nodo  j .
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La tasa de entrada debe de ser igual a la de salida.

j ji. rΛ ≡  Tasa de llegada al nodo i de clientes que salen del nodo  j

Las k ecuaciones anteriores forman un sistema lineal con solución única, que se resuelve para hallar
las tasas de llegada a cada nodo  iΛ

En forma matricial  ( )rΛ = λ + Λ
GG G

:    

11 21 11 1 1

12 22 22 2 2

1 2

⎛ ⎞Λ λ Λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Λ λ Λ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟Λ λ Λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

"
"

# # # ## # #
"

k

k

k k kkk k k

r r r

r r r

r r r

La solución   1(I r) .−Λ = − λ
GG
 proporciona las tasas totales de llegada a cada subsistema (venga de

fuera o de otro nodo).

El teorema de Jackson indica que las redes con realimentación son tales que los nodos se comportan
como si fueran alimentados totalmente por llegadas de Poisson, aunque en realidad no sea así.

Las probabilidades estacionarias en cada nodo son las de un modelo M/M/s, incluso aunque el
modelo no sea un modelo M/M/s.  Los estados  in  de los nodos individuales son variables aleatorias

independientes.

Para que ninguna de las colas del sistema se sature, es preciso que se cumpla la condición:

i
i i

i i

1 i 1, 2, ... , k
s .
Λ

ρ = ρ < ∀ =
μ

 condición de no saturación del modelo M|M|s, aplicada a

cada uno de los nodos por separado.

La probabilidad de que en el estado estacionario haya  1n  clientes en el nodo 1 ,  2n  clientes en el

nodo 2 ,  ...  ,  sucesivamente:

     
i

1 2 r i i i
1

k n
i i i 0 ii i

n n ... n 0i i i k(n s ) n
i i i i i i ii i

0i
i ii 1

n ! n s pr
p p r a(n ) 1

a (n ) s .s n s r
p

a (n )
=

−

=

<⎧Λ ⎪= = = =⎨μ ≥⎪⎩
∏

∑

Sí  ( )is 1 i 1, 2, ... , k= ∀ = :     k1 2

1 2 k

nn n
n n ... n 1 1 2 2 k kp (1 ) . (1 ) ... (1 )= − ρ ρ − ρ ρ − ρ ρ

Las medidas de rendimiento para cada nodo se calculan según las ecuaciones del modelo M|M|s,
teniendo las siguientes consideraciones:

♦ En una red Jackson abierta que cumple la condición de no saturación, en estado estacionario, la
distribución del número de clientes en cada nodo es:

       
1

k

i i 1 k
i

p(n) p (n ) n , , n 0
=

= ∀ … ≥∏

♦ i ip (n ) ≡ Probabilidad de que haya  in  clientes en el nodo  i

♦ 
1

k

red i
i =

λ = λ ≡∑  Número medio clientes que entran en la red por unidad de tiempo.
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♦ redΛ ≡  Tasa global de salidas del sistema, número promedio de clientes que salen del sistema

por unidad de tiempo, que coincide con el número de clientes que entran en el sistema:

i 1

k

red i
=

Λ = Λ∑

♦ redL ≡ Número medio de clientes en el sistema (cola + servicio), suma del número medio de

clientes en cada uno de los nodos:  
i 1

k

red siL L
=

= ∑

♦ El hecho de que los nodos se comporten como si fueran modelo M/M/s  podría interpretarse que
se puede utilizar las distribuciones de los tiempos de espera de estos modelos. Sin embargo, esto
no es necesariamente cierto en las redes de Jackson, donde se permite la realimentación.

       redW ≡ Tiempo medio en el sistema, tiempo medio que un cliente pasa desde que entra en la red

                   hasta que sale de ella:  red
red

red

L
W =

λ

         iV ≡ Número medio que un cliente visita el nodo  i , número medio de veces que un cliente

                 visita el nodo  i ,desde que entra en la red hasta que sale:   i
i

red

V i 1, 2, ... , k
Λ

= ∀ =
Λ

SUPUESTOS CONSIDERADOS EN REDES DE JACKSON ABIERTAS

∗ Capacidad infinita en los nodos.

∗ Efecto Bloqueo: Si un cliente ha finalizado su servicio en el nodo  i  y se dirige a un nodo  j que
está al máximo de su capacidad. El sistema se bloquea con tres posibilidades:

(a) Las llegadas al nodo  i  se rechazan.
(b) El cliente debe ir inmediatamente a otro nodo en su lugar.

(c) El cliente debe abandonar el sistema.
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REDES DE JACKSON CERRADAS

En una red cerrada no entran ni salen calientes, el número de clientes es constante en el tiempo.

Una red  de Jackson cerrada presenta las siguientes características:

• No es necesario que los buffer de espera sean infinitos solo que tengan capacidad suficiente
para mantener  (N 1)−  clientes para que no haya bloqueo.

• El cliente al finalizar el proceso en el nodo i pasa al nodo j con probabilidad  j ir

• Todos los tiempos de servicio son exponenciales negativos  iμ  y los clientes se procesan

según el orden de llegada a un nodo.

• Cada nodo i es una cola  iM M s

• Tienen aplicaciones en el procesado de sistemas multi‐procesadores (CPU y sistemas I/O)  y
el modelado de ventana deslizante.

• Se consideran k nodos sin tráfico externo  i( 0 i)λ = ∀ ,  los N clientes viajan indefinidamente

por los K procesos.

• Dado que el flujo total de entrada a un nodo i  (i 1, 2, ... , K)=  debe ser igual al flujo total de

salida del nodo, se obtiene las denominadas ecuaciones de equilibrio:

                                  
j 1

k
i

i j ji i i i i
i

. r , .
=

Λ
Λ = Λ ρ = → Λ = ρ μ

μ∑

En forma matricial  ( )i j rΛ = Λ
G G

:    

11 21 11 1

12 22 22 2

1 2

⎛ ⎞Λ Λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Λ Λ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟Λ Λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

"
"

# # # ## #
"

k

k

k k kkk k

r r r

r r r

r r r

Sistema lineal indeterminado con un grado de libertad, que se resuelve para calcular las tasas de
llegada relativas a cada nodo  iΛ .

Para la resolución se hace arbitrariamente una de la tasa de visitas relativa  iΛ  de algún nodo igual a

la unidad (por ejemplo,  1 1).Λ =

• En una red cerrada  al no haber entradas ni salidas de clientes, resulta indispensable conocer el
número de clientes dentro de la red (N), que permanece constante en el tiempo.

Por este motivo, el número medio de clientes en la red  redL N=  y  las cantidades del tiempo medio

de espera en la red y en cada nodo carecen de sentido.

Lo importante es determinar las probabilidades de que haya  in  clientes en el nodo i‐ésimo para

i 1 , ... , k= , que se denotan por 
1 2 Kn , n , , np " .

Las probabilidades de los distintos estados de la red se calculan por medio de la expresión:
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1 2 K
i 1

nk
i

n , n , , n
i i

1
p .

G(N) a (n )=

ρ
= ∏"

donde,   
i

i

1 kn n N 1

k n
ii

i n s
i i i i ii

n!          n s
G(N) y a (n)

a (n ) s ! . s n s+ + = =
−

⎛ ⎞ ≤⎧ρ ⎪⎜ ⎟= = ⎨⎜ ⎟ ≥⎪⎩⎝ ⎠
∑ ∏
"

G(N) ≡  Constante de normalización al considerar todas las combinaciones de mque hacen que

              haya N clientes en total en el sistema.

El cálculo de G(N)  puede resultar costoso cuando N y K  son grandes, dado que el número de

posibles estados es 
N k 1

N

+ −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

JP. Buzen desarrolló un algoritmo recursivo para n N=  y m k=  donde se observa que  kg (N) G(N)= :

          
i

i

1 m
n n n i 1

m n
ii

m i n s
i i i i i

n!          n s
g (n) y a (n)

a (n ) s ! . s n s+ + = =
−

⎛ ⎞ ≤⎧ρ ⎪⎜ ⎟= = ⎨⎜ ⎟ ≥⎪⎩⎝ ⎠
∑ ∏
"

denotando 
n
i

i
i

f (n)
a (n)
ρ

=    para   i 1 , ... , k     y    n 0 , 1, ... , N= =

La recurrencia de la función  mg (n)  se obtiene considerando que:

m1n n i 0

m n

m i i m m 1
n i 1

g (n) f (n ) f (i) . g (n i)
+ + = =

−
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∏ ∑
"

Se observa que  1 1g (n) f (n)=  pudiendo aplicar la ecuación de recurrencia.  Por otra parte,

m mg (0) f (0) 1 m 1, ... ,k= = =

Utilizando el algoritmo recursivo, la probabilidad de que haya  kn  clientes en el nodo k‐ésimo:

 
k

m k m 1 k
m k n

m

f (n ) . g (N n )
p (n ) p m 1, 2, , k

g (N)
−

• • •

−
= = = "

 Número medio de clientes en cada nodo:  
i 1

n

m mL i . p (i) m 1, 2, , k
=

= =∑ "

 Tiempo medio de permanencia de un cliente en un nodo:   m
m

m

L
W =

Λ

 El valor calculado  iΛ en las ecuaciones de equilibrio 
1

k

i j ji
j

. r
=

Λ = Λ∑  es una de las infinitas

soluciones no nulas que relaciona las tasas de entrada, no tienen porqué ser el valor correcto de
las  iΛ  (son valores proporcionales a los  iΛ  verdaderos).

La situación se resuelve imponiendo la condición de que el número medio de clientes que entran
a un nodo elegido  iΛ  tiene que ser igual al número medio de clientes que salen servidos de dicho

nodo.
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i 1

n
m

m m m m m
m

c .   donde   . p (i) c
=

Λ
Λ = Λ Λ = μ → =

Λ∑

calculada la constante 'c'  se obienen las restantes  i 1−Λ

Aunque el algoritmo de Buzen hace más cómodo el cálculo de G(N)  sigue resultando costoso.

♠ Se puede utilizar un método alternativo para caraceterizar el comportamiento del sistema sin
calcular G(N) . Se demuestra que cuando llega una petición, la longitud del buffer en el nodo i
coincide con la que vería un observador externo ei en la red hubiera un cliente menos, aplicando la
ley de Little:

i
i

i i
i

i

W (m) Tiempo de espera en el nodo i  cuando hay m clientes  
1 L (m 1)

W(m) Tiempo de servicio (inverso) del nodo i                                  

L (m 1) Número medio de clientes en el nodo i  

≡
+ −

= μ ≡
μ

− ≡                       

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

Rendimiento del sistema:  

i 1

m k

i i

m

W(m) .
=

λ =
Λ∑

Longitud media de la cola:   i i m iL (m) . . W(m)= Λ λ

La aproximación de Bard‐Schweitzer estima que el número promedio de trabajos en el nodo i es una
interpolación lineal:

                                   i i
m

L (m) . L (m 1)
m 1

≈ −
−

Este enfoque iterativo a menudo se conoce con el nombre de MVA aproximado (AMVA) y, por lo
general, es más rápido que el enfoque recursivo de MVA (Análisis del Valor Medio).

ALGORITMO MVA (MEAN VALUE ANALYSIS)

Es una técnica de recurrencia para calcular longitudes de cola esperadas, tiempo de espera en nodos
de cola y rendimiento en equilibrio para un sistema de colas separables y cerradas.

Se basa en el teorema de llegada (propiedad del observador aleatorio), que establece que cuando en
un sistema cerrado un cliente M  llega a una instalación de servicio y observa que el resto del sistema
se encuentra en estado de equilibrio para un sistema con  (M 1)−  clientes.

Algoritmo MVA:  Medidas de rendimiento para M clientes en el sistema

El algoritmo comienza con una red vacía (cero clientes), luego aumenta el número de clientes en 1 en
cada iteración hasta que haya el número requerido ( M ) de clientes en el sistema. En cada iteración
va calculando j L (m)  y   jW (m)  para m 1, 2, , M= "

Se inicia  estableciendo que la longitud promedio de la cola en un sistema sin clientes en cero en
todos los nodos:   jL (0) 0 , j 1, 2, , k= = "

El flujo total de entrada a un nodo debe ser igual al flujo total de salida del nodo:  
k

i j j i
j 1

. r
=

Λ = Λ∑
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Las k ecuaciones forman un sistema lineal indeterminado con un grado de libertad, se resuelve para
hallar las tasas de llegada relativas  iΛ  a cada nodo.

Para ello se fija un valor positivo arbitrario para una incógnita, por ejemplo  sea   1 1Λ =

ANÁLISIS DEL VALOR MEDIO:

j(m)Λ ≡  Tasa real de salidas del nodo j‐ésimo

j
j

j

L (m)
(m) j 1, 2, , k , m 1, 2, , M

W (m)
Λ = = =" "

jμ ≡  Tasa individual de servicio nodo

jL (m) ≡  Número medio de clientes en el nodo j‐ésimo:

j j
j k

i i
i 1

m . .W (m)
L (m) j 1, 2, , k , m 1, 2, , M

.W(m)
=

Λ
= = =

Λ∑
" "

jW (m) ≡  Tiempo medio que cada cliente pasa en el nodo j cada vez que lo visita.

j
j

j j j

L (m 1)1
W (m) j 1, 2, , k , m 1, 2, , M

s .

−
= + = =
μ μ

" "

j (m)ρ ≡ Utilización del servidor en el nodo j‐ésimo

j j
j

j j j

(m) L (m)
(m)

.W (m)

Λ
ρ = =

μ μ

CUELLO DE BOTELLA:  Es un nodo cuya capacidad de procesamiento determina el rendimiento de
todo el sistema.  En una red cerrada de Jackson el nodo j‐ésimo es un cuello de botella cuando:

jm
lim L (m)
→∞

→ ∞
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En la sala de urgencias del aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona‐El
Prat se proporciona atención a los pasajeros que lo requieran en una sala
de urgencias. La llegada de pacientes se produce con una tasa media de
3 por hora, siguiendo una distribución Poisson.  La sala cuenta con dos
médicos que invierten  un promedio de 15 minutos por pacientes, según
una distribución exponencial.

El funcionamiento de la  sala tiene dos enfoques distintos:  El director de la sala plantea que los
pacientes tienen que esperar mucho tiempo en cola para ser atendidos y solicita un médico más. La
dirección del aeropuerto defiende que en ocasiones los médicos están ociosos y  cree que debe
haber un solo médico. Cada médico cobra 8 euros/hora y se valora un coste de 2 euros/hora por
cada paciente en sala.

¿Cuántos médicos debe tener la sala de urgencias para minimizar el coste total?

Inicialmente para tomar una decisión hay que minimizar el coste total con un médico (1 servidor) y
dos médicos (2 servidores). Para ello, se calculan las medidas de rendimiento, respectivamente, de
modelos de colas  M/M/1 y M/M/2.
En caso de aceptar la decisión del director de la sala de urgencias, habría que analizar el coste total
de un modelo de cola M/M/3.

Tasa de llegadas:      3 pacientes/hora

60
Tasa de servicio:   μ =  4  pacientes/hora

15

λ =

=

Utilización promedio de la sala de urgencias:   s

3
u 0,75

4
λ

= = =
μ

 Modelo  M/M/1  con  s = 1 servidor

Factor de utilización de la sala:   s

3
   u       0,75   1

4
λ

ρ = = = = <
μ

 estado estacionario.

Probabilidad de que no haya ningún paciente en sala:     0p  1 p   1 0,75   0,25= − = − =

Probabilidad de que n pacientes sean atendidos:

( ) 1
0 0 2

2

n n
n n

n

x

x

p 0,25 0,75 0,1875  
p p . p . 1 . 1 .

p 0,25 0,75 0,1406

= =⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ λ
= ρ = = − = − ρ ρ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ = =μ μ μ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Tiempo promedio que un paciente espera en la cola:

( )
q

q
x

L 3
W                0,75 horas

. 4 (4 3)
λ

= = = =
λ μ μ − λ −

         q
q

L
W
⎛ ⎞

=⎜ ⎟λ⎝ ⎠

Número promedio de pacientes que entran en el sistema (urgencias):

s s
3

L   .W            3 pacientes
4 3

λ
= λ = = =

μ − λ −

Número promedio de pacientes en la cola:    q sx xL      L    0,75   3   2,25 pacientes= ρ = =

Tiempo promedio de pacientes en el sistema:    s
s

L 3
W 1 hora

3
= = =
λ
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Fracción de pacientes que deben esperar en la cola:     q

s

L 2,25 3
         0,75 

L 3 4
= = =

Costes con un médico:

Coste total del servicio:   s x xE(C ) c.s. 8 1 0,75 6 euros/hora= ρ = =

Coste total de espera del paciente:   e q xE(C ) w . L 2 2,25 4,5 euros/hora= = =

Coste total sala urgencias:   T s eE(C ) E(C ) E(C ) 6 4,5 10,5 euros/hora= + = + =

 Modelo  M/M/2  con  s = 2 servidores

Factor de utilización de la sala: 
x

3
          0,375   1

s. 2   4
λ

ρ = = = <
μ

 estado estacionario.

Probabilidad de que no haya ningún paciente en sala:

( )0

n
2

k

nsns    1 n 1

n    0

1

n    0

x x

x x

1 1
p          0,454545 1 p

2,2  /   1 1
n! s! 1   

donde,

0,75 1 1
   0,75      1 0,75 0,45   2,2

n! 2! 1   0,375

− =

=

=

= = = = −
λ μ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ

+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ − ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ = + + =
−

∑
∑

∑

Número promedio de pacientes en cola:

( )
( ) ( )

s 3

q 02 2

x
x x

  /   . 0,75 0,375
L      p      0,454545 0,1227 pacientes

s!   1    2!   1   0,375

λ μ ρ
= = =

− ρ −

Tiempo promedio de pacientes en cola:

q
q

L 0,1227
W 0,0409  horas

3
= = =
λ

Número promedio de pacientes en sala (sistema):

s qL    L        0,1227   0,75   0,8727 pacientes
λ

= + = + =
μ

Tiempo promedio de pacientes en sistema de sala (cola + servicio):

s
s

L 0,8727
W 0,2909  horas

3
= = =
λ

Costes con dos médicos:

Coste total del servicio:    s x xE(C ) c.s. 8 2 0,375 6 euros/hora= ρ = =

Coste total de espera del paciente:   qe xE(C ) w . L 2 0,1227 0,2455 euros/hora= = =

Coste total sala urgencias:   T s eE(C ) E(C ) E(C ) 6 0,2455 6,2455 euros/hora= + = + =

Atendiendo al coste total de la sala de urgencias es más rentable tener dos médicos, al tener un
coste total más pequeño (6,2455 euros/hora).
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 Modelo  M/M/3  con  s = 3 servidores

Factor de utilización de la sala: 
x

3
           0,25   1

s. 3   4
λ

ρ = = = <
μ

 estado estacionario.

Probabilidad de que no haya ningún paciente en sala:

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 s    1

32

32

0 2 3

n s

n    0

n

n    0

n

n    0

x

x

x

x

1
p      

  /     /   s.
n! s! s.

1 1
  0,470588
2,12493  /  4 3  /  4 12

n! 3! 12   3

siendo,

3  /  4 3  /  4 12
 

n! 3! 12   3

0,75 0,75 0,75 0,75
     

0! 1! 2! 3!

−

=

=

=

= =
⎛ ⎞λ μ λ μ μ

+ ⎜ ⎟μ − λ⎝ ⎠

= = =
⎛ ⎞+ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟−⎝ ⎠
⎡ ⎤

= + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑

∑

∑

( )

1,333 

1   0,75   0,2812    0,0937   2,1249

=

= + + + =

Número promedio de pacientes en la cola:

( )
( ) ( ) ( ) ( )

3

02 2

s

q
x x

x
x

  /   . . 0,75 3   4
L     . p      0,470588    0,0147 pacientes

3 1 !   3   4 3s   1 ! . s.    

λ μ λ μ
= = =

− −− μ − λ

Tiempo promedio de espera de pacientes en la cola:

q
q

L 0,0147
W            0,0049 horas

3
= = =

λ

Tiempo promedio de espera de pacientes  en el sistema:

s q
1 1

W    W    0,0049       0,2549 horas
4

= + = + =
μ

Costes con un médico:

Coste total del servicio:   s x xE(C ) c.s. 8 3 0,25 6 euros/hora= ρ = =

Coste total de espera del paciente:   e q xE(C ) w . L 2 0,0147 0,0294  euros/hora= = =

Coste total sala urgencias:   T s eE(C ) E(C ) E(C ) 6 0,0294 6,0294  euros/hora= + = + =

Lleva razón el director de la sala de urgencia, con tres médicos la espera de pacientes en cola es
menor, además de tener un menor coste la sala de urgencias (6,0294 euros/hora).
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SISTEMA DE COLAS  ‐   Queuing Analysis

          

Number of servers:  Número de servidores  (s 3)=

Service rate (per Server per hora):  Tasa media de servicio por estación  ( 4)μ =

Customer arrival rate (per hora):  Tasa media de llegada de clientes al sistema  ( 3)λ =

Queue capacity (maximum waiting space):  Capacidad de la cola, aparece por defecto M, lo cual
significa que el tamaño de la cola es infinita, como en este caso, pero si no fuera así, por ejemplo para
el caso de cola finita, se pondría el tamaño de la cola menos el número de servidores.

Customer population: Tamaño de la población, al igual que en el caso anterior, aparece por defecto
M, lo cual es válido para este caso, porque el tamaño de la población también es infinito, pero si
fuera por ejemplo el caso de fuente limitada, se pondría el tamaño de la población.

Coste relacionado con los servidores:
 Busy server cost per hora: Coste total vinculado cuando el servidor está ocupado.
 Idle server cost per hora:  Coste vinculado cuando el servidor está ocioso.

Coste  total relacionado con los clientes:
 Customer waiting cost per hora:  Coste total vinculado cuando los clientes están esperando.
 Customer being served cost per hora: Coste vinculado cuando los clientes reciben el servicio.
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Cost of customer being balked:  Coste por la pérdida de clientes, caso en que la cola sea finita.

Unit queve capacity cost:  Coste unitario de capacidad de cada unidad de cola
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Una de las compañías de vuelo que opera en un aeropuerto
suele transportar hasta 200 pasajeros. Con menos de 150
pasajeros, viajan en el avión tres azafatas (una por cada 50
pasajeros).
A lo largo del viaje, cada azafata es capaz de servir, por término
medio, 16 pasajeros cada hora. Como promedio, 12 clientes a la
hora esperan a ser atendidos.

¿Se podría prescindir de alguna azafata?

Modelo de cola de tipo M/M/3 con  s = 3 servidores

Tasa de llegadas:  λ = 12  pasajeros/hora

Tasa de servicio:   μ = 16  pasajeros/hora

Factor de utilización: 
12 1

               0,25   1
s. 3 x  16 4
λ

ρ = = = = <
μ

Como el factor de utilización es menor que 1, se comprueba que el sistema no se satura.

Probabilidad de que ningún pasajero se encuentre en el sistema de colas

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 n ss    1

n 32

n 32

0 2

n    0

n    0

n    0

x

x

x

1
p      

  /     /   s
n! s! s.

1 1
  0,47
2,12412  /  16 12  /  16 48

n! 3! 48    12

siendo,

12  /  16 12  /  16 48
 

n! 3! 48    12

12  /  16 12  /  16 12  /  16
 

0! 1! 2!

−

=

=

=

= =
⎛ ⎞λ μ λ μ μ

+ ⎜ ⎟μ − λ⎝ ⎠

= = =
⎛ ⎞+ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟−⎝ ⎠
⎡

= + +⎢
⎢⎣

∑

∑

∑

( )

( )

3

x
12  /  16 4

   
3! 3

1   0,75   0,28    0,094    2,124

⎤
+ =⎥

⎥⎦
= + + + =

La probabilidad de que ningún pasajero se encuentre en el sistema de colas es del 47%.

Número promedio de pasajeros en la cola:

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

s 3

q 02 2

x x
x

x

  /   . . 12  /  16 12   16
L      p      0,47   0,015 pasajeros

3   1 !   3   16   12s   1 !   s.    

λ μ λ μ
= = =

− −− μ − λ

Tiempo promedio de espera en la cola:

q
q

L 0,015
W            0,00125 horas = 0,075 minutos = 4,5 segundos

12
= = =

λ

Tiempo promedio de espera en el sistema:

s q

1 1
W  = W  +   = 0,00125 +   = 0,064 horas = 3,84 minutos

μ 16
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Número medio de pasajeros en el sistema:   s sL  = λW  = 12 x 0,064 = 0,768 pasajeros

¿Se podría prescindir de alguna azafata?

Para analizar si se puede prescindir de alguna azafata, se calcula el factor de
utilización prescindiendo de una azafata y, posteriormente, de dos azafatas.

Con 2 azafatas es una cola de tipo M/M/2 con s = 2 servidores

Factor de utilización:  
x

12 3
               0,375   1

s. 2   16 8
λ

ρ = = = = <
μ

Con 1 azafata es una cola de tipo M/M/1 con  s = 1 servidor

Factor de utilización: 
12 3

               0,75   1
16 4

λ
ρ = = = = <

μ

Como se puede comprobar, el sistema seguiría funcionando perfectamente prescindiendo tanto de
una azafata como de dos azafatas, ya que el factor de utilización es menor que 1 en ambos casos.
De prescindir de alguna de ellas, el sistema funcionaría algo más lento.
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En el aeropuerto Josep Tarradellas  las aeronaves se descargan con
camiones por medio de unas palas. El tiempo medio entre llegadas  de
camiones es de 30  minutos, la tasa de descarga de las palas es de 3
camiones/hora. El coste de utilización de cada pala y del trabajo del
operario es de 70 euros/hora.

El coste del tiempo ocioso de un camión y su conductor se estima en 100 euros/hora. Los tiempos
de llegada y servicio siguen, respectivamente, una distribución de Poisson y una distribución
exponencial.

¿Cuántas palas deben utilizarse para que el coste sea mínimo?

Para contestar a la pregunta hay que determinar el número de servidores (palas) necesarios para
minimizar el coste total del proceso de descarga, siendo:

Tasa de llegada:   2 camiones/horaλ =        Tasa de servicio:   3 camiones/horaμ =

c 100 euros/hora=  ,  esc 70  euros/hora=  , w 100  euros/hora=  ,  ow 70  euros/hora=

  Modelo de cola  M/M/1

Factor de utilización de la pala:    s

2
u 0,66667

3
λ

ρ = = = =
μ

Probabilidad de que ninguna pala se encuentre en cola:   0

2
p 1 1 0,33333

3
λ

= − = − =
μ

Número promedio de palas en cola:  
2 2

q
x

2
L 1,3333

( ) 3 (3 2)
λ

= = =
μ μ − λ −

Coste total de pala ocupada:    s x xE(C ) c. s . 100 1 0,666667 66,667 euros/hora= ρ = =

Coste total de pala desocupada:   es 0es x xE(C ) c . s . p 70 1 0,3333 23,333 euros/hora= = =

Coste total de espera del camión:   e q xE(C ) w . L 100 1,3333 133,333 euros/hora= = =

Coste total del camión desocupado esperando servicio:

oe o s xE(C ) w . u 70 0,6667 46,6667 euros/hora= = =

Coste total del sistema:

T oes es eE(C ) E(C ) E(C ) E(C ) E(C ) 66,6667 23,3333 133,3333 46,6667 270 euros/hora= + + + = + + + =

 Modelo de cola  M/M/2

Utilización promedio del sistema:   s

2
u 0,66667

3
λ

= = =
μ

Factor de utilización de la pala:  
x

2
0,33333

s. 2 3
λ

ρ = = =
μ

Probabilidad de que ninguna pala se encuentre en cola:

( )0 sns    1

n    0
x x

1 1
p          0,50000

2  /   1 1
n! s! 1   

−

=

= = =
λ μ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ

+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ − ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑
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n1
2

0
2

n    0
x x

x x

donde,

0,66667 1 1
   0,66667      

n! 2! 1   0,33333

0,66667 0,66667 1
          0,66667 1,49999   2

0! 1! 2

=
+ =

−

= + + =

∑

Número promedio de palas en cola:

( )
( ) ( )

s 2

02 2q
x

x x
  /   . 0,66667 0,33333

L      p      0,50 0,0833 palas
s! . 1    2!   1   0,33333

λ μ ρ
= = =

− ρ −

Coste total de pala ocupada:   s x xE(C ) c. s . 100 2 0,33333 66,6667 euros/hora= ρ = =

Coste total de pala desocupada:   eses x xE(C ) c . s . (1 ) 70 2 0,66667 93,3333 euros/hora= − ρ = =

Coste total de espera del camión:   e q xE(C ) w . L 100 0,08333 8,3333 euros/hora= = =

Coste total del camión desocupado esperando servicio:

oe o s xE(C ) w . u 70 0,66666 46,6667 euros/hora= = =

Coste total del sistema:

T oes es eE(C ) E(C ) E(C ) E(C ) E(C ) 66,6667 93,3333 8,3333 46,6667 215 euros/hora= + + + = + + + =

 Modelo de cola  M/M/3

Utilización promedio del sistema:   s

2
u 0,66667

3
λ

= = =
μ

Factor de utilización de la pala:  
x

2
0,22222

s. 3 3
λ

ρ = = =
μ

Probabilidad de que ninguna pala se encuentre en cola:

( )0 s    1

2
3

0 2
3

sn

n    0

n

n    0

x x

x x

x x

1 1
p          0,512195

1,95238  /   1 1
n! s! 1   

donde,

0,66667 1 1
   0,66667      

n! 3! 1   0,22222

0,66667 0,66667 0,66667 1
            0,66667 1,28571  1,95238

0! 1! 2! 6

−

=

=

= = =
λ μ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ

+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ − ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ =
−

+ + + =

∑

∑

Número promedio de palas en cola:

( )
( ) ( )

s 3

02 2q
x

x x
  /   . 0,66667 0,22222

L      p      0,512195 0,0093 palas
s! . 1    3!   1   0,22222

λ μ ρ
= = =

− ρ −

Coste total de pala ocupada:   s x xE(C ) c. s . 100 3 0,22222 66,6667 euros/hora= ρ = =

Coste total de pala desocupada:  eses x xE(C ) c . s . (1 ) 70 3 0,77777 163,3333 euros/hora= − ρ = =

Coste total de espera del camión:   e q xE(C ) w . L 100 0,0093 0,9292 euros/hora= = =
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Coste total del camión desocupado esperando servicio:

oe o s xE(C ) w . u 70 0,66666 46,6667 euros/hora= = =

Coste total del sistema:

T oes es eE(C ) E(C ) E(C ) E(C ) E(C )= + + + =

        66,6667 163,3333 0,9292 46,6667 277,5958  euros/hora  = + + + =

El coste total se minimiza con dos palas (215 euros).

SISTEMA DE COLAS  ‐   Queuing Analysis

          

Modelo de cola  M/M/3:    
Tasa de llegada:   2 camiones/horaλ =        Tasa de servicio:   3 camiones/horaμ =
c 100 euros/hora=  ,  esc 70  euros/hora=  , w 100  euros/hora=  ,  ow 70  euros/hora=

Se introducen los datos, seleccionando un Análisis de Capacidad (Perform Capacity Analysis), para
detectar el coste mínimo entre uno y cinco servidores.
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Un aeropuerto tiene una única pista de aterrizaje. Dispone de un
pequeño número de aviones,  con  llegadas aproximadas  a 16 aviones
por hora, siguiendo un proceso de Poisson.
Un avión tarda de media unos 3 minutos en aterrizar desde el momento
en el que la Torre de Control le da la señal de aterrizaje (al ser un
aeropuerto poco transitado y no disponer de obstáculos,

su aterrizaje es bastante sencillo), siguiendo una distribución exponencial.
La Administración del Aeropuerto se está planeando añadir otra pista de aterrizaje para atraer más
negocios. Si esto sucede, se estima que con el tiempo aumentaría la tasa media de llegadas a 25 aviones
por hora, asimismo, si añaden una más, aumentaría a 34 aviones por hora.
¿Qué ocurre si se añade una pista de aterrizaje más al aeropuerto?. ¿Y en caso de añadir dos pistas más al
aeropuerto?

Planteamiento de la situación actual del aeropuerto: Modelo de cola  M/M/1

Tasa de llegadas:  λ   16 aviones/hora

60
Tasa de servicio:   μ       20 aviones/hora

3

=

= =

Factor de utilización:  
16

           0,8
20

λ
ρ = = =

μ

Número promedio de aviones en el sistema (pista de aterrizaje):

s s

16
L     .W            4 aviones

    20    16
λ

= λ = = =
μ − λ −

Al añadir una pista de aterrizaje más al aeropuerto, pasa de ser un
modelo de cola  M/M/1 a un modelo de cola  M/M/2 con
s = 2 servidores

Tasa de llegadas:      25 aviones/hora

60
Tasa de servicio:         20 aviones/hora

3

λ =

μ = =

 Factor de utilización:  
x

25
            0,625

s . 2   20
λ

ρ = = =
μ

Probabilidad de que ningún avión se encuentre en el sistema de colas:

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 n ss    1

n 21

n 21

0

n   0

n   0

n   0

x

x
x

x

x
x

x

1
p      

  /     /   s .
n! s! s .

1 1
=     0,23

4,3325  /  20 25  /  20 2   20
n! 2! 2   20   25

25  /  20 25  /  20 2   20
siendo,  

n! 2! 2   20  ‐  25

25  /  20 25  /  20

0! 1!

−

=

=

=

= =
⎛ ⎞λ μ λ μ μ

+ ⎜ ⎟μ − λ⎝ ⎠

= =
⎛ ⎞+ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +

∑

∑

∑

( ) ( )
2

x
25  /  20

2,67    1   1,25    2,08   4,33
2!

⎡ ⎤
+ = + + =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
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Número promedio de aviones en la cola:

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

s 2

q 02 2

x x

x

  /   . . 25  /  20 25   20
L      p      0,23   0,8  aviones

2   1 !   2   20    25s   1 !   s.    

λ μ λ μ
= = =

− −− μ − λ

Número promedio de aviones en el sistema (pista de aterrizaje):

s q

25
L    L        0,8        2,05 aviones

20
λ

= + = + =
μ

Al añadir dos pistas de aterrizaje más al aeropuerto,
pasa de ser un modelo de cola  M/M/1 a un modelo
de cola  M/M/3 con  s = 3 servidores

 
Tasa de llegadas:      34 aviones/hora

60
Tasa de servicio:         20 aviones/hora

3

λ =

μ = =

  Factor de utilización:  
x

34
           0,57
s . 3   20
λ

ρ = = =
μ

Probabilidad de que ningún avión se encuentre en el sistema de colas:

( ) ( )0 s nn 32s    1

n    0n    0

x xx x

1 1
p        

34   /  20  /   1 34 11 1
     

n! 3! 20 1   0,57n! s! 1   

1
       0,17

6,05

−

==

= = =
λ μ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ ⎛ ⎞++ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −μ − ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= =

∑∑

( )

( ) ( ) ( )

n 32

0 2

n    0
x x

34   /  20 1 34 1
donde,          

n! 3! 20 1   0,57

34   /  20 34   /  20 34   /  20
           1,9   (1   1,7   1,445)   1,9   6,05

0! 1! 2!

=

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ −⎝ ⎠
⎡ ⎤

= + + + = + + + =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

Número promedio de aviones en la cola:

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

s 3

q 02 2

x x
x x

x

  /   . . 34   /  20 34    20
L      p       0,17   0,42 aviones

3   1 !   3   20    34s   1 !   s.    

λ μ λ μ
= = =

− −− μ − λ

Número promedio de aviones en el sistema (pista de aterrizaje):

s q

34
L    L        0,42       2,12 aviones

20
λ

= + = + =
μ

Situación:
    Actualidad:     sL    4  aviones=

Propuesta 1:    sL    2,05 aviones=

Propuesta 2:    sL    2,12 aviones=
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En la situación actual del aeropuerto, el número de aviones en el sistema es de 4. En cambio, si se
aumentara las pistas de aterrizaje, el número de aviones en el sistema descendería
aproximadamente a la mitad. Entre las dos propuestas apenas diferencia, ya que añadiendo una
pista el número de aviones pasaría a ser 2,05, mientras que, añadiendo dos pistas, el número de
aviones pasaría a ser 2,12.

En este caso, la mejor decisión sería añadir únicamente una pista más, para así reducir a la mitad en
número de aviones en el sistema. Actualmente el factor de aproximación está muy próximo a 0,85,
por  lo  tanto, conviene aumentar  la  capacidad del  sistema. Añadir dos pistas más,  conllevaría más
gastos y, además, no se contempla una diferencia notable frente a añadir únicamente una pista.
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En una terminal del aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona‐El Prat se han incorporado
diez robots para incrementar el servicio al cliente, surgiendo el problema que no se
aplica un mantenimiento preventivo a los robots y presentan una gran variabilidad en la
distribución de averías.

Cada robot sigue una distribución exponencial de averías (o distribución entre llegadas) con un tiempo
promedio de 200 horas entre una y otra avería. Para afrontar la situación se encarga a una técnico de
mantenimiento, que necesita un promedio de diez horas para reparar un robot, con tiempos de
reparación distribuidos exponencialmente.

(a) ¿Cuál es la probabilidad de que 6 robots se encuentren en el sistema de colas?
(b) ¿Cuál es el tiempo promedio de estancia de los robots en el sistema?

a)  Es un modelo de cola  M/M/1 con población finita, los  N 10=  robots constituyen la población de
     clientes , denotando el modelo como M/M/s//N

Tasa de llegadas: 
1

0,005 averías/hora
200

λ = =      Tasa de servicio:  
1

0,1 robots/hora
10

μ = =

Cuando los robots tienen una avería acuden al sistema de mantenimiento en espera de ser reparados, y
cuando están operativos quedan fuera del sistema.

Utilización promedio del sistema:  s

0,005
u 0,05

0,1
λ

= = =
μ

La probabilidad de que ningún robot se encuentre en el sistema de cola:

0 10N n n

n 0n 0

1 1 1
p 0,5379

1,8588610! 0,005N! ..
(10 n)! 0,1(N n)! ==

= = = =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ

⎜ ⎟⎜ ⎟ −− μ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑∑

10
2 3 4 5

6 7 8 9

n 0

n x x x x x

x x x x

10!
. 0,05 1 10 0,05 90 0,05 720 0,05 5040 0,05 30240 0,05

(10 n)!

                                   151200 0,05 604800 0,05 1814400 0,05 3628800 0,05

                                   3

=

= + + + + + +
−

+ + + + +

+

∑

10x628800 0,05 1,85886    =

Utilización promedio del técnico de mantenimiento:   0p 1 p 1 0,5379 0,4621= − = − =

La probabilidad de que n  robots  se encuentren en el sistema de colas:

n 0

n
nx x

N! N!
p . . p 0,1 0,4845 si  1 n N

(N n)! (N n)!
⎛ ⎞λ

= = ≤ ≤⎜ ⎟− μ −⎝ ⎠

1p 2p 3p 4p 5p

0,268982 0,121042 0,048417 0,016946 0,005084

Número promedio de robots en espera de ser reparados:

q 0 x
(0,005 0,1)( )

L N . (1 p ) 10 0,4621 0,2972  robots
0,005

+λ + μ
= − − = − =

λ
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Número promedio de robots que están en el sistema (en la cola y en proceso de reparación):

s 0 x
0,1

L N . (1 p ) 10 0,4621 0,7592  robots
0,005

μ
= − − = − =

λ

Tiempo promedio de espera de los robots en la cola para ser atendidos por el encargado de
mantenimiento:

q
q

s x

L 0,2972
W 6,4329 horas

. (N L ) 0,005 (10 0,7592)
= = =
λ − −

Tiempo promedio de estancia de los robots en el sistema (en cola y  proceso de reparación):

s
s

s x

L 0,7592
W 16,4329  horas

. (N L ) 0,005 (10 0,7592)
= = =
λ − −

o bien,   s q

1 1
W W 6,4329 16,4329  horas

0,1
= + = + =

μ

SISTEMA DE COLAS ‐  Queuing Analysis

 Nodo 1 (Habitáculo):  Modelo M/M/1//10 con población finita  N 10=
1 1

0,1 robots/hora   0,005 averías/hora
10 200

μ = = λ = =
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MEDIDAS DE RENDIMIENTO DE LOS ROBOTS

PROBABILIDADES DE  n  ROBOTS EN EL SISTEMA DE COLAS



                                      Portal Estadística Aplicada: Operaciones Colas Aeronáuticas  52

La avalancha de turismo provocó problemas de capacidad en  un
aeropuerto español,  una terminal se cerró durante tres horas por
seguridad.  La capacidad de la terminal es:
μ = 2000 para t < 2 horas ,  μ  =  3000  para  t  >  2  horas y  la demanda
de pasajeros:   λ = 3000 para 0 < t < 1 hora  ,   λ = 1000 para t > 1 hora

¿Cuál es el  promedio de pasajeros en cola?

                   
3000 0 t 1 hora

1000 t 1 hora      

< <⎧
λ = ⎨ >⎩

           
2000 t 2 horas      

3000 t 2 horas      

≤⎧
μ = ⎨ >⎩

El  factor de utilización      1
λ

ρ = >
μ

,  la demanda es mayor que  la capacidad, por  lo que es necesario

utilizar un modelo determinístico de colas.

Estado de la cola:   ( )t

t t t0
L     dt= λ −μ∫

El estado de la cola  tL  (número de unidades en la cola en un instante t)  se estima con facilidad (en una

hoja de cálculo) mediante la expresión:   ( )t t 1 t tL    L . t−= + λ −μ Δ

t (horas) tL tλ tμ ( )t tλ −μ tΔ

0,0 0 3000 2000 1000 200
0,2 200 3000 2000 1000 200
0,4 400 3000 2000 1000 200
0,6 600 3000 2000 1000 200
0,8 800 3000 2000 1000 200
1 1000 1000 2000 ‐1000 ‐200
1,2 800 1000 2000 ‐1000 ‐200
1,4 600 1000 2000 ‐1000 ‐200

Estado de la cola:   t  (max)L    3000 2000    1000  pasajeros en t = 1 hora= − =

Demora total:    dT Área comprendida entre las líneas de demanda y capacidad acumuladas=

( )d x x
1

T    2 3000 2000    1000  pasajeros / hora
2
⎡ ⎤= − =⎢ ⎥⎣ ⎦

dN Número pasajeros afectados 4000≡ =

Tiempo promedio de espera (demora) :   d
q

d

T 1000 1
W  =   =   =   = 0,25 horas = 15 minutos

N 4000 4

dt tiempo duración de la cola 2 horas≡ =

Promedio pasajeros en cola:   d
q

d

T 1000
L  =   =   = 500 pasajeros

t 2
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ESTUDIO DEL AEROPUERTO JOSEP TARRADELLAS BARCELONA – EL PRAT

Las primeras noticias del aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona‐El Prat
datan de 1916, cuando sus instalaciones estaban situadas en El Remolar,
en terrenos de la granja La Volatería, de la que tales instalaciones tomaban
su nombre. Entre 1941 y 1946, se acometieron una serie de reformas en el
aeródromo que lo llevaron a invadir la pista y las instalaciones del Aeroclub
de Cataluña, construido entre 1939 y 1941 en terrenos próximos.

En 1948, se construye la pista 07‐25 (actualmente es la pista principal) con un trazado cruzado a la
existente entonces. Entre 1948 y 1952, se añade una segunda pista de orientación 16‐34 perpendicular a
la 07‐25 y se construyen calles de rodaje y una terminal de pasajeros.

Como dato relevante, es imprescindible citar el hecho de que a partir de 1990, el aeropuerto de
Barcelona‐El Prat debe afrontar el reto de absorber todo el tráfico previsto para 1992, año de la
celebración de los Juegos Olímpicos de Barcelona.

En 1990, se inaugura el nuevo edificio de servicios; en 1992, entra en servicio la ampliación del terminal
de pasajeros (terminal B) y las nuevas terminales A y C. Por último, cabe mencionar que en 2004 se
construye la tercera pista del aeropuerto que hará que el número de operaciones aumente
considerablemente.

a)  Originalmente el aeropuerto Josep Tarradellas  tiene dos pistas que siguen un proceso de Poisson con
una tasa media de 60 llegadas a la hora, con un tiempo entre llegadas de 1 minuto siguiendo una
distribución exponencial.  En septiembre de 2004 se inaugura la tercera pista de operaciones, la tasa
media de llegadas a la pista es de 200 aviones a la hora según una Poisson, el tiempo entre llegadas es de
40 segundos siguiendo una distribución exponencial.
Se desea comprar las medidas de rendimiento, análisis de la sensibilidad del sistema y variación de
aviones en cola según demanda

b)  En cuanto al aeropuerto y pasajeros, para acceder de la zona de uso al público a la zona restringida,
únicamente existen dos vías, que funcionan de manera automática, se acerca el billete al lector y se
abren las puertas. La tasa de llegada es de 2 pasajeros al minuto, y el tiempo que tarda la máquina de
confirmar la identidad del pasajero y abrir la puerta es de 50 segundos, siguiendo una distribución
exponencial.
¿Cuál es el tiempo medio de pasajeros en el sistema?
c) Como consecuencia de la demanda a la que está sujeto el aeropuerto, la tasa de llegadas se dispara a

6 personas por minuto. Por otro lado, como consecuencia del incremento en la demanda, se opta por
añadir dos puertas más, sumando un total de 4 puertas. Además, debido a las mejoras tecnológicas,
se consigue reducir el tiempo de atención al cliente un 40%, respecto al planteado en el caso (b).
¿Cuál es el tiempo medio de pasajeros en el sistema?
¿Cuál es el tiempo medio si la tasa de llegadas se dispara a 8 personas por minuto?

d)  Debido a la pandemia ocasionada por el Covid 19, el tráfico de pasajeros ha disminuido y la tasa de
llegadas a las puertas de acceso al control de seguridad es de 30 pasajeros a la hora. Asimismo, a fin de
ahorrar costes, tres de las cuatro puertas automáticas han tenido que ser cerradas. Por último, como no
ha habido ningún avance o retroceso tecnológico, el tiempo de atención al cliente es el mismo que en el
apartado (c) . Desde dirección llega la información de que el tiempo medio de espera en cola es de 2
minutos. Uno de los pasajeros con permiso para volar, se ha quedado dormido y ahora tiene que correr
para no perder el avión.
En el camino, calcula las medidas de rendimiento y las probabilidades de que no haya ningún pasajero en
el sistema, que haya uno, que haya dos, y que haya más de dos pasajeros, para saber qué es más o menos
lo que se va a encontrar cuando llegue al acceso al control de seguridad.
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a)  En la primera fase el aeropuerto Josep Tarradellas se puede modelizar una cola M/M/2 con una tasa

de llegadas   60 llegadas/horaλ =  y una tasa de servicios   x
60

60 60  aviones/hora
60

μ = =

Utilización promedio del aeropuerto:   s

60
u 1

60
λ

= = =
μ

Factor de ocupación:  
x

60
0,5 1

s. 2 60
λ

ρ = = = <
μ

 estado estacionario.

Probabilidad de que no haya ningún avión en el sistema:

( )0 sns    1

n 0 21
2

n    0

n    0

x x

x x x

1 1
p          0,33

3  /   1 1
n! s! 1   

donde,

1 1 1 1 1 1
   1               2   3

n! 2! 1   0,5 0! 1! 2!

−

=

=

= = =
λ μ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ

+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ − ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ = + + =
−

∑

∑

Número promedio de aviones en cola:

( )
( ) ( )

s 3

q 02 2

x
x x

  /   . 1 0,5
L      p      0,33 0,33 aviones

s!   1    2!   1   0,5

λ μ ρ
= = =

− ρ −

Número promedio de aviones en el sistema:

s q

1
L    L        0,33       1,33 aviones

1
λ

= + = + =
μ

Tiempo promedio de aviones en la cola:   q
q x x

L 0,33
W 60 60 0,33  minutos

60
= = =
λ

Tiempo promedio de aviones en el sistema (cola + servicio):

s q x
1 1

W W 0,33 60 1,33  minutos
60

= + = + =
μ

Utilizando la misma tasa de servicio μ  se va variando la tasa media de llegada al aeropuerto λ , para ver
como afecta el cambio al tiempo de espera de los aviones en cola, así como a la longitud de la cola.
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En la segunda fase del aeropuerto (septiembre de 2004) se modeliza con una cola M/M/3 con una tasa de

llegadas   200 llegadas/horaλ =  y una tasa de servicios   x
60

60 90  aviones/hora
40

μ = =

Utilización promedio del aeropuerto:   s

200
u 2,22

90
λ

= = =
μ

Factor de ocupación:  
x

200
0,74 1

s. 3 90
λ

ρ = = = <
μ

 estado estacionario.

Probabilidad de que no haya ningún avión en el sistema:

( )

( )

303 sns    1
3 3 3

3 3 3

n 0 22
3 3

n    0

n    0

x x

x x x x

1 1
p          0,078

12,70  /   1 1
n! s ! 1   

donde,

2,22 1 1 2,22 2,22 2,22 1
   2,22                   2,22 3,85   12,70

n! 3! 1   0,74 0! 1! 2! 6

−

=

=

= = =
λ μ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ

+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ − ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ = + + + =
−

∑

∑
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Número promedio de aviones en cola:

( )
( ) ( )

s 3

q 02 2

x
x x

  /   . 2,22 0,74
L      p      0,078 1,58  aviones

s!   1    3!   1   0,74

λ μ ρ
= = =

− ρ −

Número promedio de aviones en el sistema:

s qL    L        1,58    2,22   3,8  aviones
λ

= + = + =
μ

Tiempo promedio de aviones en la cola:   q
q

L 1,58
W 0,0079  horas 0,474  minutos

200
= = = =
λ

Tiempo promedio de aviones en el sistema (cola + servicio):

s q

1 1
W W 0,0079 0,0190  horas 1,14  minutos

90
= + = + = =

μ

Utilizando la misma tasa de servicio μ  se va variando la tasa media de llegada al aeropuerto λ , para ver
como afecta el cambio al tiempo de espera de los aviones en cola, así como a la longitud de la cola.
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SISTEMA DE COLAS ‐  Queuing Analysis

           Modelo M/M/3     90  operaciones/hora 200 llegadas/horaμ = λ =

Aeropuerto

MEDIDAS DE RENDIMIENTO

SENSIBILIDAD:  Análisis de sensibilidad para el parámetro de tasas de llegadas  200λ = , con una
variación de 170 a 270  llegadas/hora, y un incremento de 10 llegadas/hora.

Con el Modelo de aproximación G/G/s  se observa cómo reacciona el sistema.
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La utilización del sistema se va incrementando, de forma que cuando la llegada de aviones es de 260
a la hora la utilización del sistema es del 96,30% (máxima posible), a partir de entonces el sistema se
vuelve inestable, es decir, el número de pistas es insuficiente.

b) Modelo de cola  M/M/2

2 pasajeros/minuto 120 pasajeros/horaλ = =       x
60

60 72 pasajeros/hora
50

μ = =

Utilización promedio:   s

120
u 1,67

72
λ

= = =
μ

Factor de ocupación:  
x

120
0,83 1

s. 2 72
λ

ρ = = = <
μ

 estado estacionario.

Probabilidad de que no haya ningún pasajero en el sistema:
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( )0 sns    1

n 0 21
2

n    0

n    0

x x

x x x

1 1
p          0,092

10,869  /   1 1
n! s! 1   

donde,

1,67 1 1 1,67 1,67 1,67
   1,67               5,88   10,869

n! 2! 1   0,83 0! 1! 2!

−

=

=

= = =
λ μ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ

+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ − ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ = + + =
−

∑

∑

Número promedio de pasajeros en cola:

( )
( ) ( )

s 2

q 02 2

x
x x

  /   . 1,67 0,83
L      p      0,092 3,68  pasajeros

s!   1    2!   1   0,83

λ μ ρ
= = =

− ρ −

Número promedio de pasajeros en el sistema:

s qL    L        3,68    1,67   5,35 pasajeros
λ

= + = + =
μ

Tiempo promedio de pasajeros en la cola:   q
q

L 3,68
W 0,0307  horas 1,842  minutos

120
= = = =
λ

Tiempo promedio de pasajeros en el sistema (cola + servicio):

s q

1 1
W W 0,0307 0,0445  horas 2,68  minutos

72
= + = + = =

μ

c) Modelo de cola  M/M/4

6 pasajeros/minuto 360 pasajeros/horaλ = =

x x
60

50 segundos 0,6 30 segundos 60 120 pasajeros/hora
30

μ = = → =

Utilización promedio:   s

360
u 3

120
λ

= = =
μ

Factor de ocupación:  
x

360
0,75 1

s. 4 120
λ

ρ = = = <
μ

 estado estacionario.

Probabilidad de que no haya ningún pasajero en el sistema:

( )0 sns    1

n 0 2 33
2

n    0

n    0

x x

x x x

1 1
p          0,03773

26,5  /   1 1
n! s! 1   

donde,

3 1 1 3 3 3 3
   3                   4    26,5

n! 2! 1   0,75 0! 1! 2! 3!

−

=

=

= = =
λ μ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ

+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ − ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ = + + + =
−

∑

∑

Número promedio de pasajeros en cola:
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( )
( ) ( )

s 4

q 02 2

x
x x

  /   . 3 0,75
L      p      0,03773 1,5283 pasajeros

s!   1    4!   1   0,75

λ μ ρ
= = =

− ρ −

Número promedio de pasajeros en el sistema:

s qL    L        1,5283   3   4,5283 pasajeros
λ

= + = + =
μ

Tiempo promedio de pasajeros en la cola:   q
q

L 1,5283
W 0,0042  horas 0,26  minutos

360
= = = =
λ

Tiempo promedio de pasajeros en el sistema (cola + servicio):

s q

1 1
W W 0,0042 0,0126  horas 0,756  minutos

120
= + = + = =

μ

Si las llegadas se disparan a  8 pasajeros/minuto 480 pasajeros/horaλ = =

x x
60

50 segundos 0,6 30 segundos 60 120 pasajeros/hora
30

μ = = → =

Factor de ocupación:  
x

480
1

s. 4 120
λ

ρ = = =
μ

 sistema inestable

SISTEMA DE COLAS ‐  Queuing Analysis

           Modelo M/M/4     120  pasajeros/hora 360 pasajeros/horaμ = λ =

Aeropuerto
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MEDIDAS DE RENDIMIENTO

Para responder si la tasa media de llegadas se dispara a 8 personas por minuto se realiza un análisis
de sensibilidad de llegadas, variando  6 pasajeros/minuto 360 pasajeros/horaλ = =  y

8 pasajeros/minuto 480 pasajeros/horaλ = = , con un incremento de 60 llegadas/hora

Con el Modelo de aproximación G/G/s  se observa cómo reacciona el sistema.
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d) Modelo de cola  M/M/1

30 pasajeros/horaλ =        x
60

60 120 pasajeros/hora
30

μ = =

Utilización promedio  ≡ Factor de ocupación:  
30

0,4 1
120

λ
ρ = = = <

μ
  estado estacionario.

Como hay un único servidor, el factor de ocupación coincide con la probabilidad de que un nuevo
pasajero tenga que esperar, es decir, es la probabilidad de que esté ocupado el servicio.

La probabilidad de que al ir no haya ningún pasajero es   (1 ) 1 0,25 0,75− ρ = − =

La probabilidad de que un pasajero llegue y tenga que esperar se interpreta como que sea el primer
pasajero en la cola. En general,  n

n sp P(L n) (1 ) .= = = − ρ ρ

Número promedio de pasajeros en la cola:  
2 2

q
x

30
L 0,0833

. ( ) 120 (120 30)
λ

= = =
μ μ − λ −

Tiempo promedio de pasajeros en la cola:   q
q

L 0,0833
W 0,0028 horas

30
= = =
λ

Número promedio de pasajeros en el sistema:   s

30
L 0,3333

( ) (120 30)
λ

= = =
μ − λ −

Tiempo promedio de pasajeros en el sistema:   s
s

L 0,3333
W 0,0111 horas

30
= = =
λ

 s q q s

1
W W L . L= + = ρ

μ

Para calcular la probabilidad de tener una cola con más de 2 pasajeros se necesita saber la
probabilidad de que haya 0, 1 y 2 pasajeros.

0
0 sp P(L 0) (1 ) . 0,75 . 1 0,75= = = − ρ ρ = =

1 sp P(L 1) (1 ) . 0,75 . 0,25 0,1875= = = − ρ ρ = =

2 2
2 sp P(L 2) (1 ) . 0,75 . 0,25 0,046875= = = − ρ ρ = =

s s s s sP(L 2) 1 P(L 2) 1 P(L 0) P(L 1) P(L 2)

              1 0,75 0,1875 0,046875 0,015625

> = − ≤ = − = + = + = =⎡ ⎤⎣ ⎦
= − + + =⎡ ⎤⎣ ⎦
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SISTEMA DE COLAS ‐  Queuing Analysis
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El aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona‐El Prat dispone de una sección
que se encarga de la inspección de avionetas para realizar operaciones
comerciales, donde hay capacidad para cinco avionetas, el resto tienen que
permanecer en otra parte del recinto aeroportuario. La llegada de avionetas
es de nueve por hora, siguiendo un proceso de Poisson  La revisión de
aeronaves por los ingenieros es de seis a la hora, de acuerdo a una
distribución exponencial.

La dirección del aeropuerto solicita al departamento encargado un informe con las medidas de eficiencia,
y la probabilidad del estado si no hay ninguna avioneta en el centro de mantenimiento.

Es un modelo de cola  M/M/1/5 con k 5 avionetas=

Hay una cola, con disciplina FIFO, la capacidad del sistema es limitada, ya que sólo puede haber 5
avionetas en la sección. En consecuencia, el número máximo de avionetas en la cola es  (5 1 4)− =

La tasa media de llegadas sigue un proceso de Poisson con  9 avionetas/horaλ = , la tasa de servicios se
distribuye exponencialmente con  6 avionetas/horaμ =

El factor de saturación 
9

1,5
6

λ
ρ = = =

μ
 determina como varían las probabilidades  np  de que haya n

avionetas en el sistema.

La probabilidad de que no haya ninguna avioneta en la inspección:   0 k 1 6

1 1 1,5
p 0,04812

1 1 1,5+

− ρ −
= = =

− ρ −

Tasa de llegada efectiva:  
k 5

ef k 1 6

x
x

(1 ) . (1 1,5) 1,5
. 1 9 1 5,7113

1 1 1,5+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ρ ρ −
λ = λ − = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ρ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Promedio de avionetas en el sistema:  
k 1 6

s k 1 6

x(k 1) . 6 1,51,5
L 3,5774

1 1 1 1,5 1 1,5

+

+

+ ρρ
= − = − =

− ρ − ρ − −

Tiempo promedio de avionetas en el sistema:   s
s

ef

L 3,5774
W 0,6264  horas

5,7113
= = =
λ

Tiempo promedio de avionetas en la cola:   q s

1 1
W W 0,6264 0,4597 horas

6
= − = − =

μ

Longitud de la cola:    q ef q xL . W 5,7113 0,4597 2,6256 avionetas= λ = =

                    también,  
k 5

q s k 1 6

x(1 ) . (1 1,5 ) 1,5
L L 3,5774 2,6256 avionetas

1 1 1,5+

− ρ ρ −
= − = − =

− ρ −

    ef
s qL L

λ
= +

μ
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COLA FINITA  ‐  Queuing Analysis

MEDIDAS DE RENDIMIENTO



                                      Portal Estadística Aplicada: Operaciones Colas Aeronáuticas  66

Un grupo de investigadores, formado por seis personas, trabaja en dos
terminales del aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona‐El Prat para realizar
pruebas de PCR. El trabajo medio de investigación requiere de 20 minutos
de tiempo de terminal, y el tiempo promedio entre solicitudes de servicio es
de 30 minutos. Las solicitudes están distribuidas exponencialmente.

¿Cuál es el número estimado de investigadores que esperan utilizar una terminal?.
¿Qué tiempo total  se pierde diariamente si se considera una jornada de 8 horas?

Se trata de una modelo de cola  M/M/2/k  con  k 6= investigadores

Tasa de llegada: 
60

2 investigador/hora
30

λ = =        Tasa de servicio: 
60

3 investigador/hora
20

μ = =

Factor de ocupación:  
2

0,3333
s . 2 . 3
λ

ρ = = =
μ

Probabilidad de que ninguna investigador se encuentre en el sistema de cola:

0 n ns 1 k

n s
n 0 n s

1
p

k! k! 1
. . .

(k n)! . n! (k n)! s! . s

−

−
= =

=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ

+⎜ ⎟ ⎜ ⎟− μ − μ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

0 n n1 6

n 2
n 0 n 2

1 1
p 0,26777

37,3456! 2 6! 1 2
. . .

(6 n)! .n! 3 (6 n)! 32! . s −
= =

= = =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑

Probabilidad  de investigador en cola:   
n 1

n

n 1

k n 1
. . p 0 n s

n
p

k n 1
. . p s n k

s

−

−

⎧ ⎛ ⎞− + λ
≤ ≤⎪ ⎜ ⎟μ⎪ ⎝ ⎠= ⎨

⎛ ⎞− + λ⎪ < ≤⎜ ⎟⎪ μ⎝ ⎠⎩

1

2

3

4

5

6

6 1 1 2
n 1 : p . . 0,0268 0,1071

1 3

6 2 1 2
n 2 p . . 0,1071 0,1785

2 3

6 3 1 2
n 3 : p . . 0,1785 0,2380

2 3

6 4 1 2
n 4 : p . . 0,2380 0,2380

2 3

6 5 1 2
n 5 : p . . 0,

:

2380 0,1587
2 3

6 6 1 2
n 6 : p .

2 3

− + ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

− + ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

− + ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

− + ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

− + ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

− + ⎛ ⎞= = ⎜
⎝

. 0,1587 0,0529=⎟
⎠
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Número medio de investigadores en cola:  
k

q n
n s 1

L (n s) . p
+=

= −∑

        

k 6

q n n 3 4 5 6
n s 1 n 3

L (n s) . p (k 2) . p 1 . p 2 . p 3 . p 4 . p

    1 . 0,2380 2 . 0,2380 3 . 0,1587 4 . 0,0529 1,4017 investigadores
+= =

= − = − = + + + =

= + + + =

∑ ∑

Número medio de investigadores en el sistema:  
k

s n
n 1

L n . p
=

= ∑
6

s n
n 1

L n . p 1 . 0,1071 2 . 0,1785 3 . 0,2380 4 . 0,2380 5 . 0,1587 6 . 0,0529 3,241
=

= = + + + + + =∑
Tasa media de llegada  de investigadores (entrada efectiva):

ef s. (k L ) 2 . (6 3,241) 5,518λ = λ − = − =

Tiempo medio de investigadores en cola:   q
q

ef

L 1,4017
W 0,2540

5,518
= = =
λ

Tiempo medio de investigadores en el sistema:   s
s

ef

L 3,241
W 0,5873

5,518
= = =
λ

Tiempo perdido diariamente:   p x8 . L 8 1,4017 11,2136 horas= =

COLA FINITA:  INVESTIGACIÓN  ‐  Queuing Analysis

Se trata de una modelo de cola M/M/2/k  con k 6= investigadores

Tasa de llegada: 
60

2 investigador / hora
30

λ = =      Tasa de servicio: 
60

3 investigador / hora
20

μ = =
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La dirección del aeropuerto Josep Tarradellas está pensando en contratar a un nuevo
auxiliar de tierra. Para este puesto se han presentado varios candidatos, aunque solo
han pasado a la fase final únicamente dos de ellos.
El primer auxiliar de tierra tarda en registrar a los pasajeros y su equipaje
aproximadamente 20 segundos con un error típico de 2 segundos. Por otro lado, el
segundo auxiliar es capaz de registrar cada pasajero en 25 segundos exactos.

Los pasajeros llegan en promedio cada 30 segundos. Los tiempos entre llegadas varían de acuerdo con la
distribución exponencial.

¿A cuál de los dos auxiliares de tierra debería contratar el aeropuerto?
¿Cuál es la probabilidad de que el auxiliar contratado esté ocupado?

• Auxiliar 1 de tierra:  Modelo de cola  M/G/1  con  s = 1 servidor

Tasa de llegadas:   1
1

1
30 λ  0,0333 pasajeros/segundo= → =

λ

Tasa de llegadas:   1
1

1
20  0,05 pasajeros/segundo= → μ =

μ
  ,     1 2 segundosσ =

Factor de utilización:  1
1

1

0,0333
0,6667

0,05
λ

ρ = = =
μ

Promedio de pasajeros en la cola:  
( ) ( )

2 2 2 2 2 2
1 1 1

1
q1

x

x

.   0,03333  2  0,6666
L     0,67 pasajeros

2 1 2 1 0,6666
λ σ + ρ +

= = =
− ρ −

Tiempo promedio de espera en la cola:  
1

q1
q1

L 0,6666
W  20,20  segundos

0,0333
= = =
λ

Tiempo total que pasa el pasajero en la cola:  
1

s1 q1
1 1

W  W     20,20        40,20 segundos
0,05

= + = + =
μ

• Auxiliar 2 de tierra:

Tasa de llegadas:   2
2

1
30 0,0333 pasajeros/segundo= → λ =

λ

Tasa de llegadas:   2
2

1
25  0,04 pasajeros/segundo= → μ =

μ
  ,     2 0 segundosσ =

Factor de utilización:   2
2

2

0,0333
0,8333

0,04
λ

ρ = = =
μ

Promedio de pasajeros en la cola:  
( ) ( )

2 2 2 2 2
2 2 2

2
q2

x

x

.   0,0333  0  0,8333
L     2,0833 pasajeros

2 1 2 1 0,8333
λ σ + ρ +

= = =
− ρ −

Tiempo promedio de espera en la cola:  
2

q2
q2

L 2,0833
W  62,50 segundos

0,0333
= = =
λ

Tiempo total que pasa el pasajero en la cola:  
2

s2 q2
1 1

W  W     62,50        87,50 segundos
0,04

= + = + =
μ

Resulta más beneficioso contratar al primer auxiliar de tierra   s1 s2(W  40,20 < W  87,50)= =  al ser más

rápido que el segundo.

La probabilidad de que el auxiliar 1 de tierra contratado se encuentre ocupado:

( )oP(X 1) 1   P  1   1    1 (1 0,6666)   0,6666≥ = − = − − ρ = − − =
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COLA ‐  General Queuing System
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El aeropuerto dispone de un servicio de traslado que lleva a cada empleado
que lo solicite a su casa, hotel o alrededores.
El servicio puede atender a un empleado cada 2 minutos. El promedio de
llegada de empleados es de 8 minutos, siguiendo una distribución de Poisson.

a)   Encontrar las medidas de eficiencia del servicio.

b)   ¿Se podría mejorar el tiempo medio de un empleado en el sistema?

a)   Se trata de un modelo de cola  M/D/1 con  s 1= servidor

1
Tasa de llegada    8    0,125  pasajeros /minuto

1
Tasa de servicio    7    0,1429  pasajeros /minuto

= = → λ =
λ

= = → μ =
μ

Factor de utilización:   
0,1250

0,8750
0,1429

λ
ρ = = =

μ

Promedio de empleados en la cola:  
( ) ( )

2 2

q
x x

0,875
L  3,062 empleados

2 1    2 1   0,875
ρ

= = =
− ρ −

Promedio de empleados en el sistema:    s qL    L    3,062   0,875   3,937 empleados= + ρ = + =

Tiempo promedio que un empleado espera en la cola:   q
q

L 3,062
W 24,500 minutos

0,125
= = =
λ

Tiempo promedio que  los empleados están en la cola:   s
s

L 3,937
W  31,500  minutos

0,125
= = =
λ

COLA GENERAL ‐  Problem Specification / General Queuing Systenm
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b)  En la situación actual, el factor de utilización ρ  es muy alto,  sería necesario aumentar la
capacidad del sistema para mejorar las medidas de eficiencia.

Si se añade un servidor más  (s 2)= , el factor de utilización: 
x

0,125
 0,437

s . 2 0,1429
λ

ρ = = =
μ

La red de transporte se encuentra más descongestionada. Se trataría de una cola  M/D/2
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Calcula las medidas de rendimiento M/D/2
con una aproximación G/G/s
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El servicio de lavacoches de un aeropuerto tiene una tasa de llegadas de 9
vehículos/hora, pudiendo atender un vehículo cada 5 minutos, con un error
típico  ( 2)σ =  minutos. Se pide:
a) Medidas de eficiencia según un modelo M/G/1
b) Medidas de eficiencia según un modelo M/D/1
c) Medidas de eficiencia según un modelo M/Ek/1

a)   Modelo de cola  M/G/1 con  s 1= servidor

9 1 1
0,15 vehículos/minuto Tasa llegadas (Media) 6,666666

60 0,15
λ = = → = = =

λ

5 vehículos/minuto , 2 minutosμ = σ =

Factor de utilización:  
0,15

0,75
0,2

λ
ρ = = =

μ

Promedio de vehículos en cola:  
( ) ( )

2 2 2 2 2 2

q
x

x x

.   0,15  2  0,75
L     1,3050  vehículos

2 1 2 1 0,75
λ σ + ρ +

= = =
− ρ −

Promedio de vehículos en sistema:   s qL L 1,3050 0,75 2,0550 minutos= + ρ = + =

Tiempo promedio de espera en la cola:   q
q

L 1,3050
W  8,7000 minutos

0,15
= = =
λ

Tiempo promedio de estancia en lavacoches:   s
s

L 2,0550
W         13,7000 minutos

0,15
= = =

λ

COLA GENERAL ‐  Problem Specification / General Queuing Systenm
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b)  Modelo de cola  M/D/1 con  s 1= servidor

9 1 1
0,15 vehículos/minuto Tasa llegadas (Media) 6,666666

60 0,15
λ = = → = = =

λ
1

Tasa de servicio    5    0,2  pasajeros/minuto= = → μ =
μ

Factor de utilización:  
0,15

 0,75
0,20

λ
ρ = = =

μ

Promedio de empleados en la cola:  
( ) ( )

2 2

q
x x

0,75
L  1,125 vehículos

2 1    2 1 0,75
ρ

= = =
− ρ −

Promedio de empleados en el sistema:    s qL    L    1,125   0,75   1,875 vehículos= + ρ = + =
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Tiempo promedio que un empleado espera en la cola:   q
q

L 1,125
W 7,50 minutos

0,15
= = =
λ

Tiempo promedio que  los empleados están en la cola:   s
s

L 1,875
W  12,50  minutos

0,15
= = =
λ

COLA GENERAL ‐  Problem Specification / General Queuing Systenm

      

c)  Medidas de eficiencia según un modelo M/Ek/1

Factor de forma de la distribución:    2 2 2 2x x

1 1
k 6,25

0,2 2
= = =
μ σ
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Factor de forma de la distribución:    2 2 2 2x x

1 1
k 6,25

0,2 2
= = =
μ σ

Factor de proporción de la distribución:    0,15λ =

Escala (recíproco de la proporción):    0,2μ =

Promedio de clientes en la cola:   
2 2

q
x

x x

. (1 k) 0,75 (1 6,25)
L 1,305 clientes

2. k . (1 ) 2 6,25 (1 0,75)
ρ + +

= = =
− ρ −

Promedio de clientes en el sistema:   s qL L 1,305 0,75 2,055 clientes= + ρ = + =

Tiempo promedio en la cola:   q
q

L 1,305
W 8,7 minutos

0,15
= = =
λ

Tiempo promedio en el sistema:   s
s q

L 1
W W 8,7 5 13,7 minutos= = + = + =

λ μ

 Se observa que cuando   2 2x

1 1
k 1σ = → = =

μ μ σ
 ,  el modelo de cola  M/Ek/1 es un modelo

de cola  M/M/1 con tiempo de servicio exponencial.

      Promedio de clientes en la cola:  
2 2

q
x

x x

(1 1)
L

2 1 (1 ) 1
ρ + ρ

= =
− ρ − ρ



                                      Portal Estadística Aplicada: Operaciones Colas Aeronáuticas  78

En el aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona‐El Prat se lleva a cabo un
procedimiento para determinar si los pasajeros llegan al país de destino con
motivos diferentes a los que declaran. El protocolo se efectúa en tres etapas.
La primera se realiza en un habitáculo donde caben al máximo 20 maletas, un
guardia de seguridad aeroportuaria registra el equipaje de 63 pasajeros/hora.

A la revisión e interrogación acude una media de 60 pasajeros/hora. Hay un despacho formado por dos
paneles:  uno con el arco detector de metales y el otro con un inspector de seguridad, con una tasa de
servicio de 40 pasajeros por hora.
Para finalizar la inspección, se dirigen a una oficina con dos miembros de la policía que finalmente
analizan y toman una rápida solución en la que se tarda una media de 1,8 minutos/ pasajero.
a)  ¿Cuál es el promedio de tiempo que se invierte en un pasajero para determinar el motivo del viaje?
b)  ¿Conviene modificar el sistema?. En este caso, ¿cuál es el promedio de tiempo que se invierte en un
pasajero?

a)  Se puede modelizar el sistema con una red de colas en tándem con tres subsistemas o nodos.
El nodo 1 es un modelo de cola M/M/1 y los nodos 2 y 3 son un modelo de cola M/M/2.
El tiempo que se invierte en un pasajero es la suma de los tiempos invertidos en las tres etapas.

 Nodo 1:

Modelo de cola M/M/1  1 1

63
1 , 1,05 pasajeros/minuto

60
≡ λ = μ = =

Utilización promedio del habitáculo:   1
1

1

1
0,95 1

1,05
λ

ρ = = = <
μ

Debido a la intensidad de tráfico que es mayor de 0,95, sería conveniente aumentar la capacidad del
nodo 1, aumentando un servidor.

Tiempo promedio de estancia en el sistema del nodo 1 (cola + servicio):

s1
1 1

1 1
W 20  minutos

1,05 1
= = =
μ − λ −

 Nodo 2:

Modelo de cola M/M/2  2

2

60 pasajeros/hora 1 pasajero/minuto        

40  pasajeros/hora 0,67 pasajeros/minuto

λ = =⎧
≡ ⎨μ = =⎩
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Utilización promedio del sistema del habitáculo:  2
s2

2

1
u 1,4925

0,67
λ

= = =
μ

Factor de utilización o congestión del habitáculo:  2
2

2 2 x

1
0,74 1

s . 2 0,67
λ

ρ = = = <
μ

Se asume que el  nodo  2 no se encuentra saturado, es decir, se encuentra en un estado estacionario.

Probabilidad de que ningún pasajero se encuentre en la cola 2:

( )

( ) ( )

202 sns    1
2 2 2

2 2 2

n 021
2

n    0

n    0

x x

x x x x

1 1
p          0,145

6,95  /   1 1
n! s ! 1   

donde,

1  /  0,67 1,491 1 1 1,49 1
                  1,49 4    6,95

n! 2! 0,67 1   0,75 0! 1! 2

−

=

=

= = =
λ μ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ

+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ − ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ = + + =⎜ ⎟ −⎝ ⎠

∑

∑

 2 2

22 2 2 2

2 2

s .1 1
Nota :

1    s .    1   
s .

μ
= =

λ− ρ μ − λ−
μ

Número promedio de pasajeros en la cola 2:

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2s 2
2 2 2 2

q2 022 2

2 2 2 2

x x
x x

x

  /   . . 1,49 1   0,67
L      p       0,145   1,87 pasajeros

2   1 !   2   0,67   1s    1 !   s .    

λ μ λ μ
= = =

− −− μ − λ

 Nota: 
( )

( ) ( )
( )

( )

2 2s s

2 2 2 2 2 2 2
q2 02 022 2

2 22 2 2 2

x x
  /   . .   /   .

L      p      p
s !   1   s    1 !   s .    

λ μ λ μ λ μ ρ
= =

− ρ− μ − λ

Número promedio de pasajeros en el sistema del nodo 2 (cola + servicio):

2
s2 q2

2

1
L    L        1,87       3,36 pasajeros

0,67
λ

= + = + =
μ

Tiempo promedio de pasajeros en el sistema del nodo 2 (cola + servicio):

s2
s2

2

L 3,36
W 3,36  minutos

1
= = =
λ

 Nota: q2s2
s2 q2

2 2 2 2

LL 1 1
W W= = + = +

λ μ λ μ

 Nodo 3:

Modelo de cola M/M/2 
3

3
3

1 pasajero/minuto                                                                      

1 1
1,8  minutos/pasajero 0,55 pasajero/minuto

1,8

λ =⎧
⎪≡ ⎨ = → μ = =⎪μ⎩
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Factor de utilización de la oficina:   3
3

3 3 x

1
0,91 1

s . 2 0,55
λ

ρ = = = <
μ

La intensidad de la utilización de la oficina es muy alta (0,91) por lo que sería conveniente aumentar la
capacidad del nodo 3, aumentando un servidor.

Utilización promedio del nodo 3:   3
s3

3

1
1,81

0,55
λ

μ = = =
μ

Probabilidad de que ningún pasajero se encuentre en la cola 3:

( )

( )

303 sns    1
3 3 3

3 3 3

n 01
2 2

n    0

n    0

x x

x x x x

1 1
p          0,048

21  /   1 1
n! s ! 1   

donde,

1,81 1 1 1,81 1,81 1
   1,81               1,81 11,11   21

n! 2! 1   0,91 0! 1! 2

−

=

=

= = =
λ μ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ

+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ − ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ = + + =
−

∑

∑

Número promedio de pasajeros en la cola 3:

( )
( ) ( )

3s 2
3 3 3

q3 032 2

3 3

x
x x

  /   . 1,81 0,91
L      p      0,048 8,83 pasajeros

2!   1   0,91s !   1   

λ μ ρ
= = =

−− ρ

Tiempo promedio de pasajeros en el sistema de oficina:

3
s3 q3

3

1
L    L        8,83       10,64  pasajeros

0,55
λ

= + = + =
μ

Tiempo promedio de estancia en el sistema de la oficina (cola + servicio):

s3
s3

3

L 10,64
W 10,64  minutos

1
= = =
λ

El tiempo medio de un pasajero que pasa por el área de seguridad del aeropuerto para determinar el
motivo de su viaje es la suma de los tiempos medios en los que pasa por los tres nodos:

3

i si
i 1

W W 20 3,36 10,64 34  minutos
=

= = + + =∑
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b)  Para que el sistema no se encuentre my saturado conviene aumentar la capacidad del nodo 1
(pasando a dos servidores:  modelo M/M/2) y del nodo 3 (pasando a tres servidores:  modelo M/M/3)

 Nodo 1:

Modelo de cola  M/M/2  1 1

63
1 , 1,05 pasajeros/minuto

60
≡ λ = μ = =

Utilización promedio del habitáculo:  1
s1

1

1
u 0,95

1,05
λ

= = =
μ

Factor de utilización del habitáculo:   1
1

1 1 x

1
0,47 1

s . 2 1,05
λ

ρ = = = <
μ

Por lo que se asume que el nodo 1 no se encuentra saturado, esto es, está en estado estacionario.

Probabilidad de que ningún pasajero se encuentre en el habitáculo:

( )

( )

101 sns    1
1 1 1

1 1 1

n 01
2 2

n    0

n    0

x x

x x x x

1 1
p          0,35

2,81  /   1 1
n! s ! 1   

donde,

0,95 1 1 0,95 0,95 1
   0,95               0,95 1,92   2,81

n! 2! 1   0,95 0! 1! 2

−

=

=

= = =
λ μ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ

+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ − ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ = + + =
−

∑

∑

Número promedio de pasajeros en el habitáculo (cola 1):

( )
( ) ( )

1s 2
1 1 1

q1 012 2

1 1

x
x x

  /   . 0,95 0,48
L      p      0,35 0,28  pasajeros

2!   1   0,48s !   1   

λ μ ρ
= = =

−− ρ

Tiempo promedio de pasajeros en el sistema del habitáculo:

1
s1 q1

1

1
L    L        0,28        1,23 pasajeros

1,05
λ

= + = + =
μ

Tiempo promedio de estancia en el sistema del habitáculo: (cola + servicio):

s1
s1

1

L 1,23
W 1,23  minutos

1
= = =
λ
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Tiempo que se ha ganado al aumentar un servidor más:  20  minutos 1,23 minutos 18,77 minutos− =

 Nodo 3:

Modelo de cola  M/M/3  3 31 , 0,55 pasajeros/minuto≡ λ = μ =

Utilización promedio de la oficina:  3
s3

3

1
u 1,81

0,55
λ

= = =
μ

Factor de utilización de la oficina:   3
3

3 3 x

1
0,61 1

s . 3 0,55
λ

ρ = = = <
μ

Es un estado estacionario, observando que la intensidad del tráfico en la oficina ha disminuido.

Probabilidad de que ningún pasajero se encuentre en la oficina:

( )

( )

303 sns    1
3 3 3

3 3 3

n 0 22
3 3

n    0

n    0

x x

x x x x

1 1
p          0,14

6,97  /   1 1
n! s ! 1   

donde,

1,81 1 1 1,81 1,81 1,81 1
   1,81                   1,81 2,56   6,97

n! 3! 1   0,61 0! 1! 2! 6

−

=

=

= = =
λ μ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ

+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ − ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ = + + + =
−

∑

∑

Número promedio de pasajeros en la oficina:

( )
( ) ( )

3s 3
3 3 3

q3 032 2

3 3

x
x x

  /   . 1,81 0,61
L      p      0,14 0,55 pasajeros

3!   1   0,61s !   1   

λ μ ρ
= = =

−− ρ

Número promedio de pasajeros en el sistema de la oficina:

3
s3 q3

3

1
L    L        0,55       2,37 pasajeros

0,55
λ

= + = + =
μ

Tiempo promedio de estancia en el sistema de la oficina: (cola + servicio):

s3
s3

3

L 2,37
W 2,37  minutos

1
= = =
λ

Tiempo que se ha ganado al aumentar un servidor más:  10,64 minutos 2,37 minutos 8,27 minutos− =

El tiempo medio de un pasajero que invierte por el área de seguridad del aeropuerto para determinar el
motivo de su viaje es la suma de los tiempos medios en los que pasa por los tres nodos:

3

i si
i 1

W W 1,23 3,36 2,37 6,96  minutos
=

= = + + =∑
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SISTEMA DE COLAS TÁNDEM  ‐  Queuing Analysis

 Nodo 1 (Habitáculo): Modelo M/M/2

1 1

63
1,05 pasajeros/minuto 1 pasajero/minuto

60
μ = = λ =

Habitáculo

MEDIDAS DE RENDIMIENTO HABITÁCULO
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 Nodo 3 (Oficina):  Modelo M/M/3   3

1
0,55 pasajero/minuto

1,8
μ = =     3 1 pasajero/minuto  λ =

Oficina

MEDIDAS DE RENDIMIENTO OFICINA
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El Aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona‐El Prat ofrece diferentes opciones
para comunicarse con su personal de atención al cliente. Se pueden realizar
llamadas a sus números de teléfono dependiendo de cuál sea la necesidad,
enviar cartas o acudir personalmente a su dirección postal o bien mediante
correo electrónico.

En cuanto a sus líneas telefónicas, el Aeropuerto posee dos tipos: teléfonos de información general y
teléfonos de la oficina de objetivos perdidos.
En Información general se reciben 40 llamadas a la hora y la tasa de servicio es de 40 llamadas a la hora,
mientras que en Objetos perdidos se reciben solo 20 llamadas a la hora con una tasa de servicio de 25
llamadas a la hora.
La Administración del Aeropuerto está diseñando un nuevo sistema de atención al cliente en el que solo
usarían un único número de teléfono para atender a todos los clientes. Cuando la llamada de Información
general está a punto de finalizar, el 30% de los casos crea un nuevo proceso en el servidor de los
teléfonos de Objetos perdidos y el 20% de los casos crea un nuevo proceso en su propio servidor.
Por otra parte, cuando la llamada de Objetos perdidos está apunto de finalizar, el 20% de los casos crea
un nuevo proceso en su servidor.

La Administración del Aeropuerto necesita determinar:

a) Operadores que harían falta en la sección de teléfonos de Información general.
b) Operadores que harían falta para la sección de teléfonos de Objetos perdidos.
c) Número medio de llamadas en cada sección, teniendo en cuenta el número de operadores
    seleccionados en los apartados a) y b).
d) Tiempo medio de una llamada en el sistema (desde que entra hasta que sale) si se pusieran los
    operadores seleccionados anteriormente.

Es una red de Jackson abierta con  k 2 nodos= .

Como la Administración está diseñando un único sistema para atender a todos los números del teléfono,
las tasas de llegadas serían   40 20 60   llamadas/horaλ = + =

Tasas de llegadas:   60  llamadas/horaλ =

1 2Tasas de servicio:   60   llamadas/hora , 25  llamadas/horaμ = μ =

Las probabilidades de transición de unos estados a otros se reflejan en la matriz:

                  T1    T2

T1
     

T2i j ji

0, 2 0, 3 0,2 0
r r

0 0,2 0,3 0,2
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= → =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Ecuaciones de tráfico o ecuaciones de equilibrio  iΛ  se obtienen en forma matricial con la expresión

r  : Λ = λ + Λ
GG G

           1 1

2 2

60 0,2 0
60 0,3 0,2

Λ Λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Λ Λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                         
           

             
1 1

1 2
2 1 2

60 0,2
75 , 103,125

60 0,3 0,2
Λ = + Λ⎧

→ Λ = Λ =⎨Λ = + Λ + Λ⎩
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a)  Para saber cuántos operadores harían falta para la sección de teléfonos de Información general, es
necesario calcular el factor de utilización de distintas formas para ver con cuantos operarios funcionaría

bien. Factor de utilización:   i
i

i is .
Λ

ρ =
μ

( )

( )

( )

( )

Con un operario  :  

Con dos operarios  :  

Con tres operarios  :  

Con cuatro operarios  :  

1 1

1 1

1 1

1 1

x

x

x

x

75s 1 1,87
1 40

75s 2 0,94
2 40

75s 3 0,625
3 40

75s 4 0,47
4 40

= ρ = =

= ρ = =

= ρ = =

= ρ = =

Se comprueba que únicamente con un operario es impensable que el servidor funcione   ( )1 1 .ρ > Por

otro lado, a pesar de que con dos operarios es suficiente  ( )1 1ρ < , conviene contratar más operarios

para agilizar el proceso, pues factor de utilización   ( )1 0,85 .ρ >

Sería conveniente contratar 3 operarios  1( 0,625)ρ = ,  agilizando el proceso. Con cuatro operarios sería

más rápido, pero conlleva más costes.

b)  Se reitera el proceso en el nodo 2.

( )

( )

( )

( )

Con un operario  :  

Con dos operarios  :  

Con tres operarios  :  

Con cuatro operarios  :  

2 2

2 2

2 2

2 2

x

x

x

x

75s 1 3
1 25

75s 2 1,5
2 25

75s 3 1
3 25

75s 4 0,75
4 25

= ρ = =

= ρ = =

= ρ = =

= ρ = =

Con menos de 4 operarios es impensable que el servidor funciona, en otro caso  2 1.ρ >  El factor de

utilización no supera el valor 0,85, por lo que no haría falta agilizar el proceso.

c) Teniendo en cuenta los análisis realizados en apartados anteriores, los servidores serían:

 Sección 1:  Cola tipo M/M/3  con  1 1 1 1s 3 , 0,625 , 75 , 40= ρ = Λ = μ =

Probabilidad de que ninguna llamada se encuentre en el sistema de colas:

( )

( )

1 101

1 1 1

1 1 1

3

s 1 sn

n    0
n2

n    0

x x

x x

1 1
p          0,13

7,56  /   1 1
n! s ! 1   

75  /  40 1 75 1
1   1,875   1,758 2,93   7,56 

n! 3! 40 1   0,625

−

=

=

+

= = =
Λ μ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Λ

+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ − ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞+ = + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑

∑
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Número medio de llamadas en la cola de la terminal:

( ) ( )

s

    .      .     
    

 
 

1 3
1 1

1 012 2
1 1 1

. .q
1 1 75 0,625L . . 0,13 0,635

s ! 3! 40 1 0,6251

⎛ ⎞Λ ρ ⎛ ⎞= ρ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ ⎝ ⎠ −− ρ⎝ ⎠

Número medio de llamadas en el sistema (cola + servicio):

                  1 llamadas1
1 1

1
s q

75L L 0,635 2,5
40

Λ
= + = + =

μ

 Sección 2:  Cola tipo M/M/4  con  2 2 2 2s 4 , 0,75 , 103,25 , 25= ρ = Λ = μ =

Probabilidad de que ninguna llamada se encuentre en el sistema de colas:

( )

( )

2 202

2 2 2

2 2 2

4

s 1 sn

n    0
n3

n    0

x x

x x

1 1
p          0,014

73,59  /   1 1
n! s ! 1   

103,125  /  25 1 103,125 1
1 4,125 8,51 11,7 48,255 73,59 

n! 4! 25 1   0,75

−

=

=

= = =
Λ μ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Λ

+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ − ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞+ = + + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑

∑
Número medio de llamadas en la cola de la terminal:

( ) ( )

s

    .      .       llamadas
    

2 4
2 2

022 2
2 2 2

. .q2
1 1 103,125 0,75L . . 0,014 2,027

s ! 4! 25 1 0,751

⎛ ⎞Λ ρ ⎛ ⎞= ρ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ ⎝ ⎠ −− ρ⎝ ⎠

Número medio de llamadas en el sistema (cola + servicio):

                   llamadas2

2
s2 q2

103,125L L 2,027 6,152
25

Λ
= + = + =

μ

d)  Número medio de llamadas en la red:

llamadas
k 2

red i i
i 1 i 1

L L L 2,51 6,152 8,66
= =

= = = + =∑ ∑
Tiempo medio de una llamada en la red (desde que entra hasta que sale):

 horas  minutosred
red

red

L 8,662W 0,144 8,64
60

= = = =
λ

El tiempo medio de una llamada en la red es de 8,64 minutos.
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EL mantenimiento de las aeronaves del aeropuerto Josep Tarradellas
Barcelona‐El Prat consta de una fase llamada "revisión de cartas". Esta fase
consta de tres tipos de revisiones que se identifican con las letras A, B, y C. Esta
clasificación proporciona un programa de mantenimiento que permite realizar
las revisiones en el momento óptimo para el sistema o equipo en cuestión.

La revisión A tiene una capacidad para atender a 5 aviones por día, mientras que cualquiera de las otras
dos revisiones (B y C) pueden atender a 7 aviones por día, con tiempos exponenciales.

El centro de mantenimiento de aeronaves, según un proceso de Poisson, recibe 3 aviones por día para la
revisión A y  5 aviones por día para la revisión C

Cuando un avión está a punto de finalizar la revisión A, se crea una nueva revisión en el servidor B el 30%
de los casos. En caso contrario, se crea una nueva revisión en el servidor C en el 70% de los casos.

Por otra parte, los aviones que están a punto de finalizar la revisión C, el 50% de los casos crea una nueva
revisión en el servidor B, en caso contrario, termina totalmente su ejecución.

Calcular las medidas de eficiencia en los servidores, y el número y tiempo medio de aviones en la red.

Es una red de Jackson abierta con k 3 nodos=

Datos del esquema:

 
A C

A B C

AB AC CA

λ  3 aviones / día      λ  5 aviones / día

μ  5 aviones / día      μ  7 aviones / día      μ  7 aviones / día

r  0,3         r  0,7         r  0,5

= =

= = =

= = =

Las ecuaciones de tráfico o ecuaciones de equilibrio  iΛ  se obtienen intuitivamente:

A A A

B A A B C CB B

C C A AC C

x x

x

Λ  λ                        Λ  3                                          

Λ  Λ . r  Λ . r    Λ  3   0,3  7,1   0,5   4,45                 

Λ  λ  Λ . r        Λ    5   3   0,7   7,1            

= =⎧
⎪= + → = + =⎨
⎪= + = + =⎩

En forma matricial con la expresión  r  : Λ = λ + Λ
GG G

A A A A AAA BA CA

B B B B BAB BB CB

AC BC CCC C C C C

Λ λ Λ Λ Λr r r 0 0 03

Λ λ Λ Λ Λ        r r r         0,3 0 0,50

r r r 0,7 0 0Λ λ Λ Λ Λ5

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= + → = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

Desarrollando,  
A A

B A C B

CC A

x x x x

xx

Λ 3 Λ                                        

Λ 0,3   Λ  0,5   Λ Λ 0,3   3  0,5   7,1 4,45

Λ 5   0,7   3 7,1            Λ       5   0,7   Λ

3=⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎧
⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟+= → = + =⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ = + =+ ⎩⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Las tasas totales de llegadas a cada subsistema (venga de fuera o de otro nodo) son:

A B CΛ  3 , Λ  4,45 , Λ    7,1= = =

Para que no se sature la red, es preciso que el factor de utilización sea menor que uno. Se aplica esta
condición a cada nodo por separado y se obtiene el número de servidores de cada nodo:
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Nodo A:    A A A A
A x

3 3 3
ρ  =   < 1   s  >      s  1 servidor    ρ  =   = 0,6

s  5 5 5
→ → = →

Nodo B:    B B B B
B x

3 445 4,45
ρ  =   < 1   s  >      s  1 servidor    ρ  =   = 0,636

s  7 7 7
→ → = →

Nodo C:    C C C C
C x x

7,1 7,1 7,1
ρ  =   < 1   s  >      s  2 servidores    ρ  =   = 0,51

s  7 7 2 7
→ → = →

Con estos servidores, los tres nodos serían óptimos de forma que la red no se saturaría.

Los nodos A y B son colas tipo M/M/1, mientras que el nodo C es una cola tipo M/M/2.

 Demora media en el Nodo A:    A A A As  1 , Λ 3 , 5 , 0,6= = μ = ρ =

Tiempo medio de espera en la cola del nodo A:

( ) ( )
A

qA
A A A x

3 3
W                0,3 días   7,2 horas

.     5    5   3 10
Λ

= = = = =
μ μ − Λ −

Número medio de aviones en el sistema (cola + servicio):

A
sA

A

0,6 3
L              1,5 aviones

1    1   0,6 2
ρ

= = = =
− ρ −

 Demora media en el Nodo B:    B B B Bs  1 , Λ 4,45 , 7 , 0,636= = μ = ρ =

Tiempo medio de espera en la cola del nodo B:

( ) ( )
B

q B
B B B x

4,45
W            0,25 días   6 horas

.     7    7   4,45
Λ

= = = =
μ μ − Λ −

Número medio de aviones en el sistema (cola + servicio):

B
sB

B

0,636
L          1,75 aviones

1    1   0,636
ρ

= = =
− ρ −

 Medidas de rendimiento en Nodo C:   C C C Cs  2 , Λ 7,1 , 7 , 0,51= = μ = ρ =

Utilización promedio:   C
sC

C

7,1
u          1,01

7
Λ

= = =
μ

Probabilidad de que ningún avión se encuentre en cola:

( ) ( )C C0C 1

CC C

C C C

2

s n s

n = 0

1 n

n = 0

x
x

x

1 1
p          0,328

3,045s . μΛ  / μ Λ  / μ
    .

n! s ! s . μ   Λ

1,01 1,01 2   7
   1   1,01   1,035   3,045

n! 2! 2   7   7,1

−= = =
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞+ = + + =⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑

∑

Número medio de aviones en cola:
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( )
( ) ( ) ( ) ( )

Cs 2
C C C C

qC 0C2 2

C C C C

x x
x

x x

  /   . . 1,01 7,1   7
L    . p      0,328    0,35 aviones

2   1 ! 2   7   7,1s    1 ! . s .    

Λ μ Λ μ
= = =

− −− μ − Λ

Tiempo medio de espera en la cola del nodo C:    qC
qC

C

L 0,35
W          0,05 días   1,2 horas

7,1
= = = =

Λ

Número medio de aviones en el sistema (cola + servicio):

Λ
= + = + =

μ
C

sC qC
C

7,1
L  L        0,35     1,36 aviones

7

 En la red

Número medio de aviones:  
k 3

i ired
i 1 i 1

L    L      L    1,5   1,75   1,36   4,61 aviones
= =

= = = + + =∑ ∑

Tiempo medio de un avión (desde que entra hasta que sale):

red
red

red

L 4,61
W            0,575 días    13,8  horas

8
= = = =

λ

Calcular las medidas de
rendimiento para la red.

El aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona‐El Prat se mueve continuamente a
través de la red cerrada adjunta, con una tasa individual de servicio de   10.μ =

Es una red cerrada de Jackson con k 4=  nodos,  se calculan las medidas de rendimiento  jL (m)  y   jW (m)

para m clientes del sistema,  mediante un algoritmo iterativo con m 1, 2, , M= "  clientes.

Ecuaciones de equilibrio, con   12 14 23 31 41r 0,5 , r 0,5 , r 1 , r 1 , r 1 := = = = =

1 3 31 4 41 1 3 4 1

4
2 1 12 2 21

i j ji
3 2 23 3 3

4 1 14 4 1 4

j 1

. r . r 1   

. r                0,5        0,51
. r

. r                0,5         0,5

. r                        1   
=

Λ = Λ + Λ Λ = Λ + Λ Λ =
Λ = Λ Λ = Λ =Λ =

Λ = Λ → → ⎯⎯⎯⎯→
Λ = Λ Λ = Λ =
Λ = Λ Λ = Λ Λ =

∑

Tomando  1 1Λ =  la solución sería:   2 0,5Λ =  ,   3 0,5Λ =  ,  4 1Λ =

El nodo 1 y el nodo 4 es un cuello de botella, trabajan  al límite de su capacidad; mientras que el nodo 2 y
nodo 4 trabajan al 50%. Para mejorar el rendimiento global del sistema habría que aumentar la capacidad
de procesamiento de los nodos 1 y 4

Se hacen los cálculo con dos iteraciones (m 1=  y  m 2= ) obteniendo el tiempo medio de espera y el
número medio de clientes en cada nodo. Posteriormente, se presenta el máximo de iteraciones posibles
(hasta m 7= ) realizadas con una hoja de cálculo (Excel).
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Tiempo de espera en el nodo:   j jj
j j

j j j j

L (m 1) 1 L (m 1)s 11
W (m) W (m)

s .

− + −=
= + ⎯⎯⎯→ =
μ μ μ

  ,  jL (0) 0=

Número medio de clientes en cada nodo:  j j
j k

i i
i 1

m . .W (m)
L (m) j 1, 2, 3,4 , m 1, 2, , M

.W(m)
=

Λ
= = =

Λ∑
"

 Primera iteración:  m 1=

Tiempo de espera en el nodo:   j
j

j

1 L (1 1) 1
W (1) 0,1

10

+ −
= = =

μ

Número medio de clientes en el nodo:    j j
j 4

i i
i 1

.W (1)
L (1)

.W(1)
=

Λ
=

Λ∑

1 1
1 4

i i
i 1

x

x x x x

.W (1) 1 0,1 0,1
L (1) 0,33

1 0,1 0,5 0,1 0,5 0,1 1 0,1 0,3.W(1)
=

Λ
= = = =

+ + +Λ∑

2 2
2 4

i i
i 1

x

x x x x

.W (1) 0,5 0,1 0,05
L (1) 0,17

1 0,1 0,5 0,1 0,5 0,1 1 0,1 0,3.W(1)
=

Λ
= = = =

+ + +Λ∑

3 3
3 4

i i
i 1

x

x x x x

.W (1) 0,5 0,1 0,05
L (1) 0,17

1 0,1 0,5 0,1 0,5 0,1 1 0,1 0,3.W(1)
=

Λ
= = = =

+ + +Λ∑

4 4
4 4

i i
i 1

x

x x x x

.W (1) 1 0,1 0,1
L (1) 0,33

1 0,1 0,5 0,1 0,5 0,1 1 0,1 0,3.W(1)
=

Λ
= = = =

+ + +Λ∑

 Segunda iteración:  m 2=

Tiempo de espera en el nodo:   j j
j

j j

1 L (2 1) 1 L (1)
W (2)

+ − +
= =

μ μ

1 2
1 2

1 2

1 L (1) 1 0,33 1 L (1) 1 0,17
W (2) 0,133 W (2) 0,117

10 10
+ + + +

= = = = = =
μ μ

3 4
3 4

3 4

1 L (1) 1 0,17 1 L (1) 1 0,33
W (2) 0,117 W (2) 0,133

10 10
+ + + +

= = = = = =
μ μ

Número medio de clientes en el nodo:  j j
j k

i i
i 1

2. .W (2)
L (2)

.W(2)
=

Λ
=

Λ∑

1 1
1 4

i i
i 1

x x

x x x x

2 . .W (2) 2 1 0,133 0,266
L (2) 0,695

1 0,133 0,5 0,117 0,5 0,117 1 0,133 0,383.W(2)
=

Λ
= = = =

+ + +Λ∑
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2 2
2 4

i i
i 1

x x

x x x x

2 . .W (2) 2 0,5 0,117 0,117
L (2) 0,305

1 0,133 0,5 0,117 0,5 0,117 1 0,133 0,383.W(2)
=

Λ
= = = =

+ + +Λ∑

3 3
3 4

i i
i 1

x x

x x x x

2 . .W (2) 2 0,5 0,117 0,117
L (2) 0,305

1 0,133 0,5 0,117 0,5 0,117 1 0,133 0,383.W(2)
=

Λ
= = = =

+ + +Λ∑

4 4
4 4

i i
i 1

x x

x x x x

2 . .W (2) 2 1 0,133 0,266
L (2) 0,695

1 0,133 0,5 0,117 0,5 0,117 1 0,133 0,383.W(2)
=

Λ
= = = =

+ + +Λ∑

Las iteraciones para presentar la tabla adjunta de realizan con una hoja de cálculo.

m 1W (m) 2W (m) 3W (m) 4W (m) 1L (m) 2L (m) 3L (m) 4L (m)

0 − − − − − − − − − − − − 0 0 0 0
1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,33 0,17 0,17 0,33

2 0,113 0,167 0,167 0,113 0,695 0,305 0,305 0,695

3 0,169 0,130 0,130 0,169 1,083 0,416 0,416 1,083

4 0,208 0,141 0,141 0,208 1,492 0,507 0,507 1,492

5 0,249 0,151 0,151 0,249 1,919 0,580 0,580 1,919

6 0,292 0,158 0,158 0,292 2,361 0,639 0,639 2,361

7 0,336 0,164 0,164 0,336 2,814 0,686 0,686 2,814
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