SISTEMA DE UN AEROPUERTO:
EQUILIBRIO DEMANDA 'Y CAPACIDAD OPERACIONAL

Operacionés de Colas en el Aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona-El Prat
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TEORIA DE COLAS

Una Cola se presenta con frecuencia cuando se solicita un servicio por parte de una serie de clientes
y tanto el servicio como los clientes son de tipo probabilistico.

La primera aplicacion de teoria de Colas se debe al matematico danés Erlang sobre conversaciones
telefdénicas en 1909 para el calculo de tamafiio de las centralitas.

La Teoria de Colas es una disciplina de Investigacidon Operativa que se encarga de poponer modelos
para el manejo eficiente de Lineas de Espera.

Una Linea de Espera es una hilera formada por uno o varios clientes que aguardan para recibir un
servicio. Los clientes pueden ser personas, objetos, maquinas que requieren un mantenimiento,
contenedores de mercancias para ser embarcados, elementos de inventario para ser utilizados, etc.
Se forma por un desequilibrio temporal entre la demanda de un servicio y la capacidad del sistema
para gestionarlo.

Los Modelos de Lineas de Espera son muy Utiles para determinar como operar un sistema de colas
de la manera mas eficaz, permiten encontrar un balance adecuado entre el costo de servicioy la
cantidad de espera: Proporcionar demasiada capacidad de servicio para operar el sistema implica
costos excesivos. De otra parte, si no se cuenta con suficiente capacidad de servicio surgen esperas
excesivas con desafortunadas consecuencias.

ESTRUCTURA DE LOS PROBLEMAS DE LINEAS DE ESPERA

Aunque cada situacion especifica tiene caracteristicas diferentes, cuatro elementos son comunes a
toda Linea de Espera:

+ Una poblacién de clientes que genera clientes potenciales.
+ Unalinea o fila de espera formada por los clientes.

+ Lainstalacion del servicio, formada por una persona (o0 un equipo), una maquina (o grupo de
maquinas) que se requiere para proveer el servicio que el cliente solicita.

+ Unaregla de prioridad para seleccionar al siguiente cliente que sera atendido por la instalacion
de servicio.

El término 'cliente’ se utiliza en un sentido general, pudiendo ser una persona, piezas esperando su
turno para ser procesadas, una lista de trabajo esperando para ser impresas en una impresora de
red, etc.

PROCESO BASICO DE COLAS

Cola (Zona de espera): En todo sistema los flujos de entrada y salida no estan sincronizados. La cola
es una acumulacioén de clientes (personas, productos, objetos) que estan a la espera de ser servidos.
Una cola puede evitarse:

(a) Tasa media de llegadas < Capacidad de servicio

(b) Cuando se tiene un control sobre la dispersion de los tiempos de llegadas y la de los tiempos de
servicio.
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Sistema: Cola +Canales __-' ) % — Canal 1

— Canal 2

Cola: Zona de espera

Zona de servicio

Basicamente la mayoria de los modelos de colas consiste: Los clientes que requieren un servicio se
generan en el tiempo en una fuente de llegada, después entran al sistemay se unen a una co/a.

En determinado momento se selecciona a un cliente de la cola para proporcionarle el servicio
mediante alguna regla conocida como diisciplina de /a cola. Se lleva a cabo el servicio que el cliente
requiere mediante un mecanismo de servicio, y después el cliente sale del sistema de colas.

(a)
(b)
(c)

(a)
(b)

(c)

(a)
(b)

(c)

(a)
(b)

En el sistema se puede actuar en las siguientes caracteristicas:

Ley que rige las llegadas.

Disciplina de la cola.

Ley que determina el servicio (eleccidn entre tipo y nimero de canales).

Consideraciones sobre los sistemas:

Cuando hay varios canales en paralelo es conveniente mantener una cola Unica.

Cuando hay tiempos de servicios muy dispares para los diferentes clientes que forman la cola
conviene establecer canales separados.

Si la cola aumenta hasta cierto limite conviene aumentar la capacidad de los canales.

En relacion a la disciplina de /a cola hay que considerar:

Llegadas individuales o en grupos.

Dependencia del nimero de clientes que pretenden incorporarse al sistema en funcién del
numero de clientes que se encuentran en el mismo.

Disuasion de los clientes que pretenden incorporarse al sistema en funcién de la longitud de la
cola (con una cierta probabilidad).

En relaciéon con el servicio hay que considerar:
Ley de servicio Unica a lo largo del tiempo y para todos los clientes.
Ley de servicio variable en funcién del tipo de cliente y longitud de la cola.
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TIPOS DE SISTEMAS DE COLAS

Una Cola y un Servidor

Llegadas ——» e —— Salidas

Una Cola y multiples Servidores

——» Salidas
Llegadas —) ——» Salidas
——) Salidas

Varias Colas y multiples Servidores

o ] —— [Sedor] — sas
Llegadas —)—) Salidas
o | ——> [servir] ——» s

Una Cola y Servidores secuenciales

Llegadas —)—) —> | Cola |—)| Servidor | —> Salidas

CARACTERISTICAS DE LOS SISTEMAS DE COLAS

Un sistema de colas se describe adecuadamente con seis caracteristica:

= Fuente de llegada de clientes.

= Patrén de servicio de servidores.
= Disciplina de cola.

= (Capacidad del sistema.

= Numero de canales de servicio.
= Numero de etapas de servicio.

a) Fuente de llegada de clientes:

En situaciones de colas habituales, la llegada de clientes es estocastica, esto es, depende de una
variable aleatoria, con lo que se necesita conocer la distribucién probabilistica entre dos llegadas
sucesivas de clientes.

La fuente de llegada puede variar con el tiempo, cuando se mantiene constante se dice estacionaria,
si varia (por ejemplo, con las horas del dia) se llama no-estacionaria.

Pueden contemplarse distintas situaciones: Clientes que llegan independiente o simultaneamente
(llegan lotes), en este ultimo caso hay que definir su distribucion probabilistica. Clientes que
abandonan la cola por ser demasiado larga o que tras esperar mucho abandonan.

El supuesto normal, para un modelo basico de colas, es que la llegada de clientes hasta un momento
especifico sigue una distribucion de Poisson, aunque no sea la tnica distribucién que puede
considerarse.

b) Patrdn de servicio de servidores:

Pueden presentar un tiempo de servicio variable, en cuyo caso hay que asociar una funcién de
probabilidad. Pueden atender en lotes o de modo individual.
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El tiempo de servicio puede variar con el nimero de clientes en la cola, trabajando mas rapido o mas
lento, en este caso se conoce como patrones de servicio dependientes. El patrdn de servicio puede
ser no-estacionario variando con el tiempo transcurrido.

c) Disciplina de cola:

Es la regla en el orden que se van a seleccionar los clientes que se encuentran a la espera de ser
atendidos en la cola, existen varias reglas, entre las mas comunes se pueden encontrar:

a FIFO (first in first out): Se atiende al cliente en el orden que llegan a la cola, el primero en llegar
sera el primero en ser atendido. En los modelos basicos de colas se supone como normal la
disciplina de primero en entrar, primero en salir, a menos que se establezca de otra manera.

A LIFO (last in first out): Consiste en atender primero al que ha llegado de ultimo, también se le
conoce como 'pila’.

A RSS (random selection of service): Se selecciona a los clientes de una cola de forma aleatoria, con
algun procedimiento de prioridad o alguin otra preclasificacion.

A Processor Sharing: Todos los clientes experimentan con eficacia el mismo retraso, ya que
comparten entre todos los clientes de la cola la capacidad del sistema atendiendo a todos por
igual.

d) Capacidad del sistema:

Es el nUmero maximo de clientes que pueden estar dentro del sistema haciendo cola antes de ser
atendidos para recibir el servicio, al igual que la fuente de llegada este nimero puede ser finito o
infinito.

e) Numero de canales de servicio:

Es preferible utilizar sistemas multiservicios con una unica linea de espera para todos que con una
cola por servidor. Al hablar de canales de servicio paralelo se trata generalmente de una cola que
alimenta a varios servidores.

f) Numero de etapas de servicio:

Puede ser unietapa o multietapa, en este ultimo el cliente puede pasar por un nimero de etapas
mayor que uno. En algunos sistemas multietapa se admite la vuelta atras o reciclado, modo habitual
en sistemas productivos como controles de calidad y reprocesos.

MECANISMO DE SERVICIO

Sistema de Servicio

—» Salidas

Cola Servidor Salidas

Llegadas 5 .. .. Seleccion )

Mecanismo

.. Servidor Salidas
Servicio

Servidor Salidas

Se caracteriza por las estaciones de servicio (servidores o dependientes) y por los canales de servicio
gue desembocan en cada uno de los servidores.

Una unica cola puede desembocar en varios servidores que van siendo ocupados de acuerdo a una
disciplina de seleccidn, el caso habitual de asignacion al primer servidor que queda libre.
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Puede haber multiplicidad en el nimero de servidores, es posible encontrar mdltiples colas que
surtan clientes a un Unico o a miltiples servidores.

En una determinada estacion de servicio, el cliente entra en uno de estos canales y el servidor le
presta el servicio completo.

Los modelos de colas deben especificar el nUmero de estaciones de servicio (canales de servicio en
serie) y el nUmero de servidores (canales paralelos) en cada una de ellas. Los modelos elementales se
componen de una estacion, ya sea con un servidor o con un numero finito de ellos.

La variable mas importante que caracteriza el mecanismo de servicio es el tiempo de servicio. Se
denomina tiempo de servicio el que transcurre desde el inicio del servicio para el cliente hasta su
terminacion en una estacion.

El modelo de un sistema de colas debe especificar la distribuciéon de probabilidad de los tiempos de
servicio de cada servidor, siendo habitual suponer la misma distribucién para todos los servidores.

La distribucidn de servicio que mas se emplea en la practica (por ajustarse a un gran nimero de
situaciones como por su simplicidad en el calculo) es la distribucion exponencial.

Otras distribuciones que se utilizan son la distribucion degenerada (para tiempos de servicio
constantes) y la distribucion de Erlang (Gamma) para combinaciones de distribuciones
exponenciales.

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD DEL MECANISMO DE SERVICIO

Las fuentes de variacién en los problemas de colas o filas de espera provienen del caracter aleatorio
de la llegada de clientes y de las variaciones que se registran en los distintos tiempos de servicio.
Generalmente cada una de esas fuentes suele describirse mediante una distribucién de probabilidad.

La mayor parte de los modelos de colas estocdsticas asumen que el tiempo entre diferentes llegadas
de clientes siguen una distribucion exponencial Exp(A), o lo que es equivalente, que el ritmo de

llegadas sigue una distribucién de Poisson.

También es habitual admitir que el ritmo de atencién al cliente cuando el servidor estd ocupado
sigue una distribucion de Poisson y la duracién de la atencion al cliente sigue una distribucién
exponencial.

La distribucién de llegadas: p,(t)= , h=0,1,2,--- clientes

At)

()
I

p,(t) =Probabilidad de que n clientes estén en el sistema en el tiempo t

El tiempo entre llegadas, se define como la probabilidad de que no llegue ningtin cliente:

(0 e _ o

p,(t)= ol =e " , siendo una distribucién exponencial.

El uso del patrén de servicio (llegada) tiene, entre otras, las propiedades:
¢ Los datos que definen un proceso de Poisson vienen dados por el nimero medio de llegadas.

¢ Siel nimero de llegadas sigue una distribucion de Poisson P(A), el tiempo entre llegadas sigue
una distribucién exponencial de media (1/ ) y lo contrario, es decir,
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—At

(;\atl) e—)»t o po(t)=e
n

p,(t)=

+ Ladistribucion exponencial tiene amnesia: La probabilidad de que falten t unidades para que
llegue el siguiente cliente es independiente de cuanto tiempo transcurra sin que llegue ningun

cliente: P,(T<1|T2t,)=P(0<T<t,—t,)

+ El nimero de llegadas en intervalos de tiempo no superpuestos es estadisticamente
independiente.

¢ La probabilidad de que una llegada ocurra en el tiempot y (t+At) es At+0(At) donde

o(At)

A = tasa de llegada y o(At) verifica que AIimoA—t =0 ,donde o(At) se puede tomar como
t—

la probabilidad de que llegue mas de un cliente.

¢ Ladistribucion del nimero de llegadas en intervalos de tiempo iguales es equivalente
(A[t—s])" e Mt-s]

Vt>s, t,s20
n!

Py(t—s)=

¢ Siel proceso de llegada sigue una distribucién de Poisson P(A), los tiempos de llegada son

aleatorios con una funcién de probabilidad uniforme sobre el periodo analizado:

|
fT(tl, t,, ... ,t, |k llegadas en [O,T]) _K

¢ A puede variar con el tiempo, con lo que p_(t) =e ( ( )) donde m(t)= j A(s) ds
¢ Llegadas multiples: En cada evento de llegada aparecen i clientes, siendo A = ZAi

i=1

DISTRIBUCION DE ERLANG

Es una distribucién de probabilidad continua de parametros k y A , suma de k variables aleatorias
independientes exponenciales de pardmetro A , cuya funcion de densidad es:

()\,X)k_l
(k—1)!

La distribucion de Erlang es el equivalente de la distribucion Gamma con el parametro k=1, 2,

re ™ Vx, A>0

f(x) =

y A=1/0. Para k=1 es la distribucién Exponencial.
Para describir el tiempo de espera hasta el suceso nimero & en un proceso de Poisson se toma la

1
distribucidén de Erlang con un parametro 0 = X

k k
E(X) = V(X)=—
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DISTRIBUCION DE WEIBULL

La distribucion de Weibull se utiliza habitualmente para describir el tiempo que transcurre entre dos
averias consecutivas de la misma maquina.

El modelo Weibull generaliza al modelo exponencial.

Media de la distribucion de Weibull: E(T)=n F(%+ 1)

2
2 1
Varianza: o3 =n F(—+ 1J —F[—+ 1)
p p
Funcién de fiabilidad: R(t)=e /™"
La funcién de densidad y funcién de distribucién, respectivamente, son:
B(t) "
f(t)=—(—j e fy=1-e¥"  t>0,B>0y n>0
n\n

denotando por 1 = parametro de escala y [ =parametro de forma

T

Gamma 1"(p)=J‘o x*"e*dx  TI(p)=(p—1)! F(1/2)=ﬁ I(p). I'1—p) = senpm
I'(p) T'(q)

© tp_l
el L e

Beta B(p,0)= [ X (1-x)" dx B, )=Bla,p)=

DISTRIBUCION LOG-NORMAL

La distribucion Log-Normal se utiliza para describir el tiempo que se utiliza para la reparacion de
maquinas.

Una variable X se dice que tiene una distribucion log-Normal si los logaritmos neperianos de sus
valores estan normalmente distribuidos, es decir, si la variable n=LnX es N(u, ©)

_1(nx—pp?
e? © x>0

La funcion de densidad es: f(x) =

1
xo 2

2p.+202 Zu+0'2

. 2 »
Media: p, =e**°/* Varianza: o} =e — e
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PROCESOS DE POISSON

Si los tiempos entre llegadas/servicios de clientes se distribuyen seglin una exponencial Exp(A), el
nimero de llegadas/servicios de clientes hasta un cierto tiempo es un proceso de Poisson.

¢ Silavariable aleatoria X ~ Exp(A) entre llegadas o tiempo de servicio, su funcién de densidad

Ae ™  parax>0 ] ]
f(x) = es estrictamente decreciente

0 en otro caso

x>0

X 1— —Ax
La funcidn de distribucion: F(x) = I f(t) dt = ©
—e 0 x<0

X~Exp(A) — E(X)=% ) V(X)=%

¢ Ladistribucion de probabilidad del tiempo que falta para que ocurra el evento es siempre la
misma independientemente del tiempo que haya pasado.

PL(X>t+s)n(X>s)] _P(X>t+s)
P(X > s) ~ P(X>s)

P(X>t+s|X>s)= =P(X > t)

En consecuencia, la distribucién exponencial exp(A) carece de memoriay es la tnica
distribucion continua con tal propiedad, ya que
P(X>t+s)=e " =e™yxe™ = P(X>t)x P(X>5)

¢ Lasuma de procesos de entrada de Poisson es también un proceso de Poisson siendo la tasa la
suma de las tasas respectivas.

¢ Silas llegadas a un sistema son de tipo Poisson con tasa A y cada llegada es encaminada a un
subsistema S, con una probabilidad p, el proceso de llegada a cada subsistema es también de

Poisson con tasa (A.p,)

NOTACION DEL MECANISMO DE SERVICIO

A, = Tasa media de llegadas cuando hay 7 clientes en el sistema, también niimero esperado
de llegadas de clientes por unidad de tiempo cuando se encuentran n clientes en el sstema.

u, = Tasa media de servicio en todo el sistema, esto es, nUmero esperado de clientes que son

despachados por unidad de tiempo por todos los servidores en su conjunto.

s = NuUmero de servidores en el sistema de colas.

Muchas veces, el numero de clientes en el sistema no afecta a la tasa media de llegadas y la
tasa media de servicio. En este caso, A, y p, se denotan por A y L, respectivamente.

Cuando los servidores se encuentran ocupados se tiene p, =s.p

i . . A
Utilizacién promedio del sistema: u, =—
K
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i . . A
Utilizacién promedio del sistema: u, =—

Factor de utilizacién o congestion de un sistema: p=—
S.|L

El factor de utilizacion p da una idea de la capacidad del sistema que es utilizada por los clientes

entrantes.
p <1 — Tasa de servicio > Tasa de llegada de clientes
p>1 — Tasa de llegada de clientes > Tasa de servicio — La cola crece con el tiempo

Probabilidad de que haya n clientes en el sistema en el instante ¢: p,(t)=(1—p) p"

N = Numero de clientes en el sistema en estado estable.

N(t) = Nuamero de clientes en el sistema de colas en el instante t (t > 0).
También, estado del sistema en el instante t.

Longitud de cola = Long _cola=N(t)—s

L. = Numero esperado de clientes en el sistema, es decir, el sumatorio de las probabilidades

s

2]
de cada estado por el nimero de clientes en su correspondiente estado: L, = Zn. P,
n=0

L, =p. L, = Longitud esperada de la cola, se trata de una variable que es medida de los clientes

esperando en cola excluidos aquellos que estan recibiendo servicio, se expresa por

la férmula: L, = Z(n—s) . P,

n=s
W, = Tiempo de espera en el sistema incluyendo el tiempo de servicio (1/u) para cada cliente.

L
En condiciones de estabilidad, se utiliza la esperanza de la variable aleatoria: W, = E(w) = x

W, = Tiempo de espera en la cola excluido el tiempo de servicio (1/p) para cada cliente.

L

En condiciones de estabilidad se tiene, W, =E(w,) = A

Suponiendo A, = cte, en un proceso de colas en estado estable, el nimero de clientes en el
sistema independientemente del tiempo transcurrido es igual a la tasa de llegadas por el
tiempo de espera medio en el sistema, es decir: L, =A .W,

Deduciéndose que L, =A.W,

Suponiendo que el tiempo medio de servicio es una constante (1/p) para Vn>1,se tiene

entonces que el tiempo en el sistema es igual al tiempo en cola mas el tiempo de servicio

1
W, =W, +=
n
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TERMINOLOGIA DEL MECANISMO DE SERVICIO

David Kendall introdujo en 1953 una notacién que permite describir las colas y mostrar sus
caracteristicas pudiendo clasificar los diferentes tipos de colas por medio de iniciales.

De este modo, se tiene: A/S/c/K/N/D

Distribucidn entre el tiempo de llegadas consecutivas

o @ = Tiempos entre llegadas distribuidos de forma exponencial (Proceso de Poisson)
o @ = Tiempos entre llegadas deterministas, con tiempo promedio constante

o = Tiempos entre llegadas generales (cualquier distribucién)

o @ = Existe una distribucion tipo Erlang

. @ = Mezcla de k exponenciales
. = Tipo fase

Patrén de servicio de servidores, es decir, hace referencia a la distribucién probabilistica de los
tiempos de servicio. Puede tomar los mismos valores que A.

Numero de servidores (o nimero de dependientes), también se denota pors.

E Capacidad del sistema, es decir, el nimero maximo de clientes que puede haber en el sistema.
Cuando se trata de una cola infinita el parametro se puede omitir.

@ Cualquier tipo de disciplina de la cola (FIFO, LIFO, RSS, etc), se puede omitir el parametro en
caso de ser FIFO.

@ Tamafo de la poblacién de entrada, en caso de ser infinita el pardametro se puede omitir.

Portal Estadistica Aplicada: Operaciones Colas Aeronauticas 12



MODELOS DE COLAS SIMPLES

® MODELO DE COLA M/M/1

Las colas poissonianas (o exponenciales o markovianas) son modelos del tipo M/M, con llegadas de
Poisson y servicio exponencial, son las mas estudiadas analiticamente.

En el modelo M/M/1 se dispone sélo de un canal para dar servicio, las llegadas siguen un proceso de
Poisson y la distribucidn del tiempo de servicio es exponencial.

Segun sus caracteristicas la disciplina de la cola es FIFO y el tamaiio de la poblacién de entrada es
infinito, es decir, el nUmero de clientes en el sistema no afecta a la tasa de llegadas.

Sisterna de cola M/M/1
A
Lsz—:L wszl-_szi
p-4 1-p A p-2i
Llegada Im »[Servidor Salida
clientes A clientes
-
n
2
Lq=pwq=&x A = A A
18 p'_z' p'(p'_ A’J I'q=l_Ll's
W, =2- W =W +—
a A ”'(p'_l] 5 q n

En el modelo M/M/1 se verifica:
El tiempo de llegadas se distribuye seguin P(A)
El tiempo de servicio se distribuye segin Exp(p)

Un Unico servidor s =1

A
El Factor de utilizacién en el caso de un servidor p =— coincide con la probabilidad de que un
7]
A
cliente nuevo tenga que esperar para ser servido p = —
. L A
Probabilidad de que ningun cliente se encuentre en la cola: p, =1——
7]
. . . . A p
Ndmero promedio de clientes en el sistema: L, =A . W, =——=——
p=A 1-p
. . . . L 1 1
Tiempo promedio de estancia en el sistema: W, =—*=—— W, =W, +—
A pu—A 1)
. . . A A A’
Ndmero promedio de clientes en cola: L, =p.W, =—x = (L,=p.L,)
B op-A plp-A)
. . L A
Tiempo promedio de esperaen cola: W, =—=——
A px(p—A2)
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Numero de clientes servidos: L=L_+1L,
Probabilidad de tiempo de espera nulo en cola: p, =P(W, =0)=1-p
Probabilidad de tiempo de espera en cola > t: P(W, >t)=p.e™" """ t>0

Probabilidad de tiempo de estancia en el sistema >t: P(W, >t)=e """ >0

® MODELO DE COLA M/M/s

El modelo supone que los tiempos entre llegadas siguen una distribucién de Poisson y los tiempos de
servicio una distribucién exponencial, con disciplina es FIFO y poblacién infinita.

Se diferencia respecto al modelo M/M/1 en que el nimero de servidores s puede ser cualquier
numero natural tal que s > 1. Cuando el nimero de servidores es mayor que 1, las expresiones
anteriores no son tan sencillas.

En esta linea, en la tasa de servicio u,, hay que distinguir dos casos:

= min(n.u,s.y)

{un =n.n cuandon<s
My, =

p,=s.n cuandon>s

| = tasa media de servicio de todos los servidores en conjunto

s.u = tasa maxima de servicio para s servidores

El diagrama de tasas (cadena de Markov del modelo M/M/s) representa los posibles estados del
sistema y las transiciones entre ellos.

o-o-o ELEELTD
(s-)p " sp sp Sp

La tasa de llegadas no se encuentra afectada por el estado en que se encuentre el sistema, pero si la
tasa media de servicio, pudiendo ser tal multiplo de la tasa media de servicio por servidor como
servidores en activo haya.

l & n=1,2, ,5—1
AgAy o A, | nllp
Cn=—=< s n-s
Hily oo Uy 1(A A
——=|— n=s,s+1,
st/ (s.p
1 n
—(ﬁJ Po n=1,2, ,s—1
nl\p
pn:CnpOZ<
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N N 1 1
anzzcnp0=1 ad p0: n = s—1 (;\,/ )n ® ()\’/ )n s—1 (;\,/ )s )\’ n =
n=0 n=0 K H K A
nz:;)cn nZ::‘) n! +nz=; n! +nz=;, s! [s.uJ
- ! _ 1
Eiu/ur 1 (A 1 iiOJuf+Jk/ms 5.
e nl sl \p) 1-p 4“4 nl s! S.u—A

Bajo condiciones de estabilidad (factor de utilizacién p < 1), al igual que en el modelo M/M/1, se
pueden aplicar férmulas para obtener los principales parametros del sistema.

Modelo Cola M/M/s
Sistema Servicio: Cola + Canales
%,
L =L +& W =W +l H{ —% Salidas
5 q s q
28 28
L =AW =+
T% —» Salidas
Llegadas Seleccmn *
®
[
Cola: Zona de espera 5
P,=< 1 ﬁ ﬁ( —% Salidas
Z(l/u)"Jr(Mu)‘ sp
= n s! sp—2 Mecanismo
s i de servicio
1 7\.
Li=1 T — =P W=
(1-p) A
(/) _ /) . s
n nl ] nogl 5[“*5]

Tiempo en el servicio: —
7

Utilizacién promedio del sistema: u, =—
T

A
Factor de utilizacién (factor de carga/ intensidad trafico): p=—
S.u

1
oy . ’ . p = pom " s
Probabilidad de que.nmgun cliente 0 1 a/u" (/) 5.
se encuentre en el sistema de colas: +
it nl s! s.u—A2A

n = M po n S S

Probabilidad del estado n: n .
_Opy
n g1 g9 Po N8
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(A/ p) A.p 1(&JS p
u

Ndmero promedio de clientes en cola: L_ = =— —
P T =) (s.p-AR T sl @-pp
. . . . A
Ntmero promedio de clientes ensistema: L =L, +— (L, =A.W,)
7}
. . L,
Tiempo promedio de espera en cola: W, = Y (Lq = X.Wq)

S

1 L
Tiempo promedio de estancia en el sistema: W, = W, +— (Ws = 7)
7]

Se asume que la probabilidad de la funcién de tiempos de servicio es una exponencial negativa de
parametro p

(KJS
PW>t)=e ™| 14 —F
st(1-p)

1_e—ut(s—1—7\./u)
s—1-A/p

j Cuando s—1—-A/pu=0 se utiliza

1_e—ut(s—1—7»/u)
s—1-A/p

COSTES RELACIONADOS CON MODELO DE COLA M/M/s

= Coste relacionado con los servidores:
Coste total de servidor ocupado: E(C,)=c.s.p

E(Ce)=cC.-S. Py s=1

Coste total de servidor desocupado:
E(C)=cC,.5.(1—p) s>1

= Coste relacionado con los clientes:

Coste total de espera del cliente: E(C.)=w.L,
Coste total del cliente desocupado esperando servicio: E(C.)=w,.u,

= Coste total del sistema: Suma de costes de servidores y clientes.
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® MODELO DE COLA M/M/s con fuente de entrada finita

Es una variacion del modelo M/M/s consistente en que la fuente de variacion de entrada es limitada,
esto es, el tamafiio de la poblacion de posibles clientes es finita.

Sea N el tamaiio de la poblacién, cuando en el sistema se encuentran n clientes, quedan (N—n)
posibles clientes en la fuente de entrada.

En el modelo con poblacién finita los clientes alternan entre estar dentro y fuera del sistema. Por
analogia con el modelo M/M/s se supone que el tiempo que pasa cada cliente fuera del sistema es
una variable aleatoria exponencial Exp(A) .

Cuando n clientes estan dentro, (N—n) clientes estan fuera, y por tanto la distribucién de
probabilidad del tiempo que falta para la préxima llegada al sistema es el minimo de (N—n)
variables exponenciales independientes de parametro A (N—n). De este modo,

n.u.A 1<n<s

A(N-n) 0<n<N
A, = p,=3s.m.A s<n<N
0 n>N
0 n>N
Modelo Cola entrada finita M/M/s
2
Sistema Servicio: Cola + Canales £ ﬁ( » Salidas
L=N-2(-p) w,-
A(N-L,) “'
Tg’ — Salidas
Llfeglada Selecuon ’
Finita p— 1 b, ° °
° °
Cola: Zona de espera
2
P, = 3 : f ﬂ( — Salidas
“—(N-n)l p Mecanismo
(ot 1) de servicio
+1
L =N—"" (1-p,)
L
=, 4 2 =W _|_l
* A(N-L) i
N
sil<n<N
pn (N ﬂ)l( ] po

La aplicacién mas importante de este modelo es la reparacion de mdquinas, donde se asigna a uno o
mas técnicos la responsabilidad de tener operativas un grupo de N maquinas.

Cuando las maquinas se estropean acuden al sistema de mantenimiento en espera de ser reparadas,
y cuando estan operativas quedan fuera del sistema.

| n
: p, = N[ p, si 1<n<N
(N—n)I\ p

Po =

50
n=o(N_n)! H
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Utilizacién promedio del servidor: p=1-p,

Numero promedio de clientes en el sistema: L, =N — % (1-p,)

A+
Nudmero promedio de clientes en la cola: L, =N - Q x (1-p,)
. . . . L
Tiempo promedio de estancia en el sistema: W, = ————
A.(N-L))
. . L 1
Tiempo promedio de espera en la cola: W, = ———— W, =W, + —
AN-L,) 7}

® MODELO DE COLAS M/M/1/k

Este tipo de sistemas de colas se caracteriza por tener una cola finita, como indica la cuarta inicial de
la notacidn de Kendall.

El nimero maximo de clientes en el sistema en estos modelos se encuentran limitado a k , que
coincide con la suma del niUmero de servidores y el tamafio de la cola, por lo que la capacidad de la
colaes (k—s)

El modelo M/M/1/k es aquel en el que un servidor atiende todas las peticiones, por lo general este
modelo se etiqueta como M/M/s/k para un nimero genérico de servidores.

Otra interpretacion de este sistema es aquel en la que los clientes que llegan dejan la cola a partir de
una determinada longitud ya que no estan dispuestos a soportar una larga espera.

En esta situacion, si el sistema esta lleno (la capacidad es k) no se permite la entrada de nuevos
clientes al sistema. En consecuencia, la tasa de llegada efectiva no es constante y varia con el tiempo
(dependiendo si el sistema estd o no lleno):

En esta situacion, si el sistema esta lleno (la capacidad es k) no se permite la entrada de nuevos
clientes al sistema. En consecuencia, la tasa de llegada efectiva no es constante y varia con el tiempo
(dependiendo si el sistema esta o no lleno):

[3
Ay =A(1-p,) donde p,=p".p, paran=0,1,..,k Zpkzl
n=0

El factor de saturacién p = — determina como varian las probabilidades p, de que haya n clientes en
7

el sistema.

Sip<1 — Los estados mas probables son los de menor nimero de clientes, dado que la
oferta de servicio supera a la demanda.

Sip=1 — Todos los estados son equiprobables.

Sip>1 — Los estados mas probables son los de mayor nimero de clientes, pues la
demanda de servicio supera a la oferta.

(1-p).p"
Probabilidades del estado: p, =<4 1—p***
0 n=k+1,k+2, ...

n=0,1,2, ... ,k
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En este caso, la solucidn para el estado estacionario existe incluso si p > 1. Intuitivamente esto se
debe a que la limitacién de la capacidad del sistema provoca que éste no se desborde.

_(1—p).pk}

1_pk+1

Tasa de llegada efectiva: A =A(1-p,)=A |:1

p (k+1).p*"

(1 _ ) 1 _ k+1 p # 1
Numero promedio de clientes en el sistema: L, = P ) P
2 Pt
(1-p“).p
L - 1ot p#1
Ndmero promedio de clientesen lacola: L, =L, —(1-p,) = k. (k—1)
2(k +1) B
Tiempo promedio de estancia en el sistema: W, = —*
ef
. . 1 L
Tiempo promedio de esperaenlacola: W, =W,—— o W, = x—q
u ef

Longitud de lacola: L, =A,.W,

® MODELO DE COLA M/M/s/k

En algunos sistemas la cola no puede albergar a un nimero indefinido de clientes. En este caso se
dice que el sistema es de capacidad limitada.

El limite lo fija el parametro k que incluye a los servidores.
Las tasas de llegada y servicio son:

N A n=0, --- ,k+s-1 ng n=1, .-+ ,s
"“]10 n=k+s,k+s+1, - Ho = s.u n=s+1,5s+2, -

Factor de ocupacién: p=——
s. U

Probabilidad de que ningun cliente se encuentre en el sistema de cola:
1

Po =571 Kl A n k kl 1 A n
Z(k-n)!.n!'(uj 2 (k—n)!'s!.s”‘s'(uJ

n=0 n=s

Portal Estadistica Aplicada: Operaciones Colas Aeronauticas 19



Probabilidad de clientes en cola: p =

K
Ntmero medio de clientesen cola: L,= >’ (n—s).p,
n=s+1

k

Numero medio de clientes en el sistema: L, = Zn .p,
n=1

Tasa media de llegada (entrada efectiva): A =A.(k—-L,)

L
Tiempo medio de clientes en cola: W, = —

)"ef

s

Tiempo medio de clientes en el sistema: W, = ”

ef
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MODELOS DE COLAS CON TIEMPOS DE SERVICIO NO EXPONENCIAL

Los modelos anteriores se basan en que las entradas y el servicio se distribuyen mediante procesos
que siguen una distribucion de Poisson/Exponencial.

En un sistema de colas es necesario seleccionar una distribucién de probabilidad para los tiempos de
servicio. Hay tres distribuciones que representan tiempos de servicio:

¢ Ladistribucién de servicio exponencial (c = media)
¢ Ladistribucién de servicio constante (o = 0)

¢ Ladistribucion Erlang que posee un parametro k que determina la desviacién

t|’picacs—il - k= 1
ﬁ M u’x o’

k=1 — Ladistribucion Erlang = La distribucidon Exponencial

k=0 — Ladistribucién Erlang = La distribucion degenerada con tiempos constantes

Distribucidn Erlang segun los valores del parametro k:

pz k:m

- Tiempo
0 Media

® MODELO DE COLA M/G/1

En este modelo no se especifica ninguna distribucion de los tiempos de servicio, sélo se necesita
conocer la media (1/ ) y la varianza (6?) de la distribucién.

Cualquier sistema de colas de este tipo alcanza en algin momento el estado estable cuando el factor

N A
de utilizacién p=—<1.
n
Las medidas de rendimiento para este modelo toman las expresiones que se detallan a continuacidn,

donde la referente a Lq recibe el nombre de formula de Pollaczek-Khinchine.
Pn=p
Utilizacién promedio: p, =1-p

Ao’ +p’

Ndmero promedio de clientes en la cola: L, = 2 (o)
ALl=p

Portal Estadistica Aplicada: Operaciones Colas Aeronauticas 21



Numero promedio de clientes en el sistema: L, =L, +p

Ly A.o?+ p?

Tiempo promedio de espera en la cola: W, = N 1p)
. . —p

. . . . L, 1
Tiempo promedio de estancia en el sistema: W, =—== Wy +—

n

Las medidas de eficiencia incrementan su valor conforme o> aumenta, lo que indica que el
funcionamiento del servidor tiene gran transcendencia en la eficiencia global del sistema.

Curry y Feldman proponen una modificacion del tiempo promedio de espera en la cola que
proporciona una relacion directa entre las colas M/M/1y las colas M/G/1:

1+’ o’
W, (M/G/1) = [%} W, (M/M/1)
u?. o* = Coeficiente de variaciacién al cuadrado de los tiempos de servicio.

® MODELO DE COLA M/D/s

Si la disciplina de servicio es determinista, el tiempo de servicio siempre es el mismo para todas las

. . . 1 .
llegadas, tiempos de servicio es una constante = — con varianza nula > = 0
7

Con un Unico servidor, el modelo M/D/1 se reduce a un caso particular del modelo M/G/1, donde
o’ = 0, con lo que las medidas de eficiencia son:

Utilizacién promedio: p, =1-p

2

Nudmero promedio de clientes en la cola: L, = P
2.(1-p)
2
(2-
Ndmero promedio de clientes en el sistema: Ly =L, +p = S p= p-2-p)
2.(1-p) 2.(1-p)
, : Ly p’ p
Tiempo promedio de espera en la cola: W, =—= =
A 2A(1-p) 2.u.(1-p)
1
Tiempo promedio de estancia en el sistema: W, = TS =W, +—
n
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® MODELO DE COLA M/E /1

La disciplina de servicio es una distribucién Erlang de parametro k. La distribucién de Erlang
(distribucidn k) resulta de sumar variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
tiene una funcion de densidad de probabilidad:

k
f(x) = (k) X1 a—knx

(k=11 para x >0, k restringido a valores enteros.

Es decir, es una distribucion Gamma I'(k, pk) . Por tanto, si la distribucién es estacionaria

x¥1 e kPX dx

o —AX n k
kn=P(A=n)=I e .I(lx) . (nk) .
0 nt (k—l)l

La media y la varianza, respectivamente:

1
uzx o2

1 1
EX)== , o’'=1—5 - k=
1 k. p

Cuando so6lo hay un servidor (s =1), un modelo M/E/1 es caso especial del modelo M/G/1 con
varianza > =1/ (kp?)

Las medidas de eficiencia del modelo M/E,/1 vienen dadas por:

A
Factor de utilizacion: p=—
[

Utilizacién promedio: p, =1-p

A% (1+k) _ p’. (1+k)
2.k.p. (u—-2) 2.k.(1-p)

Numero promedio de clientes en la cola: L, =

Nudmero promedio de clientes en el sistema: L, =L, + p

L
Tiempo promedio de espera en la cola: W, = Tq

L
Tiempo promedio de estancia en el sistema: W, = TS =W, +

1
n
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MODELO DETERMINISTA DE COLAS

. . A
Cuando la demanda A es mayor que la capacidad p, el factor de utilizacién p=—>1, entonces

para calcular las demoras es necesario utilizar otro criterio en teoria de colas.

Este fendmeno ocurre en muchos sistemas durante un periodo corto de tiempo introduciendo el
modelo determinista de colas.

Un modelo deterministico es un modelo matematico donde las mismas entradas producen
invariablemente las mismas salidas, sin contemplar la existencia del azar ni el principio de
incertidumbre.

A

. = Funcion de demanda: entidades por unidad de tiempo

u, = capacidad del sistema: entidades por unidad de tiempo

Los valores A, y W, se asumen constantes entre cada intervalo de integracion.
L, : Ndmero de unidades en la cola en el instante t

La longitud de la cola L, corresponde a la distancia vertical entre las lineas de demanda y capacidad
acumuladas

Flujos

Capacidad

o

e — — -

Flujo Demanda
acumulado acumulada

iL%' ‘\

Capacidad
‘ acumulada

t, t, Tiempo

Estadode lacola: L, = I: (A, —p,)dt

dL
Razén de cambio de la cola: —-= (A, —p,)

dt

La ecuacidén de razén de cambio —* se puede expresar en forma diferencial finita:

L= L.+ (A, —p,). At fécil de estimar con una hoja de célculo (Excel)

El tiempo de espera o de demora W, es la distancia horizontal entre las lineas de demanda y

capacidad acumuladas para una entidad (avién o pasajero) que llega en el tiempo t,.
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Grafico de Flujos acumulados

2000

Tiempo de Espera (W)
Estado de la|/Cola (L)
1000 =
0 L]
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00

El tiempo de espera toral o de demora total T, es el area comprendida entre las lineas de demanda

y capacidad acumuladas.

El tiempo promedio o demora promedio W, es el cociente entre la demora total W, y el nimero de

T
clientes N, afectados por la cola: W, = —*
N

d

El nimero promedio de clientes Lp en cola se calcula como la demora total W, dividida por el
. 2 T
tiempo t, deduraciéndelacola: L, =—
t
d
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W mo§. " SERIES Y REDES DE COLAS

)

Hasta este momento los clientes demandaban del sistema una sola operacidn de servicio, por tanto,
los sistemas eran de un Unico nodo, donde podria haber varios servidores idénticos paralelos.

En un sistema de colas interesan sistemas con multiples nodos en los que el cliente requiere servicios
en mas de un nodo.

Una situacion en la que los clientes pueden entrar al sistema por varios nodos, hacer cola para ser
servidos y salir de un nodo dado para entrar en otro y recibir un servicio adicional o para abandonar
el sistema.

Los clientes no entran y salen del sistema necesariamente por los mismos nodos, tampoco siguen el
mismo camino una vez en el sistema, pueden regresar a nodos previamente visitados y saltarse
algunos nodos e incluso permanecer en el sistema para siempre.

Una Red de colas es un sistema donde existen varias colas, un conjunto de nodos interrelacionados
funcionando asincrénica (entradas y salidas de clientes sin sincronizar) y simultaneamente.

Se trata, por tanto, de un grafo orientado en el que se pueden producir transacciones de clientes que
salen servidos de un nodo hacia otro. La forma mas habitual para modelizar el modo en el que los
clientes servidos en un nodo se dirijan a otro, considerando que lo hacen de acuerdo con una
distribucién discreta.

En teoria de colas, se entiende por nodo un subsistema que conforma una red de colas, este
subsistema a su vez es también un sistema de colas, pudiendo ser compuesto por cualquiera de los
modelos tratados anteriormente.

La teoria de Redes de colas contempla dos modelos:

a) Redes abiertas: Los clientes pueden entrar y salir del sistema. Hay dos clases:

e Aciclicas: Un cliente nunca puede volver a la misma cola.
e Ciclicas: Cuando hay bucles en la red.

b) Redes cerradas: No entran nuevos clientes y los clientes existentes nunca salen, esto es, el
numero de clientes es constante en el tiempo, como puede ser la reparacion de maquinas.

ASESORIA EMPRESARIAL COMO RED DE COLAS

Los clientes llegan y esperan a ser atendidos por el servicio de recepcidn, desde alli son derivados al
servicio solicitado (contable, fiscal, etc.), alli esperan la cola correspondiente y una vez que son
atendidos, tienen que hacer cola en un servicio de gestién de cobros.

Los clientes van fluyendo de una cola a otra. Para decidir a qué cola se dirige un cliente que acaba de
salir de una cola hay dos tipos de criterios:

¢ Probabilistico: Se elige una ruta u otra en funcién de una probabilidad, pudiendo haber distintos
tipos de clientes con distintas probabilidades.

+ Determinista: Cada clase de cliente se dirige a una cola fija.

SISTEMA DE COLAS TANDEM
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También denominado sistema secuencial o en serie.

En un sistema de colas tandem un cliente debe visitar diversos servidores antes de completar el
servicio requerido. Se utiliza para casos en los que el cliente llega de acuerdo al proceso de Poisson y
el tiempo de atencion se distribuye exponencialmente en cada estacién.

Se considera un caso en el que los clientes llegan seguin un proceso de Poisson de parametro A,y
pasan sucesivamente por dos colas en serie, respectivamente, con tasas de servicio p, y {1,

Llegadas Salidas
[ a > ][] [servidor 1] |:§ ||H [Servidor 2| Daé]a

Cola 1 H, 1,

Nodo 1 Nodo 2

¢ El ndmero de clientes de cada uno de los servidores es independiente del otro.
¢ Los tiempos de espera de un cliente en cada cola no son independientes.
¢ Los tiempos totales de espera (cola + servicio) son independientes.

El estado del sistema es un par (n, m) con n clientes enelnodo 1y m clientes en el nodo 2.

Las ecuaciones del balance o de equilibrio (tasa de entrada debe de ser igual a la de salida),
n>0, m>0, son:

Estado Tasa entrada = Tasa salida

(0,0) Halor =AM

(n, 0) Ar,._ 1,0 TH, rn,1:(}"'|'|'l1)rno

(0, m) By F oy Tl T i =(}\’+u2)r0,m

(n, m) A Mem P G moa TR R i = (A + M, + uz) Mo, m

.o = probabilidad de » clientes en el nodo 1

con r =1. Sea
z nm probabilidad de m clientes en el nodo 2

0,m

El nodo 1 es un modelo de cola M/M/1 vy, por el teorema de Burke, el nodo 2 también es un modelo
de cola M/M/1. En consecuencia,

n m

A A A A

ro=|—|x|1-=1| , r_=[=|x|1-=

My Ky M M,

Si los clientes en los nodos 1y 2 son variables aleatorias independientes se verifica que
fom = Mo - fo,m » Propiedad que verifica las ecuaciones de equilibrio.

En consecuencia, r, . = r . . I, .. eslasolucién estacionaria y el nimero de clientes en el nodo 1 es

independiente del nimero de clientes en el nodo 2, lo que no implica que los tiempos de espera de
un cliente en las dos colas sean independientes.

Sin embargo, los tiempos totales de espera (cola + servicio) son independientes.

Ndmero medio de clientes en la red en tandem (serie o secuencial):
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L =Z(n+m)r =an +zmr = A + A =ZZ: A
red ~ *'n,m - *'n,0 - "'0,m Hl—)\- uz_}\’ e l,l.i—}\,

I'red

A

El tiempo medio de un cliente que pasa por la red en tandem es la suma de los tiempos medios en
los que pasa por los dos nodos.

Tiempo medio de un cliente en la red (desde que entra hasta que sale): W_, =

red

1 1
Tiempo medio de un cliente en cola: W, =W,_, - [— + —]
v, W

REDES DE JACKSON ABIERTAS

Son redes con k nodos que contemplan la posibilidad de entrada de clientes desde el exterior.
Las redes abiertas verifican tres propiedades:
a) Lallegada de clientes al nodo i desde fuera del sistema sigue un proceso de Poisson de

parametro o tasa A,. También pueden llegar clientes al nodo i desde otros nodos de dentro de
la red.

b) Cada nodo i consiste en s, servidores, cada uno con tiempo de servicio exponencial de
parametro p,

c¢) El cliente una vez servido en el nodo i pasa (instantaneamente)anodo j, j=1,2,... ,k ,con
probabilidad r; o abandona la red con probabilidad r,,,

Dado que el flujo total de entradaaun nodoi (i=1, 2, ... , k) debe ser igual al flujo total de salida
del nodo, se obtiene las denominadas ecuaciones de trdfico o ecuaciones de equilibrio:

Las ecuaciones de los A, son intuitivas: A, es la tasa de llegadas al nodo i desde fuera del sistema, y
A, eslatasa de la que los clientes salen del nodo j.
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La tasa de entrada debe de ser igual a la de salida.

A,.r; = Tasade llegada al nodoi de clientes que salen del nodo j

Las k ecuaciones anteriores forman un sistema lineal con solucion Unica, que se resuelve para hallar
las tasas de llegada a cada nodo A,

Ay A 1 1 = fa | (A

- = = A A 2 N = Gha || A
En forma matricial (A =A+ Ar) : ,2 = ,2 +]| . ] . . 2
Ay Ay e B o T ) LA

La solucién A =(1-r)™. A proporciona las tasas totales de llegada a cada subsistema (venga de
fuera o de otro nodo).

El teorema de Jackson indica que las redes con realimentacion son tales que los nodos se comportan
como si fueran alimentados totalmente por llegadas de Poisson, aunque en realidad no sea asi.

Las probabilidades estacionarias en cada nodo son las de un modelo M/M/s, incluso aunque el
modelo no sea un modelo M/M/s. Los estados n, de los nodos individuales son variables aleatorias

independientes.

Para que ninguna de las colas del sistema se sature, es preciso que se cumpla la condicién:
A

p, = p,<1 Vi=1,2,...,k condicién de no saturacién del modelo M|M|s, aplicada a

Si- W
cada uno de los nodos por separado.

La probabilidad de que en el estado estacionario haya n, clientes en el nodo 1, n, clientes en el
nodo 2, ... , sucesivamente:

r A i
p =I I L Poi r=—- a(n) = — =1
nM e n ai(ni) Oi i i i Sgni _S‘).Si n, s k rini 5
z / 0i
~a.(n;)

Sis,;=1(Vi=1,2,..,k): p,, .. n = (1=pg)p1t. (1-p,) p3* .o (1—py)pit

Las medidas de rendimiento para cada nodo se calculan segun las ecuaciones del modelo M|M|s,
teniendo las siguientes consideraciones:

¢ Enuna red Jackson abierta que cumple la condicién de no saturacion, en estado estacionario, la
distribucién del numero de clientes en cada nodo es:

k
p(n) =H pi(n;) Vng,...,n 20
i=1

¢ p,(n,) = Probabilidad de que haya n, clientes en el nodo i

k
¢ Ay = in = Numero medio clientes que entran en la red por unidad de tiempo.
i=1
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¢ A, = Tasa global de salidas del sistema, numero promedio de clientes que salen del sistema
por unidad de tiempo, que coincide con el numero de clientes que entran en el sistema:

k
Ared = ZAI
i=1

¢ L., = Numero medio de clientes en el sistema (cola + servicio), suma del nimero medio de

k
clientes en cada uno de los nodos: L4 = Z:LSi
i=1

¢ El hecho de que los nodos se comporten como si fueran modelo M/M/s podria interpretarse que
se puede utilizar las distribuciones de los tiempos de espera de estos modelos. Sin embargo, esto
no es necesariamente cierto en las redes de Jackson, donde se permite la realimentacion.

W,

g = Tiempo medio en el sistema, tiempo medio que un cliente pasa desde que entra en la red

L

red

hasta que sale de ella: W, 4 =
red

V, = Numero medio que un cliente visita el nodo i, nimero medio de veces que un cliente
visita el nodo i,desde que entra en lared hasta que sale: V,=—— Vi=1,2,...,k
red

SUPUESTOS CONSIDERADOS EN REDES DE JACKSON ABIERTAS

* Capacidad infinita en los nodos.

* Efecto Bloqueo: Si un cliente ha finalizado su servicio en el nodo i y se dirige a un nodo jque
esta al maximo de su capacidad. El sistema se bloquea con tres posibilidades:

(a) Las llegadas al nodo i se rechazan.
(b) El cliente debe ir inmediatamente a otro nodo en su lugar.

(c) Elcliente debe abandonar el sistema.
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_\" -/ REDES DE JACKSON CERRADAS

En una red cerrada no entran ni salen calientes, el nUmero de clientes es constante en el tiempo.

Unared de Jackson cerrada presenta las siguientes caracteristicas:

e No es necesario que los buffer de espera sean infinitos solo que tengan capacidad suficiente
para mantener (N—1) clientes para que no haya bloqueo.

o Elcliente al finalizar el proceso en el nodo i pasa al nodo j con probabilidad r;;

o Todos los tiempos de servicio son exponenciales negativos , y los clientes se procesan
segun el orden de llegada a un nodo.

e Cadanodoies una cola M| M| s,

e Tienen aplicaciones en el procesado de sistemas multi-procesadores (CPU y sistemas 1/0) y
el modelado de ventana deslizante.

e Seconsideran k nodos sin tréfico externo (A, =0 Vi), los N clientes viajan indefinidamente
por los K procesos.

e Dado que el flujo total de entradaaunnodoi (i=1, 2, ... ,K) debe ser igual al flujo total de
salida del nodo, se obtiene las denominadas ecuaciones de equilibrio:

K
A.
Ai:ZAj'rji , pi=— > A=pm
j=1

i
Ay N1 1 o fa | (A
En forma matricial (f\i = ]\jr) : A:Z = rl.z rz.z rk.z A.2
A, e e o G ) \ Ay

Sistema lineal indeterminado con un grado de libertad, que se resuelve para calcular las tasas de
llegada relativas a cada nodo A;.

Para la resolucion se hace arbitrariamente una de la tasa de visitas relativa A, de algun nodo igual a
la unidad (por ejemplo, A, =1).

e Enunared cerrada al no haber entradas ni salidas de clientes, resulta indispensable conocer el
numero de clientes dentro de la red (N), que permanece constante en el tiempo.

Por este motivo, el nimero medio de clientesenlared L., = N y las cantidades del tiempo medio
de espera en la red y en cada nodo carecen de sentido.

Lo importante es determinar las probabilidades de que haya n, clientes en el nodo i-ésimo para
i=1, ..., k, que se denotan por P, ,n,, -

. ,nK .

Las probabilidades de los distintos estados de la red se calculan por medio de la expresidn:
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1 e
pnl'nz’ ...’nK_ G(N) °H

i1 a(n)
k p n! n<s;
donde, G(N) = Z —1 y a,(n)= .
n1+...+nk=N i=1 al(nl) SI! . SI i nZSI

G(N) = Constante de normalizacién al considerar todas las combinaciones de m que hacen que
haya N clientes en total en el sistema.

El calculo de G(N) puede resultar costoso cuando N y K son grandes, dado que el nimero de
) N+k-1
posibles estados es N

JP. Buzen desarroll6 un algoritmo recursivo para n=N y m =k donde se observa que g, (N) = G(N):

m n, n! n<s,
gnln) = Y e ai(n)={

s;l.s nxs,

denotando f(n)=—'— para i=1, .. ,k y n=0,1, ... ,N

La recurrencia de la funcién g, (n) se obtiene considerando que:

gnln) = D f[fi(ni) =ifm(i).gm_1(n—i)
i=0

ng+ o +np=n\i=1

Se observa que g, (n) = f;(n) pudiendo aplicar la ecuacién de recurrencia. Por otra parte,
gn(0)=f.(0)=1 m=1, .. .k

Utilizando el algoritmo recursivo, la probabilidad de que haya n, clientes en el nodo k-ésimo:

f.(n).8n_1 (N=Ny)
pm(nk):pooonk = X g ('\}-) k m=1l2I “',k

n
* Numero medio de clientes en cada nodo: L, = ZI Pul) m=1,2, .-k
i=1

L

m

» Tiempo medio de permanencia de un cliente en un nodo: W, =

>

m

k
= Elvalor calculado A, en las ecuaciones de equilibrio A;= . A;.r; esunade las infinitas
j=1
soluciones no nulas que relaciona las tasas de entrada, no tienen porqué ser el valor correcto de
las A; (son valores proporcionales a los A; verdaderos).

La situacidn se resuelve imponiendo la condicion de que el nimero medio de clientes que entran
a un nodo elegido A, tiene que ser igual al nimero medio de clientes que salen servidos de dicho

nodo.
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>

m

_ _ n
A,=c.A, donde A, =p,.D p.l) > c=

i=1 m

1

calculada la constante 'c' se obienen las restantes A;_;

Aunque el algoritmo de Buzen hace mas comodo el calculo de G(N) sigue resultando costoso.

& Se puede utilizar un método alternativo para caraceterizar el comportamiento del sistema sin
calcular G(N) . Se demuestra que cuando llega una peticién, la longitud del buffer en el nodo i

coincide con la que veria un observador externo ei en la red hubiera un cliente menos, aplicando la
ley de Little:
W,(m) = Tiempo de espera en el nodo i cuando hay m clientes

W,(m) = 1+L(m-1) L, = Tiempo de servicio (inverso) del nodo i
i L,(m—1) = Numero medio de clientes en el nodo i
Rendimiento del sistema: A = — m
lei(m) A
i=

Longitud media de la cola: L,(m)=A,.A,, . W,(m)

La aproximacion de Bard-Schweitzer estima que el nimero promedio de trabajos en el nodo i es una
interpolacioén lineal:

m
m-1"

L(m) = Li(m-1)

Este enfoque iterativo a menudo se conoce con el nombre de MVA aproximado (AMVA) y, por lo
general, es mas rapido que el enfoque recursivo de MVA (Analisis del Valor Medio).

ALGORITMO MVA (MEAN VALUE ANALYSIS)

Es una técnica de recurrencia para calcular longitudes de cola esperadas, tiempo de espera en nodos
de cola y rendimiento en equilibrio para un sistema de colas separables y cerradas.

Se basa en el teorema de llegada (propiedad del observador aleatorio), que establece que cuando en
un sistema cerrado un cliente M llega a una instalacion de servicio y observa que el resto del sistema
se encuentra en estado de equilibrio para un sistema con (M—1) clientes.

Algoritmo MVA: Medidas de rendimiento para M clientes en el sistema

El algoritmo comienza con una red vacia (cero clientes), luego aumenta el nimero de clientes en 1 en
cada iteracidn hasta que haya el nimero requerido ( M ) de clientes en el sistema. En cada iteracién
va calculando L;(m) y W,(m) param=1,2, --- ,M

Se inicia estableciendo que la longitud promedio de la cola en un sistema sin clientes en cero en
todos los nodos: L,(0)=0, j=1,2, --- ,k
k

El flujo total de entrada a un nodo debe ser igual al flujo total de salida del nodo: A, = ZAJ' f
j=1
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Las k ecuaciones forman un sistema lineal indeterminado con un grado de libertad, se resuelve para
hallar las tasas de llegada relativas A, a cada nodo.

Para ello se fija un valor positivo arbitrario para una incégnita, por ejemplo sea A; =1

ANALISIS DEL VALOR MEDIO:

A(m) = Tasa real de salidas del nodo j-ésimo

L,(m)
W (m)

u; = Tasa individual de servicio nodo

A (m) =

j=1121 't Ik ’ m=1121 ot IM

L,(m) = Ndmero medio de clientes en el nodo j-ésimo:

m.A;.W,(m)
Lj(m)=k— J=1121 "'Ik , m=12,.- M
DA W(m)
i=1
Wj(m) = Tiempo medio que cada cliente pasa en el nodo j cada vez que lo visita.
1 L(m-1)
Wj(m):_+— J:1I2I ”'lkim:]-lzl “'IM
K Skl

pj(m) = Utilizacién del servidor en el nodo j-ésimo

A (m) B L,(m)
Ry W(m)

p](m) =
i
CUELLO DE BOTELLA: Es un nodo cuya capacidad de procesamiento determina el rendimiento de

todo el sistema. En una red cerrada de Jackson el nodo j-ésimo es un cuello de botella cuando:

lim L,(m) - o
m — oo
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1 : En la sala de urgencias del aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona-El
i

Hle Prat se proporciona atencion a los pasajeros que lo requieran en una sala
- de urgencias. La llegada de pacientes se produce con una tasa media de
:.:—.:——_.*:—_—j"/ 3 por hora, siguiendo una distribucion Poisson. La sala cuenta con dos
7 ud  médicos que invierten un promedio de 15 minutos por pacientes, segun

KT
l una distribucién exponencial.

El funcionamiento de la sala tiene dos enfoques distintos: El director de la sala plantea que los
pacientes tienen que esperar mucho tiempo en cola para ser atendidos y solicita un médico mas. La
direccion del aeropuerto defiende que en ocasiones los médicos estan ociosos y cree que debe
haber un solo médico. Cada médico cobra 8 euros/hora y se valora un coste de 2 euros/hora por
cada paciente en sala.

¢Cudntos médicos debe tener la sala de urgencias para minimizar el coste total?

Inicialmente para tomar una decisidn hay que minimizar el coste total con un médico (1 servidor) y
dos médicos (2 servidores). Para ello, se calculan las medidas de rendimiento, respectivamente, de
modelos de colas M/M/1y M/M/2.

En caso de aceptar la decision del director de la sala de urgencias, habria que analizar el coste total
de un modelo de cola M/M/3.

Tasa de llegadas: A = 3 pacientes/hora

60
Tasa de servicio: p= E =4 pacientes/hora

A 3
Utilizacién promedio de la sala de urgencias: u, =—= 2 =0,75
1)
= Modelo M/M/1 con s =1 servidor
e A 3 . .
Factor de utilizacién delasala: p = u,=— = — =0,75 < 1 estado estacionario.
n

Probabilidad de que no haya ningun paciente ensala: p,= 1-p = 1-0,75 = 0,25

Probabilidad de que n pacientes sean atendidos:

o AY s 5“_(1_ ) p, =0,25x0,75=0,1875
Po =P "= Po-| = Rk PR 0,250,75 =0,1406

Tiempo promedio que un paciente espera en la cola:

L L
W, = % = A = 3 = 0,75 horas W, =-*
A u.(u—k) 4x (4-3) A
Ndmero promedio de pacientes que entran en el sistema (urgencias):
L=A.W, = Moo 3 L 3 pacientes
H—A 4-3

Nuamero promedio de pacientesenlacola: L, = pxL

= 0,75x 3 = 2,25 pacientes

S

L. 3
Tiempo promedio de pacientes en el sistema: W, = IS = E =1 hora

Portal Estadistica Aplicada: Operaciones Colas Aeronauticas 35



3
Fraccion de pacientes que deben esperar en la cola: m = = 2 = 0,75

Costes con un médico:
Coste total del servicio: E(C,)=c.s.p=8x1x0,75=6 euros/hora

Coste total de espera del paciente: E(C,)=w.L, =2x2,25=4,5 euros/hora

Coste total sala urgencias: E(C,)=E(C,)+E(C,)=6+4,5=10,5 euros/hora

=  Modelo M/M/2 con s = 2 servidores

s A 3 . .
Factor de utilizacion delasala: p = — = = 0,375 < 1 estado estacionario.

S.u 2x4

Probabilidad de que no haya ningtin paciente en sala:

1 1 k
Po = =— =0,454545=1- ) p
S VAV T) (xjs ( 1 j 2,2 nz=:1n
Z —+ — X - X
no0 n! s! 1) 1-p
donde,
1 0,75" 1 1
> + = x0,75x ———— = 1+0,75+0,45 = 2,2
= nl 2! 1 - 0,375

Numero promedio de pacientes en cola:

(A /u).p _0,75°x0,375

T a@-ey T @ 037)

-x 0,454545 = 0,1227 pacientes

Tiempo promedio de pacientes en cola:

L, 0,1227
Wq = Tq =

Ndmero promedio de pacientes en sala (sistema):

=0,0409 horas

L. = Lq + & = 0,1227 + 0,75 = 0,8727 pacientes

s

H
Tiempo promedio de pacientes en sistema de sala (cola + servicio):
L
W, =75= 08727 0,2909 horas

Costes con dos médicos:

Coste total del servicio: E(C,)=c.s. p=8x2x0,375=6 euros/hora

Coste total de espera del paciente: E(C,)=w.L,=2x0,1227 =0,2455 euros/hora
Coste total sala urgencias: E(C;)=E(C,)+E(C.)=6+0,2455 =6,2455 euros/hora

Atendiendo al coste total de la sala de urgencias es mas rentable tener dos médicos, al tener un
coste total mas pequefio (6,2455 euros/hora).

Portal Estadistica Aplicada: Operaciones Colas Aeronauticas 36



= Modelo M/M/3 con s = 3 servidores

g A 3 . .
Factor de utilizacion delasala: p = — = = 0,25 < 1 estado estacionario.

S.|u 3x4

Probabilidad de que no haya ningun paciente en sala:

1

" SN CVIN g J

o nl s! S.u—A

= 1 = 1 =0,470588

& (/4 (/4 12 2,1249
Z + X ( j

= n! 3! 12 - 3
siendo,

22:(3/4)”+(3/4)3 12
X =
&~ nl 31 12 — 3
0 2 3
_ [0,75 ,0.75 0,75 } , 075 1333 -
0! 1! 21 3]
=(1 + 0,75 + 0,2812) + 0,0937 = 2,1249

Nudmero promedio de pacientes en la cola:

_ (/A o _ _ 075x3x4
T (s -1 (sp-2) " (3-1)(3x4-3)

> x 0,470588 = 0,0147 pacientes

Tiempo promedio de espera de pacientes en la cola:

L
W =2 = 0'03147 = 0,0049 horas

Tiempo promedio de espera de pacientes en el sistema:

W

S

= Wq+l = 0,0049 + 1 = 0,2549 horas
1] 4

Costes con un médico:
Coste total del servicio: E(C,)=c.s. p=8x3x0,25=6 euros/hora
Coste total de espera del paciente: E(C,)=w.L, =2x0,0147 =0,0294 euros/hora

Coste total sala urgencias: E(C,)=E(C)+ E(C,) =6+0,0294 =6,0294 euros/hora

Lleva razon el director de la sala de urgencia, con tres médicos la espera de pacientes en cola es
menor, ademas de tener un menor coste la sala de urgencias (6,0294 euros/hora).
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SISTEMA DE COLAS - Queuing Analysis

Problem Specification E

Problem Title  Uigencias Josep Tarradellas |

Time Unit |hu[a |

Entry Format

Simp ys

() General Queuing System

1].4 ‘ ‘ Cancel ‘ Help

#E Queuing Analysis

File Edit Format Solve and Analvze Results  Ubilities  Window  WinQSE  Help

AEFEEIREEIENEEENEER i | @] 2
M Urgencias Josep Tarradellas

Data Description ENTRY

Mumber of zervers 3

Service rate [per server per hora) 4

Customer arrival rate [per hora] 3

Queue capacity [mazimum waiting space] ]

Cusztomer population ]

Buszy server cost per hora 8

Idle server cost per hora

Cusztomer waiting cost per hora 2

Cusztomer being zserved cost per hora

'Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost

Number of servers: Numero de servidores (s = 3)
Service rate (per Server per hora): Tasa media de servicio por estacion (u = 4)
Customer arrival rate (per hora): Tasa media de llegada de clientes al sistema (A = 3)

Queue capacity (maximum waiting space): Capacidad de la cola, aparece por defecto M, lo cual
significa que el tamafio de la cola es infinita, como en este caso, pero si no fuera asi, por ejemplo para
el caso de cola finita, se pondria el tamafio de la cola menos el nimero de servidores.

Customer population: Tamafio de la poblacién, al igual que en el caso anterior, aparece por defecto
M, lo cual es vélido para este caso, porque el tamafio de la poblacién también es infinito, pero si
fuera por ejemplo el caso de fuente limitada, se pondria el tamafio de la poblacion.

Coste relacionado con los servidores:
= Busy server cost per hora: Coste total vinculado cuando el servidor esta ocupado.
= |dle server cost per hora: Coste vinculado cuando el servidor esta ocioso.

Coste total relacionado con los clientes:
= Customer waiting cost per hora: Coste total vinculado cuando los clientes estan esperando.
= Customer being served cost per hora: Coste vinculado cuando los clientes reciben el servicio.
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Cost of customer being balked: Coste por la pérdida de clientes, caso en que la cola sea finita.

Unit queve capacity cost: Coste unitario de capacidad de cada unidad de cola

E Queuing Analysis

Fil= Format Results  Ublities  Window  Help

(== |u.uu| A

=02

% System Performance Summary for Urgencias Josep Tarradellas

Performance Meazure | Heszult
1 System: M/MF3 From Formula
2 Customer amval rate [lambda] per hora = 33,0000
3 Service rate per zerver [mu] per hora = 40000
4 Overall system effective arrival rate per hora = 3.0000
5 Overall system effective service rate per hora = 3.0000
[ Owerall system utilization = 25,0000 %
i Average number of customers in the system [L] = 07647
i Average number of customers in the queue [Lq] = 0.0147
9 Average number of customers in the queue for a busy spstem [Lb] = 0.3333
10 Average ime customer zpends in the spzstem (W) = 0.2549 horas
11 Average time customer spends in the queue [Waq] = 0.0049 horas
12 Average time customer zpends in the queue for a busy system [Wh] = 0.1111 horas
13 The probability that all servers are idle [Po] = 47 0588 %
14 The probability an amving customer waits [Pw] or spstem iz busy [Pb] = 44118 %
15 Average number of customers being balked per hora = 0
16 Total cost of busy server per hora=EC_})=cs p=8.3._0325 = $6_ 0000
17 Total cost of idle server per hora = 10
18 Total cost of customer waiting per hora =EC })=w.L_ =2 0 ,0147= $0.0294
19 Total cost of customer being served per hora = 30
20 Total cost of customer being balked per hora = 30
21 Total queue space cost per hora = 10
22 Total system cost perhora= E{C.-}=E{(C;}+ E{C,.}= $6.0294
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2 ' g . Una de las compafiias de vuelo que opera en un aeropuerto
Gt I ,._' suele transportar hasta 200 pasajeros. Con menos de 150
- i - ot _ . pasajeros, viajan en el avion tres azafatas (una por cada 50
i > i d Te 7 % pasajeros).
ol R\ s _ Alolargo del viaje, cada azafata es capaz de servir, por término
¢ 3“4'1"4' ’.1‘ medio, 16 pasajeros cada hora. Como promedio, 12 clientes a la
‘. hora esperan a ser atendidos.

¢Se podria prescindir de alguna azafata?

Modelo de cola de tipo M/M/3 con s = 3 servidores

Tasa de llegadas: A =12 pasajeros/hora

Tasa de servicio: | =16 pasajeros/hora
Factor de utilizacion: p = A = 12 = 1 =0,25< 1
S.u 3x16 4

Como el factor de utilizacién es menor que 1, se comprueba que el sistema no se satura.

Probabilidad de que ninguin pasajero se encuentre en el sistema de colas

nco n! s! S.u—A
1 1

22: (12 / 16) +(12 / 16) x( 48 ) 2,124
n-o Nl 3! 48 - 12
siendo,
22:(12/16) +(12/16)X( 48 ]=
n! 3! 48 — 12
(12 / 16)° (12 /16) (12 / 16) ]+(12 /16) 4 _
0! 1 2! 3! 3

?

n=20

=(1 + 0,75 + 0,28) + 0,094 = 2,124
La probabilidad de que ningtin pasajero se encuentre en el sistema de colas es del 47%.

Nudmero promedio de pasajeros en la cola:

s 3
L, = (A /) 2.p ~ P, = (12 / 16) x12x 16 ~x 0,47 = 0,015 pasajeros
(s —1)! (s.p — 1) (3 - 1) (3x16 — 12)

Tiempo promedio de espera en la cola:

L 0,015
W, = 7“ = P = 0,00125 horas = 0,075 minutos = 4,5 segundos

Tiempo promedio de espera en el sistema:

1 1
W, =W, + — =0,00125 + E = 0,064 horas = 3,84 minutos
!
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Ndmero medio de pasajeros en el sistema: L, =AW, =12 x 0,064 = 0,768 pasajeros

¢éSe podria prescindir de alguna azafata?

1%

Para analizar si se puede prescindir de alguna azafata, se calcula el factor de

R/ :
g < g . i} ’!‘ utilizacion prescindiendo de una azafata y, posteriormente, de dos azafatas.
ﬂ e Con 2 azafatas es una cola de tipo M/M/2 con s = 2 servidores
h / A 12 3

" Factor de utilizacién: p = —— = == =0,375< 1
J *‘_,;“ P=x B 2x16 8
a . Con 1 azafata es una cola de tipo M/M/1 con s = 1 servidor
" A 12 3

Factor de utilizacion: p = — = =—=0,75<1
e"‘ P pn 16 4

=

Como se puede comprobar, el sistema seguiria funcionando perfectamente prescindiendo tanto de
una azafata como de dos azafatas, ya que el factor de utilizacion es menor que 1 en ambos casos.
De prescindir de alguna de ellas, el sistema funcionaria algo mas lento.
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En el aeropuerto Josep Tarradellas las aeronaves se descargan con

. camiones por medio de unas palas. El tiempo medio entre llegadas de
camiones es de 30 minutos, la tasa de descarga de las palas es de 3
camiones/hora. El coste de utilizacién de cada pala y del trabajo del
operario es de 70 euros/hora.

"\x ]
El coste del tiempo ocioso de un camién y su conductor se estima en 100 euros/hora. Los tiempos
de llegada y servicio siguen, respectivamente, una distribucion de Poisson y una distribucion
exponencial.

éCuantas palas deben utilizarse para que el coste sea minimo?

Para contestar a la pregunta hay que determinar el niimero de servidores (palas) necesarios para
minimizar el coste total del proceso de descarga, siendo:

Tasa de llegada: A =2 camiones/hora Tasa de servicio: p =3 camiones/hora
¢ =100 euros/hora , c, =70 euros/hora , w =100 euros/hora , w, =70 euros/hora
=  Modelo de cola M/M/1
e s A2
Factor de utilizacion de lapala: p=u,=—= 3= 0,66667
7

A 2
Probabilidad de que ninguna pala se encuentre en cola: p,=1-—=1 ~3 =0,33333

% _ 2?
p(u—-2) 3x(3-2)

Numero promedio de palas en cola: L, = =1,3333

Coste total de pala ocupada: E(C,)=c.s.p=100x1x0,666667 = 66,667 euros/hora
Coste total de pala desocupada: E(C)=c,.s.p, =70x1x0,3333 =23,333 euros/hora
Coste total de espera del camién: E(C.)=w. L, =100x1,3333 =133,333 euros/hora
Coste total del camién desocupado esperando servicio:

E(C,.)=w,.u,=70x0,6667 = 46,6667 euros/hora

Coste total del sistema:

E(C,) =E(C,) + E(C,.) + E(C,) + E(C,.) = 66,6667 + 23,3333 +133,3333 + 46,6667 = 270 euros/hora

=  Modelo de cola M/M/2

Utilizacién promedio del sistema: u_ = h_2_ 0,66667
T}

A
Factor de utilizacidn de lapala: p=——= =0,33333
s.u 2x3

Probabilidad de que ninguna pala se encuentre en cola:

1 1
P, = = = 0,50000

GG
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donde,

. 71 1
ZM+ o1 X 066667 x - = =

&~ nl 1 - 0,33333
0
1

_ 0,66667 + 0,66667 + = x0,66667* x 1,49999 = 2

0! 1! 2
Ndmero promedio de palas en cola:

A . 0,66667%x 0,33333
L, = (/—“)sz L= . ~ x 0,50 = 0,0833 palas

sl.(1-p) 2! (1 - 0,33333)

Coste total de pala ocupada: E(C,)=c.s.p=100x2x0,33333 =66,6667 euros/hora

Coste total de pala desocupada: E(C)=c_.s.(1—p)=70x2x0,66667 =93,3333 euros/hora
Coste total de espera del camién: E(C.)=w. L, =100x0,08333 = 8,3333 euros/hora

Coste total del camién desocupado esperando servicio:
E(C..)=w,.u,=70x0,66666 = 46,6667 euros/hora

Coste total del sistema:
E(C,) =E(C,) + E(C,,) + E(C,) + E(C,.) = 66,6667 + 93,3333 + 8,3333 + 46,6667 = 215 euros/hora
=  Modelo de cola M/M/3

Utilizacién promedio del sistema: u, = A =—=0,66667
1)

=0,22222

w
o WIiN

w

A
Factor de utilizacion de lapala: p=—=
s.pu 3x

Probabilidad de que ninguna pala se encuentre en cola:

1 1
P, = - S = = 0,512195
s—1 (}\’ / H) 1 (x} ( 1 ] 1,95238
Z —+ — x| — X
neo n! s! 7} 1-p
donde,
2, 0,66667" 1 1
Z'—+ — x 0,66667°x ——————— =
n=o n! 3! 1 - 0,22222
7° 7 7? 1
0,6666 + 0,6666 + 0,6666 + e x 0,66667° x 1,28571 =1,95238

0! 1! 2!
Ndmero promedio de palas en cola:

(A /u).p 0,66667°x 0,22222
= ——X =

L -
T osl(1-p) 0 31(1 - 0,22222)

x 0,512195 = 0,0093 palas

Coste total de pala ocupada: E(C,)=c.s.p=100x3x0,22222 = 66,6667 euros/hora

Coste total de pala desocupada: E(C.)=c,,.s.(1—p)=70x3x0,77777 =163,3333 euros/hora
Coste total de espera del camién: E(C.)=w. L, =100x0,0093 =0,9292 euros/hora
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Coste total del camién desocupado esperando servicio:
E(C..)=w,.u,=70x0,66666 = 46,6667 euros/hora
Coste total del sistema:
E(C,) =E(C,)+ E(C,) + E(C.) + E(C_,) =
=66,6667 +163,3333+0,9292 + 46,6667 = 277,5958 euros/hora

El coste total se minimiza con dos palas (215 euros).

E SISTEMA DE COLAS - Queuing Analysis

Problem Title |Descarga Aeronaves |

Time Unit |hu[a |

Entry Format

(®:Simple M/M System:

(U General Queuing System

1].4 ‘ ‘ Cancel Help

Modelo de cola M/M/3:
Tasa de llegada: A =2 camiones/hora Tasa de servicio: p =3 camiones/hora

¢ =100 euros/hora , c, =70 euros/hora , w =100 euros/hora , w, =70 euros/hora

Se introducen los datos, seleccionando un Analisis de Capacidad (Perform Capacity Analysis), para
detectar el coste minimo entre uno y cinco servidores.

iE Queuing Analysis

File Edit Format | Solve and Snalyze  Results  Ukilities  Window  WinQSB  Help
Solve the Performance . e | .

- =]
Sirnulate the System e

L B EEETEEW Y. Perform Sensitivity Analysis
Petform Capacity Analysis

Data Description ENTRY
Mumber of zervers 3
Service rate [per server per hora) 3
Cusgtomer amival rate [per hora) 2
Queue capacity [maximum waiting space] M
Customer population M
Busy server cost per hora 100
Idle server cost per hora 70
Customer waiting cost per hora 100
Customer being served cost per hora Fill)
Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost
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E Queuing Analysis

File Format Results  Ukilikies  Window  Help

M Capacity Analysis for Descarga Aeronaves

" Mumber of Servers— | Specify either approximation or
gimulation for golution if no

Shaii from: I:I close form formula is available.
[ Solution Method

" Queue Capacity

Start from: I:I I
End at: M | Cancel I
= o |

(® Approximation by G/G/s

) Monte Carlo Simulation

Mumber of | Queue Total Buszy Server | ldle Server W aiting Served

Server | Capacity Cost Cost Cost Customer Cost | Customer Cost
1 1 M 2700000 666667 23.3333 133.3333 46,6667
2 2 M 215.0000 666667 93.3333 8.3333 46,6667
3 3 M 2775958 666667 163.3333 0.9292 46,6667
4 4 M 346.7680 666667 233.3333 01014 466667
h h M 416.6767 66 G667 303.3333 0.0100 466667

EE Queuing Analysis

File Format Resulks  Utilities  Window  Help

M System Performance Summary for Descarga Aeronaves

Performance Measure | Rezult
1 System: M/M /3 From Formula
2 Customer arrival rate [(lambda) per hora = 20000
3 Service rate per zerver [mu] per hoia = 3.0000
4 Dverall system effective amival rate per hora = 20000
Ll Dverall system effective service rate per hora = 20000
b DOverall spstem utilization = 22,2222 %
Fi Average number of customers in the system [L] = 06760
8 Average number of customers in the queue [Lq] = 0,0093
9 Average number of customers in the queue for a busgy spstem [Lb] = 02857
10 Average time customer spends in the spstem [W] = 0.3380 horas
11 Average ime customer spends in the queue [Wq] = 0.0046 horas
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 0.1429 horas
13 The probability that all zervers are idle [Po] = 51,2195 %
14 The probability an arriving customer waits [Pw] or system iz busy [Pb] = 32520 %
15 Average number of customers being balked per hora = 1]
16 Total cost of busy serverperhora=E(C;)=c¢c. 5. p = $66_ 6667
17 Total cost of idle server perhora=E{(Co:.)= c... 5. (1 - p} = $163.3333
18 Total cost of customer waiting per hora=E{(Cg b= w . Lq = $0.9292
19 Total cost of customer being served perhora=E(C o )= wg.-u; = $46.6667
20 Total cost of customer being balked per hora = 10
21 Total queue space cost per hora = 30
22 Total system cost perhora= E{C_ )+ E{C o) + E{C. )+ E(Cga} = $277.5958
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Un aeropuerto tiene una unica pista de aterrizaje. Dispone de un
pequefo numero de aviones, con llegadas aproximadas a 16 aviones
por hora, siguiendo un proceso de Poisson.

Un avidn tarda de media unos 3 minutos en aterrizar desde el momento
en el que la Torre de Control le da la sefial de aterrizaje (al ser un
aeropuerto poco transitado y no disponer de obstaculos,

su aterrizaje es bastante sencillo), siguiendo una distribucién exponencial.

La Administracion del Aeropuerto se esta planeando afiadir otra pista de aterrizaje para atraer mas
negocios. Si esto sucede, se estima que con el tiempo aumentaria la tasa media de llegadas a 25 aviones
por hora, asimismo, si afiaden una mas, aumentaria a 34 aviones por hora.

¢Qué ocurre si se aitade una pista de aterrizaje mas al aeropuerto?. ¢Y en caso de afiadir dos pistas mas al
aeropuerto?

Planteamiento de la situacion actual del aeropuerto: Modelo de cola M/M/1

Tasa de llegadas: A = 16 aviones/hora

Tasa de servicio: p = 0 = 20 aviones/hora

A 16
Factor de utilizacion: p = — = — = 0,8
20
Ndmero promedio de aviones en el sistema (pista de aterrizaje):
A 16
L, =AW = = = 4 aviones

p—A 20-16

Al aiiadir una pista de aterrizaje mas al aeropuerto, pasa de ser un
modelo de cola M/M/1 a un modelo de cola M/M/2 con
s = 2 servidores

Tasa de llegadas: A = 25 aviones/hora

Tasa de servicio: p = 63—0 = 20 aviones/hora

A 25
Factor de utilizacion: p = = = 0,625
s.p 2x20

Probabilidad de que ningun avién se encuentre en el sistema de colas:

1
p = = p =
’ Sz‘f(l/u) +(7»/u)x£ 5. J
neo Nl s! S.u—A
" & (25 / 20) 251202 B 4133:0'23
Z( / 20) +( / 20) x( 2 x 20 j ,
= nl 21 2x20 — 25
1 n 2
ciendo, 2(25/20) +(25/20) x( 2x20 )=
= nl 2! 2x20 - 25

(25 / 20)° (25 / 20)
TRET

2
]+(25 ;20) x2,67 = (1 + 1,25) + 2,08 = 4,33
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Ndmero promedio de aviones en la cola:

(M /) (25 / 20)’x25x 20
(-1 (sp -2y " (2-1)(2x20 - 25)

0,23 = 0,8 aviones

Ndmero promedio de aviones en el sistema (pista de aterrizaje):

L =L + & = 0,8 + 2—2 = 2,05 aviones

Al aifadir dos pistas de aterrizaje mas al aeropuerto,
pasa de ser un modelo de cola M/M/1 a un modelo
de cola M/M/3 con s = 3 servidores

Tasa de llegadas: A = 34 aviones/hora

60
Tasa de servicio: p = 3 = 20 aviones/hora

A 34
Factor de utilizaciéon: p = = = 0,57
s.p 3x20

Probabilidad de que ningun avidén se encuentre en el sistema de colas:

1 1
p = n S = n =
0 sz—ll(x/u) +lx A ) 1 222(34/20) +1X(34)3x 1

& ol st \p) 1-p) & nl 31" \20) " 1-0,57

-1 o7
,05
2 n 3
donde, Z —(34 / 20) +i X (ﬁ] X _
&l 31 \20) " 1-0,57
0 2

_| (4 {)'20) e 1/| 20) , (34 ;20) } £ 1,9 = (1+1,7+ 1,445 + 1,9 = 6,05

Numero promedio de aviones en la cola:

s 3
L - (A / p).A.pn b, - (34 / 20)'x34x20 0,17 = 0,42 aviones
(s = 1)1 (s.p = 1) (3 -1)! (3x20 - 34)

Ndmero promedio de aviones en el sistema (pista de aterrizaje):

L, = Lq + & = 0,42 + ﬁ = 2,12 aviones
1} 20
Situacién:
Actualidad: L, = 4 aviones
Propuestal: L, = 2,05 aviones
Propuesta2: L, = 2,12 aviones
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En la situacién actual del aeropuerto, el niumero de aviones en el sistema es de 4. En cambio, si se
aumentara las pistas de aterrizaje, el nimero de aviones en el sistema descenderia
aproximadamente a la mitad. Entre las dos propuestas apenas diferencia, ya que afadiendo una
pista el nimero de aviones pasaria a ser 2,05, mientras que, anadiendo dos pistas, el nUmero de
aviones pasaria a ser 2,12.

En este caso, la mejor decision seria afiadir inicamente una pista mas, para asi reducir a la mitad en
nimero de aviones en el sistema. Actualmente el factor de aproximacion esta muy préximo a 0,85,
por lo tanto, conviene aumentar la capacidad del sistema. Afiadir dos pistas mas, conllevaria mas
gastos y, ademas, no se contempla una diferencia notable frente a afiadir Gnicamente una pista.
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.S-H En una terminal del aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona-El Prat se han incorporado

B oge diez robots para incrementar el servicio al cliente, surgiendo el problema que no se

iped gy -l aplica un mantenimiento preventivo a los robots y presentan una gran variabilidad en Ia
;4 \ distribucién de averias.

Cada robot sigue una distribucién exponencial de averias (o distribucion entre llegadas) con un tiempo
promedio de 200 horas entre una y otra averia. Para afrontar la situacion se encarga a una técnico de
mantenimiento, que necesita un promedio de diez horas para reparar un robot, con tiempos de
reparacion distribuidos exponencialmente.

(a) éCual es la probabilidad de que 6 robots se encuentren en el sistema de colas?
(b) éCudl es el tiempo promedio de estancia de los robots en el sistema?

a) Es un modelo de cola M/M/1 con poblacién finita, los N=10 robots constituyen la poblacién de
clientes, denotando el modelo como M/M/s//N

1 1
Tasa de llegadas: A = ﬁ = 0,005 averias/hora Tasa de servicio: p= E =0,1 robots/hora

Cuando los robots tienen una averia acuden al sistema de mantenimiento en espera de ser reparados, y
cuando estan operativos quedan fuera del sistema.
A 0,005

Utilizacién promedio del sistema: u, = —
uw 0,1

=0,05

La probabilidad de que ningin robot se encuentre en el sistema de cola:

1 1 1

Po = T

5N A 10! (o,oos)"=1,85886
Z(N—n)!'(uj Z:(10—n)!' 0,1

n=0 n=0

=0,5379

10
10!
Z wo_nt" 0,05" = 1+10x 0,05+ 90 x 0,05 + 720 x 0,05 + 5040 x 0,05* + 30240 x 0,05’ +
n=0 —n):
+ 151200 x 0,05° + 604800 x 0,05’ + 1814400 x 0,05 +3628800 x 0,05° +

+ 3628800 x 0,05 = 1,85886

Utilizacién promedio del técnico de mantenimiento: p=1-p,=1-0,5379=0,4621

La probabilidad de que n robots se encuentren en el sistema de colas:

N! AY N!
P, . (—J .p x0,1" x0,4845 si 1<n<N

T N=n) g T (NSl
P, P, P; P, Ps
0,268982 0,121042 0,048417 0,016946 0,005084

Nudmero promedio de robots en espera de ser reparados:

L N_(x+u).(1_po) _ 10 (0,005 +0,1)

a x 0,4621=0,2972 robots
A 0,005
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Numero promedio de robots que estan en el sistema (en la cola y en proceso de reparacion):

1} 0,1
L=N-Z.(1-p,) =10-
s A (1=p) 0,005

7

x 0,4621 =0,7592 robots

Tiempo promedio de espera de los robots en la cola para ser atendidos por el encargado de
mantenimiento:

L 0,2972

q

W = = =6,4329 horas
® XA.(N-L,) 0,005x(10-0,7592)

Tiempo promedio de estancia de los robots en el sistema (en colay proceso de reparacion):

L 0,7592

S

W= =
* A.(N-L,) 0,005x(10-0,7592)

=16,4329 horas

1 1
obien, W.=W_ + —= 6,4329 + — = 16,4329 horas
% 0,1

i i3 SISTEMA DE COLAS - Queuing Analysis
Nodo 1 (Habitaculo): Modelo M/M/1//10 con poblacién finita N=10

>

o
2

1 1
u=—=0,1 robots/hora A =——=0,005 averias/hora
10 200

E Queuing Analysis

File Edit Format 3Solve and Analyze | Resulks  Ubilities  Window  WinQSE  Help

E E’: n % 4-“ .:Iu’rI:- @ Performance Summarsy: "--_ ; il i1 @ t@

Probability Summary
M ROBOTS I :

Data Description EHNTRY
Mumber of servers 1
Service rate [per zerver per hora) 0.1
Cuztomer ammival rate [per hora) 0.005
Rueue capacity [maximum waiting space] M
Cuztomer population 10

Buszyp zerver cozt per hora

ldle server cost per hora

Customer waiting cost per hora

Cuztomer being served cost per hora

Coszt of cuztomer being balked

Unit gqueue capacity cost
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MEDIDAS DE RENDIMIENTO DE LOS ROBOTS

E Queuing Analysis

File Format Resulks LUkilties  Window  Help

== |n.nu| A il | | ::: @'I ?I
Performance Measure | Result
1 System: M/MA1//710 From Formula
2 Customer arrival rate [lambda] per hora = 0,005000
3 Service rate per server [mu] per hora = 0100000
4 Overall system effective arnival rate per hora = 0.046204
L] Overall system effective service rate per hora = 0,046204
B Overall system utihzation = 46.203670 X%
Fi Average number of customers in the system [L] = 0.799263
8 Average number of customers in the queue [Lg] = 0.297226
9 Average number of customers in the queue for a busy spstem [Lb] = 0.643296
10 Average hme customer spends in the system [W] = 16.432960 horas
11 Average hme customer spends in the queue [Wql = 6.432960 horas
12 Average hme customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 13.923050 horas
13 The probahility that all servers are idle [Po] = 53796310 X%
14 The probability an arriving customer waits [Pw] or system is busy [Pbh] = 46.203690 *

PROBABILIDADES DE n ROBOTS EN EL SISTEMA DE COLAS

¥ Queuing Analysis
File Format Resulks  Utilities  bindow  Help
ElE 000 A ik |52 2]
M System Probability Summary for ROBOTS
E ztimated Probability of Cumulative Probability

f n Customers in the System
0 0.537963 0.537963
1 0.268982 0.806945
2 0121042 0.927986
3 0.048417 0.976403
4 0.016946 0.993349
h 0.005084 0.998433
6 0001271 0.999704
7 0.000254 0.999958
8 0.000038 0.999996
9 0.000004 1.000000

Portal Estadistica Aplicada: Operaciones Colas Aeronauticas 51




La avalancha de turismo provocé problemas de capacidad en un
aeropuerto espafiol, una terminal se cerrd durante tres horas por
seguridad. La capacidad de la terminal es:

M =2000 parat<2horas, p=3000parat>2horasy lademanda
de pasajeros: A =3000para0O<t<1hora, A=1000parat>1hora

¢Cudl es el promedio de pasajeros en cola?

3000 O0<t<1hora 2000 t<2 horas
~ 11000 t>1 hora H=13000 t>2 horas

e s A . .
El factor de utilizacion p = — >1, la demanda es mayor que la capacidad, por lo que es necesario
n)

utilizar un modelo deterministico de colas.
dodelacola: L, = [ (A d
Estadodelacola: L, = IO( t—ut) t

El estado de la cola L, (ndmero de unidades en la cola en un instante t) se estima con facilidad (en una

hoja de célculo) mediante la expresién: L, = L,_, + (A, —p,). At

t (horas) L, A M, (M —ne) At
0,0 0 3000 2000 1000 200
0,2 200 3000 2000 1000 200
0,4 400 3000 2000 1000 200
0,6 600 3000 2000 1000 200
0,8 800 3000 2000 1000 200

1 1000 1000 2000 -1000 -200
1,2 800 1000 2000 -1000 -200
1,4 600 1000 2000 -1000 -200

Estado delacola: L

Demora total: T, = Area comprendida entre las lineas de demanda y capacidad acumuladas

t (max)

1
T, = 2x |:Ex (3000—2000)] = 1000 pasajeros / hora

N, = Numero pasajeros afectados = 4000

Tiempo promedio de espera (demora) : W, =

t, = tiempo duracién de la cola = 2 horas

Promedio pasajeros en cola: L, =

T

t,

4 _ 1000

1000 1
4000

= 500 pasajeros

= 3000—-2000 = 1000 pasajerosent=1 hora
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ESTUDIO DEL AEROPUERTO JOSEP TARRADELLAS BARCELONA — EL PRAT

Las primeras noticias del aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona-El Prat
datan de 1916, cuando sus instalaciones estaban situadas en El Remolar,
en terrenos de la granja La Volateria, de la que tales instalaciones tomaban
su nombre. Entre 1941 y 1946, se acometieron una serie de reformas en el
aerddromo que lo llevaron a invadir la pista y las instalaciones del Aeroclub
de Cataluiia, construido entre 1939 y 1941 en terrenos préximos.

En 1948, se construye la pista 07-25 (actualmente es la pista principal) con un trazado cruzado a la
existente entonces. Entre 1948 y 1952, se aflade una segunda pista de orientacion 16-34 perpendicular a
la 07-25 y se construyen calles de rodaje y una terminal de pasajeros.

Como dato relevante, es imprescindible citar el hecho de que a partir de 1990, el aeropuerto de
Barcelona-El Prat debe afrontar el reto de absorber todo el trafico previsto para 1992, afio de la
celebracién de los Juegos Olimpicos de Barcelona.

En 1990, se inaugura el nuevo edificio de servicios; en 1992, entra en servicio la ampliacion del terminal
de pasajeros (terminal B) y las nuevas terminales Ay C. Por ultimo, cabe mencionar que en 2004 se
construye la tercera pista del aeropuerto que hara que el numero de operaciones aumente
considerablemente.

a) Originalmente el aeropuerto Josep Tarradellas tiene dos pistas que siguen un proceso de Poisson con
una tasa media de 60 llegadas a la hora, con un tiempo entre llegadas de 1 minuto siguiendo una
distribucion exponencial. En septiembre de 2004 se inaugura la tercera pista de operaciones, la tasa
media de llegadas a la pista es de 200 aviones a la hora seglin una Poisson, el tiempo entre llegadas es de
40 segundos siguiendo una distribuciéon exponencial.

Se desea comprar las medidas de rendimiento, analisis de la sensibilidad del sistema y variacion de
aviones en cola seglin demanda

b) En cuanto al aeropuerto y pasajeros, para acceder de la zona de uso al publico a la zona restringida,
Unicamente existen dos vias, que funcionan de manera automatica, se acerca el billete al lector y se
abren las puertas. La tasa de llegada es de 2 pasajeros al minuto, y el tiempo que tarda la maquina de
confirmar la identidad del pasajero y abrir la puerta es de 50 segundos, siguiendo una distribucion
exponencial.
¢Cudl es el tiempo medio de pasajeros en el sistema?
c¢) Como consecuencia de la demanda a la que esta sujeto el aeropuerto, la tasa de llegadas se dispara a
6 personas por minuto. Por otro lado, como consecuencia del incremento en la demanda, se opta por
afadir dos puertas mas, sumando un total de 4 puertas. Ademas, debido a las mejoras tecnoldgicas,
se consigue reducir el tiempo de atencidn al cliente un 40%, respecto al planteado en el caso (b).
éCual es el tiempo medio de pasajeros en el sistema?
éCual es el tiempo medio si la tasa de llegadas se dispara a 8 personas por minuto?
d) Debido a la pandemia ocasionada por el Covid 19, el trafico de pasajeros ha disminuido y la tasa de
llegadas a las puertas de acceso al control de seguridad es de 30 pasajeros a la hora. Asimismo, a fin de
ahorrar costes, tres de las cuatro puertas automaticas han tenido que ser cerradas. Por ultimo, como no
ha habido ninglin avance o retroceso tecnolégico, el tiempo de atencidn al cliente es el mismo que en el
apartado (c) . Desde direccion llega la informacion de que el tiempo medio de espera en cola es de 2
minutos. Uno de los pasajeros con permiso para volar, se ha quedado dormido y ahora tiene que correr
para no perder el avién.
En el camino, calcula las medidas de rendimiento y las probabilidades de que no haya ningun pasajero en
el sistema, que haya uno, que haya dos, y que haya mas de dos pasajeros, para saber qué es mas 0 menos
lo que se va a encontrar cuando llegue al acceso al control de seguridad.
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a) En la primera fase el aeropuerto Josep Tarradellas se puede modelizar una cola M/M/2 con una tasa

60
de llegadas A =60 llegadas/hora y una tasa de servicios p = %0 x 60 =60 aviones/hora

A 60
Utilizacién promedio del aeropuerto: u,=—=—=1
p 60
. A 60 N
Factor de ocupacion: p=—= =0,5 <1 estado estacionario.
s.u  2x60

Probabilidad de que no haya ningun avidn en el sistema:

1 1

Po = 0 - - =§=0,33

ISR O NEN

neo Nl sl 7} 1-p
donde,
1 n 0 2
21_+ixlzx#:1—+i+1—x2=3
noohn! 2! 1-05 0! 1! 2!

Ndmero promedio de aviones en cola:

A °. 1*x 0,5
L = wx P, = X >x 0,33 =0,33 aviones

Tosl(1-p) 21 (1 - 0,5)

Ndmero promedio de aviones en el sistema:

L, = Lq + & = 0,33 + — = 1,33 aviones
1} 1

L
Tiempo promedio de aviones en la cola: W, = qu 60 = 0;)3 x 60 = 0,33 minutos

Tiempo promedio de aviones en el sistema (cola + servicio):

1 1
W, =W,+—=0,33+—x 60=1,33 minutos
u 60

Utilizando la misma tasa de servicio p se va variando la tasa media de llegada al aeropuerto A, para ver
como afecta el cambio al tiempo de espera de los aviones en cola, asi como a la longitud de la cola.
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1 SENSIBILIDAD DEL SISTEMA
L w, E 0,7
as 0,1636 E 0.6
50 0,2082 = 05
55 0,26 T 04
60 0,33 T o3
65 | 0,445 E 02
70 0,507 -2
g 01
75 0,636 2
= 0 A
a5 50 55 60 65 70 75
Tasa media de llegadas
-] I_q
= VARIACION AVIONES EN COLA SEGUN DEMANDA
A L, S 09
as | 0,1227 o 0.8
L 0,7
50 0,2082 < E
2 o,
55 0,2433 = 05
60 0,33 = 0,4
65 | 0,445 £ 03
70 0,59 e 0,2
75 | 0,795 g 0.1
: = 0 i
=

Tasa media de llegadas

En la segunda fase del aeropuerto (septiembre de 2004) se modeliza con una cola M/M/3 con una tasa de

llegadas A =200 llegadas/hora y una tasa de servicios p= 2—0 x 60 =190 aviones/hora

A 200
Utilizacién promedio del aeropuerto: u, =—= 50 =2,22
p
A 200
Factor de ocupacion: p=—= =0,74 <1 estado estacionario.
s.u 3x90

Probabilidad de que no haya ningtin avidn en el sistema:

1 1
Pos = t(h. / n " = 12.70 = 0,078
S 1 A ) 1 ,
z 7( 3 u"') +— x| 32| x| ——
neo n! s;! [T 1-p,
donde,
2 (2,22) 1 1 2,22° 2,22 2,22 1
> u+ — x 2,22%x = + + + =x2,22°x3,85 = 12,70
= nl 3! 1 - 0,74 0! 1! 2! 6
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Ndmero promedio de aviones en cola:

(A/mw).p _ 2,22°x0,74

L =~~~ "7/
T @—p) T B (1o 0,78)

Ndmero promedio de aviones en el sistema:

x 0,078 =1,58 aviones

L, = Lq + & = 1,58 + 2,22 = 3,8 aviones
M

L, 1
Tiempo promedio de aviones en la cola: W, = qu 2’3: =0,0079 horas = 0,474 minutos

Tiempo promedio de aviones en el sistema (cola + servicio):

1 1
W, =W, +—=0,0079 + % =0,0190 horas =1,14 minutos

7}

Utilizando la misma tasa de servicio u se va variando la tasa media de llegada al aeropuerto A, para ver
como afecta el cambio al tiempo de espera de los aviones en cola, asi como a la longitud de la cola.

W, SENSIBILIDAD DEL SISTEMA
r | ow, E L
170 0,234 g os
5]
180 0,294 B ok
190 0,372 £
200 | 0,474 'E e
210 0,612 2 0,2
220 0,804 E o ,
=

170 180 190 200 210 220

Tasa media de llegadas

<= L. |VARIACION AVIONES EN COLA SEGUN DEMANDA
(]

L L, = 3,5
a

170 | 0,669 H 32

180 | 0,888 s 25
s 2

190 | 1,182 ®

200 | 1581 | £ *°

'l § 1

210 | 2,139 E g
|

220 | 2,954 5 o A
5 170 180 190 200 210 3220

Tasa media de llegadas
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SISTEMA DE COLAS - Queuing Analysis
Modelo M/M/3 =90 operaciones/hora

A =200 llegadas/hora

LI VISIa (ol B (e uing Analysis

M/M/3

File Edit Format Solve and Analvze Results  Uklities  window WinQsSE  Help
= | = [ = =1 [ =] &= =
y " EiREEIENEEENE ERE IR
ﬂ AEROPUERTO
Data Description EMTRY
Mumber of zervers 3
Service rate [per zerver per hora) 90
Customer amival rate [per hora) 200
Queue capacity [(maximum waiting space] M
Customer population M

Busy server cost per hora

Idle zerver cost per hora

Customer waiting cost per hora

Cuztomer being served cost per hora

Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost

MEDIDAS DE RENDIMIENTO

E Queuing Analysis
File Format Resulks Utlities Window Help
Bil| | ::: l I

|u nul A

& System Performance Summary for AEROPUERTO

Performance Measure Heszult
1 System: M/M/S3 From Formula
2 Customer amival rate [lambda] per hora = 200, 0000
3 Service rate per server [mu) per hora = 90,0000
4 Owverall system effective arnval rate per hora = 200, 0000
h Overall system effective service rate per hora = 200, 0000
b Overall syztem utilization = 740741 %
¥ Average number of customers in the system [L] = 3.8036
8 Average number of customers in the queue [Lg] = 1.5814
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 2.8571
10 Average ime customer spends in the system (W] = 0.0190 horas
11 Average time customer zpends in the queue [Wq) = 0,0079 horas
12 Average ime customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 0.0143 horas
13 The probability that all servers are idle [Po] = 7.8456 %
14 The probability an armmiving customer waits [Pw] or system iz busy [Fb.] = 55,3480 %

SENSIBILIDAD: Anadlisis de sensibilidad para el parametro de tasas de llegadas A =200, con una
variacion de 170 a 270 llegadas/hora, y un incremento de 10 llegadas/hora.

Con el Modelo de aproximacién G/G/s se observa cdmo reacciona el sistema.
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= Queuing Analysis

File Edit  Format | Solve and Analyze  Resulks  Utilities  Window  WinQSE  Help

Solve the Performance
Simulate the System

M AEROPUERTY{ Perform Se

Perform Capacity Analysis

Data Description ENTRY
Select Parameter for Sensitivity Analysis n Number of servers 3

Service rate [per server per hora) a0
Select a parameter for analysis S_peci[_l,! either appl_mcin_ialion or Customer arrival rate [per hora) 200
Number of servers s'lm'-"a:'“" 'r'" 9'3"““_0“ if ']I'J o Queue capacity [maximum waiting space] M
Service rate (mu) N cloze form formula iz available. Tz thiies ropalabon M
Service pressure coefficient ; P ——
Amrival rate [lambda Solution Method Busy server cost per hora
Amival discourage coefficient L Idle server cost per hora
Batch (bulk] size (& Approximation by G/G/s Customer waiting cost per hora
Queue capacity e = - - =
Customer population M . . ustomer being served cost per hora

7 Monte Carlo Simulation

Busy server cost per hora O Cost of customer being balked
Idle server cost per hora Unit it n
Customer waiting cost per hora nRguete capact e0s

Customer being served cost per hora

Cost of customer being balked Start from

Unit queue capacity cost

End at 'zm
Arrival rate {lambda) :
I I | Cancel I | Help I

Bile Format Results  Ukilities  wWindow  Help
Arivai ate| Uttostion| © | "o | b | W | Wa | Wy | Py | Pu

170 170.0000 0.6296 | 25580 06691 17000 | 00150 00039 00100 | 01298 0.3936
180 180.0000 06667 | 2.8889 08889 20000 | D.0160 00049 D0.0111 | 01111  0.4444
130 190.0000 07037 | 3.2934 11822 23750 | 00173 00062 0.012% | 0.0941 04978
200 200.0000 0.7407 3.8036 15814 28571 00190 0.0079 0.0143  0.0785 05535
210 210.0000 07778 | 44733 | 21399 | 3.5000 | 00213 0,0102 0,0167  0,0642 06114
220 220.0000 08148 | 53989 29544 44000 | D.0245% 00134 00200  0.0511 06715
230 230.0000 08519 | 67733 42178 57500 | 0.0294 0.0183 0.0250 | 0.0391 0.7335
240 2400000 0.8889 | 9.0467  6.3801 80000 | D.0377 00266 0,0333 | 0.0280 0.7975
250 250.0000 09259 (135691 10,7913 125000  0.0543 00432 0,0500  0.0179 0.8633
260 260.0000 0.9630 |27.0905% 24 2016 26.0000  0.1042 00931 0.1000 | 0.0086 0.9308
270 Unstable System!

La utilizacion del sistema se va incrementando, de forma que cuando la llegada de aviones es de 260
a la hora la utilizacion del sistema es del 96,30% (maxima posible), a partir de entonces el sistema se
vuelve inestable, es decir, el nUmero de pistas es insuficiente.

b) Modelo de cola M/M/2

60
A =2 pasajeros/minuto =120 pasajeros/hora pu= o x 60 =72 pasajeros/hora

Utilizacién promedio: u, = A _120_ 1,67
po 72
L. A 120 . .
Factor de ocupacion: p=—= = 0,83 <1 estado estacionario.
S.u 2x72

Probabilidad de que no haya ningtin pasajero en el sistema:
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1 1

o= () ‘ “ 10869 - 0%
c 1 (A 1 ,
SO L1 (A (1)
noo n! sl 1} 1-p
donde,
1 1,67" 1 1 1,67° 1,67 1,67
> + — x 1,67%x = + + x 5,88 = 10,869
=5 nl 2! 1- 0,83 0! 1! 2!

Numero promedio de pasajeros en cola:

s 2
L, = MX Py = 1,67°x 0,83 >x 0,092 = 3,68 pasajeros
sl (1-p) 21 (1 - 0,83)

Numero promedio de pasajeros en el sistema:

A
L, =L, + — = 3,68 +1,67 = 5,35 pasajeros
7

L, 3,68
Tiempo promedio de pasajeros en la cola: W, = qu 1’20 =0,0307 horas =1,842 minutos

Tiempo promedio de pasajeros en el sistema (cola + servicio):

1 1
W, = Wq +—=0,0307+ E = 0,0445 horas = 2,68 minutos
1}

c) Modelo de cola M/M/4

A = 6 pasajeros/minuto = 360 pasajeros/hora

60
p =50 segundos x 0,6 =30 segundos —> 30 x 60 =120 pasajeros/hora

Utilizacién promedio: u_ = h_360_ 3
p o 120
A 360
Factor de ocupacién: p=—= =0,75 <1 estado estacionario.
s.u 4x120

Probabilidad de que no haya ningun pasajero en el sistema:

1 1

Po= T3 N . . =265 0,03773

SO N ENN

nco n! s! 7} 1-p
donde,
3 n 0 2 3
23—+ix32x;=3—+i+3—+3—x4=26,5
noon! 2! 1-0,75 0! 1! 2! 3!

Ndmero promedio de pasajeros en cola:
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s 4
L, = wx P, = 30,75 ~x 0,03773 = 1,5283 pasajeros
st (1 - p) 4! (1 - 0,75)

Nudmero promedio de pasajeros en el sistema:

L =1L, + & = 1,5283 + 3 = 4,5283 pasajeros
7

Tiempo promedio de pasajeros en la cola: W, =—= =0,0042 horas = 0,26 minutos

Tiempo promedio de pasajeros en el sistema (cola + servicio):

W. =W +i =0,0042 + L =0,0126 horas =0,756 minutos
% 120

Si las llegadas se disparan a A = 8 pasajeros/minuto = 480 pasajeros/hora

60
p =50 segundos x 0,6 =30 segundos — 0 x 60 =120 pasajeros/hora

‘2 A 480
Factor de ocupacién: p=—

= =1 sistema inestable
s.u  4x120

SISTEMA DE COLAS - Queuing Analysis
Modelo M/M/4 =120 pasajeros/hora A =360 pasajeros/hora

LI VISIa (Il B (e uing Analysis

M/M/4 File Edt Format Saolve and Analyze Resulks  Utilities Window  WinQSB  Help

BEFERIBEEIENEEENE

& AEROPUERTO

Data Description EMTRY
Mumber of servers 4
Service rate [per zerver per hora) 120
Customer amival rate [per hora) 360
Queue capacity [(maximum waiting space] M
Customer population i M

Busy server cost per hora

1dle server cost per hora

Customer waiting cost per hora

Cuztomer being served cost per hora

Cost of customer being balked

UInit queue capacity cost
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MEDIDAS DE RENDIMIENTO

#E Queuing Analysis

File Format Results  Utlities wWindow  Help
=]E? |n.nn| A iil| | 5 @I ?I
Performance Measure | Hezult
1 System: /M /4 From Formula
2 Customer arrival rate [lambda]) per hora = 3600000
3 Service rate per server [mu] per hora = 1200000
4 Overall syztem effective armval rate per hora = 3600000
LT Overall system effective zervice rate per hora = 3600000
[ Overall syztem utilization = 75,0000 X%
7 Average number of customerz in the system [L] = 4 5283
i Average number of customers in the queue [Lg] = 1.5283
q Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 3.0000
10 Average time customer spends in the system [wW] = 0.0126 horas
11 Average time customer spends in the queue [wq) = 0.0042 horas
12 Average time customer spends in the queue for a busy syztem [Wh] = 0.0083 horas
13 The probability that all zervers are idle [Po] = 37736 %
14 The probability an arriving customer waits [Pw] or system is busy [Pb] = 50,9434 X

Para responder si la tasa media de llegadas se dispara a 8 personas por minuto se realiza un analisis
de sensibilidad de llegadas, variando A =6 pasajeros/minuto =360 pasajeros/hora y

A = 8 pasajeros/minuto = 480 pasajeros/hora, con un incremento de 60 llegadas/hora

Con el Modelo de aproximacién G/G/s se observa cémo reacciona el sistema.

B Queuing Analysis

File Edit  Format | Solve and Analyze  Resulks  Utilities  Window  WinQSE  Help

E Solve the Performance EE[E"‘@B

Simulate the System

M. AEROPUERTY Perform S Analysis

Perform Capacity Analysis

Data Description ENTRY
Select Parameter for Sensitivity Analysis n Humber of servers 4

Service rate [per server per hora) 120
Select a parameter for analysis S_peci[}f either appl_oxin_ialion or Customer arrival rate [per hora) 360
Number of servers 's'lm'-"aflm“ [fm S'J'IU“_'J“ if ']I'J i Queue capacity [maximum waiting space) M
Service rate (mu) N cloze form formula iz available. s tmieE annlabon M
Service pressure coefficient g z _
Amival rate [lambda Solution Method Busy server cost per hora
Anival discourage coefficient . : Idle server cost per hora
Batch (bulk] size (® Approximation by G/G/s Customer waiting cost per hora
Queue capacity Coet bei oud ingt h
Customer population M . . stomer being served cost per hora

onte Carlo Simulation

Buzy server cost per hora O Cost of customer being balked
Idle server cost per hora Unit - n
Customer waiting cost per hora pbHEHE CHp AP oo

Customer being served cost per hora

Cost of customer being balked Start from

Unit queue capacity cost

End at 490

Anrival rate [lambda}
360 Step

‘DK I | Cancel l | Help l
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BE Queuing Analysis

File Format Resulks Utlities ‘Window Help
BEE R ERNEEENE mmeEn

Effective System
Arrival B ate | Utilization E La Lb ) Wq Wh Po L™

360 360,0000 07500 45283 15283 32,0000 0,0126 00042 0,0083 00377 0,5094
420 4200000 0.8750 8,6650 51650 70000 0,0206 0,0123 0,0167 00148 0,7379
480 Unstable System!

d) Modelo de cola M/M/1

60
A =30 pasajeros/hora = 0 x 60 =120 pasajeros/hora

A 30
Utilizacion promedio = Factor de ocupacién: p=—= 120 =0,4 <1 estado estacionario.
7}

Como hay un unico servidor, el factor de ocupacion coincide con la probabilidad de que un nuevo
pasajero tenga que esperar, es decir, es la probabilidad de que esté ocupado el servicio.

La probabilidad de que al ir no haya ningun pasajeroes (1-p)=1-0,25=0,75

La probabilidad de que un pasajero llegue y tenga que esperar se interpreta como que sea el primer
pasajero en la cola. En general, p, =P(L, =n)=(1-p).p"

% 30°
Nudmero promedio de pasajeros en la cola: L, = = =0,0833
w.(u—-2) 120x(120-30)
L 0,0833
Tiempo promedio de pasajeros en la cola: W, = T“ = 20 =0,0028 horas
. . . . A 30
Numero promedio de pasajeros en el sistema: L, = = =0,3333
(n—=2) (120-30)
L 0,3333
Tiempo promedio de pasajeros en el sistema: W, = IS = 30 =0,0111 horas
D — 1 —
s Ws—Wq+E Lq—p.Ls

Para calcular la probabilidad de tener una cola con mas de 2 pasajeros se necesita saber la
probabilidad de que haya 0, 1y 2 pasajeros.

P, =P(L,=0)=(1-p).p°=0,75.1=0,75
p,=P(L,=1)=(1-p).p=0,75.0,25=0,1875
p, =P(L, =2)=(1-p).p*=0,75.0,25% = 0,046875

P(L,>2)=1-P(L, <2)=1-[ P(L, =0)+P(L, =1) + P(L, =2)]=
=1-[ 0,75+ 0,1875 + 0,046875 |=0,015625
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SISTEMA DE COLAS - Queuing Analysis

E Queuing Analysis

Format Solve and Analvee  Resulks  Utilities Window  WinQ3sE Help

File  Edit

M AEROPUERTO

Data Description ENTRY
Humber of servers 1
Service rate [per server per horal 120
Cusztomer amival rate [per hora] 30
Queue capacity [maximum waiting space] M
Customer population M

Buzy zerver cost per hora

Idle zerver cost per hora

Cusztomer waiting cost per hora

Customer being served cost per hora

Cozt of cuztomer being balked

Unit queue capacity cost

B Queuing Analysis

Results  Utlities  wWindow Help

File

Formakt

| System Performance Summary for AEROPUERTO

Performance Measure Hesult
1 System: M/M /A1 From Formula
2 Customer arrival rate [lambda) per hora = 30,0000
3 Service rate per server [mu) per hora = 1200000
4 DOverall system effective arrival rate per hora = 30,0000
5 DOverall system effective service rate per hora = 30,0000
b Overall system utiization = 25,0000 %
7 Average number of customers in the system [L] = 0,3333
8 Average number of customers in the queue [Lg] = 0.0833
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 0.3333
10 Average time customer spends in the system [W] = 0.0111 horas
11 Average ime customer spends in the queue [Wq] = 0.0028 horas
12 Average lime customer spends in the queue for a busy system (whb] = 0.0111 horas
13 The probability that all servers are idle [Po] = 75,0000 %
14 The probability an arriving customer waits [Pw] or system is busy [Ph.] = 25,0000 %

File Edit Format Solve and Analvze | Results  Ukilities

EIEFERNEEE
M AEROPUERTO

Performance Summary
Probahilit i

Window  WIiNQSE Help

Estimated Probability of | Cumulative Probability Data Description ENTRY

n Customerz in the System Mumber of servers 1
1] 0.750000 0,750000 Service rate [per server per hora) 120
1 0.187500 0,937500 Customer arnival rate [per hora) 30
2 0.046875 0.,984375 Bueue capacity [maximum waiting space] M
3 0.011719 0,996094 Customer population M
4 0.002930 0,999023 Busy server cost per hora
Ll 0.000732 0,999756 Idle zerver cost per hora
b 0.000183 0,999939 Customer waiting cost per hora
Fi 0.000046 0,999985 Customer being zerved cost per hora
8 0.000011 0,999996 Cost of customer being balked
9 0.000003 0,999999 Unit queue capacity cost
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El aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona-El Prat dispone de una seccion

" que se encarga de la inspeccién de avionetas para realizar operaciones
comerciales, donde hay capacidad para cinco avionetas, el resto tienen que
permanecer en otra parte del recinto aeroportuario. La llegada de avionetas
es de nueve por hora, siguiendo un proceso de Poisson La revision de

| aeronaves por los ingenieros es de seis a la hora, de acuerdo a una
distribucion exponencial.

La direccion del aeropuerto solicita al departamento encargado un informe con las medidas de eficiencia,
y la probabilidad del estado si no hay ninguna avioneta en el centro de mantenimiento.

Es un modelo de cola M/M/1/5 con k =5 avionetas
Hay una cola, con disciplina FIFO, la capacidad del sistema es limitada, ya que sélo puede haber 5
avionetas en la seccién. En consecuencia, el nimero maximo de avionetas en la colaes (5—-1=4)

La tasa media de llegadas sigue un proceso de Poisson con A =9 avionetas/hora, la tasa de servicios se
distribuye exponencialmente con p = 6 avionetas/hora

. A9 i . .
El factor de saturacién p=—= s =1,5 determina como varian las probabilidades p, de que hayan
7
avionetas en el sistema.

1-p _1-15
P  =0,04812
1-p*" 1-1,5

_(1—p).pk g, 1_(1—1,5)x 1,5’
1_pk+1 1_1,56

La probabilidad de que no haya ninguna avioneta en la inspeccién: p, =

Tasa de llegada efectiva: A =A. |:1 } =5,7113

p(k+1).p" 1,5 6x1,5°
1-p 1-p“* 1-1,5 1-1,5°

Promedio de avionetas en el sistema: L, = =3,5774

L, 3,5774

s =0,6264 horas
A 5,7113

Tiempo promedio de avionetas en el sistema: W, =

ef

1
Tiempo promedio de avionetas en la cola: W, =W, ——=0,6264 — e =0,4597 horas
7}

Longitud de la cola: L, = Mg W, =5,7113x 0,4597 = 2,6256 avionetas

(1-p".p (1-1,5°)x1,5
g AT e

’

también, L, =L,— = 2,6256 avionetas
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, COLA FINITA - Queuing Analysis

B Queuing Analysis

File Edit Format Sokve and Analvze Results  Utilities  Window  WinQ3SE  Help

= B & |nun|A =l=|=|[]l=
M AEROPUERTO
Data Description ENTRY
Mumber of zervers 1

Service rate [per server per hora)

Customer arrival rate [per hora)

RQueue capacity [maximum waiting space]

L =wm

Cuztomer population

Busy server cost per hora

Idle zerver cozt per hora

Cusztomer waiting cost per hora

Customer being served cost per hora

Cost of customer being halked

Unit queue capacity cost

MEDIDAS DE RENDIMIENTO

File Format Results  Utilities  ‘Window Help
|n unl A il |z I I
Performance Measure Result
1 Syztem: M/M/1/5 From Formula
2 Customer arnival rate [lambda] per hora = 9.0000
3 Service rate per server [mu] per hora = . 6., 0000
4 Overall syztem effective arrival rate per hora = h.7113
L Owerall system effective service rate per hora = h.7113
b Overall system utilization = 95.1880 %
¥ Average number of customers in the system [L]) = . 35774
g Average number of customers in the queue [Lg] = 2.6256
9 Avera.ge number of customers in the queue for a busy system [Lb) = 2.7583
10 Average ime customer spends in the system [W] = 0,6264 horas
11 Average time customer spends in the queue [Wq) = - 0.4597 horas
12 Average ime customer spends in the queue for a busy system [Wh) = 0.4830 horas
13 The p.ruhahility that all zervers are idle [Po] = 48120 %
14 The probability an amiving customer waits [Pw] or spstem iz busy [Pb] = 95,1880 %
15 Average numhber of customers being balked per hora = . 3.2887
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2 Un grupo de investigadores, formado por seis personas, trabaja en dos
= terminales del aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona-El Prat para realizar
pruebas de PCR. El trabajo medio de investigacion requiere de 20 minutos
de tiempo de terminal, y el tiempo promedio entre solicitudes de servicio es
de 30 minutos. Las solicitudes estan distribuidas exponencialmente.

¢Cudl es el nimero estimado de investigadores que esperan utilizar una terminal?.
¢Qué tiempo total se pierde diariamente si se considera una jornada de 8 horas?

Se trata de una modelo de cola M/M/2/k con k =6 investigadores

Tasa de llegada: A = % = 2 investigador/hora Tasa de servicio: u = % = 3 investigador/hora

A 2
Factor de ocupacién: p=——=——=0,3333
s.u 2.3

Probabilidad de que ninguna investigador se encuentre en el sistema de cola:

o = 1
07 51 k! n k ;\‘n
nZo(k-nn.mU*Zm )l sts (uj

T
(6-n)l.n! (3 -

E]
I MI—\
o
(o))
I Mcn =

6! 1 2Y)' 37,345
L (6-n)! " 21.s""27\3

k_n+1.(&}pn_1 0<n<s
n
Probabilidad de investigador encola: p_ = H
k—n+1 (AJ
Jd—=P,.1 S<n<k
s H
6-1+1 (2
n=1 ,=——.| = (-0,0268 =0,1071
1 3
n=2: p,=222*1 (2} 5 1071-0,1785
2 3
-3+1 (2
n=3: p,=2"3%1 (2} 1785-0,2380
2 3
-44+1 (2
n=4: p4=6—. —1.0,2380=0,2380
2 3
-5+1 (2
n=>5: 5=6;. —1.0,2380 =0,1587
2 3
6-6+1 (2
n==6: GZT. 5 0,1587=0,0529
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k
Ndmero medio de investigadores en cola: L = Z (n—s).p,

n=s+1
k 6
L, = Z (n—s).pn=Z(k—Z).pn=1.p3+2.p4+3.p5+4.p6=
n=s+1 n=3

=1.0,2380+2.0,2380+3.0,1587+4.0,0529 =1,4017 investigadores

k

Numero medio de investigadores en el sistema: L, = Zn .p,
n=1

6
L, = Zn .p,=1.0,1071+2.0,1785+3.0,2380+4.0,2380+5.0,1587+6.0,0529 = 3,241
=1

Tasa media de llegada de investigadores (entrada efectiva):

Ay=MA.(k—L)=2.(6-3,241)=5,518

Tiempo medio de investigadores en cola: W,= —= =0,2540

A, 5,518

Tiempo perdido diariamente: 8.L, =8x1,4017=11,2136 horas

COLA FINITA: INVESTIGACION - Queuing Analysis

Se trata de una modelo de cola M/M/2/k con k = 6 investigadores

Tasa de llegada: A =— =2 investigador /hora Tasa de servicio: @ = — = 3 investigador / hora

w |
o|Oo
N |
oo

#E Queuing Analysis
File Edit Format Solve and Analvze | Resulks  Utilities  indow  WinQSE  Help

B | = E % clflo @ Performance Summary ' e @I ?I

. Probability Surmmary:
> IRLTRA N e B

Data Descrption ENTRY
Humber of servers 2

Service rate [per zerver per horal

Customer arnival rate [per hora)
Queue capacity [maximum waiting space]
Customer population

[=r BN LR T

Busy server cozt per hora

Idle zerver cost per hora

Customer waiting cost per hora

Customer being zerved cost per hora

Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost
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B Queuing Analysis

File Edit Format Solve and Analvze | Resulks  Utilities  wWindow  WinQSE Help

I @ I Er;l QI éljl éi';. I I @I Performance Summary

M INVESTIGACION

n H%SJ;T:LZTSﬁ:]?;SIgE?;m Cumulative Probability
0 0.0268 0.0268
1 01071 01339
2 0.1785 0.3124
3 0.2380 0.5504
4 0.2380 0.7884
L 0.1587 0.9471
{5 0,0529 1.0000

File Format Results Uklities  Window  Help
|n uul A 1=
Performance Measzure | Heszult
1 System: M/M/2/6/6 From Formula
2 Customer arnival rate [lambda) per hora = 20000
3 Service rate per server [mu] per hora = 3.0000
4 Overall system effective ammival rate per hora = h.h180
L Overall system effective service rate per hora = h.5180
6 Overall system utilization = 91.9669 %
¥ Average number of customers in the system [L] = 3.2410
g Average number of customers in the queue [Lg] = 1.4017
9 Average number of customers in the queue for a busy syztem [Lb] = 1.6183
10 Average ime customer spends in the system [W) = 0.5873 horas
11 Average time cuztomer spendsz in the queue [wq) = 0.2540 horas
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 0.2933 horas
13 The probability that all zervers are idle [Po] = 2eFIT X
14 The probability an arriving customer waitz [Pw] or system iz busy [Pb] = 86,6116 X
15 Average number of customers being balked per hora = 0
16 Total cost of busy server per hora = 10
17 Total cost of idle zerver per hora = 10
18 Total cost of customer waiting per hora = $0
19 Total cost of customer being served per hora = 10
20 Total cost of customer being balked per hora = $0
21 Total queue space cozt per hora = 10
22 Total zpstem cost per hora = 10
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La direccion del aeropuerto Josep Tarradellas esta pensando en contratar a un nuevo
auxiliar de tierra. Para este puesto se han presentado varios candidatos, aunque solo
han pasado a la fase final tinicamente dos de ellos.

El primer auxiliar de tierra tarda en registrar a los pasajeros y su equipaje
aproximadamente 20 segundos con un error tipico de 2 segundos. Por otro lado, el
segundo auxiliar es capaz de registrar cada pasajero en 25 segundos exactos.

Los pasajeros llegan en promedio cada 30 segundos. Los tiempos entre llegadas varian de acuerdo con la
distribucién exponencial.

¢A cudl de los dos auxiliares de tierra deberia contratar el aeropuerto?
éCual es la probabilidad de que el auxiliar contratado esté ocupado?

e Auxiliar 1 de tierra: Modelo de cola M/G/1 con s = 1 servidor

1
Tasa de llegadas: =30 —> A, = 0,0333 pasajeros/segundo

A
1
Tasa de llegadas: — =20 — p, = 0,05 pasajeros/segundo , &, =2 segundos
My
A 0,0333
Factor de utilizacién: p, = — = =0,6667
K, 0,05

A2.o%+ p? _ 0,03333%x 2%+ 0,6666

Promedio de pasajerosen lacola: L, = = 0,67 pasajeros

2(1-p,)  2x(1-0,6666)
L 0,6666
Tiempo promedio de espera en la cola: W, = T 20,20 segundos
A, 0,0333
1 1
Tiempo total que pasa el pasajero en la cola: W; = W,; + —= 20,20 + 005 = 40,20 segundos
My ,

e Auxiliar 2 de tierra:

1
Tasa de llegadas: =30 > A, =0,0333 pasajeros/segundo

A
1
Tasa de llegadas: — =25 — p, = 0,04 pasajeros/segundo , &, =0 segundos
2
A, 0,0333
Factor de utilizacién: p, =—2= =0,8333
u, 0,04

A;.o0;,+ p; _ 0,0333°x 0+ 0,8333
2(1-p,) 2x(1-0,8333)

L2 _2,0833
A, 0,0333

Promedio de pasajeros en la cola: Lo = =2,0833 pasajeros

Tiempo promedio de espera en la cola: W, = = 62,50 segundos

1
Tiempo total que pasa el pasajero en la cola: W, = W, + —= 62,50 + 004
W, ’

Resulta mas beneficioso contratar al primer auxiliar de tierra (W,; = 40,20 < W,, = 87,50) al ser mas

= 87,50 segundos

rapido que el segundo.

La probabilidad de que el auxiliar 1 de tierra contratado se encuentre ocupado:
PX>1)=1-P,=1- (1-p) = 1-(1-0,6666) = 0,6666
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.2 COLA - General Queuing System

Problem Title  [AUXILIAR DE TIERRA |

Time: Unit [segunde |

Entry Format

C) Simple M/M System

(™). General Queuing System:

oK ‘ ‘ Cancel ‘ Help

E Que Analysis

File Edit Format Solve and Analyze Results Utilities Wlndow WinQSE Help

_ L]
ILIAR DE TIERRA

Data Description ENTRY Probab ) butio 0 »
Mumber of servers 1
Service ime distribution [in segundo) Hormal Click the distribution for your choice.
Mean [u) 20 Beta - Parameter 1
Standard deviation [5>0) 2 Binomial

Constant Mean [u)
[Not used] Dizcrete
Service pressure coefficient Erlang
Interarrival time diztribution [in segundo) Exponential E’;'i'l:’l::“tial Parameter 2
Location parameter [a] 1} Geometric Standard deviation [s>0)
Scale p ter [b>0) [b if a=0) 30 Eypler[-ieometlic
[Mot uzed) aplace
Amval discourage coefficient Lc: N'.J"nal hd falone cigs
Batch [bulk) size distribution Constant Hormal [Hot used)
Constant value 1
[Hot used)
[Mot used] oK Cancel Help
Queue capacity [mazimum waiting space] ]
Customer population M

File Format Resulks  Utilities  Window  Help
Performance Measure Hesult
1 System: M/G /1 From Formula
2 Customer amival rate [lambda] per segundo = 0,0333
3 Service rate per server [mu] per segundo = 0,0500
4 Owverall system effective arrival rate per segundo = 0.0333
5 Overall system effective service rate per segundo = 0.0333
b Owerall spstem utihzation = b6 6667 X
7 Average number of customers in the system [L] = 1.3400
8 Average number of customers in the queue [Lq] = 06733
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 1.0100
10 Average time customer spends in the spstem [W] = 40,2000 segundos
11 Average time customer spends in the queue [Wq) = 20,2000 segundos
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 30,3000 segundos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 333333 %
14 The probability an amiving customer waits [Pw] or system is busy [Pb) = 66,6667 X%

Portal Estadistica Aplicada: Operaciones Colas Aeronauticas 70



. El aeropuerto dispone de un servicio de traslado que lleva a cada empleado
¥ que lo solicite a su casa, hotel o alrededores.

| El servicio puede atender a un empleado cada 2 minutos. El promedio de
llegada de empleados es de 8 minutos, siguiendo una distribucién de Poisson.

a) Encontrar las medidas de eficiencia del servicio.

b) ¢Se podria mejorar el tiempo medio de un empleado en el sistema?

a) Se trata de un modelo de cola M/D/1 con s = 1servidor

1
Tasa de llegada = X =8 — A = 0,125 pasajeros/minuto
1
Tasa de servicio=— = 7 — u = 0,1429 pasajeros / minuto
7
Factor de utilizacién: p= A _0,1250 0,8750
p  0,1429

p’ 0,875°

Promedio de empleados en la cola: L, = 2x(1 ) =5 (1 - 0,875)
X O X - Y,

= 3,062 empleados

Promedio de empleados en el sistema: L,

= L,+ p= 3,062 + 0,875 = 3,937 empleados

L, 3,062
Tiempo promedio que un empleado espera en la cola: W, = Tq = 0125 = 24,500 minutos
L, 3,937

Tiempo promedio que los empleados estan en la cola: W, =+

= 31,500 minutos
A 0,125

COLA GENERAL - Problem Specification / General Queuing Systenm

Problem Specification n

Problem Title  [SERVICIO TRASLADD |

Time Unit |minut0 |

Entry Format

) Simple M/M System

(®:General Queuing System:

[1].4 ‘ ‘ Cancel ‘ Help
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#E Queuing Analysis

File Edit Format Solve and Analvze Resulks  Utilidies  Window  WinQSEB Help

ﬂ SERYICIO TRASLADO

Standard deviation [=>0]

[Mot uzed)

Service preszure coefficient

Data Description ENTRY
Mumber of servers 1
Service time distribution [in minuto) Constant
Mean [u) i

Probability Distribution Function

Chick the distribution for your choice.

Parameter 1

Constant value

Parameter 2

Geometric [Mot uszed)

Parameter 3

Constant [Mot uszed)

Interarrival time distribution [in minuto) Exponential Eifcrele
rlan

Location parameter [a) 0 EHDDEEHIia'

Scale parameter [b>0) [b=mean if a=0] 8 Gamma

[Nc_'t use_d] — Hyper eometric

Arnival discourage coeflicient Laplace

Batch [bulk) size digtribution Constant LogNormal
Mormal

Constant value 1

[Mot uged)

[Mot uzed)

Queue capacity [maximum waiting space] M

Customer population M

File Format Resdlts  Ublities  Window  Help
|n nnl A =
Performance Meazure Rezult
1 System: M/DA From Formula
2 Customer ammival rate [lambda) per minuto = 0.,1250
3 Service rate per server [mu] per minuto = 0.1429
4 Owerall syztem effective amval rate per minuto = 0.,1250
i Owerall system effective service rate per minuto = 0.1250
[ Owerall syztem utilization = 87.5000 X
¥ Average number of cuztomers in the syztem [L] = 3.9375
8 Average number of customers in the queue [Lq) = 3.0625
9 Average number of cuztomers in the queue for a buzy system [Lb] = 3.5000
10 Average time customer spends in the system [w] = 31.5000 minutos
11 Average time customer zpends in the queue [Wq) = 24_ 5000 minutos
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [(Wh] = 28.0000 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 12,5000 %
14 The probability an arriving customer waits [Pw] or system is busy [Ph) = 87.5000 =

b) En la situacién actual, el factor de utilizacion p es muy alto, seria necesario aumentar la
capacidad del sistema para mejorar las medidas de eficiencia.

Si se afiade un servidor mas (s = 2), el factor de utilizacién: p = =

A 0,125

= 0,437
s.u 2x0,1429

La red de transporte se encuentra mas descongestionada. Se trataria de una cola M/D/2
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#E Queuing Analysis

File Edit Format Solve and Analvze Resulks  Utilifies  Window  WinQSE  Help

M SERVICIO TRASLADO

Data Description ENTRY
Mumber of servers 2
Service time distribution [in minuto) Congtant
Mean [u) ¥

cta

Standard deviation [=>0]

Service preszure coefficient

Interarrival time distribution [in minuto) Exponential nenti
Location parameter [a) 1} .
Scale parameter [b>0) [b=mean if a=0] 8 HyperG eometric if a=0]

[Mot uged) Laplace

Arnival discourage coeflicient Iﬁ';?::;mal
Batch [bulk) size distribution Constant Exponential
Constant value 1

[Mot uged) : . : . : )
Queue capacity [maximum waiting space] M - . - - - :

Customer population M

u. QA Solution Method

Note: The queuing system iz classified as: M/D/2. However,
" there i1z no cloge form formula to zolve it. You may
choose approximation [by G/G/5) or simulation [by
dizcrete-event Monte Carlo simulation] to zolve the
system performance.

Calcula las medidas de rendimiento M/D/2

con una aproximacién G/G/s T — | = |
@ Approximation by G/G/s!
| Cancel I
() Monte Carlo Simulation
| Help I
E Queuing Analysis
File Format Results Utilities Window Help
== |u.un|A =l==|lI= CIL T T e
M System Performance Summary for SERVICIO TRASLADO
Performance Measure | Result

1 System: M/D /2 From Formula
2 Customer arrival rate [lambda) per minuto = 0.1250
3 Service rate per server (mu] per minuto = 0.1429
4 Overall system effective amival rate per minuto = 0.1250
L Overall system effective service rate per minuto = 0.1250
b Overall system utilization = 43,7500 %
i Average number of customers in the spstem [L) = 0.9786
] Average number of customers in the queue [Lg] = 0.1036
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb) = 0.3889
10 Average time cuztomer spends in the system (W) = ¥.8285 minutos
11 Average ime cuztomer spends in the queue [Waq) = 08285 minutos
12 Average ime customer spends in the queue for a busy spstem [Wh] = 3.1111 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 391304 %
14 The probability an amving customer waits [Pw] or system iz busy [Ph) = 26,6304 %

Portal Estadistica Aplicada: Operaciones Colas Aeronauticas 73



El servicio de lavacoches de un aeropuerto tiene una tasa de llegadas de 9
vehiculos/hora, pudiendo atender un vehiculo cada 5 minutos, con un error
tipico (o =2) minutos. Se pide:
a) Medidas de eficiencia segtin un modelo M/G/1

@ b) Medidas de eficiencia seguin un modelo M/D/1
E = c) Medidas de eficiencia segtin un modelo M/E,/1

a) Modelo de cola M/G/1 con s = 1servidor

= . = 6,666666

9 1
A =—=0,15 vehiculos/minuto — Tasa llegadas (Media) = —
60 A 0,15

u=>5 vehiculos/minuto , © =2 minutos

0,15

A
Factor de utilizacién: p=—= =0,75

p 0,2

2 2 2 2 2 2
Promedio de vehiculosen cola: L, = A.o"+p = 0,15x2°+ 0,75 =1,3050 vehiculos
 2x(1-p) 2x(1-0,75)
Promedio de vehiculos en sistema: L, = Ly + p=1,3050 + 0,75 =2,0550 minutos
L 1,3050
Tiempo promedio de espera en la cola: W, = Tq = 015 = 8,7000 minutos
L 2,0550 .

Tiempo promedio de estancia en lavacoches: W, = 75 = 015 = 13,7000 minutos

COLA GENERAL - Problem Specification / General Queuing Systenm

Problem Specification E

Problem Title  [LAVACOCHES |

Time Unit |minuto |

Entry Format

) Simple M/M System

() General Queuing System:

0K ‘ ‘ Cancel ‘ Help

Portal Estadistica Aplicada: Operaciones Colas Aeronauticas 74



EE Queuing Analysis

File Edit Format  Sobve and Analyze  Resulks  Utilities  Windo

W WInQSE  Help

R

& |E2| ] jooo A |

=l=|=|0l=

& LAVACOCHES

‘B ﬁa .

L[] 2]

Data Description ENTRY
Number of servers 1
Service time distribution (in minuta) General/Arbitrary
Mean [u) h
Standard deviation [=>0] 2

[Mot used)

Service pressure coefficient

Interamival time distribution [in minuto) E xponential
Location parameter [a] 0
Scale parameter [b>0] [b=mean if a=0] b.666666
[Mot used)

Amival discourage coefficient

Batch [bulk] size distribution Constant
Constant value 1

[Mot used)

[Hot used)

Queue capacity [maximum waiting space) M
Customer population M

Probability Distribution Function

Click the distribution for your choice.
Geometric

Hyper eometric

Laplace

Power Function
Triangular
Uniform

General/Arbitrary

General fArbitrary

#E Queuing Analysis
File Format Resdlks  Utlities  Swindow  Help
E=ER |u.un|A =l=|=|[]lE il || B R
M System Performance Summary for LAVYACOCHES
Performance Measure | Result
1 System: M/GA1 From Formula
2 Cuszstomer amrival rate (lambda) per minuto = 0.1500
3 Service rate per gerver [mu) per minuto = 0,2000
4 Overall sypstem effective arrival rate per minuto = 0.1500
L Overall zystem effective service rate per minuto = 01500
b Overall zystem utilization = ¥ 0000 *
¥ Average number of customers in the system (L) = 2.0650
8 Average number of customers in the queue [Lg] = 1.3050
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 1.7400
10 Average ime customer spends in the system (W) = 13,7000 minutos
11 Average ime customer spends in the queue [Wq) = 8.7000 minutos
12 Average ime customer spends in the queue for a busy spstem [Wh] = 11,6000 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 25,0000 %
14 The probability an amiving customer waits [Pw)] or system iz busy [Pb] = F5.0000 %
b) Modelo de cola M/D/1 con s = 1servidor
9 , . . 1 1
A= 0 = 0,15 vehiculos/minuto — Tasa llegadas (Media) = X = 015 = 6,666666
?

Tasa de servicio =—
1)

, A
Factor de utilizacion: p=—=
7]

Promedio de empleados en la cola: L, =

Promedio de empleados en el sistema: L

0,2

1
0,15 = 0,75

o

2

p

5 — u = 0,2 pasajeros/minuto

0,75

S

2x(1 - p)  2x(1-0,75)

=Lq

= 1,125 vehiculos

+ p= 1,125 + 0,75 = 1,875 vehiculos
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. . L, 1,125
Tiempo promedio que un empleado espera en la cola: W, =—=

% 0,15
L
1 8755 = 12,50 minutos

= 7,50 minutos

Tiempo promedio que los empleados estan en la cola: W, =

4

E COLA GENERAL - Problem Specification / General Queuing Systenm

E Queuing Analysis

File Edit Format Solve and Analyze Resulks  Utilities  Window  WinQSE Help

LAVACOCHES

Data Description ENTRY
Mumber of zervers 1
Service ime distribution [in minuto) Constant Probability Distribution Function
Mean [u) 5 . S— -
Standard deviation [s>0] Click the distribution For your choice.
[Mot used)
Service pressure coefficient
Interarrival time distribution [in minuto] Exponential
Location parameter (] 0 Exponentiol
Scale parameter [b>0) [b=mean if a=0 6.666666 Gamma
P Ll ) Geometric [Not used)
[Mot uzed) H .
ppera eometric
Amrival discourage coefficient Laplace
Batch [bulk] size distribution Constant LogHormal
Constant yalue 1 Normal
Constant [MHot used)
[Mot uzed)
[Mot used) . : : : :
Queue capacity [maximum waiting space] M - “
Customer population M : J : J

File Format Resulks  Ukilities  Window  Help

|n nnl A

M System Performance Summary for LAVACOCHES

I

Performance Measure Result
1 System: M/DA From Formula
2 Customer arrival rate [lambda] per minuto = 0.1500
3 Service rate per server [mu] per minuto = 0,2000
4 Overall system effective armrival rate per minuto = 0.1500
5 Overall system effective service rate per minuto = 0.1500
[ Overall system utilization = 75,0000 %
Fi Average number of customers in the system [L] = 1.8750
8 Average number of customers in the queue [Lg] = 1.1250
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb) = 1.5000
10 Average time customer spends in the zpstem [w] = 12,5000 minutos
11 Average time customer spendsz in the queue [Wq) = 7.5000 minutos
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [Wh) = 10,0000 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 25.0000 %
14 The probability an amving customer waitz [Pw] or system iz busy [Pb] = 75,0000 %

c) Medidas de eficiencia segiin un modelo M/E/1

1 1
Factor de forma de la distribucion: k= = =6,25

wWxo? 0,2°x2?
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1 1
wWx o’ 0,2°x2°

Factor de forma de la distribuciéon: k= =6,25

Factor de proporcion de la distribucion: A =0,15

Escala (reciproco de la proporcién): p=0,2

_ ph(1+k) _ 0,75°x(1+86,25)

q= = =1,305 clientes
2.k.(1-p) 2x6,25x(1-0,75)

Promedio de clientes en la cola: L

Promedio de clientes en el sistema: L, = L, + p=1,305+0,75=2,055 clientes

L 1,305
Tiempo promedio en la cola: W, = g = = 8,7 minutos
A 0,15
. . . L, 1 .
Tiempo promedio en el sistema: W, = T =W, +—= 8,7+ 5=13,7 minutos
1)
. 1 1
% Seobservaquecuando c=— — k=———=1, elmodelo de cola M/Ex/1 es un modelo
2 L xo

de cola M/M/1 con tiempo de servicio exponencial.
pix (L+1)  p
2x1x(1-p) 1-p

Promedio de clientes en la cola: Lq =
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En el aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona-El Prat se lleva a cabo un
procedimiento para determinar si los pasajeros llegan al pais de destino con
motivos diferentes a los que declaran. El protocolo se efectlia en tres etapas.
, _ La primera se realiza en un habitaculo donde caben al maximo 20 maletas, un
y ,_q' 5 ek o ol guardia de seguridad aeroportuaria registra el equipaje de 63 pasajeros/hora.

A la revision e interrogacion acude una media de 60 pasajeros/hora. Hay un despacho formado por dos
paneles: uno con el arco detector de metales y el otro con un inspector de seguridad, con una tasa de
servicio de 40 pasajeros por hora.

Para finalizar la inspeccidn, se dirigen a una oficina con dos miembros de la policia que finalmente
analizan y toman una rapida solucién en la que se tarda una media de 1,8 minutos/ pasajero.

a) éCudl es el promedio de tiempo que se invierte en un pasajero para determinar el motivo del viaje?
b) éConviene modificar el sistema?. En este caso, écual es el promedio de tiempo que se invierte en un
pasajero?

a) Se puede modelizar el sistema con una red de colas en tdandem con tres subsistemas o nodos.
El nodo 1 es un modelo de cola M/M/1y los nodos 2 y 3 son un modelo de cola M/M/2.
El tiempo que se invierte en un pasajero es la suma de los tiempos invertidos en las tres etapas.

A=A, =24,=14,
[ n. 8 e

Ay

Pam ==
Ha

Cola 1 Cola 2 Cola 3

Nodo 1

= Nodo 1:

63
Modelode colaM/M/1 = A, =1, p, = a =1,05 pasajeros/minuto

1
Utilizacién promedio del habitaculo: p, =—=——=0,95<1
u, 1,05

Debido a la intensidad de trafico que es mayor de 0,95, seria conveniente aumentar la capacidad del
nodo 1, aumentando un servidor.

Tiempo promedio de estancia en el sistema del nodo 1 (cola + servicio):

woo 1 _ 1
* op,-A, 1,05-1

1

=20 minutos

1

= Nodo 2:

A, =60 pasajeros/hora =1 pasajero/minuto
Modelo de cola M/M/2 = ) ) i
1, = 40 pasajeros/hora = 0,67 pasajeros/minuto
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A
Utilizacién promedio del sistema del habitaculo: u_, = —% =——=1,4925
p, 0,67

A, 1
5,1, 2x0,67

Factor de utilizacién o congestion del habitaculo: p, = =0,74<1
Se asume que el nodo 2 no se encuentra saturado, es decir, se encuentra en un estado estacionario.

Probabilidad de que ningtin pasajero se encuentre en la cola 2:

1 1

Po = [ n 5 = 695 = 0,145

s rer 3 (0], (1]

n=0 n! s, ! H, 1-p,
donde,
1. (1/0,67) 1 1 Y 1 1,49)° 1,49 1
Z( / )+_x X =( ) + = + =x1,49°x4 = 6,95
=l 21 \0,67) 1-0,75 ol 1] 2
% Nota: CE ! S 1l o

1_pz 1 — }"2 Sz-uz_)‘“z
S, 1,

Numero promedio de pasajeros en la cola 2:

s, 2
L, = (e / 12)" oot ~X Py, = 1,49 x1x0,67 — x 0,145 = 1,87 pasajeros
(s, = 1)! (5,1, — 2;) (2 -1)1(2x0,67 - 1)
& Nota: L. = ()”2 / ”2) AU, xPy, = (7‘2 / ”z) .pzZXpoz

“ (s, = 1) (5.1, — ?»2)2

Ndmero promedio de pasajeros en el sistema del nodo 2 (cola + servicio):

s, (1 - p,)

A 1
L, =L, + % =1,87 + 067 = 3,36 pasajeros

2 ’

s2 q2

Tiempo promedio de pasajeros en el sistema del nodo 2 (cola + servicio):

L 3,36 .
L, === =3,36 minutos
Ay
L 1 L 1
@ Nota: W, =2 =W, +— = 2+ —
A, o Ay W,
= Nodo 3:
A; =1 pasajero/minuto
Modelo de colaM/M/2 = { 1 1
™/ — =1,8 minutos/pasajero - p, = §= 0,55 pasajero/minuto
Hs ’
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A, 1
S;. M3 2x0,55

Factor de utilizacién de la oficina: p, = =0,91<1

La intensidad de la utilizacion de la oficina es muy alta (0,91) por lo que seria conveniente aumentar la
capacidad del nodo 3, aumentando un servidor.
A 1
Utilizacion promedio del nodo 3: p,=—2=——-=1,81
; 0,55

Probabilidad de que ningun pasajero se encuentre en la cola 3:

1 1
Pos = t(r. / n . = 51 = 0,048
c 1 A ) 1
Y w+ LI N
noo nl s, ! U, 1-p,
donde,
1 (1,81)" 1 1 1,81° 1,81 1
> u+— x 1,81%x = + + —x1,81°x11,11 = 21
= n! 2! 1-0,91 0! 1! 2

Ndmero promedio de pasajeros en la cola 3:

A 1,81°x 0,91
_ (A / 1s) p3xp03 - X —~x 0,048 = 8,83 pasajeros

s,! (1-p,) 2! (1 - 0,91)

q3

Tiempo promedio de pasajeros en el sistema de oficina:
A, 1 .

+ — = 8,83 + —— = 10,64 pasajeros
[T 0,55

Ls3 = Lq3

Tiempo promedio de estancia en el sistema de la oficina (cola + servicio):

L 10,64 .
W, = )%3 = ——=10,64 minutos
3

El tiempo medio de un pasajero que pasa por el area de seguridad del aeropuerto para determinar el
motivo de su viaje es la suma de los tiempos medios en los que pasa por los tres nodos:

3
W, = > W, =20+3,36+10,64 = 34 minutos
i=1
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b) Para que el sistema no se encuentre my saturado conviene aumentar la capacidad del nodo 1
(pasando a dos servidores: modelo M/M/2) y del nodo 3 (pasando a tres servidores: modelo M/M/3)

S AL E A Ay Ay

Cola 1

63
Modelode cola M/M/2 = A, =1, p, = az 1,05 pasajeros/minuto

1
Utilizacion promedio del habitaculo: u, =—=——=0,95
By 1,05
A, 1
s,.M, 2x1,05

Factor de utilizacién del habitaculo: p, = =0,47<1
Por lo que se asume que el nodo 1 no se encuentra saturado, esto es, esta en estado estacionario.

Probabilidad de que ningtin pasajero se encuentre en el habitaculo:

1 1
p01 = . )‘d n N = 2 81 = 0,35
Z w.,_i X h X 1 !
n=0 n! 51! My 1-p;
donde,
L (0,95)" 0
Z u+ 1 x 0,95%x 1 _ 0% + 0,95 + 1 x 0,95 x1,92 = 2,81
= nl 2! 1- 0,95 0! 1! 2

Numero promedio de pasajeros en el habitaculo (cola 1):

S 2
_ (A /1) -lzl Xy, = 0,957x 0,48 ~x 0,35 = 0,28 pasajeros
.1 (1 -p,) 21 (1 - 0,48)

ql

Tiempo promedio de pasajeros en el sistema del habitaculo:
A 1

+ —* = 0,28 + —— = 1,23 pasajeros
I, 1,05

L, = qu

Tiempo promedio de estancia en el sistema del habitaculo: (cola + servicio):

W ba 123

a1 =1,23 minutos
)\’1
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Tiempo que se ha ganado al aumentar un servidor mas: 20 minutos — 1,23 minutos = 18,77 minutos

= Nodo 3:

Modelo de cola M/M/3 = A, =1, p, =0,55 pasajeros/minuto

A 1
Utilizacion promedio de la oficina: u, =—=——=1,81
p, 0,55

A 1
Factor de utilizacion de la oficina: p, =——= =0,61<1
S;. 13 3x0,55

Es un estado estacionario, observando que la intensidad del trafico en la oficina ha disminuido.

Probabilidad de que ningun pasajero se encuentre en la oficina:

1 1
p03= . )\’ / - 5 = 697 = 0,14
¥ (s 7 w) P P 1 ’
neo n! s, ! [T 1-p,
donde,

2 (1,81)" 1 1 1,81° 1,81 1,81° 1
> u+ — x 1,81%x = + + + —x1,81*x 2,56 = 6,97
~= nl 3! 1 - 0,61 o! 1! 21 6
Ndmero promedio de pasajeros en la oficina:

A 1,81°x 0,61
w = (s / 1) ‘Z3xp03 = X —~x 0,14 = 0,55 pasajeros
s;1 (1 - ps) 31 (1 - 0,61)

Numero promedio de pasajeros en el sistema de la oficina:

A 1 .
L; = L + — = 0,55 + —— = 2,37 pasajeros

I, 0,55

s3

Tiempo promedio de estancia en el sistema de la oficina: (cola + servicio):
Ly 2,37

3= =2,37 minutos
}"3
Tiempo que se ha ganado al aumentar un servidor mas: 10,64 minutos —2,37 minutos = 8,27 minutos

El tiempo medio de un pasajero que invierte por el drea de seguridad del aeropuerto para determinar el
motivo de su viaje es la suma de los tiempos medios en los que pasa por los tres nodos:

3
W, =>"W, =1,23+3,36+2,37 = 6,96 minutos
i=1
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SISTEMA DE COLAS TANDEM - Queuing Analysis

% Nodo 1 (Habitaculo): Modelo M/M/2

63
n, = 0 =1,05 pasajeros/minuto A, =1 pasajero/minuto

X/

File Edit Format Solve and Analyze Results  Ublities  window WinQSB  Help
== A | ]
M HABITACULO

Data Dezcrnphion EMTRHY
Mumber of zervers 2
Service rate [per zerver per minutos) 1.05
Customer amival rate [per minutosz) 1
Queue capacity [(maximum waiting space] M
Customer population . M

Busy server cost per minutos

Idle server cost per minutos

Customer waiting cost per minutos

Customer being served cost per minutos

Coszt of customer being balked

UInit queue capacity cost

MEDIDAS DE RENDIMIENTO HABITACULO

#E Queuing Analysis

File Format Resulks  Utbilities  indow  Help
== l0.00| A ik =@ 2]
Performance Measure | Hesult
1 System: M/W /2 From Formula
2 Customer armrival rate [lambda] per minutos = 1.0000
3 Service rate per server [mu] per minutos = 1.0500
4 Owverall zpstem effective arrival rate per minutos = 1.0000
h Owerall system effective zervice rate per minutos = 1.0000
b Overall system utilization = 47 6190 %
7 Average number of customers in the system [L] = 1217
8 Average number of customers in the queue [Lg] = 02793
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 0.9091
10 Average ime customer spends in the system [w] = 1.2 7 minutoss
11 Average ime customer spends in the queue [Wq] = 0.2793 minutoss
12 Average ime customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 09091 minutoss
13 The probability that all servers are idle [Po] = 354839 %
14 The probabhility an ammiving customer waits [Pw] or system iz busy [Ph.] ol 30,7220 %
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1
——=0,55 pasajero/minuto

% Nodo 3 (Oficina): Modelo M/M/3 p, = Ta=

A; =1 pasajero/minuto

Oficina BE Queuing Analysis
M/M/3 r 7 o : :
File Edit Format Solve and Analvze Resulks  Utlities  wWindow  WinQsB Help
1

h OFICINA

Data Descnption EMTRY
Mumber of zervers 3
Service rate [per server per minutos] 0.55
Cuszstomer amval rate [per minutos) 1
Queue capacity [maximum waiting zpace] M
Customer population M

Busy zerver cost per minutos

Idle zerver cost per minutos

Customer waiting cost per minutos

Cuztomer being zerved cost per minutos

Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost

MEDIDAS DE RENDIMIENTO OFICINA

File Format Resulks  Uklities  Window  Help

13

||1 nul A

] [

Result

Performance Measure
1 System: M/M/3
2 Customer amvyal rate [lambda) per minutos =
3 Service rate per server [mu] per minutos =
4 Overall system effective amval rate per mnutos =
b Overall system effective service rate per minutos =
[ Overall zystem utilization =
i Average number of customers in the system [L] =
8 Average number of customersz in the queue [Lqg] =
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] =
10 Average time customer spends in the system [W)] =
11 Average time customer spends in the queue [Wql =
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [Wh] =
13 The probability that all servers are idle [Po] =
14 The probability an amiving customer waits [Pw] or system is busy [Pb] =

From Formula
1.0000

0.5500

1.0000

1.0000

60,6061 %
2.3759

0.6578

1.5385

2.3759 minutoss
0.5578 minutoss
1.5385 minutoss
142572 %
J6.2549 %
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4 El Aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona-El Prat ofrece diferentes opciones
EE | para comunicarse con su personal de atencidn al cliente. Se pueden realizar
5 wo» sl 2 llamadas a sus nimeros de teléfono dependiendo de cual sea la necesidad,
? -‘Il A \"I.’R enviar cartas o acudir personalmente a su direccién postal o bien mediante
S5 V1Y correo electrénico.

1

En cuanto a sus lineas telefénicas, el Aeropuerto posee dos tipos: teléfonos de informacion general y
teléfonos de la oficina de objetivos perdidos.

En Informacion general se reciben 40 llamadas a la hora y la tasa de servicio es de 40 llamadas a la hora,
mientras que en Objetos perdidos se reciben solo 20 llamadas a la hora con una tasa de servicio de 25
llamadas a la hora.

La Administracion del Aeropuerto esta disefiando un nuevo sistema de atencion al cliente en el que solo
usarian un unico numero de teléfono para atender a todos los clientes. Cuando la llamada de Informacién
general estd a punto de finalizar, el 30% de los casos crea un nuevo proceso en el servidor de los
teléfonos de Objetos perdidos y el 20% de los casos crea un nuevo proceso en su propio servidor.

Por otra parte, cuando la llamada de Objetos perdidos esta apunto de finalizar, el 20% de los casos crea
un nuevo proceso en su servidor.

La Administracion del Aeropuerto necesita determinar:

a) Operadores que harian falta en la seccidn de teléfonos de Informacién general.

b) Operadores que harian falta para la seccién de teléfonos de Objetos perdidos.

c) Niumero medio de llamadas en cada seccién, teniendo en cuenta el nimero de operadores
seleccionados en los apartados a) y b).

d) Tiempo medio de una llamada en el sistema (desde que entra hasta que sale) si se pusieran los
operadores seleccionados anteriormente.

Es una red de Jackson abierta con k =2 nodos.

Como la Administracién esta disefiando un unico sistema para atender a todos los nimeros del teléfono,
las tasas de llegadas serian A =40+20 =60 llamadas/hora

Tasas de llegadas: A =60 llamadas/hora

Tasas de servicio: p, =60 llamadas/hora , p, =25 llamadas/hora

Las probabilidades de transicion de unos estados a otros se reflejan en la matriz:
T1 T2

T1 (0,2 0,3 0,2 0
r.= > r.=
Y120 02 " 10,3 0,2
Ecuaciones de trafico o ecuaciones de equilibrio A, se obtienen en forma matricial con la expresién
A=X+Ar:

A} _ (60) , (02 0(A
A,) |60 0,3 0,2)A,
{A1=60+O,2A1

A, =75, A, = 103,125
A,= 60 + 0,3A, + 0,24,
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a) Para saber cuantos operadores harian falta para la seccion de teléfonos de Informacién general, es
necesario calcular el factor de utilizacion de distintas formas para ver con cuantos operarios funcionaria
bien. Factor de utilizaciéon: p, = ——
S+ 1
75
~ 1x40
75
1 2x40
_ 75
 3x40
75
P14 x40

Con un operario (s, =1): p, =1,87

Con dos operarios (s, =2): p =0,94

Con tres operarios (s, =3): p, =0,625

Con cuatro operarios (s1 = 4): =0,47

Se comprueba que Unicamente con un operario es impensable que el servidor funcione (p1 > 1) . Por
otro lado, a pesar de que con dos operarios es suficiente (p1 < 1) , conviene contratar mas operarios

para agilizar el proceso, pues factor de utilizaciéon (pl >0, 85).

Seria conveniente contratar 3 operarios (p, =0,625), agilizando el proceso. Con cuatro operarios seria
mas rapido, pero conlleva mas costes.

b) Se reitera el proceso en el nodo 2.

1x25
. 75
Con dos operarios (s, =2): p, = T 1,5
X
3 x25
15
P2 =425

Con menos de 4 operarios es impensable que el servidor funciona, en otro caso p, > 1. El factor de

Con un operario (s, =1): p,

Con tres operarios (s, =3): p,

Con cuatro operarios (82 = 4): =0,75

utilizacién no supera el valor 0,85, por lo que no haria falta agilizar el proceso.

c) Teniendo en cuenta los andlisis realizados en apartados anteriores, los servidores serian:
= Seccién 1: ColatipoM/M/3 cons, =3, p,=0,625, A, =75, p, =40

Probabilidad de que ninguna llamada se encuentre en el sistema de colas:

o = 1 1
01~ s;-1 n Sq - !
A 7,56
2(1/”1)+1 ‘ (Al] . ( ! }
— n! s,! [V 1-p,

2 n 3

75 / 40 1 (75 1
qur_ X (_) X (—j=1 + 1,875 + 1,758 + 2,93 = 7,56
i n! 31 40 1 - 0,625
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Numero medio de llamadas en la cola de la terminal:

Sy 3
L, - L(ﬁ} VR i,(ﬁ) 085 543 0635
st ) (1-p) 31'\40) (1 - 0,625)

Numero medio de llamadas en el sistema (cola + servicio):

M pess s % — 2,51 llamadas

My
= Seccién 2: Colatipo M/M/4 cons, =4, p,=0,75, A, =103,25, p, =25

L, =L

s1 g1

Probabilidad de que ninguna llamada se encuentre en el sistema de colas:

1 1
p02: s,— 1 n 3 = = ’

ZZ(AZ/MZ) +1X(A2sz[ 1 J 73,59

n=o0 n! s,! M, l1-p,
3 n 4

103,125 / 25 1 103,125 1

z( / 25) + = x( j X [ ): 1+4,125+8,51+11,7 + 48,255 = 73,59
et nl 41 25 1 - 0,75

Numero medio de llamadas en la cola de la terminal:

s, 4
Ly = i,[ﬁJ P o= i_(103,125) OB - .0,014 = 2,027 llamadas
;0w ) (1-p,) 41 25 (1-0,75)

Numero medio de llamadas en el sistema (cola + servicio):

Ly, = Lo+ A2 - p0p7 4 121D

M,

= 6,152 llamadas

d) Ndmero medio de llamadas en la red:
k 2
Lo =D, L, =D L,=251+6,152=8,66 llamadas
i=1 i=1
Tiempo medio de una llamada en la red (desde que entra hasta que sale):
L 8,662

Wred = —
A 60

El tiempo medio de una llamada en la red es de 8,64 minutos.

= 0,144 horas = 8,64 minutos

red
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EL mantenimiento de las aeronaves del aeropuerto Josep Tarradellas
: Barcelona-El Prat consta de una fase llamada "revisién de cartas". Esta fase
L 'ﬂ;,t,"d consta de tres tipos de revisiones que se identifican con las letras A, B, y C. Esta
T WE'- clasificacion proporciona un programa de mantenimiento que permite realizar
[4 las revisiones en el momento dptimo para el sistema o equipo en cuestidn.
La revisidn A tiene una capacidad para atender a 5 aviones por dia, mientras que cualquiera de las otras
dos revisiones (B y C) pueden atender a 7 aviones por dia, con tiempos exponenciales.

El centro de mantenimiento de aeronaves, segtin un proceso de Poisson, recibe 3 aviones por dia para la
revision Ay 5 aviones por dia para la revisiéon C

Cuando un avidn esta a punto de finalizar la revisién A, se crea una nueva revision en el servidor B el 30%
de los casos. En caso contrario, se crea una nueva revision en el servidor C en el 70% de los casos.

Por otra parte, los aviones que estan a punto de finalizar la revisidn C, el 50% de los casos crea una nueva
revision en el servidor B, en caso contrario, termina totalmente su ejecucién.

Calcular las medidas de eficiencia en los servidores, y el nimero y tiempo medio de aviones en la red.

0,3
e [ (A) iy 1 (B) mp
Es una red de Jackson abierta con k = 3 nodos 0,7
0,5
m—p ] (©)

Datos del esquema:

A, = 3aviones /dia A, = 5aviones/dia
M, = 5aviones/dia p,= 7aviones/dia p.= 7aviones/dia
fe= 0,3 = 0,7 = 0,5

Las ecuaciones de trafico o ecuaciones de equilibrio A, se obtienen intuitivamente:

= A, A,=3
A, —A e+ Ac — A =3x0,3+ 7,1x0,5 = 4,45
c:}\C+AA.AC Ac =5+3x0,7 =71
En forma matricial con la expresién A = A+Ar:
A, A, Faa Ten Tea | (A4 A, 3 0 0 0 )\(A,
N | =N |+ [N g T l|lNs] & |[A] =|0|+[03 0 05||A;
A A fe Tac Tec )\ Ac Ac 5 0,7 0 0 J\A,
A, 3 A,=3
Desarrollando, | A, |[=]|0,3xA,+ 0,5xA. | —» {A;=0,3x3+ 0,5x7,1=4,45
A 5+ 0,7xA, (Ne=5+07x3=7,1

Las tasas totales de llegadas a cada subsistema (venga de fuera o de otro nodo) son:
AN,=3,N=445, N =171

Para que no se sature la red, es preciso que el factor de utilizacion sea menor que uno. Se aplica esta
condicion a cada nodo por separado y se obtiene el nimero de servidores de cada nodo:
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3 3 3
Nodo A: p, = <1l —> SA>§ — s, = lservidor — pA=§=0,6

Sax5
4,4
Nodo B: p, = 37<1 — sy >—— — sy = 1lservidor —> p, = — 5=0,636
Sg X
7,1 7,1 . 7,1
NodoC: p.=——=<1 — s .> — s. = 2servidores — p.=——=0,51
Scx 7 7 2x7

Con estos servidores, los tres nodos serian 6ptimos de forma que la red no se saturaria.

Los nodos Ay B son colas tipo M/M/1, mientras que el nodo C es una cola tipo M/M/2.

Demora mediaenelNodo A: s, =1, A,=3, p,=5, p,=0,6

Tiempo medio de espera en la cola del nodo A:
A, B 3 3

uA.(uA - AA) ~ 5x (5 - 3) T 10

Numero medio de aviones en el sistema (cola + servicio):

0,6 3 .
L, = Pa = = = 1,5 aviones
1-p, 1-06 2

W,

aA =

= 0,3 dias = 7,2 horas

Demora mediaenelNodoB: s, =1, A;,=4,45, n,=7, p, =0,636

Tiempo medio de espera en la cola del nodo B:
W - A, _ 4,45
qB
ue- (Mg — Ay)  7x (7 - 4,45)
Nidmero medio de aviones en el sistema (cola + servicio):
Ps 0,636

= = = 1,75 aviones
1-1p, 1- 0,636

= 0,25 dias = 6 horas

I'sB

Medidas de rendimientoen Nodo C: s, =2, A.=7,1, u. =7, p.=0,51
A 7,1

Utilizacién promedio: u,. = — = = 1,01
He 7

Probabilidad de que ninguin avién se encuentre en cola:

1 1

_ _ — 0,328
& ] s scom = A

11,01 1,012 ( 2x7
+ X

=1+ 1,01 + 1,035 = 3,045
n! 2! 2x7 -17,1

n=0

Numero medio de aviones en cola:
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(A / me)* Ac. ke 1,01%°x7,1x 7

L « Poc =
(s = D)l(sc-me —A) (-1 x(2x7 - 7,1)

= > x 0,328 = 0,35 aviones

, . Loc 0,35
Tiempo medio de espera en la coladelnodo C: W, = A =

C ’

= 0,05 dias = 1,2 horas

Numero medio de aviones en el sistema (cola + servicio):

L

A 7,1 i
sc = Lgc T — =10,35+ = 1,36 aviones
He 7

= Enlared
k 3
Ndmero medio de aviones: L 4= > L = > L = 1,5+ 1,75 + 1,36 = 4,61 aviones
i=1 =1

Tiempo medio de un avién (desde que entra hasta que sale):

L 1
_ L _ % = 0,575 dias = 13,8 horas

El aeropuerto Josep Tarradellas Barcelona-El Prat se mueve continuamente a

. través de la red cerrada adjunta, con una tasa individual de servicio de p=10.
1

I
I oyl:@é —1®

Calcular las medidas de 05\':@
rendimiento para la red.

Es una red cerrada de Jackson con k =4 nodos, se calculan las medidas de rendimiento L (m) y W,(m)

para m clientes del sistema, mediante un algoritmo iterativocon m=1,2, --- , M clientes.

Ecuaciones de equilibrio, con r,=0,5, r,=0,5, r,=1,r,=1,r, =1:

A=A, +A,.r1, A=A, +A, A, =
A=z4:A . A,=A.r1, N A,=0,5 A,=1 A,=05
‘ = I A,=A,.r, A,=0,5 A,=0,5
A, =A.1, A, =A, A, =1

Tomando A, =1 lasolucién seria: A,=0,5, A,=0,5,A,=1

El nodo 1y el nodo 4 es un cuello de botella, trabajan al limite de su capacidad; mientras que el nodo 2 y
nodo 4 trabajan al 50%. Para mejorar el rendimiento global del sistema habria que aumentar la capacidad
de procesamiento de los nodos 1y 4

Se hacen los célculo con dos iteraciones (m=1 y m =2 ) obteniendo el tiempo medio de esperay el
numero medio de clientes en cada nodo. Posteriormente, se presenta el maximo de iteraciones posibles
(hasta m = 7)) realizadas con una hoja de célculo (Excel).
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1 L(m-1) s=1 1+L,(m-1)
+ =

Tiempo de espera en el nodo: W,(m) =— ! > W,(m)
Ko 5ol M,
, ) ) m.A. . W(m)
Numero medio de clientes en cada nodo: Lj(m)=% i=1,2,3,4 , m=1,2, .-
D" AW (m)
i=1
*= Primeraiteracion: m=1
. 1+L(1-1) 1
Tiempo de espera en el nodo: W(1) = —)—=-=0,1
1 10
. . . A W(1)
Ndmero medio de clientes en el nodo: L,(1)=—————
> A-Wi(1)
i=1
A, W, (1 1x0,1 0,1
L= T 1x0,1+0,5 01X 0.5:01+1:01 03 >
ZA|°\M(1) x0,1+0,50x0,1+ 0,50x0,1+1x0, ’
i=1
A, W, (1 0,5x0,1 0,05
L,(1) == 0 _ - =——=0,17
ZAi'VVi(l) 1x0,1+0,5x0,1+ 0,5x0,1+1x0,1 0,3
i=1
A, W, (1 0,5x0,1 0,05
L= g2 T 1x0,1+0,5 01x05 01+1x01 03 Y
ZAI.WI(]-) X ’ + ? X ? + 7 X 7 + X ’ ’
i=1
A, W,(1 1x0,1 0,1
L= e T 1x0,1+0 le 0.5:01+1x01 0,3 >
ZAi'VVi(l) x0,1+0,5x0,1+ 0,5x0,1+1x0, ,
i=1
*= Segunda iteracién: m=2
, 1+1,(2-1) 1+L,(1)
Tiempo de espera en el nodo: W,(2) = =
H; H;
1+L,(1) 1 1+L,(1) 1 1
w ()= 1l 14033500 o tHhW 14017 440,
My K,
1+L,(1) 1+0,17 1+L,(1) 1+0,33
w(2)= 1L 14017 000 w1t 14033 4 o9
Ha Hq 1
. . . 2.A..W,(2)
Nimero medio de clientes en el nodo: L ,(2) = ————
> ALW(2)
i=1
2.A,.W,(2) 2x1x 0,133 _ 0,266

L,(2)= =0,695

4

> AW(2) 1x 0,133 + 0,5x 0,117 + 0,5x 0,117 + 1x 0,133 0,383
i=1
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L(2)= 2 A W(2) _ 2x0,5x 0,117 _017 _ o
2 - 4 - — =0,
T A.W() 1%0133+0,5x0,117+0,5x 0,117+ 1x 0,133 0,383
i=1
L(2)= 2 A Ws(2) _ 2x0,5x 0,117 _017 _ o
3 - a4 - — =0,
> AW(2) 1x 0,133+ 0,5x 0,117 + 0,5x 0,117 + 1x 0,133 0,383
i=1
L (2):2.A4.W4(2): 2x1x 0,133 :0,266:0 695
' 24:1\ w() 1x0.133+0,5x0,117+0,5x0,117 +1x0,133 0,383 '

Las iteraciones para presentar la tabla adjunta de realizan con una hoja de célculo.

m Wi(m) [ W,(m) | Wy(m) | W,(m) [ L,(m) L,(m) Ly(m) L,(m)
0 - _ _ —_ 0 0 0 0
1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,33 0,17 0,17 0,33
2 0,113 0,167 0,167 0,113 0,695 0,305 0,305 0,695
3 0,169 0,130 0,130 0,169 1,083 0,416 0,416 1,083
4 0,208 0,141 0,141 0,208 1,492 0,507 0,507 1,492
5 0,249 0,151 0,151 0,249 1,919 0,580 0,580 1,919
6 0,292 0,158 0,158 0,292 2,361 0,639 0,639 2,361
7 0,336 0,164 0,164 0,336 2,814 0,686 0,686 2,814
L
30
27 A
24 Colas1lvy4
21 A
18
15 4
12 A
9 1 Colas2y3
6
0 - m
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Analisis Multivariante

o]

————WIRIRORIRIN
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