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VARIABLES ALEATORIAS BIDIMENSIONALES. DISTRIBUCIONES

En muchas ocasiones es necesario estudiar conjuntamente dos caracteristicas de un
fenémeno aleatorio, es decir, el comportamiento conjunto de dos variables aleatorias,
intentando explicar la posible relacidén existente entre ellas.

Para estudiar conjuntamente las dos variables aleatorias (X, Y), esto es, la variable

aleatoria bidimensional, es necesario conocer la distribucion de probabilidad conjunta de
ambas variables.

VARIABLE ALEATORIA BIDIMENSIONAL DISCRETA

Una variable aleatoria (X,Y) se dice que es discreta si X e Y son discretas.

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD BIDIMENSIONAL DISCRETA: Tabla de doble
entrada formada por los pares de valores (X, y) que toma la variable (X,Y) junto con sus

probabilidades.

Y
N A Y, e Y, . Yo
Xy p11 p12 tee plj T plm
X, P21 P2, tee p2j ce Pam
X P, P, e e Pin
Xn pnl pnz et pnj pnm
siendo p; =P(X=x;Y =y) con p; =1
i=1 j=1

FUNCION DE DISTRIBUCION BIDIMENSIONAL DISCRETA: También llamada
distribucion de probabilidad conjunta, es la funcion acumulativa

F(x,y):P(XSX;YSy)zZZP(XZXi?Y:yJ)

X <Xy <y
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F(x,y)=P(X<x;Y<y)

(¢, y)

F(x, y)es la suma de todos los puntos de la
region A.

= - X

)

[X, < X <X, 5 ¥, <Y <Y, | =F(X,,Y,) — F(X., ¥,) = F(X,, ¥;) + F(X;, Y,)

Y

-

Y.

La probabilidad P[x, < X<X,; y, <Y<y, ]

representa la probabilidad de que un punto
pertenezca a la region A.

Yy

MOMENTOS DE UNA VARIABLE BIDIMENSIONAL DISCRETA: El momento de

ordenes (r, s) respecto a los parametros (c, k) de una variable aleatoria bidimensional
discreta, se define:

M s= E[(X_C)r (Y_k)s} - ZZ(XI _C)r (yj _k)s Pj

Momentos respecto al origen cuando ¢ =k =0, siendo los mas importantes:

%o = E:(X)I(Y)OJ =E(X) =y = ZZ(X. _0)1(3’1' _O)O P = szi Pi
Qo = E:(X)O (Yﬂ =E(Y)=n, = ZZ(X. -0y (v, _0)1 P = Zzyj Pj

o, =E _(X)l(Y)lJ =E(X,Y) = ZZ(Xi —O)l(yj _0)1 p, = szl YiP;

Momentos respecto a la media o centrales, cuando c=a,, =p, y k=0, =p,,
siendo los mas importantes:

Koo = E[(X_Mx)z (Y_HY)0j| = Gf( = ZZ(X. _Hx)2 (yj _HY)O P = ZZ(X| _Hx)z P
Koo = E[(X_Mx)o (Y_MY)2j| = Gf{ = ZZ(X. _Mx)o (yj _HY)Z P = ZZ(YI _MY)Z Pij
Ky = E[(X_Hx)l(Y_MY)l} = ZZ(X. _Mx)l(yj' _uY)lpij = ZZ(X. _Mx)(yj' _MY) P



La covarianza p,, se pude expresar: p,, = 0;; — O .0y, , €S deCir, p,; = o, — Uy . Ky

DISTRIBUCIONES MARGINALES DISCRETAS: Dada una distribucion de probabilidad
bidimensional discreta:

Y
N A Y, e Y e Yo,
Xl p11 p12 e plj e plm plo
X2 p21 p22 e p2j e p2m p2-
X Pi Pi, e e Pim P
Xn pnl pn2 Tt pnj pnm pn-
P.. P.» ., Pury 1

Se denomina probabilidades marginales a p, y p,;

Pi. =P(X=Xi)=2pij p.j :P(Y:yj)zzpij donde Zpij zzpij = Zpij =1
i=1 =1 i=1 =1 i=1 j=1
» Las distribuciones marginales de la X y de la Y seran, respectivamente:
X Pi. Y P.;
Xy P.. Y1 P..
X, P.. Y, P.>
Xi pio yJ poJ
. ym pom
X, Pn. 1
1

Las funciones de distribucidon marginales seran:

Fl(X)=F(X,OO)=P(XSX;Y<OO)=Zpi. Fz(y):F(OO’y):P(X<OO;YSy): zp.j

yi<y

DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS DISCRETAS: Sea (X,Y) una variable aleatoria
bidimensional discreta con distribucion de probabilidad p; (i=1,2,---,n; j=1,2,---,m)y
con distribuciones marginales

P :P(X:Xi)zzpij p-j =P(Y=yj)=zpij
i=1 =1



+ La distribucion de probabilidad condicionada de la variable aleatoria discreta X cuando

Y =y, sera:
Y
v v x| Phurvey]
X P | Pi Py Pim | P Xy P(X,/y;)=py /P,
X, P21 | Pz P2 Pom | Pa. X, P(X, /y;) =Py /P,
X Pu Pi, pij Pim pi. X; P(Xi /yj) = pij /p.j
Xn pnl pnz pnj pnm pno Xn P(Xn /yj) = pnj /p.j
pol poZ p-J pom 1 1

P(Xi/yj)=P(X=Xi/Y=yj)=

P[X:xi;Y=yj]_ P;

e,

con P(Y=y)>0

En esta expresion y; es fijoy x; varia sobre todos los posibles valores de la variable

aleatoria X.

+ La distribucion de probabilidad condicionada de la variable aleatoria discreta Y cuando

X =X, sera:
K Y Ply,/X=x]
X y1 y2 yj ym y,- — N
Xy P11 P12 Py Pim Pi. V2 Py, /x)=p,/p.
X, P2y P2, Py; Pom | Pa. Y, P(y,/Xx)=p,/p.
X Pu Pi, P; Pim Pi. Y; P(yJ' %)= Pj /p.
Xn pnl pn2 pnj pnm pn- ym P(ym /Xi) = pim /pi.
pol poz po] p.m 1 1

P(y,/x)=P(Y =y,/ X=x) =

P[X:xi;Y:yj]:&

pio

con P(X=x)>0

En esta expresion x; es fijo e y, varia sobre todos los posibles valores de la variable

aleatoria Y.

INDEPENDENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS: Sea una variable
aleatoria bidimensional discreta (X, Y), se dice que X e Y son independientes si, y sélo

si, se verifica:

pij:P(X:X;Y:y):pi.-p.j

V(X Y;)

obien, P(X, < X<X,; ¥V, <Y<Y,)=P(X, <X<X,).P(y,<Y<y,)




VARIABLE ALEATORIA BIDIMENSIONAL CONTINUA

Una variable aleatoria (X, Y) se dice que es continua si X e Y son continuas.

En términos mas precisos, se dice que una variable aleatoria (X, Y) es continua si existe
una funcién no negativa f(x, y) que para todos par (X, y) € R* verifica:

F(x,y)zj_ij_:f(u,v) dudv

donde F(x,y) es la funcion de distribucion de (X, Y). A la funcion f(x,y) se le denomina
funcién de densidad de (X, Y).

FUNCION DE DISTRIBUCION BIDIMENSIONAL CONTINUA: Dada una variable
aleatoria bidimensional continua (X, Y) a la funcién acumulativa

s

{(%,¥)

,f// F(X,y)=P(X<x;Y<Yy)

7

se denomina funcién de distribucion de (X, Y)

> X

P[Xl <X< Xy5 Y1 < Y < yz] = F(X21 yz) - F(X11 yz) - F(X21 yl) + F(Xl’ yl)

FUNCION DE DENSIDAD: Dada una variable aleatoria bidimensional continua (X, Y), la
funcion de densidad es una funcion no negativa f(x,y) que verifica:

J‘ f(x,y)dxdy =1
P[x, <X<x,; y,<Y<y,]= J.XZIyZ f(x,y) dxdy
Xy oYy
Se tiene entonces que la funcién de distribucién: F(x,y) = IX Jy f(u,v) dudv

2
Si F(x,y) es absolutamente continua, entonces: W =f(x,y)
Xvy

MOMENTOS DE UNA VARIABLE BIDIMENSIONAL CONTINUA: El momento de
ordenes (r, s) respecto a los pardmetros (c, k) de una variable aleatoria bidimensional

continua, se define:

M, . =E[(X=c) (YK | = [ (x=cy (y=kyf(x,y) dxay

—00 o —

= Momentos respecto al origen cuando ¢ =k =0, siendo los méas importantes:



oy =E (X)l(Y)OJ —E(X)=p, = j:jixf(x,y) dx dy

ooy =E[(X) (V) | =B =ny = [ yiCx.y) dxay

o, =E (X)l(Y)l] —E(X,Y) = jijixy f(x,y) dx dy

= Momentos respecto ala media o centrales, cuando c =o,, =p, y k=0, =pn,,
siendo los mas importantes:

hao =E[(X=1 ) (Y =1, )" | =0 = [ [ (x=1w, 7 1(x,y) dxay
hoo =E[ (X=1)" (Y=uy ) | =03 = [ [ (y-n,)*flx,y) dxdy

My = E|:(X ~ Hx )1 (Y —Hy )1} = J‘: J‘: (X=py)(y —ny)f(x,y) dxdy  covarianza

Supuesta en todos los casos la convergencia absoluta de las integrales.

La covarianza p,, se pude expresar: p,, = 0, — O .0y, , €S decCir, p, = o, — Uy Ky

DISTRIBUCIONES MARGINALES CONTINUAS: Una variable aleatoria bidimensional
continua (X, Y), con funcion de distribucion F(x,y) y funcién de densidad f(x,y), tiene

como funciones de distribucién marginales:

* F(x)=F(x, x) =J J f(u,y) dudy =J- f(u)du funcion de distribucion marginal de X

donde f(x) =J f(x,y)dy se denomina funcién de densidad marginal de X

o @y y
¢+ F,(y)=F(o,Y) =J. f(x,v) dxdv :I f,(v)dv funcion de distribucion marginal de Y
donde f,(y) =J f(x, y)dx se denomina funcién de densidad marginal de Y

DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS CONTINUAS: Sea una variable aleatoria
bidimensional continua (X, Y), con funcién de distribucion F(x, y) y funcién de densidad

f(x,y), se define:

+ Funcién de distribucion de X condicionada al valordeY =y:

Ixf(u,y)du
F(x/y)=P(X3x/Y:y):*°ofT



La funcion de densidad condicionada de X al valordeY =y:

Hx/y) = dF(dxX/ y) _ ffcx(,yy)/)

+ Funcién de distribucion de Y condicionada al valor de X = x:

Jyf(x,y)dv
F(y/x):P(YSy/X=x)=*°°fT

La funcion de densidad condicionada de Y al valor de X = x:

dr(y/x) _ f(x,y)

== =t

INDEPENDENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS: Sea una variable
aleatoria bidimensional continua (X, Y), se dice que X e Y son independientes si, y sélo
si, se verifica:

F(x,y) =FR(X).F,(y) Y(x,y)eR’

definicion equivalente sera: f(x,y) = f(x).f,(y) V(X,y)eR?

TRANSFORMACIONES LINEALES DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS:

La funcién de densidad g(z,t) de una variable aleatoria continua (Z,T), que surge de una
transformacion lineal de la variable (X, Y), existe en aquellos puntos donde el jacobiano

Sz 9z
JZMZSX Sy;,g
9(xy) |8t 9t

9x Yy

0

siendo la nueva funcion de densidad: g(z,t) = f[h,(z,t), h,(z,1)]. |3

donde h, y h, son las inversas, respectivamente, de g, y 0,
9X  9x
9(xy) |9z ot
9(z,1) S 3y
9z ot

Despejando (X, Y) en la transformacion se calcula el jacobiano J, =



COVARIANZA. PROPIEDADES
La covarianza p,, es uno de los momentos centrales de mas interés, se define:
1y, = Cov(X, Y) =E([X-E(X)].[Y -E(Y)])

se suele representar por Cov(X, Y), o, , 1,

Si se representan los quince pares de valores (x;, y,;) se obtiene la nube de puntos:

Y Cov(X,Y)>0 Y Cov(X,Y)<0 Y Cov(X,Y)=0
Ve O Ys [ Y

Vs | B ¥s | I | P B

Ys E E N Y. [ I y,/ m B ®

Ys L Yo [ I | y;/ @ B B

-l B - Y2 | Y. 8 B ®

i W 12 LI | Y, (|

g1 Xp X3 Xy X5 Xy X X Xy Xz X, X5 EG_X X, Xy Xy Xy X5 X X

La variable X aumenta cuando la variable Y aumenta
= Cov(X,Y)>0

La variable X disminuye cuando la variable Y disminuye

La variable X aumenta cuando la variable Y disminuye

= Cov(X,Y)<0 . L .
La variable X disminuye cuando la variable Y aumenta

= Cov(X,Y)=0 — Las variables aleatorias (X, Y) son independientes

¥ Cov(X,Y)=0
Ys
Ys [ | g
Adviértase que,
Vs [ _ _
. | I Cov(X,Y)=0 X< Las variables aleatorias (X, Y) NO son
3
y . independientes, existe una relacion no lineal entre X e Y,
2. " » relacion que puede ser de tipo cuadrético.
Y m
X, Xo Xy X, Xy X X

En consecuencia, la covarianza no es una medida de las relaciones o dependencias entre
dos variables aleatorias X e Y, Unicamente es una medida de la fuerza de la relacion lineal
entre XeY.

Un inconveniente para utilizar la covarianza, incluso como medida de la fuerza de la
relacion lineal entre X e Y, es que depende de las unidades de medida de las variables
aleatorias. Por ejemplo, si la variable aleatoria X se expresa en cm y la variable Y en kg,
la covarianza se expresa en cm. kg.

En este sentido, el coeficiente de correlacion resuelve el problema al ser un nimero
abstracto, es decir, expresarse sin unidades.



PROPIEDADES DE LA COVARIANZA
= La covarianza p,, se puede expresar en funcion de los momentos respecto al origen:
iy, = Cov(X, Y) =E([X=E(X)].[Y —E(Y)]) = oy, — 04501
Basta desarrollar la propiedad que define la covarianza:
iy, = Cov(X, Y) =E([X-E(X)].[Y —E(Y)]) = E([X = ay, ][ Y —ap,]) =
=E(XY =0, X =010 Y + 01y 0ty ) = E(XY) =0, E(X) =g E(Y)+ a1y 00, =
= 0y — Ogq Olyg — Oy Uy + Qg Ogy = Oy — Oy Oy
= SiXeY sondos variables aleatorias independientes, la covarianza p, =0
iy, = Cov(X, Y) =E([X-E(X)].[Y —E(Y)]) = E([X—ay, ][ Y —ap,]) =
=E(XY =0y, X =01y Y + 01 0, ) = E(XY) — g, E(X) =09 E(Y)+ 015 0, =
=E(X).E(Y) -0y E(X)—a,, E(Y)+0l, 00 = 0y 0y, — gy Oyg — Olyg Oy + Olyg Olgy =0

Cuando dos variables aleatorias son independientes se deduce que su covarianza es
cero. La inversa no es cierta, existen pares de variables dependientes que tienen
covarianza cero. En resumen,

X e Y independientes = p,, =Cov(X, Y)=0
n, =Cov(X,Y)=0 > XeY independientes

= Sean X e Y variables aleatorias, y sean también variables aleatorias aX y bY, siendo
a, b nimeros reales cualesquiera, se verifica:

Cov(aX,bY)=a.b.Cov(X, Y)

Cov(aX, bY) =E([aX -E(aX)].[bY —E(bY)]) =E ([aX —aE(X)].[bY —bE(Y)]) =

E([aX—aoy,)].[bY —bay,]) =

E[a.b.XY -a.b.ay.X-a.b.oy,.Y+a.b.oy,. 0] =
=a.b.E[XY -0 . X—0,. Y + 0. 00, | =
=a.b.(E(XY) -0, .E(X) = o . E(Y)+ 0y 00, ) =

=a.b. (0, — Gy 0y — Oy Oy + 0y - O, ) = LD (0, — g gy ) =

=a.b.Cov(X,Y)



La covarianza p,, conserva los cambios de escala y es invariante a los cambios de

origen. La propiedad anterior es extensible al caso de tener variables aleatorias de la
forma (aX+c) y (bY +d), teniendo en este caso:

Cov(aX+b, bY +d)=a.b.Cov(X, Y)
Cov(X, Y) = Cov(Y, X) = 0y — yy. 0,
Cov(X, X) = Var(X) = o2
Cov(X, X) =E([X—ay].[X—ay,]) =E[ (X—ay)’ | =0
Cov(X,k)=0 VkeR

X, Y, Z son variables aleatorias: Cov(X+Y, Z)=Cov(X, Z)+ Cov(Y, Z)

{X, Y variables aleatorias: Var(X+Y)=Var(X)+ Var(Y)+£2Cov(X Y)
X, Y variables aleatorias independientes: Var(X=*Y) = Var(X)+ Var(Y)
En efecto,
Var(X+Y) =E([(x+ ) -E(X = V)[) [ X ~E(X)] [Y—E(Y)])ZJ -
=E[X =, +E[Y —ag,] £ 2E[(X-0p) (Y — )] =

= Var(X)+ Var(Y)+2Cov (X, Y)
Si X e Y son independientes, Cov(X, Y)=0

Esta propiedad se puede generalizar, siendo (X;, X,,---, X) variables aleatorias
cualesquiera, se tiene:

Va{znlx} ZVar(X)+ZZCov(X,,X)

i, j=1
i<j

Sean (X,, X,,---, X) variables aleatorias cualesquieray (k,,K,, -, K, )numeros reales
cualesquiera, entonces:

Var[ikix} Zk2Var(X)+22k k,Cov(X;, X))

i,j=1
i<j

10



COEFICIENTE DE CORRELACION

El coeficiente de correlacion es un nimero abstracto (sin unidades) que determina la
fuerza de la relacion lineal entre las variables aleatorias, es decir, una medida numérica
del grado en que las variables estan relacionadas linealmente.

El coeficiente de correlacion lineal p entre las variables aleatorias (X, Y) se define:

Pxy

~Jvar(X).var(Y) G,.0, G, o,

Cov(X,Y) _E(X-EX)][Y-EM)]) EKX—E(X)J (Y —E(Y)ﬂ

Es decir, el coeficiente de correlacion es el valor esperado de los valores tipificados o
normalizados de X e Y.

= Silas variables X e Y son independientes, el coeficiente de correlacion p,, =0
Si X e Y son dos variables aleatorias independientes = p,, =o,, =0

3 Cov(X,Y) Oy _ O
JVar(X).var(Y) oy.0, 0,.0

=0

Pxy

Esta propiedad se puede generalizar para n variables aleatorias independientes
(X;, X,,-++, X,), pues si son independientes lo son dos a dos.

En consecuencia, la covarianza de dos cualesquiera sera nula y el coeficiente de
correlacion es cero. Las variables estaran incorreladas dos a dos.

= Silas variables X e Y aleatorias tienen varianzas distintas de cero: -1<p,, <1

Py =0 > No existe relacion lineal entre las variables aleatorias X e Y, diciendo
gue estan incorreladas.

P =1 > Existe relacion lineal entre las variables aleatorias X e Y,
dependencia funcional.

pyy =—1 — Existe relacion lineal entre las variables aleatorias X e Y,
dependencia funcional.

-1<pyy <0 Existe mayor relacion lineal en cuanto el coeficiente de
0 — correlacion se aproxime, respectivamente, masa -1 6 a 1,
0<py <1 es decir, estaran mas correladas.

11



RESUMEN DE PROPIEDADES DE MOMENTOS SIGNIFICATIVOS

Sean X e Y variables aleatorias

Media o Esperanza matematica

= La media es un operador lineal: = SiXeY independientes:
E(k) =k Hyy =E[X.Y]=E(X).E(Y)
Hy.y =E[X+Y]=E(X)+E(Y)

e, x = E[k+X] =k +E(X)

u . =E(k.X) =k.E(X)

Maxsy =E[a.X+b.Y]=a.E(X)+b.E(Y)

Varianza
= La varianza no es un operador lineal: = SiX e Y independientes:
Var(k) =0 0.y = Var[X+ Y] = Var(X)+ Var(Y)

oy.y = Var[X+Y]=Var(X)+ Var(Y)+£2Cov(X,Y)

ol , = Var(k.X) =k? Var(X)

Covarianza: p,; = llyy = Oyy = Oy — Oy .0y,

Cov(X, X) = Var(X) = c? = SiX e Y independientes:
Cov(a.X,b.Y)=a.b.Cov(X,Y) Cov(X,Y)=0
Cov(X,k)=0

Cov(X+Y, Z)=Cov(X,Z)+Cov(Y,2)

Coeficiente de correlacion: p,, =—-1L— = EHX_“X](Y_“Y ﬂ ~1<p,, <1

Gy .0y

= SiXeY independientes: p,, =0

12
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EJERCICIOS VARIABLES ALEATORIAS BIDIMENSIONALES

Ejercicio 1.- Un experimento consiste en lanzar tres veces una moneda. Sean las
variables aleatorias: X ="namero de caras en las tres tiradas" e Y ="diferencia en valor
absoluto entre el nimero de caras y el de escudos en las tres tiradas". Se pide:

a) Distribucion de probabilidad de (X, Y)

b) Media y desviacién tipica de las distribuciones marginales de X e Y
c) Covarianza y coeficiente de correlacion

d) ¢Son X e Y independientes?

e) Distribucion condicionadade Xa Y =3

f) Distribucién condicionadade Ya X =2

g) P[X<1;Y>0] , P[X=2] , P[Y<3]
Solucioén:

a) Espacio muestral: Q:{(c,c,c),(c,c,e),(c,e,c),(e,c,c),(c,e,e),(e,c,e),(e,e,c),(e,e,e)}

X(c,c,c)=3 Y(c,c,c)=3
X(c,c,e) = X(c,e,c) = X(e,c,c)=2 Y(c,c,e)=Y(c,e,c)=Y(ec,c)=1
X(c,e,e) = X(e,c,e) = X(e,e,c)=1 Y(c,e,e)=Y(ec,e)=Y(eecCc)=1
X(e,e,e)=0 Y(eee)=3

Distribucién de probabilidad:

N 1 3 p.. Probabilidades marginales:

; 1 3 3 1
0 0 1/8 1/8 Zpi.=p1.+p2.+p3.+p4.=_+_+_+_=1
i= 8 8 8 8
1 3/8 0 3/8 i1
2 38| o |3/8 ) .
3 0 18 | 8 Zp‘j:p°1+p02:§+§:1
=1
P.; 6/8 2/8 1

Adviértase que la probabilidad conjunta:

4 2
ZZpU =(O+lj+[§+0j+(§+0)+(0+1) =1
Ty 8 8 8 8
4 2 4 2 n m n m
Siendo: ZZpU => p. =Y p.,=1. Engeneral, Zpij =S'p. = Zp-i _1
i=1 =1 i=1 =1 i=1 j=1 i=1 =1

13
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b) Distribucion marginal de la variable aleatoria X:

X Pi. X P, Xiz Xi2 - P A
- 12
0 1/8 0 0 0 Media: MX:E(X)=OL10:ZXi_pi.:§=l5
1 | 3/8 | 3/8 1 3/8 o E 2 2
2 | 38 | 6/8 | 4 |18 | e o= Va0 tue =EX )= [EX0]
3 | Y8 | 3/8 9 9/8 E(OC) = oy = Y X2 p, =3
1 12/8 3 i-1

os = Var(X) = p,, = E(XZ)—[E(X)]Z =3-15°=0,75 —~ o,=4/0,75=0,866

+ Distribucion marginal de la variable aleatoria Y:

Y, P, | Y-Py | Yo |Yi-p, , 12
1| 68 | 6/8 | 1 | 68 | Median =E(Y)=og =2y, p,="7=15
3 | 2/8 | 6/8 9 | 18/8 ariama: <f - Var(y = v

1 12/8 3 arianza: o3 = Var(Y) = p,, = E(Y*)-[E(Y)]

2
E(Y?)=ag =) ¥} P, =3
=
o2 = Var(Y) = p,, =E(Y?)-[E(Y)] =3-152=0,75 — o, =1/0,75 = 0,866

c) Covarianza y coeficiente de correlacion

¢ La covarianza se define: p, =p,, =o,, =Cov(X,Y) =0, —a,.0y

2
DXy py
i—1

J

4
donde a,, = E(XY) = >’
i=1

Asi pues,

oy, = 0.1.O+0.3.1 + 1.1.§+1.3.0 + 2.1.§+2.3.0 + 3.1.0+3.3.1 zg=2,25
8 8 8 8 8

conlo cual, p,, =Cov(X,Y)=0,,—04,.0, =2,25-15.15=0

Sefalar que la covarianza p,, = Cov(X,Y) puede ser negativa, nula o positiva, siendo
una medida de la fuerza de la relacion lineal entre X e Y.

+ El coeficiente de correlacion lineal p,, es un ndmero abstracto (sin unidades) que
determina el grado en que las variables (X, Y) estan relacionadas linealmente.

Mxy

c, .0y

Se define: |p,, =

14



Mxy  _ 0 -0
6.0y 4/0,75.0,75

conlo cual, p,, =

Denotar que -1<p,, <1. Cuando p,, =0 no existe relacion lineal entre las variables X e
Y, diciendo que estan incorreladas.

d) Para que X e Y sean independientes se tiene que verificar: p;=p,.p,; Y(X,Y,)

Y
N 1 3 Pi.
0 P.=0 | I8 | p.=Y8 0. 16_
1 3/8 0 3/8 P = g-g—pl.-p.l
2 3/8 0 3/8 Las variables X e Y NO son independientes
3 0 8 1/8
p.; p.,=6/8| 2/8 1

Sefalar que cuando dos variables X e Y son independientes, es decir, cuando p; =p,, . p,;

V(x;,Y;), lacovarianza es cero. El caso contrario no se verifica. Es decir:

X e Y independientes = p,, =Cov(X,Y)=0
i, =Cov(X,Y)=0 > XeY independientes

o P[Xn(Y=3)]
e) Distribucion condicionadade Xa Y =3: P[X/Y =3]=
P(Y =3)
Y _
\ 1| 3 | op. x [ Pxiv=3)

y8 _1

0 o | y8 | ys 0 28" 2

1 |38 o |38 1 2 o
2/8

2 |38 o |38 2 2 o
2/8

78 _1

3 o | y8 | ys 3 28" 2
., | 6/8[[2/8]| 1 1

P[Xm(Y = yJ)J
P(Y:yj)

En general, [P[X/Y =y, |=

15



P[YN(X=2)]

f) Distribucién condicionadade Ya X=2: P[Y/X=2]=

P(X =2)
Y -
N 1| 3 |np. Y || P(YIX=2)
3/8
0 0o | 8 | y8 1 38 1
0

1 3/8| 0 | 3/8 3 38" 0
2 3/8| 0 |[3/8 1
3 0 | ¥y8 | y8
p., | 6/8|28] 1

PlYN(X=x)]

En general, |P[Y/X=x]= X =)
= Xi

s) P[XSl;Y>O] ,P[XZZ] , P[Y<3]

I I B - T o T N 1| 3

0 0 | y8 0 0 | y8 0 0 | Y8

1 3/8 | 0 1 3/8| 0 1 38| 0

2 38| 0 2 3/8| 0 2 3/8 | 0

3 0 | 18 3 0 | 18 3 0 | 18

P[X<1;Y>0]=P[X=0; Y=1+P[X=0; Y=3]+P[X=1; Y=1]+P[X=1; Y =3]=

1 3 4 1
=p11+p12+p21+p22:O+§+§+0=§=E

P[X22]=P[X=2;Y=1+P[X=2; Y=3]+P[X=3; Y=1]+P[X=3; Y=3]=

3 1 4 1
= P31+ P32 +Ps+ Py :§+O+O-i—§:§=E

P[Y<3]=P[X=0; Y=1+P[X=1; Y=1]+P[X=2; Y=1]+P[X=3; Y=1]=

=Py, +Py +Ps P —O+§+§+0—§—§
11 21 31 41 8 8 8 4

16



Ejercicio 2.- Sea una variable aleatoria bidimensional con distribucion de probabilidad

Se pide:

N -1 1
1 1/6 13
2 1/12 1/4
3 1/12 112

a) ¢Son X e Y independientes?

b) Hallar las medias y desviaciones tipicas de X e Y

c) Hallar las probabilidades: P[X<2; Y > 0]

d) Hallar el coeficiente de correlacion

Solucion:

a) Para analizar si X e Y son independientes hay que hallar las distribuciones marginales

P[X > 2]

P[Y <0]

de X e,y versiverificaque p,=p,.p,; V(X.,Y;)
Y
X\ -1 1 Pi.
1 1/6 1/3 1/2
2 1/12 1/4 1/3
3 1/12 1/12 1/6
P.; ]/3 2/3 1
1 11 1 12
pllzgzpln'p-1:E'§ p12:§:plo'po2:E'§
ool oo i1 1 12 2
21_12 2" 01_3'3_9 22_4 2e " 02_3'3_9
ool pii 1ot 12 1
12 "M 6’3 18 % 120 *TP 63 9

Luego las variables X e Y no son independientes.

b) Para hallar las medias y desviaciones tipicas de X e Y hay que considerar las
distribuciones marginales:

17



+ Distribucion marginal de la de la variable aleatoria X

X=X P.. X;- P Xi2 Xi2' Pi.
1 1/2 1/2 1 1/2
2 1/3 2/3 4 4/3
3 1/6 3/6 9 9/6
1 10/6 20/6
Media: a,, =, =E(X) = ZS:X p _10
- Oy = My . P =6
< 20
=E(X*) = X2.p.=—
oz = E(X?) Z Lp=
. . 20 (10) 20
Varianza: p,, = o5 = Var(X) = E(X*)-[E(X)] = ?_(Ej 36
. 5
Desviacion tipica: o, = \/; =0,745
+ Distribucion marginal de la variable aleatoria Y
Y :yj p.j yj' p.j yJ2 ylz p.j
-1 1/3 -1/3 1 1/3
1 2/3 2/3 1 2/3
1 13 1

2
; 1
Media: a, =p, =E(Y) = Zyj_ P, = 3
j=1
2
o, =E(Y?) = zyjz P, =1
j=1
1) 8
Varianza: p,, = o2 = Var(Y) = E(Y?) —[E(Y)]2 = 1_£§j =3

Desviacion tipica: o, = \/g =0,943

c) Probabilidades: P[X<2;Y>0] P[X>2] P[Y<0]

18



X\Y -1 | 1 > = N 1| 1
1 ve [ 3 1 | y6 | y3 1 [[ys | y3
2 | y2| ya 2 [y2 | ya 2 |y2|f ya
3 | y12 [y12 3 || y12 | y12 3 vz || y22
P[X<2; Y>0]=P[X=1; Y =1] + P[X=2; Y=1]=%+%=%

P[X22]=P[X=2; Y=-1 + P[X=2; Y=1] + P[X=3; Y=-1] + P[X=3; Y=1]=
1 1.1 1 6 1
=—t—t—F—=——=—
12 4 12 12 12 2

P[Y <0]=P[X=1; Y=-1] + P[X=2; Y=-1] + P[x=3; Y=-1] =24 2, 1 _1
6 12 12 3
d) Coeficiente de correlacion
Xi-Yj- Pj
Y
x\ -1 1 -1 1
1 1/6 13 -1/6 1/3
2 1/12 1/4 -2/12 2/4
3 1/12 1/12 -3/12 3/12
-7/12 13/12 6/12
3 2 1
= E(XY) = X.. — ==
(XY) ZZ YRS
. 10 1 1
Covarianza: o,, =Cov(X,Y)=o0,, —0,,.0y = 2 63" 18- -0,555
Coeficiente de correlacion: p,, = Oxe __—05% _ -0,79

c,.c, 0,745.0,943

X

Siendo p,, =-0,79, valor cercano a -1, existe una fuerte relacion lineal entre las
variables X e Y.

19



Ejercicio 3.- Sean (X, Y) los paquetes diarios que venden dos operadores de viajes,

cuya distribucion de probabilidad conjunta se refleja en la tabla:

Hallar la media, varianza y desviacion tipica de las variables: X, Y, X+Y, X-Y

Y
0 0,15 | 0,15 | 0,10
1 0,05 | 0,20 | 0,05
2 0,10 | 0,05 | 0,15

Solucioén:
X Y 0 1 2 P. X Pi X2 p.

0 0,15 | 0,15 | 0,10 0,40 0 0
1 0,05 | 0,20 | 0,05 0,30 0,30 0,30
2 0,10 | 0,05 | 0,15 0,30 0,60 1,20
P.; 0,30 | 0,40 | 0,30 1 0,90 1,50

Y- P, 0 0,40 | 0,60 1

yf. p.; 0 0,40 | 1,20 1,60

+ Distribucion marginal de la variable X:

3
Media: a,, =p, =E(X) = in. p.=0,9

i=1
3
oy =E(X*) = x7.p, =15
i=1

Varianza: p,, = 65 = Var(X) = a,, —a’, =15-0,9° = 0,69

Desviacion tipica: o, =4/0,69 =0,83

+ Distribucion marginal de la variable Y:

3
Media: a, =p, =E(Y)= Zyj. p,; =1

i=1
3
o =E(Y?) = Zyjz p., =16
i=1
Varianza: p,, =5 =Var(Y)=a,, -a =16-1 =0,6

Desviacion tipica: o, =4/0,6 =0,77
+ Distribucion de la variable (X+Y):

20



Media: p,., =E(X+Y)=E(X)+E(Y)=0,9+1=19

3 3
Se tiene: p,,, =E(X+Y) = Z
=1 j=1
Y
N 0 1 2
0 0,15 | 0,15 | 0,10
1 0,05 | 0,20 | 0,05
2 0,10 | 0,05 | 0,15

Varianza: o%,, = Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y)+2Cov(X,Y)

(Xi+yj)'pij

uy,y,=0.015+1.015 + 2.0,10 +
1.0,05+2.0,20 + 3.0,05 +
2.010 + 3.0,05 + 4.0,15 =19

X e Y no independientes

3 3
alle(xv)=Zin.yj. p, =1

Covarianza:

X 'yj' pij
Y
x\ 0 1 2 0 1 2
0 015 | 0,15 | 0,10 0 0 0
1 005 | 020 [ 005 0 0,20 | 0,10
2 0,0 | 0,05 | 015 0 0,10 | 0,60
0 0,30 0,7 1|

Gy = COV(X,Y) = 0y, — 0.0, =1-0,9.1=0,1

o2, = Var(X+Y) = Var(X)+ Var(Y) + 2Cov(X,Y) = 0,69 +0,6 + 2.0,1=149

Se tiene: o,y =E[(X+Y)* |-[E(X+Y)]

Y

N 0 1 2
0 0,15 | 0,15 | 0,10
1 0,05 | 0,20 | 0,05
2 0,10 | 0,05 | 0,15

E[(X+Y)’|=0.0,15 + 1.0,15 + 4.0,10 +

1.005 +4.0,20 + 9.0,05 +
4.010 + 9.0,05 +16.0,15 =51

Groy =E[(X+Y)|-[E(X+Y)] =51-19°=149 > o, =/149=122

+ Distribucion de la variable (X-Y):

Media: p, , =E(X-Y)=E(X)-E(Y)=0,9-1=-0,1

o2, = Var(X-Y) = Var(X) + Var(Y) - 2Cov(X,Y) = 0,69+0,6 —2.0,1=1,09
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Ejercicio 4.- Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional con funcion de densidad:

k O<y<x<l1l
0 restantes valores

f(x,y) = {

a) Hallar k para que sea funcién de densidad
b) Hallar las funciones de densidad marginales. ¢ Son X e Y independientes?
c) Hallar las funciones de distribucion marginales

d) Hallar las funciones de densidad condicionadas

Solucion:

a) Para que f(x,y) sea funcion de densidad tiene que verificarse: I I f(x,y)dxdy =1

1 px 1 X 1 1 X2 1 K
Ij kdxdy:j kU dyjdx:J‘ k[y];dx=kJ. xdx:k[—} =—=1 > k=2
0Jo 0 0 0 0 2 o 2

por tanto,
y
1
{2 O<y<x<l f(x,y) toma el valor 2
f(x,y) = en elinterior
0 restantes valores del triangulo

0 X

b) Funciones de densidad marginales:

f(x) :J f(x,y)dy :J‘ 2dy =2[y], =2x 0<x<1
—o0 0
0 1 1

f,(y) :J f(x,y)dx :J‘ 2dx = 2[x]y =2-2y O<y<l1
- y

X e Y son independientes cuando f(x,y) = f,(x).f,(y)

f(x).f,(y)=2x.(2-2y)=4x-4xy#2=1(x,y) luego no son independientes

c) Funciones de distribucion marginales:

Fl(x):j fl(t)dtzj fl(t)dtzj 2tdt:[t2}:=x2 0<x<1
o 0 0

y y y
Fz(y)zj fz(t)dt:J. fz(t)dt:J. (2—2t)dt=[2t—t2]2=2y—y2 O<y<1
—0 0 0

d) Funciones de densidad condicionadas:
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fxy) 2

f(x/y)= O<y<l1 O<x<l1
B(y) 2-2y
fixy) _ 2
fly/x)= =— O<x<1 O<y<1
(y/x) () 2x y

Ejercicio 5.- Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional con funcion de densidad:

1 Jyl<x;0<x<1
0 restantes valores

f(x,y) :{

a) Comprobar que f(x,y) es funcion de densidad

b) Hallar las medias de X e Y

c) Hallar las probabilidades: P{X<% ; Y<O} y P{X>% ; —%<Y<%}

Solucion:

a) f(x,y) es funcion de densidad si se verifica: J‘ j f(x,y)dxdy =1

—00 —00

_[_Z I_Zf(x, y) dx dy =_EJ: dx dy =Ll (J‘_XX dy] dx = Iol[y]fx dx = IOlZde = [lelj =1

en consecuencia, f(x,y) es funcién de densidad.

-1

b) Para hallar las medias de X e Y hay que calcular primero las funciones de densidad
marginales:

fl(x):J fx,y)dy=| dy=[y] =2x 0<x<1

b= [ foeyyc={ 7
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@ © el _X3 1 2
a, =M, =E(X)=] xf(x)dx=] x.2xdx=2 ?} :§
o -0 JO

o 0 0 el

0 1
o =p, =EM = [ yomay=[ yhomdy+ [ yeody= j y(L+y)dy + j y(i-y)dy =
0 -1 v 0 1 0

0 , 1 , y2 yso yz y31 1 1 1 1
= +y°)dy + -y)dy=|—+=—| +|=—-"%| =——+=-+=--=-=0
jl(y y)dy L(y y“)dy {2 3L {2 31 >t37373

c) Probabilidades: P X<l ; Y<0|y P X>i ; —£<Y<1
2 2 2 2

_ 1 Y2 0 12 0 12 o 12 2 12 1
Pl X<—=; Y<O}=I j f(x,y)dxdy:j I dy |dx = [v] dx:j xdx =|2—| ==
L 2 0 Jx 0 -x 0 - 0 2 8

0

1 1 1 J‘lj‘“ ! J‘“ J"/Z V2 ! 11
PIX>=: -=—<Y<=|= f(x,y)dxdy = dy |[dx = dx = dx=([x[_. ==
. 2 2 2} y2d -2 (x.y)dxdy y2\ J-12 Y 0 [y]fw V2 [ ]ﬂz 2

Ejercicio 6.- La funcion de densidad asociada a la emisidon de billetes de una compaiiia
area es:

Xx+y O<x<1l O<y<l1
0 en elresto

f(x,y) ={

a) Hallar la funcién de distribucion
b) Hallar las funciones de densidad marginales de X e Y

c) ¢Son X e Y independientes?

Solucion:
X y X @y X y X v2 y
a) F(x,y):j I f(u,v)dvdu:J‘ ‘.‘ (u+v)dudv:J. I (Uu+Vv)dv du=J. u[v]l +|—=| |du=
—0 o —0 0 0 0 0 0 0 2 0
X y2 uz X yz § yx2 y2x 1 , ,
= uy+—|du=y|—| +=—[u| += + =—(yX“+y° X 0<x<1l O0<y«l1
J‘O{y 2} y[zl 5 U+ = =Sy ) y
En consecuencia,
0 x<0 6 y<O0
%(yx2+y2x) 0<x<l 0<y<l

F(x,y) = Fl(x):%(x2+x) 0<x<1,y>1

Fz(y)=%(y+y2) 0<y<1, x>1

1 x>21,y2>1



Funciones de densidad marginales de X e Y

@ © el

1
f(x)=| f(xy)dy= (x+y)dy:x[y]2+[y?} :x+% O<x<1

o —o J O

@ © el

21
f,(y)=1 f(xy)dx= (x+y)dx:{x?} +y[x](1)=%+y O<y<1

o —0 v 0

Adviértase que:

_SR() _ 811 e w41 _SRk) _ 8|1 |1
f,(x) = ox —SX[Z(X +X)} X+ f,(y) Sy Sy[z(yw)} 5"

a) X e Y son independientes cuando se verifica f(x,y) = f,(x).f,(y)

1\/(1
f.(x).1,(y) :(X+EJ.(E+yj =X+Yy=1(XYy)

luego no son independientes.

Ejercicio 7.- La funcion de distribucion asociada a un fenédmeno de la naturaleza es:
1-e7).1-e”7) x>0, y>0
Fouy) - A8 a-e) y
0 en el resto
a) Hallar la funcién de densidad
b) Hallar las funciones de densidad marginales de X e Y
c) Hallar las funciones de densidad condicionadas

d) Calcular el coeficiente de correlacién

Solucién:

2 S((1-e7).(1-e” _eX
a) f(X1y):M:i|:SF(X,y):| i{ (( )-( ))} 6 |:(l_ey)8(l € )}:

9X 9y Sy 9X - Sy 9X S_y 9X

Ay
e‘X.M:e‘X.ey:e‘(“y):i x>0 ,y>0
Sy eX+y

_9

9y [a-e”).e =

e ™ x>0 y>0

Funcion de densidad f(x,y) =
0 en el resto

b) Funciones de densidad marginales
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® 0O 0 o0

f(x)=1 f(x,y)dy= I

0

0

e—(x+y) dy — j- e X gV dy =g J ey dy =—g* [e_y]o =—g* (_1) =e
0 0

o —0

(® O

Ly)=1 fxy)dx= j

0

0

e 0 dx = J e’.e*dx=e"’ J e*dx=-e"’ [e’x]: =-e’.(-)=e"’
0 0

Adviértase que X e Y son independientes al verificarse f(x,y) = f,(x).f,(y)
f(x,y)=e * =f(x).f,(y)=e *.e”
X eYindependientes = Lacovarianza p, =0, =0 = p=0

c) Funciones de densidad condicionadas

~(x+y)
focyy = 1O e f(x) al ser X e Y independientes
f,(y) e’
f(x,y) e ®¥ . .
fly/x)= =———=¢e "’ =f,(y) alserXeY independientes
f,(x) e
d) El coeficiente de correlacion p=o,, = Hu
G,.0,
a,, =u, =E(X)= x.f(x)dx =] x.e"dx= [—x.e‘X]: +] edx= [—x.e‘x —e‘x}: =1
o —x J0 J0

@ O ® 0 ™ 0

0 =p, =E(Y)=| y.hWdy=| yeVdy=[-y.e”| +| evdy=[-ye”-e’] =1

v 0 v 0

0

Nota: wa.exdx: [x.ex}:+“‘ e’xdx:[x.e’x—e’X]:
0

0

u=x du = dx

donde se ha realizado el cambio * o
dv = e ¥ dx v:j e’xdx:[—e’xjo
0

an:E(X.Y):I J x.y.f(x,y) dx dy:j J x.y.e Y dx dy:J‘ x.exdx.J- y.eVdy=1
0 0 0 0 0

0

0

x?.e *dx = [—xz.e‘X]: +J 2.x.e¥dx =

0

0

o,y = E(X?) = Jﬂo x*.f,(x)dx :j

0
= [—xz.e‘x]: +2[—x.e‘X —e‘x]: = [—xz.e‘X -2.x.e’* —2.e‘X]: =2
Andlogamente, o, =E(Y?)=2
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Ol =0,y —0s,=2-1=1 Gx=ﬁ=1
ol =0y, -0l =2-1=1 o, =1=1

covarianza: p,, =0, =0y, —0y.0y =1-11=0

0 . .
M Y 0 = Las variables son incorreladas

coeficiente de correlacion p=o,, =
c,.0, 11

Ejercicio 8.- La venta en un mercado de abastos lleva asociada la funcion:

k{xy+1} O<x<1l -1<y<l1
f(x,y) = 2
0 en elresto

a) Hallar k para que sea funcion de densidad
b) Hallar la funcion de distribucién
c) Funciones de densidad marginales y condicionadas

d) Se considera la transformacién Z=X-Y y T=X+2Y, hallar la funcion de densidad
de la variable (Z,T)

Solucioén:

a) f(x,y)>0 < k>0

Para que f(x,y) sea funcién de densidad debe verificarse que j J f(x,y)dxdy =1

[z [ [ 2o [ 2] ot

1
:j 2kdx = 2k[x], =2k =1 > k:%
0

Xy+2
i - 0 1 -1 1
La funcion de densidad f(x,y)=1 4 <X< <y<
0 en el resto

X ey
b) Funcién de distribucion F(x,y) =P(X<X,Y <y)= I I f(u,v) dv du

F(x,y)=JA:j_I”V4+2}dvdu=.[OXU {““2} ]du— j_[ [uv+2] dv)d
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X 2 X 2
=1J‘ ul L +2[v]y du:lj uy —£+2y+2 du =
4), 2 a -1 4 ), 2 2

1y (w) 1wy o | XA x(y+D)
_4{2(21 2(2J0+2y(u)0+2(u)0} TR

X' -0 x(y+1)

En consecuencia, F(Xx,y) =
16 2

0<x<1l -1<y«<l1

= Las funciones de distribuciéon marginales, resultan:

X @y x @l X 1
Fl(X):P(XSX):I J- f(u,v)dvdu:j j uv+2dvdu:J J UV+2 4y |du =
—o0 o —0 0 -1 4 0 -1 4
[ v, 2nm d xd ) <
=| vl 5 +Z[V]*1 u=| du=[u],=x 0<x<1
o0 1 o
@ X y 1 y 1 y
F(y)=P(Y <y) = I f(u,v)dvdu=j-j uv+2dvdu=-‘- j UV+2 4y ldu =
o —0 o -0 0 -1 4 0 1 4

Sl ] B [ 2o s (S 20

y2—1+y+1_ y2+8y+7
16 2 16

-1<y<1

También se podrian haber hallado a través de las funciones de densidad marginales:

@ © el

xy 1 X|Yy 1, «
f(x)=1 f(x,y)dy= ——4+=|dy=—|—| += =1
1(X) ._w( y)dy IRk el 2[y]_1
("~ ([xy 1] y[x2T 1, 4 y+4
f =1 f(x,y)dx= —+—|dx==|— | +=|x[ =
)= | feyydx=| 127 4|2 | 21X =73

@ X

F(x)=P(X<X) = fl(u)du:jxdu=[u]; =x 0<x<l1

0

o —0

ey

Tv+4 1| v? Yy 48y+7
) =P(Y<y)=| f)dv= dv==|fqay| =X 2YT0 g0y
,(y) =P(Y <) 2(V) _u 5 } 8{2 L 6 y

o —0

La funcion de distribucion conjunta:
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0 x<0 0 y<-1

20,2

Xy 1)+x(y+1) 0<x<1l -1<y«<1
16 2

F(x,y) =1 X 0<x<1l,y2>1

2

M ~1<y<1, x>1
16

1 x>1,y2>1

c) Las funciones de densidad marginales se pueden hallar a partir de la funcion de
distribucion conjunta:

3 x
9t

9t

9FE(x) 3 9F 9 |y*+8y+7 +4
f(x) = 1 ):_(X):1 () = (y) _ 9 |y +8y+7| y
9 X 9 X Sy Sy 16 8
o bien, a patrtir de la funcién de densidad:
100= [ tonay= [ 2% Hay=2[L] 21y -1
R I Jula 27 42, 2V
("~ (Txy 1] y_xz_1 1, 1 y+4
f =1 f(x,y)dx = ——4+=|dx==|—| += =
W)= | foenyde= | o d=g 5] =T
* Funciones de densidad condicionadas:
f(x, Xy+2)/4 Xy+2
Hy I x) = : y) _(xy+2)/4 _xy £1(y)
(%) 1 4
f(X/y):f(x,y):(xy+2)/4:2xy+4¢fl(x)
L) (y+4)/8 y+4
Las variables X e Y no son independientes al ser f(x,y) = f,(x).f,(y)
92 92
Z=X-Y 9x 9 1 -
d) En la transformacion J:M:: X oY =3=#0
T=X+2Y S(xy) |8t S8t 11
9x 9y
por lo que existe la funcién de densidad g(z,t)
9x
9
Despejando (X,Y) en la funcién de (Z,T) se calcula el jacobiano lemz z
8(zt) |8y
Sz
X_22+T
Z=X=Y o 2z=2x-2y |77 3 5 _80y) |23 Y3 _1
T=X+2Y T= X +2Y v _—Z+T Y9(zt) |-Y3 13 3
3
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La funcion de densidad g(z,t) = f[h,(z,1), h,(z,)]. |3

- O<xx<1l 0<2z+t<3

hl(z,t):22+t h(zt) = Z+t ’ <X< = < +1i<

3 3 -l1<y<l b -3<-z+t<3

[22+t}[—z+t}
3 3 1 22 +t)(-z+t
o(z.t) = 13 )( )
4 3 108

xy+2 0<x<1 (2z+t)(-z+t) 0<2z+t<3
f(x,y) = 4 -1<y<l1 o(z,t) = 108 -3<-z+t<3

0 en elresto 0 en elresto

Ejercicio 9.- Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional con funcion de probabilidad

. clx+y| x=-2,-1,012,y=-2,-1012
’ 0 en otro caso

a) Calcular el valor de la constante ¢

b) P[X=0,Y =2]
) P[X=1]

d) P[|X-Y|<1]
Solucion:

a) Para determinar el valor de la constante ¢ se elabora la tabla, siendo p; = c|xi + yj|

Y

X\ ) -1 0 1 2 Pi.
-2 4c 3c 2C C 0 10c
-1 3c 2C C 0 C 7c
0 2C C 0 C 2C 6C
1 C 0 C 2c 3c 7c
2 0 C 2C 3c 4c 10c
P.; 10c 7c 6¢ 7c 10c 40c

5 5 1 x,=-2,-1,0,1,2
1 —xi+yj|

ZZpu:40c:1 — c=4—0 = p; =140 y;=-2,-1,0,1,2

- 0 en otro caso

b) P[X:O,Y=2]:4—1O|O+2|:2—1O
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7
P[X=1]=7c=——
0 Plx=1=7c=75

zona sombreada 28 7

d) P[|X-Y|<1] = =40"10

P[|X-Y|<1]=P[X=-2,Y =-2]+P[X=-2,Y =-1]+
+P[X=-1Y =-2]+P[X=-1Y =-1]+P[X=-1Y = 0]+
+P[X=0,Y=-1+P[X=0,Y =0]+P[X=0,Y =1]+
+P[X=1Y=0]+P[X=1Y =1+P[X=1Y =2]+
+P[X=2,Y=1+P[X=2Y =2] = 28c = 28/40 = 7/10

Ejercicio 10.- Sean (X,Y) dos variables aleatorias independientes, cada una con la
funcién de densidad:

e x>0 e” >0
f () = f(y) = y
0 otrocaso 0 otrocaso

X

Calcular la funcion de densidad de la variable aleatoria X+ Y
Solucion:

Por ser variables aleatorias independientes, la funcidon de densidad conjunta de la variable
aleatoria bidimensional X+Y es:

e x>0,y>0
fX,Y(X' Y) = { Y
0 otro caso
. . = . u>0
La transformacién a aplicar es { siendo x>0 e y>0 { 0 u>v
= V>
9xX  9X

9(xy) [Su 8v
S(u,v) |8y Iy
Su v

Despejando (X,Y) en la funcion de (U,V) se calcula el jacobiano J, =

U=X+Y X=V 0
+ N 3, = 3(x,y) _ _ 1
V=X Y= U-V 9(u,v) |1 -

Funcion de densidad de la transformacion [hl(u,v) =V ; h,(uv)=u —v]:

fuv (W) = [N v), h,uv)]. [3] = [v, u=v]. [3] =, [v, u=v].|-1 =1, [v, u-v]
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-u

e—v—(u—v) —e
0 otro caso

u>0,v>0,u>v
fU’V(U,V) :fX,Y(V1 U_V) :{

Como se quiere obtener la funcién de densidad de la variable aleatoria U= X+Y, se
calcula la funcién de densidad marginal de U:

u u u ue’ u>0
f = f = -u = -u = . -u f —
L (u) L Ly dv L e'dv=e"[v] =u.e L (u) {O o6 Caso

Ejercicio 11.- Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional absolutamente continua con
densidad uniforme en el cuadrante unitario [O,l]x[o,l]. Calcular la funcién de densidad

conunta U=X+Yy V=X-Y

Solucién:
UtV 9x 3X| |1 1
U=X+Y B Qu 9v| | o
- 2 El jacobiano J, = SxY) _2 2.1
V=X-Y Y_U—V S(uv) 8y 3y 1 1 2
2 Su  Jv 2 2

Funcién de densidad de la transformacién [h,(u,v) = (u+V)/2 ; h,(u,v) =(u-v)/2]:

u+v u-v u+v u-—-v 1
fuu (U V) =f,y [Ni(uv), hy(uv)]. 3] =f,, {T T} 3] =",y {T T} ‘_E‘ -

Y=u Ve[O,l] O<u-v<2
v
LA
17
i O<u<?2: -1<v<il
fU,V(u’V): 2 G
0 enotrocaso 2
-1
v=u-2 YT-U
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Ejercicio 12.- Dada la variable aleatoria bidimensional (X,Y) absolutamente continua con
funcion de densidad conjunta

cx’y x’<y<1
0 €en otro caso

f(x,y) = {
Calcular:
a) El valor de la constante ¢
b) P[X > Y]

c) Funcidn de distribucion conjunta

Solucioén:

a) Para el calculo de la constante ¢ se procede:

w o 1/ p1l 1 szyz y=1
1=I I f(x,y) dy dx=I U [cxzy] dy ]dx:j 5
—o0 o —0 -1 x? -1 _
x=1
cx®  ox’ c ¢ { c c} 4c 21
= = — | —— +— = — > C=—
6 14| 6 14 6 14 21 4

2—1x2y x?<y<1
con lo cual, f(x,y)=1 4 0T

0 en otro caso

1/ X 1 2,,2
b) P[XZY]:I( %xzydy]dx:J [21);y

0 x? 0

y=X 1 4 6
dx — J‘ 21x ~ 21x dx —
e ol 8 8

=1

_{21x5 21X |7 21 21 42 21

40 56 | 40 56 280 140

dx=0

C) F(x,y):"‘X J-y f(u,v)dvdu

= -1<x<1,0<y«<1

R X 2,2 x 2,2 6
F(x,y):j j z—luzvdv du:'[ 21u°v du:J‘ 21u”y® 21u du =
vt Sy 4 -1 8 2 -1 8 8

v=u
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ferwyr 210u [T 70y
24 56 | . | 8
7., 3., 7,3
=Xy Sx oy -2
8 Y 8 8y 8

= -1<x<1l,y2>1

u=x v=1
F(x,y)=J- J 2—1u2v dv | du= !
u=-1\ o v=u? 4 8

= x>1,0<y<1

u=1 v=y
F(x,Y) =J U 271u2v dv] du = !
u=-1\ o v=u?

= x>1,y>1

u=1 v=1
F(x,y)=J- J 2oy av|du=|t
u=-1\ o v=u? 4 8

En consecuencia,

0
0

7

8
F(x,y)=17
8

7
4

1

3u’ |
8

{—X3y2—§X7+Z 2 3} :7X3 E
y=1

8 8 8
3 7 7

T3y 21 L2 2 _t\y_s

{8 Y 8 8y 81_1 4y 4

{—x3y2—§x7+zy2—§} -1
8 8 8 lye1 y

X<-1
y<0

-1<x<1,0<y«<1
-1<x<1l,y>1

x>1,0<y<1

x>21,y>1
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Ejercicio 13.- Dada la variable aleatoria bidimensional (X,Y) con funcion de distribucién

0 x<0
0 x>0,y<0
Xy 0<x<1,0<y<1
F(x,y) =
(%) X 0<x<l1l,y2>1
y x2>21,0<y<1
1 x>21,y2>1

Calcular la funcion de densidad conjunta de la v.a. bidimensional (X,Y)

Solucién:
a)

0 x<O 0 x<0

0 x>20,y<0 0 x>20,y<0
9F(xy) _Jy 0<x<l,0<y<1 f(x,y)=92F(X’y): 1 0<x<1l,0<y<1

9x 1 0<x<l1l,y2>1 9x Sy 0 0<x<l,y2>1
0 x>1,0<y<1 0 x>21,0<y«<1
0 x>21,y2>1 0 x>1,y2>1

1 0<x<1,0<y<1
0 enotrocaso

Por consiguiente, f(x,y) = {
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