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EJERCICIOS VARIABLES ALEATORIAS BIDIMENSIONALES

Ejercicio 1.- Un experimento consiste en lanzar tres veces una moneda. Sean las
variables aleatorias: X ="namero de caras en las tres tiradas" e Y ="diferencia en valor
absoluto entre el nimero de caras y el de escudos en las tres tiradas". Se pide:

a) Distribucion de probabilidad de (X, Y)

b) Media y desviacion tipica de las distribuciones marginales de X e Y
c) Covarianza y coeficiente de correlacion

d) ¢Son X e Y independientes?

e) Distribucion condicionadade Xa Y =3

f) Distribucién condicionadade Ya X =2

g) P[X<1;Y>0] , P[X=2] , P[Y<3]
Solucioén:

a) Espacio muestral: Q:{(c,c,c),(c,c,e),(c,e,c),(e,c,c),(c,e,e),(e,c,e),(e,e,c),(e,e,e)}

X(c,c,c)=3 Y(c,c,c)=3
X(c,c,e) = X(c,e,c) = X(e,c,c)=2 Y(c,c,e)=Y(c,e,c)=Y(ec,c)=1
X(c,e,e) = X(e,c,e) = X(e,e,c) =1 Y(c,e,e)=Y(ec,e)=Y(eecCc)=1
X(e,e,e)=0 Y(e,ee)=3

Distribucién de probabilidad:

N 1 3 p.. Probabilidades marginales:

. 1 3 3 1
0 0 1/8 1/8 Zpi.=p1.+p2.+p3.+p4.=_+_+_+_=1
i= 8 8 8 8
1 3/8 0 3/8 i1
2 38| o |3/8 ) .
3 0 18 | 8 Zp‘j:p01+p02:§+§:1
=1
P.; 6/8 2/8 1

Adviértase que la probabilidad conjunta:

4 2
ZZpU =(O+lj+(§+0j+(§+0)+(0+1j =1
im1 j=1 8 8 8 8
4 2 4 2 n m n m
Siendo: ZZpU => p. = p.,=1. Engeneral, Zpij =S'p. = Zp-i _1
i=1 =1 i=1 =1 i=1 j=1 i=1 =1
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b) Distribucion marginal de la variable aleatoria X:

X Pi. X P, Xiz Xi2 - P A
- 12
0 1/8 0 0 0 Media: “XzE(X)zam:ZXi-pi.:E:lF)
1 | 38 | 3/8 1 3/8 o E 2 2
2 | 38 | 6f8 | 4 |18 | e o= Va0 mua SECO- [E(X)]
3 | ¥y8 | 3/8 9 9/8 E(OC) = oy = Y X2, =3
1 12/8 3 i1

os = Var(X) = p,, = E(XZ)—[E(X)]Z =3-15*"=0,75 — o, =4/0,75=0,866

+ Distribucion marginal de la variable aleatoria Y:

Y, P, | Y-Py | Y o|Yi-p, , 12
1| 68 | 6/8 | 1 | 68 | Mediam =E(V)=o =2y, p,="7=15
3 | 2/8 | 6/8 9 | 18/8 Vatiara: o - Var(y = el

1 12/8 3 arianza: o3 = Var(Y) = p,, = E(Y?)-[E(Y)]

2
E(Y?)=ag =) Y} P, =3
=1
o2 = Var(Y) = p,, =E(Y?)-[E(Y)] =3-152=0,75 o, =1/0,75 =0,866

c) Covarianza y coeficiente de correlacion

¢ La covarianza se define: p, =p,, =o,, =Cov(X,Y) =0, —a,.0y

2
DXy by
i—1

J

4
donde a,, = E(XY) =’
i=1

Asi pues,

oy, = 0.1.O+0.3.1 + 1.1.§+1.3.0 + 2.1.§+2.3.0 + 3.1.0+3.3.1 zg=2,25
8 8 8 8 8

conlo cual, p,, =Cov(X,Y)=0,,—04,.0, =2,25-15.15=0

Sefalar que la covarianza p,, = Cov(X,Y) puede ser negativa, nula o positiva, siendo
una medida de la fuerza de la relacion lineal entre X e Y.

+ El coeficiente de correlacion lineal p,, es un ndmero abstracto (sin unidades) que
determina el grado en que las variables (X, Y) estan relacionadas linealmente.

Mxy

c, .0y

Se define: |p,, =




Hxy 0 -0
.0y 4/0,75.,0,75

conlo cual, p,, =

Denotar que -1<p,, <1. Cuando p,, =0 no existe relacion lineal entre las variables X e
Y, diciendo que estan incorreladas.

d) Para que X e Y sean independientes se tiene que verificar: p;=p,.p,; Y(X,Y,)

Y
N 1 3 Pi.
0 P.=0 | I8 | p.=Y8 oL 16_
1 3/8 0 3/8 P = g-g—pl.-p.l
2 3/8 0 3/8 Las variables X e Y NO son independientes
3 0 8 1/8
p.; p.,=6/8| 2/8 1

Sefalar que cuando dos variables X e Y son independientes, es decir, cuando p; =p,, . p,;

V(x;,Y;), lacovarianza es cero. El caso contrario no se verifica. Es decir:

X e Y independientes = p,, =Cov(X,Y)=0
i, =Cov(X,Y)=0 > XeY independientes

o P[Xn(Y=3)]
e) Distribucion condicionadade X a Y =3: P[X/Y =3]=
P(Y =3)
Y _
\ 1| 3 | op. x [ Pxiv=3)

ys _1

0 o | y8 | ys 0 28" 2

1 |38 o |38 1 9 o
2/8

2 |38 o |38 2 9 o
2/8

78 _1

3 o | y8 | ys 3 28" 2
., | 6/8[[2/8]| 1 1

P[Xm(Y = yj)}
P(Y:yj)

En general, [P[X/Y =y, |=




P[YN(X=2)]

f) Distribucién condicionadade Ya X=2: P[Y/X=2]=

P(X =2)
Y -
N 1| 3 |np. Y || P(YIX=2)
3/8
0 0o | 8 | y8 1 38" 1
0

1 3/8| 0 | 3/8 3 38" 0
2 3/8| 0 |[3/8 1
3 0 | ¥8 | y8
p., | 6/8|28] 1

PlYN(X=x)]

En general, |P[Y/X=x]= X =)
= Xi

s) P[XSl;Y>O] ,P[XZZ] , P[Y<3]

I I B - T o T N 1| 3

0 0 | y8 0 0 | y8 0 0 | Y8

1 3/8 | 0 1 3/8| 0 1 38| 0

2 38| 0 2 3/8| 0 2 3/8 | 0

3 0 | 18 3 0 | 18 3 0 | 18

P[X<1;Y>0]=P[X=0; Y=1+P[X=0; Y=3]+P[X=1; Y=1]+P[X=1; Y =3]=

1 3 4 1
=p11+p12+p21+p22:O+§+§+0=§=E

P[X22]=P[X=2;Y=1+P[X=2; Y=3]+P[X=3; Y=1+P[X=3; Y=3]=

3 1 4 1
= P31+ P32 +Ps+ Py :§+O+O-i—§:§=E

P[Y<3]=P[X=0; Y=1+P[X=1; Y=1]+P[X=2; Y=1]+P[X=3; Y=1]=

=Py, +Py +Ps P —O+§+§+0—§—§
11 21 31 41 8 8 8 4



N -1 1
1 1/6 13
2 1/12 1/4
3 1/12 112

Ejercicio 2.- Sea una variable aleatoria bidimensional con distribucion de probabilidad

Se pide:

a) ¢Son X e Y independientes?
b) Hallar las medias y desviaciones tipicas de X e Y
c) Hallar las probabilidades: P[X<2; Y > 0]

P[x>2]  P[Y<0]

d) Hallar el coeficiente de correlacion
Solucion:

a) Para analizar si X e Y son independientes hay que hallar las distribuciones marginales

de X e,y versiverificaque p,=p,.p,; V(X.,Y;)
Y
x\ -1 1 P
1 1/6 1/3 1/2
2 1/12 1/4 1/3
3 1/12 1/12 1/6
P.; ]/3 2/3 1
1 11 1 12
pllzgzpln'p-1:E'§ p12:§:plo'po2:E'§
ool oo 1111 12 2
21_12 2" 01_3'3_9 22_4 2e " 02_3'3_9
ool i1 1ot 12 1
12 "M 6’3 18 % 120 *TTCP 63 9

Luego las variables X e Y no son independientes.

b) Para hallar las medias y desviaciones tipicas de X e Y hay que considerar las
distribuciones marginales:



+ Distribucion marginal de la de la variable aleatoria X

X=X, p.. X;. p. X2 X2, p..

1 1/2 12 1 1/2

2 /3 2/3 4 4/3

3 1/6 3/6 9 9/6
1 10/6 20/6

3
Media: —u.=EX) =Y 'x.p =—
0y = Hy = E(X) .Zl: i P 5

3 20

Oy = E(Xz) = ZXIZ p.=—

=) 6

2

Varianza: oy = Gf( = Var(x) — E(XZ) . [E(X)]2 _ 2_6()_(%) e

Desviacion tipica: o, = \/g =0,745

+ Distribucion marginal de la variable aleatoria Y

Y=y, p.; Y- P, y? y; P,
-1 1/3 -1/3 1 1/3
1 2/3 2/3 1 2/3
1 13 1

2
; 1
Media: a,, =p, =E(Y) = Zyj_ P, = 3
j=1
2
e, =E(Y?) = zyjz .p,;=1
j=1
1) 8
Varianza: p,, = o2 = Var(Y) =E(Y?) —[E(Y)]2 = 1_£§] =3

Desviacion tipica: o, = \/g =0,943

c) Probabilidades: P[X<2;Y>0] P[X>2] P[Y<0]



X\Y -1 | 1 > = N 1| 1
1 ve [ 3 1 | y6 | y3 1 [[ys | y3
2 | y2| ya 2 [y2 | ya 2 |y2|f ya
3 | y12 [y12 3 || y12 | y12 3 vz || y22
P[X<2; Y>0]=P[X=1; Y =1] + P[X=2; Y=1]=%+%=%

P[X22]=P[X=2; Y=-1 + P[X=2; Y=1] + P[X=3; Y=-1] + P[X=3; Y=1]=
1 1.1 1 6 1
=—t—t—F—=——=—
12 4 12 12 12 2

P[Y <0]=P[X=1; Y=-1] + P[X=2; Y=-1] + P[x=3; Y=-1] =24 2, 1 _1
6 12 12 3
d) Coeficiente de correlacion
Xi-Yi- Pj
Y
x\ -1 1 -1 1
1 1/6 13 -1/6 1/3
2 1/12 1/4 -2/12 2/4
3 1/12 1/12 -3/12 3/12
-7/12 13/12 6/12
3 2 1
= E(XY) = X.. — ==
(XY) ZZ VP 5
. 10 1 1
Covarianza: o,, =Cov(X,Y)=o0,, —0,,.0y = 2 63" 18- -0,555
Coeficiente de correlacion: p,, = Oxe __—05% _ -0,79

c,.c, 0,745.0,943

X

Siendo p,, =-0,79, valor cercano a -1, existe una fuerte relacion lineal entre las
variables X e Y.



Ejercicio 3.- Sean (X, Y) los paquetes diarios que venden dos operadores de viajes,

cuya distribucion de probabilidad conjunta se refleja en la tabla:

Hallar la media, varianza y desviacion tipica de las variables: X, Y, X+Y, X-Y

Y
0 0,15 | 0,15 | 0,10
1 0,05 | 0,20 | 0,05
2 0,10 | 0,05 | 0,15

Solucién:
X Y 0 1 2 P. X;. Pi X2 . p.

0 0,15 | 0,15 | 0,10 0,40 0 0
1 0,05 | 0,20 | 0,05 0,30 0,30 0,30
2 0,10 | 0,05 | 0,15 0,30 0,60 1,20
P.; 0,30 | 0,40 | 0,30 1 0,90 1,50

Y- P, 0 0,40 | 0,60 1

yf. p.; 0 0,40 | 1,20 1,60

+ Distribucion marginal de la variable X:

3
Media: a,, =p, =E(X) = in. p. =09

i=1
3
oy =E(X*) = x7.p, =15
i=1

Varianza: p,, = 65 = Var(X) = a,, —a’, =15-0,9° = 0,69

Desviacion tipica: o, =4/0,69 =0,83

+ Distribucion marginal de la variable Y:

3
Media: a, =p, =E(Y)= Zyj. p,; =1

i=1
3
o =E(Y?) = Zyjz p., =16
i=1
Varianza: p,, =5 =Var(Y)=a,, -a, =16-1=0,6

Desviacion tipica: o, =4/0,6 =0,77

+ Distribucion de la variable (X+Y):



Media: p,., =E(X+Y)=E(X)+E(Y)=0,9+1=19

3 3
Se tiene: p,,, =E(X+Y) = Z
=1 j=1
Y
N 0 1 2
0 0,15 | 0,15 | 0,10
1 0,05 | 0,20 | 0,05
2 0,10 | 0,05 | 0,15

Varianza: o%,, = Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y)+2Cov(X,Y)

(Xi+yj)'pij

uy,y,=0.015+1.015 + 2.0,10 +
1.0,05+2.0,20 + 3.0,05 +
2.010 + 3.0,05 + 4.0,15 =19

X e Y no independientes

3 3
alle(xv)=Zin.yj. p, =1

Covarianza:

X 'yj' pij
Y
x\ 0 1 2 0 1 2
0 015 | 0,15 | 0,10 0 0 0
1 005 | 020 [ 005 0 0,20 | 0,10
2 0,0 | 0,05 | 015 0 0,10 | 0,60
0 0,30 0,7 1|

Gy = COV(X,Y) = 0y, — 0.0y, =1-0,9.1=0,1

o2, = Var(X+Y) = Var(X)+ Var(Y) + 2Cov(X,Y) = 0,69 +0,6 + 2.0,1= 149

Se tiene: o,y =E[(X+Y)* |-[E(X+Y)]

Y

N 0 1 2
0 0,15 | 0,15 | 0,10
1 0,05 | 0,20 | 0,05
2 0,10 | 0,05 | 0,15

E[(X+Y)’|=0.0,15 + 1.0,15 + 4.0,10 +

1.005 +4.0,20 + 9.0,05 +
4.010 + 9.0,05 +16.0,15 =51

Groy =E[(X+Y)|-[E(X+Y)] =51-19°=149 > o, =/149=122

+ Distribucion de la variable (X-Y):

Media: p, , =E(X-Y)=E(X)-E(Y)=0,9-1=-0,1

o2, = Var(X-Y) = Var(X) + Var(Y) - 2Cov(X,Y) = 0,69+0,6 —2.0,1=1,09



Ejercicio 4.- Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional con funcion de densidad:

k O<y<x<l1
0 restantes valores

f(x,y) = {

a) Hallar k para que sea funcién de densidad
b) Hallar las funciones de densidad marginales. ¢Son X e Y independientes?
c) Hallar las funciones de distribucion marginales

d) Hallar las funciones de densidad condicionadas

Solucion:

a) Para que f(x,y) sea funcion de densidad tiene que verificarse: I I f(x,y)dxdy =1

1 px 1 X 1 1 X2 1 K
Ij kdxdy:j ku dy]dx:J‘ k[y];dx:kJ. xdx:k[—} =—=1 > k=2
0Jo 0 0 0 0 2 o 2

por tanto,
y
1
{2 O<y<x<l f(x,y) toma el valor 2
f(x,y) = en elinterior
0 restantes valores del triangulo

0 X

b) Funciones de densidad marginales:

f(x) :J f(x,y)dy :J‘ 2dy =2[y], =2x 0<x<1
—o0 0
0 1 1

f,(y) :J f(x,y)dx :I 2dx = 2[x]y =2-2y O<y<l1
- y

X e Y son independientes cuando f(x,y) = f,(x).f,(y)

f(x).f,(y)=2x.(2-2y)=4x-4xy#2=1(x,y) luego no son independientes

c) Funciones de distribucion marginales:

Fl(x):j fl(t)dtzj fl(t)dtz.[ 2tdt:[t2}:=x2 0<x<1
o 0 0

y y y
Fz(y)zj fz(t)dt:J. fz(t)dt:J‘ (2—2t)dt=[2t—t2]2=2y—y2 O<y<1
—0 0 0

d) Funciones de densidad condicionadas:

10



fxy) 2

f(x/y)= O<y<l O<x<l1
BL(y) 2-2y
fixy) _ 2
fly/x)= =— O<x<1 O<y<1
(y/x) ) 2x y

Ejercicio 5.- Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional con funcion de densidad:

1 Jyl<x;0<x<1
0 restantes valores

f(x,y) :{

a) Comprobar que f(x,y) es funcion de densidad

b) Hallar las medias de X e Y

c) Hallar las probabilidades: P{X<% ; Y<O} y P{X>% ; —%<Y<%}

Solucion:

a) f(x,y) es funcion de densidad si se verifica: I I f(x,y)dxdy =1

—00 —00

_[_Z I_Zf(x, y) dx dy =_EJ: dx dy =Ll (J‘_XX dy] dx = Iol[y]fx dx = IOlZde = [lelj =1

en consecuencia, f(x,y) es funcién de densidad.

-1

b) Para hallar las medias de X e Y hay que calcular primero las funciones de densidad
marginales:

fl(x):J fx,y)dy=| dy=[y] =2x 0<x<1

b= [ foeyyc={ 7

11



@ © el _X3 1 2
a, =M, =E(X)=] xf(x)dx=] x.2xdx=2 ?} :§
o -0 JO

o 0 0 el

0 1
o =p, =EM = [ yomay=[ yhomdy+ [ yeody= j y(L+y)dy + j y(i-y)dy =
0 -1 v 0 1 0

0 , 1 , y2 yso yz y31 1 1 1 1
= +y°)dy + -y)dy=|—+=—| +|=—-"%| =——+=-+=--=-=0
jl(y y)dy L(y y“)dy {2 3L {2 31 >t37373

c) Probabilidades: P X<l ; Y<0|y P X>i ; —£<Y<1
2 2 2 2

_ 1 Y2 0 12 0 12 o 12 2 12 1
Pl X<—=; Y<O}=I j f(x,y)dxdy:j I dy |dx = [v] dx:j xdx =|2—| ==
L 2 0 Jx 0 -x 0 - 0 2 8

0

1 1 1 J‘lj‘“ ! J‘“ J"/Z V2 ! 11
PIX>=: -=—<Y<=|= f(x,y)dxdy = dy |[dx = dx = dx=([x[_. ==
. 2 2 2} y2d -2 (x.y)dxdy y2\ J-12 Y 0 [y]fw V2 [ ]ﬂz 2

Ejercicio 6.- La funcion de densidad asociada a la emisidon de billetes de una compaiiia
area es:

Xx+y O<x<1l O<y<l1
0 en elresto

f(x,y) ={

a) Hallar la funcién de distribucion
b) Hallar las funciones de densidad marginales de X e Y

c) ¢Son X e Y independientes?

Solucion:
X y X @y X y X v2 y
a) F(x,y):j I f(u,v)dvdu:J‘ ‘.‘ (u+v)dudv:J. I (Uu+Vv)dv du=J. u[v]l +|—=| |du=
—0 o —0 0 0 0 0 0 0 2 0
X y2 uz X yz § yx2 y2x 1 , ,
= uy+—|du=y|—| +=—[u| += + =—(yX“+y° X 0<x<1l O0<y«l1
J‘O{y 2} y[zl 5 U+ = =Sy ) y
En consecuencia,
0 x<0 6 y<O0
%(yx2+y2x) 0<x<l 0<y<l

F(x,y) = Fl(x):%(x2+x) 0<x<1,y>1

Fz(y)=%(y+y2) 0<y<1, x>1

1 x>21,y2>1



Funciones de densidad marginales de X e Y

@ © el

1
f(x)=| f(xy)dy= (x+y)dy:x[y]2+[y?} :x+% O<x<1

o —o J O

@ © el

21
f,(y)=1 f(xy)dx= (x+y)dx:{x?} +y[x](1)=%+y O<y<1

o —0 v 0

Adviértase que:

_SR() _ 811 e w41 _SRk) _ 8|1 |1
f,(x) = ox —SX[Z(X +X)} X+ f,(y) Sy Sy[z(yw)} 5"

a) X e Y son independientes cuando se verifica f(x,y) = f,(x).f,(y)

1\/(1
f.(x).1,(y) :(X+EJ.(E+yj =X+Yy=1(XYy)

luego no son independientes.

Ejercicio 7.- La funcion de distribucion asociada a un fenédmeno de la naturaleza es:
1-e7).1-e”7) x>0, y>0
Fouy) - A8 a-e) y
0 en el resto
a) Hallar la funcién de densidad
b) Hallar las funciones de densidad marginales de X e Y
c) Hallar las funciones de densidad condicionadas

d) Calcular el coeficiente de correlacién

Solucién:

2 S((1-e7).(1-e” _egX
a) f(x1y)zmzi|:glz(x’y):| i{ (( )-( ))} 6 |:(1_ey)8(1 € )}:

9X 9y Sy 9X - Sy 9X S_y 9X
-9

Ay
e‘X.M:e‘X.e‘y:e‘(“y):i x>0 ,y>0
Sy

[(1_ e—y).e—x] = 9y Xty

e ™ x>0 y>0

Funcion de densidad f(x,y) =
0 en el resto

b) Funciones de densidad marginales

13



® O 0 o0

f(x)=1 f(x,y)dy= I

0

0

e—(x+y) dy — j- e X gV dy = J e dy =—g* [e_y]o =—g* (_1) =e
0 0

o —0

(® O

Ly)=1 fxy)dx= j

0

0

e 0 dx = J e’.e*dx=e"’ J e*dx=-e"’ [e’x]: =-e’.(-)=e"’
0 0

Adviértase que X e Y son independientes al verificarse f(x,y) = f,(x).f,(y)
f(x,y)=e * =f(x).f,(y)=e *.e”
X eYindependientes = Lacovarianza p, =0, =0 = p=0

c) Funciones de densidad condicionadas

-(x+y)
fxyy = 1O e f(x) al ser X e Y independientes
f,(y) e’
f(x,y) e ®¥ . .
fy/x)= =———=¢e "’ =f,(y) alserXeY independientes
f,(x) e
d) El coeficiente de correlacion p=o,, = Hu
G,.0,
a,, =, =E(X)= x.f(x)dx=]| x.e"dx= [—x.e‘X]: +] edx= [—x.e‘x —e‘x}: =1
o —x J0 Jo

@ O ® O ™ 0

0 =p, =E(Y)=| y.hWdy=| ye’dy=[-y.e”| +| evdy=[-ye”-e’] =1

v 0 v 0

0

Nota: wa.exdx: [x.ex}:+“‘ e’xdx:[x.e’x—e’X]:
0

0

u=x du = dx

donde se ha realizado el cambio * o
dv = e ¥ dx v:j e’xdx:[—e’X]O
0

an:E(X.Y):I J x.y.f(x,y) dx dy:j J x.y.e Y dx dy:J‘ x.exdx.J- y.eVdy=1
0 0 0 0 0

0

0

x?.e *dx = [—xz.e‘X]: +J 2.x.e%dx =

0

0

o,y = E(X?) = Jﬂo x*.f,(x)dx :j

0
= [—xz.e‘x]: +2[—x.e‘X —e‘x]: = [—xz.e‘X -2.x.e’* —2.e‘X]: =2
Andalogamente, o, =E(Y?)=2

14



Ol =0,y —0s,=2-1=1 Gx=ﬁ=1
o2 =0y, -0l =2-1=1 o,=1=1

covarianza: p,, =0, =04, —0y.0y =1-11=0

0 . .
M Y 0 = Las variables son incorreladas

coeficiente de correlacion p=o,, =
c,.0, 11

Ejercicio 8.- La venta en un mercado de abastos lleva asociada la funcion:

k{xy+1} O<x<1l -1<y<l1
f(x,y) = 2
0 en elresto

a) Hallar k para que sea funcion de densidad
b) Hallar la funcion de distribucion
c) Funciones de densidad marginales y condicionadas

d) Se considera la transformacién Z=X-Y y T=X+2Y, hallar la funcion de densidad
de la variable (Z,T)

Solucioén:

a) f(x,y)>0 < k>0

Para que f(x,y) sea funcién de densidad debe verificarse que j J f(x,y)dxdy =1

[z [ [ 2o [ 2] ot

1
:j 2kdx = 2k[x], =2k =1 > k:%
0

Xy+2
i - 0 1 -1 1
La funcion de densidad f(x,y)=1 4 <X< <y<
0 en el resto

X ey
b) Funcién de distribucion F(x,y) =P(X<X,Y <y)= I I f(u,v) dv du

F(x,y)=JA:j_I”V4+2}dvdu=.[OXU {““2} ]du— j_[ [uv+2] dv)d

15



X 2 X 2
=1J‘ ul L +2[v]y du:lj uy —£+2y+2 du =
4), 2 a -1 4 ), 2 2

1y (w) 1wy o | XA x(y+D)
_4{2(21 2(2J0+2y(u)0+2(u)0} TR

X' -0 x(y+1)

En consecuencia, F(Xx,y) =
16 2

0<x<1l -1<y«<l1

= Las funciones de distribuciéon marginales, resultan:

X @y x @l X 1
Fl(X):P(XSX):I J- f(u,v)dvdu:j j uv+2dvdu:J J UV+2 4y |du =
—o0 o —0 0 -1 4 0 -1 4
[ v, 2nm d xd ) <
=| vl 5 +Z[V]*1 u=| du=[u],=x 0<x<1
o0 1 o
@ X y 1 y 1 y
F(y)=P(Y <y) = I f(u,v)dvdu=j-j uv+2dvdu=-‘- j UV+2 4y ldu =
o —0 o -0 0 -1 4 0 1 4

Sl ] B [ 2o s (S 20

y2—1+y+1_ y2+8y+7
16 2 16

-1<y<1

También se podrian haber hallado a través de las funciones de densidad marginales:

@ © el

xy 1 X|Yy 1, «
f(x)=1 f(x,y)dy= ——4+=|dy=—|—| += =1
1(X) ._w( y)dy IRk el 2[y]_1
("~ ([xy 1] y[x2T 1, 4 y+4
f =1 f(x,y)dx= —+—|dx==|— | +=|x[ =
)= | feyydx=| 127 4|2 | 21X =73

@ X

F(x)=P(X<X) = fl(u)du:jxdu=[u]; =x 0<x<l1

0

o —0

ey

Tv+4 1| v? Yy 48y+7
) =P(Y<y)=| f)dv= dv==|fqay| =X 2YT0 g0y
,(y) =P(Y <) 2(V) _u 5 } 8{2 L 6 y

o —0

La funcion de distribucion conjunta:

16



0 x<0 0 y<-1

20,2

Xy 1)+x(y+1) 0<x<1l -1<y«<1
16 2

F(x,y) =1 X 0<x<1l,y2>1

2

M ~1<y<1, x>1
16

1 x>1,y2>1

c) Las funciones de densidad marginales se pueden hallar a partir de la funcion de
distribucion conjunta:

3 x
9t

9t

9FE(x) 3 9F 9 |y*+8y+7 +4
f(x) = 1 ):_(X):1 () = (y) _ 9 |y +8y+7| y
9 X 9 X Sy Sy 16 8
o bien, a patrtir de la funcién de densidad:
100= [ tonay= [ 2% Hay=2[L] 21y -1
R I Jula 27 42, 2V
("~ (Txy 1] y_xz_1 1, 1 y+4
f =1 f(x,y)dx = ——4+=|dx==|—| += =
W)= | foenyde= | o d=g 5] =T
* Funciones de densidad condicionadas:
f(x, Xy+2)/4 Xy+2
Hy I x) = : y) _(xy+2)/4 _xy £1(y)
(%) 1 4
f(X/y):f(x,y):(xy+2)/4:2xy+4¢fl(x)
L) (y+4)/8 y+4
Las variables X e Y no son independientes al ser f(x,y) = f,(x).f,(y)
92 92
Z=X-Y 9x 9 1 -
d) En la transformacion J:M:: X oY =3=#0
T=X+2Y S(xy) |8t S8t 11
9x 9y
por lo que existe la funcion de densidad g(z,t)
9x
9
Despejando (X,Y) en la funcién de (Z,T) se calcula el jacobiano lemz z
8(zt) |8y
Sz
X_22+T
Z=X=Y o 2z=2x-2y |77 3 5 _80y) |23 Y3 _1
T=X+2Y T= X +2Y v _—Z+T Y9(zt) |-Y3 13 3
3

17




La funcion de densidad g(z,t) = f[h,(z,1), h,(z,)]. |3

- O<xx<1l 0<2z+t<3

hl(z,t):22+t h(zt) = Z+t ’ <X< = < +1i<

3 3 -l1<y<l b -3<-z+t<3

[22+t}[—z+t}
3 3 1 22 +t)(-z+t
o(z.t) = 13 )( )
4 3 108

xy+2 0<x<1 (2z+t)(-z+t) 0<2z+t<3
f(x,y) = 4 -1<y<l1 o(z,t) = 108 -3<-z+t<3

0 en elresto 0 en elresto

Ejercicio 9.- Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional con funcion de probabilidad

. clx+y| x=-2,-1,012,y=-2,-1012
’ 0 en otro caso

a) Calcular el valor de la constante ¢

b) P[X=0,Y =2]
) P[X=1]

d) P[|X-Y|<1]
Solucion:

a) Para determinar el valor de la constante ¢ se elabora la tabla, siendo p; = c|xi + yj|

Y

X\ ) -1 0 1 2 Pi.
-2 4c 3c 2C C 0 10c
-1 3c 2C C 0 C 7c
0 2C C 0 C 2C 6C
1 C 0 C 2c 3c 7c
2 0 C 2C 3c 4c 10c
P.; 10c 7c 6¢ 7c 10c 40c

5 5 1 x,=-2,-1,0,1,2
1 —xi+yj|

ZZpu:40c:1 — c=4—0 >  p; =140 y;=-2,-1,0,1,2

- 0 en otro caso

b) P[X:O,Y=2]:4—1O|O+2|:2—1O

18



7
P[X=1]=7c=——
0 Plx=1=7c=75

zona sombreada 28 7

d) P[|X-Y|<1] = =40"10

P[|X-Y|<1]=P[X=-2,Y =-2]+P[X=-2,Y =-1]+
+P[X=-1Y =-2]+P[X=-1Y =-1]+P[X=-1Y = 0]+
+P[X=0,Y=-1+P[X=0,Y =0]+P[X=0,Y =1]+
+P[X=1Y=0]+P[X=1Y =1+P[X=1Y =2]+
+P[X=2,Y=1+P[X=2Y =2] = 28c = 28/40 = 7/10

Ejercicio 10.- Sean (X,Y) dos variables aleatorias independientes, cada una con la
funcién de densidad:

e x>0 e” >0
f () = f(y) = y
0 otrocaso 0 otrocaso

X

Calcular la funcion de densidad de la variable aleatoria X+ Y
Solucion:

Por ser variables aleatorias independientes, la funcidon de densidad conjunta de la variable
aleatoria bidimensional X+Y es:

e x>0,y>0
fX,Y(X' Y) = { Y
0 otro caso
. . = . u>0
La transformacién a aplicar es { siendo x>0 e y>0 { 0 u>v
= V>
9xX  9X

9(xy) [Su 8v
S(u,v) |8y Iy
Su v

Despejando (X,Y) en la funcion de (U,V) se calcula el jacobiano J, =

U=X+Y X=V 0
+ N 3, = 3(x,y) _ _ 1
V=X Y= U-V 9(u,v) |1 -

Funcion de densidad de la transformacion [hl(u,v) =V ; h,(uv)=u —v]:

fuv (W) = [N v), h,uv)]. [3] = [v, u=v]. [3] =, [v, u=v].|-1 =1, [v, u-v]

19



-u

e—v—(u—v) —e
0 otro caso

u>0,v>0,u>v
fU’V(U,V) :fX,Y(V1 U_V) :{

Como se quiere obtener la funcién de densidad de la variable aleatoria U= X+Y, se
calcula la funcién de densidad marginal de U:

u>0

u u u u.e™
f = f = -u = -u = . -u f —
L (u) L Ly dv L e'dv=e"[v] =u.e L (u) {O o6 Caso

Ejercicio 11.- Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional absolutamente continua con
densidad uniforme en el cuadrante unitario [O,l]x[o,l]. Calcular la funcién de densidad

conunta U=X+Yy V=X-Y

Solucién:
UtV 9x 3X| |1 1
U=X+Y B Qu 9v| | o
- 2 El jacobiano J, = SxY) _2 2.1
V=X-Y Y_U—V S(uv) 8y 3y 1 1 2
2 Su  Jv 2 2

Funcién de densidad de la transformacién [h,(u,v) = (u+V)/2 ; h,(u,v) =(u-v)/2]:

u+v u-v u+v u-—-v 1
fuu (U V) =f,y [Ni(uv), hy(uv)]. 3] =f,, {T T} 3] =",y {T T} ‘_E‘ -

Y=u Ve[O,l] O<u-v<2
v
LA
17
i O<u<?2: -1<v<il
fU,V(u’V): 2 G
0 enotrocaso 2
-1
v=u-2 YT-U

20



Ejercicio 12.- Dada la variable aleatoria bidimensional (X,Y) absolutamente continua con
funcion de densidad conjunta

cx’y x’<y<1
0 €en otro caso

f(x,y) = {
Calcular:
a) El valor de la constante ¢
b) P[X > Y]

c) Funcidn de distribucion conjunta

Solucioén:

a) Para el calculo de la constante ¢ se procede:

w o 1/ p1l 1 szyz y=1
1=I I f(x,y) dy dx=I U [cxzy] dy ]dx:j 5
—o0 o —0 -1 x? -1 _
x=1
cx®  ox’ c ¢ { c c} 4c 21
= = — | —— +— = — > C=—
6 14| 6 14 6 14 21 4

2—1x2y x?<y<1
con lo cual, f(x,y)=1 4 0T

0 en otro caso

1/ X 1 2,,2
b) P[XZY]:I( %xzydy]dx:J [21);y

0 x? 0

y=X 1 4 6
dx — J‘ 21x ~ 21x dx —
e ol 8 8

=1

_{21x5 21X |7 21 21 42 21

40 56 | 40 56 280 140

dx=0

C) F(x,y):"‘X J-y f(u,v)dvdu

= -1<x<1,0<y«<1

R X 2,2 x 2,2 6
F(x,y):j j z—luzvdv du:'[ 21u°v du:J‘ 21u”y® 21u du =
vt Sy 4 -1 8 2 -1 8 8

v=u

21



ferwyr 210u [T 70y
24 56 | . | 8
7., 3., 7,3
=Xy Sx oy -2
8 Y 8 8y 8

= -1<x<1l,y2>1

u=x v=1
F(x,y)=J- J 2—1u2v dv | du= !
u=-1\ o v=u? 4 8

= x>1,0<y<1

u=1 v=y
F(x,Y) =J U 271u2v dv] du = !
u=-1\ o v=u?

= x>1,y>1

u=1 v=1
F(x,y)=J- J 2oy av|du=|t
u=-1\ o v=u? 4 8

En consecuencia,

0
0

7

8
F(x,y)=17
8

7
4

1

3u’ |
8

{—X3y2—§X7+Z 2 3} :7X3 E
y=1

8 8 8
3 7 7

T3y 241 L2 2 _t\y_s

{8 Y 8 8y 81_1 4y 4

{—x3y2—§x7+zy2—§} -1
8 8 8 lye1 y

X<-1
y<0

-1<x<1,0<y«<1
-1<x<1l,y>1

x>1,0<y<1

x>21,y>1
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Ejercicio 13.- Dada la variable aleatoria bidimensional (X,Y) con funcion de distribucion

0 x<0
0 x=20,y<0
Xy 0<x<1,0<y<1
F(x,y) =
(%) Xx 0<x<1l,y2>1
y x2>21,0<y<1
1 x>21,y2>1

Calcular la funcion de densidad conjunta de la v.a. bidimensional (X,Y)

Solucioén:
a)

0 x<O 0 x<0

0 x>20,y<0 0 x>20,y<0
9F(xy) _Jy 0<x<1l,0<y<1 f(X,y)=82F(X’y): 1 0<x<1l,0<y<1

9x 1 0<x<l1l,y2>1 99X Sy 0 0<x<l,y2>1
0 x>1,0<y<1 0 x>1,0<y<1
0 x>21,y2>1 0 x>21,y2>1

1 0<x<1,0<y<1

Por consiguiente, f(x,y) =
0 enotro caso

23



Ejercicio 14.- Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional con funcion de probabilidad

o - clx+y| x=-2-1,012,y=-2-1012
: 0 en otro caso

a) Calcular el valor de la constante ¢

b) P[X=0,Y=2]
) P[X=1]

d) P[|X-Y|<1]
Solucion:

a) Para determinar el valor de la constante ¢ se elabora la tabla, siendo p; = c|xi + yj|

Y

x\ -2 -1 0 1 2 P.
-2 4c 3c 2C C 0 10c
-1 3c 2C C 0 C 7cC
0 2C C 0 C 2C 6¢c
1 C 0 C 2C 3c 7c
2 0 c 2C 3c 4c 10c
P.; 10c 7cC 6C 7c 10c 40c

5 1 1 | | x,=-2,-1,0,1,2
Zpij:4OC:l » C=— > p;=140 Y yj=—2,—1,0,1,2
e 40 )

- 0 en otro caso

b) P[X:O,Y:Z]:4—10|O+2|=2—10

7
PIX=1=7c=—
°) [ ] ¢ 40

zona sombreada 28 7

d P[|X-Y|<1] = 28c =" -=15

P[|X-Y|<1]=P[X=-2,Y =-2]+P[X=-2,Y =-1]+

+
T
X
I
=
<
I
2,
+
T
X
I
=
<
I
Ml
+
o
X
I
=
<
I
M,
+
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