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@ Un estadistico es cualquier funcién construida a partir de los
&» Valoresde la muestra.

Un estimador es un estadistico que se utiliza para estimar - calcular -
- aproximar el valor de un parametro poblacional desconocido.
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i ESTIMADORES PUNTUALES : INSESGADEZ. EFICIENCIA

La variable aleatoria poblacional "renta de las familias" del municipio de Madrid se

= distribuye siguiendo un modelo N(u, ) . Se extraen muestras aleatorias simples de
B = tamaio 4. Como estimadores del parametro p, se proponen los siguientes:
A X+ 2X, +3X%; . X3 —4x, O
= = = =X
Ky 6 K2 _3 H3
Se pide:

a) Comprobar si los estimadores son insesgados
b) éCual es el mas eficiente?

¢) Situviera que escoger entre ellos, écual escogeria?. Razone su respuesta a partir del Error Cuadratico
Medio.

Solucién:

a) Un estimador 0 es insesgado (o centrado) cuando se verifica E(é) =0

E(!:H) =E

[ X, +2X%, + 3%,
6

= %E[x1 +2X, +3x3:| = %[E(x1)+2E(x2)+ 3E(x3):| = %EGu] =u

E(ﬁz) =E _3

1 1 1
} = - JEx -4 ] =-S[Ea)-4E0G) ] =-Z[-3n] = »

E(l’is) =E

x1+x2+x3+x4}

N - el ] = LB +E) - E)+Ex)] -

1

_ 4 —
JLan]=n
Los tres estimadores son insesgados o centrados.

b) El estimador mds eficiente es el que tenga menor varianza.

N X; +2X, +3X 1
V[Hl]zv[ : 62 3}=£V[x1+2x2+3x3]:

1 1 2 14 , 2
= —|[V(X,)+4V(Xx,)+9V(x =—|1406° [=—0o°=10,390c
35 [Vx) +4V () +9V(x3)] 36[ ] >

v[i,] = v[xl:—:xz} = %V[x1—4x2:| = %[V(x1)+16V(x2)]=

- %[17&}: 19—702 — 1,892
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. 1
V[i,] = V[X1+X2:x3+x4} = VDt ax] =

1 1 4
= o[V + VIR + Vi) +Vix) ] = [ 46® |= —-o? = 0,256

El estimador [i, es el mas eficiente.

c) ECM(B)=E(0-0)2= V(B) + [b(é)]2 sesgo b(é):[E(é)—e]

Al ser los tres estimadores insesgados b(é) =0 > ECM(é) = V(é)

El error cuadratico medio coincide con la varianza, por tanto, se elige el estimador [i, por presentar

menor varianza.
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g ESTIMADORES PUNTUALES: INSESGADEZ. EFICIENCIA

El peso en kilos de los jamones vendidos por una empresa sigue una distribucién normal con
varianza 4 y peso medio desconocido. Se conoce que el peso medio de los jamones vendidos
es superior a 5 kg, y se toman m.a.s. de tamafio 4 para estimar 0.

éCual de los dos estimadores seria el mejor respondiendo a la insesgadez y eficiencia?

A X, +X, +X A X, + X
91= 1 2 3 92= 1 2
4 2

Solucién:
Lav.a X; = 'pesoenkgdelos jamones' sigue una distribucién normal de varianza c’=4

E(6,) = 6 + b(6,)
Sy
Sesgo
Para estudiar la insesgadez de los estimadores se calculan sus esperanzas:

Xy + Xy + X3

E(6,) = E{ A

1 3
} = Z[E(x1)+E(x2)+E(x3)] = Ze
i A , ~ ~ 3 1
El sesgo del estimador 0, sera: b(0,) = E(0,)— 0 = ZG -0 = _ZG

Xq + X,

E(6,) = E|: ;

1 2
]= E[E(><1)+E(x2)]= Ee =0
El estimador éz es insesgado, b(éz) =0

Atendiendo al sesgo se elige éz

Para analizar la eficiencia relativa de los dos estimadores se calculan las respectivas varianzas

A 1 1
V(o,) = V[W] = E\[V(Xl +i(2 +x3)] = E[V(x1)+V(x2)+V(X3):|

Observaciones
independientes

1 12
2 = =2

Vix)=4 16 16

3
4

A 1 1 1
V(6,) = V[MTXZ} - Z[V(Xl +x,)] = Z[V(x1)+V(x2):| = 28 =2

Respecto a la varianza se elige el estimador 6, por ser el de menor varianza.

Aparecen decisiones contrapuestas, de modo que el estimador se elige en base al error cuadratico
~ ~ A 72
medio: ECM(8) = Var(§) + [b(d)]
H_J

%—/

Varianza (sesgo)?
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o ) 0%+12 R
ECM(D,) = 24+ |- | = 2 T2 ECM(0,) = 2+0 = 2
(0,) [ 4) 6 (9,)

Se analiza cuando es mayor el ECM en el primer estimador 0, :

2
O *12 5 02520 = [6]>20 ~ 4,47

ECM(6,) > ECM(D,) —

Si 0 es en valor absoluto mayor que 4,47, el error cuadratico medio de 0, es mayor, con lo que se elige

el estimador 6, .

Se conoce que el peso medio de los jamones es superior a 5 kg, no queda duda que el estimador a elegir

(con menor error cuadratico medio) es 6,
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g ESTIMADORES PUNTUALES: EFICIENCIA. CONSISTENCIA

La distribucién de ingresos de cierta poblacién es una variable aleatoria con media p
desconocida y varianza o también desconocida. Se desea estimar el ingreso medio de la
poblacién mediante una m.a.s. de tamaiio n, respecto de la insesgadez y de la eficiencia.

éCual de los dos estimadores se eligen?. éSon consistentes?

1 1%
1 = —_— X 0 = — X
Wy ne 1 2%} n; i
Solucién:

Sealav.a x; ='ingresos de cierta poblacion' sigue una distribucién normal N(p, o) . Para analizar el

sesgo de los estimadores, se calcula la esperanza:

1 % 1 : 1 %
E(L,) = E| — X | = —E X: | = — E = ——(n
(k) n—1z ! n-1 z : n—1 o) = n— ( W) = 1}’l

i=1 i=1 i=1

E(,) = u+ b(l;) — Sesgodelestimador [i,: b(,) = E(1;) — p= —u - p= n

-1 n-1

n

£l = €| 230 = Lol x| - %gE(xi) = 2w =

i=1 i=1

El estimador |1, , que es la media muestral, es insesgado (centrado) y el estimador que se elige.

La eficiencia de los estimadores se analiza a través de su varianza:

. 1 ¢ 1

_1 n 1 n 1 n 1 o
i = 28| 2l |- 2w = Loy - 2
_n i=1 n i=1 nio1 n n

El estimador mas eficiente sera el de menor varianza. Comparando las varianzas de los estimadores:

2 2
. c no
V(g,) = o <

(n—1)

El estimador [1,, que es la media muestral, es el mejor tanto al sesgo como a la eficiencia.

= V(fi,) puestoque (n—1)> < n’

) . no? Un estimador es consistente
Los dos n'[)nw Epy)=p vy I|m Vin,) = nlmo (n—1)2 = si se aproxima al valor del
estimadores son ) parametro cuando el tamaiio
; . . R c
consistentes: lim E(i,)=p v I|m V(fi,) = lim —=0 de la muestra es
n— o n—o N suficientemente grande.
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g ESTIMADORES PUNTUALES: INSESGADEZ. ERROR CUADRATICO MEDIO

" - 3%, —2X, +X
M1 =X fi, ==+ 62 :

Solucién:

a) Insesgadez:
E(fy) = E() = p — b(iy)=0

3X; —2X,; +X3

1 1 2 1
c ]: E[3E(x1)—2E(x2)+E(x3)] = g(3u—2u+u) =g =3k

E(ﬁz) = E|: 3

.. ,. n N 1 2
E(H,) = b, + bKi,) —> Sesgo: bli,) = E(H,) —p=cp-p=-Ju
Respecto al sesgo es mejor el primer estimador [1, que es insesgado o centrado.

Varianza:
2
Var(y,) = o

3%, —2X, + X3

1 1
6 ) = S Var(3x -2+ x5) = —[9Var(x) +4Var(x,) + Var(x;)] =

Var(p,) = Var(

14, 7 »

= i 90‘2+462+62:| = c c
36 36 18

. . . n 7
Respecto a la varianza es mejor el segundo estimador p, por ser —o?< o’

El mejor estimador sera el que presente menor Error Cuadratico Medio:

ECM({i;) = V({) + [b{i)] = 6%+ 0 = o

a N ~ 2 7 2 2 2 7 2 4 2
ECM({i,) = V(ji,) +[b(i,)] = 0t 3] = o gk

El primer estimador i, serd mejor si:
4 X 18 2 2 8 2

o’ < l62+iu2 S U iuz - o’< W - olf< —p
18 9 18 9 9x11 11
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ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: INSESGADEZ. ERROR CUADRATICO MEDIO

oﬁﬂf Para analizar la caracteristica media p de una poblacién, se extraen m.a.s. de
TEISR ~ . . .
‘T~ tamafio n, considerando los estimadores de la media:

. X 1 N
My =X My = in

n+1 =

a) Estudiar la insesgadez, la eficiencia relativa y la consistencia de ambos estimadores
b) Elegir uno de los dos en término del error cuadratico medio

Solucién:

a) Insesgadez:

. _ 1 < 1 [ 1 1 1
. E(M) = E(X) = E{; Xi} = FE{;ZXIJ = ; ;E(XI) = ; (nu) = Hn

i=1 i=1

E(fly) = p+ b(f,) — Sesgo: b(fi) = E(fiy) —p= p-p =20

Ny = E| 1 I B U U R L
ElHa) = E[n+1zxi]  n+1 E[ZXJ n+1 ;E(Xi) n+1 (i) n+1

—0cuandon— «©

f_/%

n n n n np nu—np—p n
E(l,) =pn+b > b(i,)=E{,) —p= — -—p=-+—H+"F_ __RB
(L) =p (1) (ny) () — p ) p Nt 1
ﬁ_/

insesgado

asintoticamente

Eficiencia: Sean dos estimadores insesgados él y éz de un parametro desconocido 0. Se dice que él

es mas eficiente que éz si se verifica: Var(él) < Var(éz).

Var(él)

~

Var(0,)

La eficiencia relativa se mide por la ratio

V() = V® = VEY %) = 5 Y vix) = S (ne?) = <
nis n i1 n

n
V(i) = V izn:x 1 zn:V(x) -1 (oY) = "2
H2 ntl& ) T a2 e T T (1)’ (n+1)2
~ 2 2
Eficiencia relativa: Var(l:tl) = 26 /n = = (n+21) >1 — Var(ji,) > Var(ji,)
Var(i,) noc /(n+1) n

El estimador |1, tiene menor varianza, por lo que es mds eficiente que |1,

Instrumentos Estadisticos Avanzados 9
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Consistencia: Un estimador © es consistente cuando lim E(é)=0 y lim V(é)=0
n — oo n —©

Un estimador es consistente si se aproxima al valor del parametro cuando el tamafio de la muestra es
suficientemente grande.

lim E(i,)= lim E(X) = p
n— o n— o

[, = o2 es consistente
lim V()= lim — =0
n— o n—> o N
lim E(1,) = lim 1 =
. n— o o) = n— © H n+1 H)=H
K, = es consistente

. N . n )
lim V = lim o |=0
n—> o (uz) n—)oo|:(n+1)2 :|
b) Se elige el estimador que presente menor error cuadratico medio (ECM):
N N 2 N N 2 N N
ECM() = E(-0)>= V() + [b()]"  sesgo b(d) = [ E(B)-0]

2 2
~ N ~ (e) (o)
ECM(y,) = V(f,) + [ b(f,)] = —+0=—

~ N ~ 2 n 2 1 2 2 2
ECM(fi,) = V(fi,) +[b(i,)] = mc tlom) = S

El estimador [i, sera elegido si ECM([1,) < ECM(1,) — o <
n

no2 u?

(n+1)2 " (n+1)2

no?+p? 3 nc? p?

n+1)2  (n+1)? " (n+1)2

2
(o)
- —<
n

c? no? - n? (n+1)2c52—n2c52< m

n (+1)?  (n+1)? n(n+1)2 T (n+1)?

2 2 2
(2n+1)0'2 < 7 BN (2n+1) < u_z
n(n+1) (n+1) n c

-

2n+1 ? \ : X
Si < l»l_z — L, seelige antes que |1,
n c

2n+1 _ p? . i .
" ey — U, seeligeantes que [,

v

Si

Instrumentos Estadisticos Avanzados 10
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g ESTIMADORES PUNTUALES: INSESGADEZ

4 GASTOS

™Y La variable aleatoria X representa los gastos mensuales de una empresa, cuya funcién de
densidad es f(0, x) = 0x°~1 con 0>0 y 0< x < 1. Se realiza una muestra aleatoria

\‘ simple (m.a.s.) de tamafio 3, y se proponen tres estimadores:
2 2 2
A " X] +2X%; +3x%35 " X3 —2X; + 4Xx,
0, =X 0, = . 0, = .

a) Calcule los sesgos
b) Si la muestra que se obtiene es (0,7; 0,1; 0,3), calcule las estimaciones puntuales
c¢) éCuales son las funciones estimadas para las estimaciones anteriores?

Solucioén:

A X, +X, + X 1 0
aG=x:>E9=E¥}=—Ex+x+x ==-(Bu) = pu= ——
) 1 (1) |: 3 |:1 2 3:| (H) n 041
donde,

1
© 1 1 1 0X9+1 e
= f(x,0) dx = f(x,0) dx = 0x’ tdx = | 0x%dx = =
n I_wx (x, 0) dx on (x, 0) dx on X X .[o X dx |:9+1L 931
E,)= 0 + b(d,) — Sesgo: b(d,) = EB,) — 0 = 0 —9——92

1 1 . 1 1 e+1 e+1

" X2 +2x% +3x2
-E(62)=E|: 1 TR TS L By« 2608) + 3602) | = L(6ay) = a, = o

o o] 7]
o] 1 1
o, = E(x?) =I x2 f(x, 0) dx =I x2 f(x, 0) dx =j x20x%1dx =
o 0 0
1 9X9+2 1 0
0 0+2 o 0+2
2 2 2
N X7 +2x5 +3X
E©,) = E| — 27 _ 1 E(x?) + 2E(x2) + 3E(x2) | = a, = 0
6 6 —— —— — 0+2
o, ) L]
A A A A 0 02 +0
E(0,)=0 + b(0,) — Sesgo: b(0,) = E{0O,) -0 = -0 =-
(6,) (6,) go: b(d,) = £(8,) e s

A X, —2X, +4X 1 1 1 1 0
« E(0,) = E| =3 1 2 = ZE[x;-2x%, +4x, |= =(83p) = =p ==

(©5) { 6 } gL —2xran]= LBH = Ju 2 0+1

Instrumentos Estadisticos Avanzados 11
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) ! ! 1 0+1 1
p= Jl_wxf(x,e)dx = _[(,Xf(x'e)dx — onexe—l dx = L 8% dx — {Gx L 0

0+1

7 5 ; 5 1( 6 20%+6
E(0.)=0 + b(d Sesgo: b(0.) = E(0.) — 0 = = _9=_
(6;)= 6 + b(B;) — Sesgo: b(8;) = E(6;) 2(e+1) 2051)

b) Las estimaciones puntuales de la muestra (0,7;0,1; 0,3):

a 0,7+0,1+0,3
0, = = 0,367

3
A~ 0,7°+2.0,1% +3.0,32
0, = = 0,13

6

A 0,3-2.0,7+4.0,1 A
0;= c = - 0,117 — Nopuede ser, puestoque 6 >0

c) Las funciones estimadas para las estimaciones de la muestra:

f(8,,x) = elxel—l £(0,367, x) = 0,367 x>¥7~1 = 0,367 x~ %633

f(6,,x) = 0,x%271 = (0,13,x) = 0,13x>®"! = 0,367 x ¥

Instrumentos Estadisticos Avanzados 12
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ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: EFICIENCIA

La distribucion del peso de las manzanas de una determinada cosecha sigue una distribucion
normal, cuyo peso medio es desconocido y cuya desviacion tipica es de 7 gramos.
Se pide:

a) Analizar cudl de los estimadores [i,, [i, del peso medio es mejor respecto del sesgo y de la eficiencia,

para una muestra aleatoria simple de tamafo cinco.

5
n 1 o . . ,
b) Si p, = s E X; Y Hy= X + 2X, + 3X3 — 4%, — Xg, obtener los pesos medios estimados a partir de
i=1

la muestra (125, 135, 130, 137, 142).
Solucion:

a) El peso de las manzanas sigue una distribucidon N(p, 7). Se calculan las esperanzas para analizar el

sesgo de los estimadores.

. 1 1
E(fy,) = E[ngi} = EE[

= p+2p+3p—4p-—p=p

5
S DE[x]= <m0 = n
i=1

E(x,) + 2E(x,) + 3E(x3) — 4E(x,) —E(xs) =

i=1

5

Los estimadores [1,, [i, son insesgados (centrados).

Para analizar la eficiencia de los estimadores se obtienen las varianzas:

. 1 1 | 1< 1 49
V(i) = V E;xi =2V in _E;V[X‘] = (5049 = —

i=1
V([,) = V(x; +2x, +3x3 —4x, — Xs) = V(x;)+ 4V(x,)+ 9V(x3)+ 16V(x,)+ V(xg) =
= (49) + 4 (49) + 9 (49) + 16 (49) + (49) = 31(49) = 1519

Como los dos estimadores son insesgados y V([i,) < V(ii,) se elige como mejor el estimador i, , el

peso medio de la muestra de las cinco manzanas.

Instrumentos Estadisticos Avanzados 13
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g ESTIMADORES PUNTUALES: MAXIMA VEROSIMILITUD. EFICIENCIA. CONSISTENCIA

= Un atleta olimpico de salto de altura se enfrenta a un listén de 2,3 metros. Su entrenador desea
~_ 471 estudiar el comportamiento del saltador. Sabe que el nimero de saltos fallidos por hora es una
variable aleatoria distribuida como una Poisson de parametro A.

a) Calcular el estimador maximo verosimil del parametro A.
b) Analizar sus propiedades.

Solucién:

a) MAXIMA VEROSIMILITUD: El estimador de maxima verosimilitud (probabilidad conjunta) de 0 es el
formado por los valores (él, ., én) que maximizan la funcion de verosimilitud de la muestra

(X1, '“,Xn) obtenida:

L(B) = L(X; 0)= L(x,, ---,x,,;0) = P(x,,0). P(x,,0) --- P(x,,0) casodiscreto

L(6) = L(X; 0)= L(x,, ---,x,;0) = f(x;,0). f(x,,0) --- f(x,,0) casocontinuo

En muchas ocasiones, es mas practico encontrar el estimador de maxima verosimilitud al considerar la
funcién Soporte o Log-verosimilitud InL(X, 0), en lugar de la funcién de verosimilitud L(6), ya que es

mas facil de manejar y presenta los mismos maximos y minimos.

"o ~ InL
Se despeja 6=(0,, --- ,0,) delaecuacion: 3inL({6) = 0 y se obtiene el estimador de maxima

0=6
verosimilitud E.M.V(é)

En este sentido, sea lav.a. X ='Numero de saltos fallidos por hora'

X

En la distribucion de Poisson: P(X=x) = — e donde, E(x)=A , V(x)=A
x!

La funcién de verosimilitud L(X, A) en una muestra aleatoria simple de tamafio n:

n
2%
X i=1
AT et = A -ni

- e
X, !
I Ix.!
|
i=1

A
I e )\'.-.
X, !

LA = Lx,a) = J]Pex, M) =
i=1

Funcidn soporte o Log-verosimilitud:

n
i=1 in n
A -ni

e = In(A'"=! ) - In(H x1) + Ine™™) = zxilnx - ZIn(xi!) — ni
Hxi! i=1 i=1
_i=1

InL(X,A) = In
i=1

Instrumentos Estadisticos Avanzados 14
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n

InL(X, 1) = ) xlnh - Zn:ln(xi!) - nk
i=1

i=1
Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV (L), se deriva la expresidon anterior respecto

del parametro para obtener, sustituyendo A por A

SInL(X, A _ 5> Yx=-n =0 i="2 -x
O = A . :
= i= A=A

El estimador de maxima verosimilitud (estimador que ofrece mayor credibilidad) viene dado por la
media muestral EMV(?A») =X
b) Propiedades de Insesgadez, Consistencia y Eficiencia

Insesgadez

El estimador A es insesgado (centrado) si E(}z) =A

n i=1

E() = E[E ixi} - LeEx) =2 Y Ex) = =) = &
n n & n

. _ 1 1 < 1 A
V(A) = V(X) = V(; inJ = n—zi;V(xi) = n—z(nM =

i=1

Consistencia

Cuando no es posible emplear estimadores de maxima verosimilitud, el requisito minimo deseable para
un estimador es que sea consistente.

El estimador A es consistente cuando lim E(?A») =A vy lim V(?A») =0
n— o n— o

lim E(A) = lim A=A y lim V(L) = lim L
n— o n— o

n— n— o N

El estimador . es consistente

EFICIENCIA: Para que un estimador sea eficiente tiene que ser centradoy de varianza minima.
La varianza minima se analiza en virtud de la acotacion de Cramér-Rao:

n 2
[ 1.0 b(l)}
V(A) > CCR = S A - !.a varianza de cualquier estimador siempre es
: [9 INP(Xy, Xy, =+ , X, ; MJ igual o menor que la cota de Cramer-Rao.
9A

La cantidad de informacion de Fisher 1(A) puede simplificarse en una muestra aleatoria simple (m.a.s.),
obteniendo la expresion:

Instrumentos Estadisticos Avanzados 15
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0 - E[[sm P(X, Xy, -+ ) X, x)ﬂ . E[[SIn P(x; x)ﬂ
EY) kY

A 2
3 b(A)

— > V() >cCcer= -
n.Ehsm P(x ; x)] } n_Eﬂsln P(x ; MJ }
9 9

La cota de Cramér-Rao, también llamada desigualdad de Cramér-Rao o desigualdad de informacidn,
también se puede expresar:

V(L) > CCR =

V(X) > CCR = ! _ - 1 _ 1 _ 21
Hsunmx; m} } WA neh) E(%IP(M}
n.E|| —— n. 3
9 9
9% InP(x ;

A
siendo I,(A) = — E[ ):| la cantidad de informacion de Fisher para una muestra

92

El estimador es eficiente cuando V()A») = CCR

X

Siendo, P(X=x) = )”—I e
x!

InP(x,A) = In[i—je"”} = xInA — In(x!) — A

3InP(x,A)  x 1 - X—A
Y Y
2 2
JInP(x, L) X—\ 1 R 1 ., 1 A 1
En consecuencia, V(i) > il = &
n
ni
A

. . , A
El menor valor de la varianza del estimador sera —
n

R . A n
Se sabe que V(L) = V(X) = —, lo que muestra V(A) = CCR, el estimador empleado es eficiente.
n

3 InP(x, A) X
— 7 - 1
9 A V% A?

8 InP(x,A) _ X

OTRO PROCEDIMIENTO:
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9%InP(x; A) - 1 A 1
L0 = E[—} -] e - k-2

V(A) > CCR = = - M

g ESTIMADORES PUNTUALES: MAXIMA VEROSIMILITUD

VEROSIMILITUD

Una muestra aleatoria (x,, :-- ,x,) de la poblacién tiene como funcién de densidad

szee" si x>0

fe (x)=
en el resto

Hallar el estlmador de maxima verosimilitud de 0
Solucién

Funcidn de verosimilitud L(0)

L(e) = fe(Xl) fe(Xz) .o fe(Xn) = |:92X1e_exli| |:92X2e_exzi| . |:92Xne—exni| _

= 02" (xp ... x,) @ (Xt O OG) _gan

Funcion soporte o Log-verosimilitud:

L(6) = 6™ (x; ... X,) e_e‘gxi — InL(®) = In(OZ" (Xg ooe Xp) e_eElXiJ
= 1 e Xp = 1 %n

InL(©) = (2n)in6 + In[ [xi- 6D % > InLO) = (2n)In6 + D Inx; — 8D x
i=1 i=1 i=1 i=1

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud de 0 se deriva la expresion anterior respecto al
parametros sustituyendo 0 por 0, e igualando a cero:

9InL(6) 2n : o 2n
= |— - : 0 » 0=
% Je:é 0 " & e "

=6 X

Instrumentos Estadisticos Avanzados 17
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{’ ESTIMADORES PUNTUALES: MAXIMA VEROSIMILITUD
£ ".u'?'ﬂ

; ) ' Sea la distribuciéon N(u, 6), con la media y varianza desconocidas.
M
”‘ ,i[ Calcular los estimadores maximo-verosimiles de p y >
Solucion:
1 (x—p)?
2
Funcién de densidad poblacional: f(x,u) = ——e 20
o427
Funcién de verosimilitud:
1 _x1 - 1 _xp -y 1 _(xp—n)
2 2 2
L(X; u’62)= — o 20 — @ 20 o0 0 — e 20 —
2nc? 2nc? 2nc?
2 (-
i=1
1 - 2 02
-7 o a®
(27)2(c?)2
Funcioén soporte o Log-verosimilitud:
[ Zn: (x; - w)? ] \
i1 Z(Xi - lvl)2
1 B 2 n n i
. 27 _ L 2o __h _h 2y
n[LO w0 = In|— e = —2In21) - In(c’) —
(2m)2(c7)?

i(xi - lvl)z

In I:L(X; u,cz):l = —gln(Zn) - gln(cz) - T

Para obtener los estimadores de maxima verosimilitud de i y &% se deriva la expresién anterior

respecto de los parametros, sustituyendo p por i e o’ por &%, eigualando a cero:

n

(Xi_ﬁ-) X;
9InL(X; p, 62) B ; z
Su " B

— =0 > fi= =X
=i

SInL(X; p, c?)
9¢6?

i(xi_u)z i(xi_u)z
=1 =1
:|o'2

I
Q>
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9%InL(X; n
La condiciéon de maximo se verifica, pues: % =-—<0
7! . c
p=p

Los estimadores maximo-verosimiles de p y o2 son la mediay la varianza muestrales.
n
— 2
2 (% —X)
~2 i=1

Enconclusién, p=X y 6°=—=o¢
n

Instrumentos Estadisticos Avanzados 19
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g ESTIMADORES PUNTUALES: MAXIMA VEROSIMILITUD

Sea (x,, ‘- ,X,) una muestra aleatoria de tamafio n, distribuida segun f(x, 6) con 6
desconocido, donde X representa el tiempo mdaximo necesario para determinar un proceso
en segundos:

® 0<x<1;0>-
f(x’e):{(6+1)x 0<x<1; 0>-1

0 otro caso

a) Determinar el estimador maximo verosimil de 0

b) Determinar la estimacion maximo verosimil de 6 en una muestra aleatoria simple constituida por los

datos:
07 09 06 08 09 07 09 08

Estimar la probabilidad del tiempo maximo necesario para terminar un proceso, que no exceda de 0,25
segundos ni supere los 0,75 segundos.
20+1

0-1

c) Determinar el estimador maximo verosimil de: (i) 0+ 1 (i)

Solucién

n
a) Funcidn de verosimilitud: L(6) = L(X,0) = Hf(xi,e)
i=0

L(Xy, Xy, «e X3 0) = [(0+2)x8][(0+2)x8] ... [(6+2)x¢] = (9+1)"1£[xie
i=0

Funcidn soporte o Log-verosimilitud:

INL(X;, Xy, oon , X, ; 0) = |n[(e+1)"Hx?J = In(0+1)" + In[Hx?] = nin(6+1) + 6) Inx,

i=0 i=0 i=0
Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV (0), se deriva la expresion anterior respecto

del parametro para obtener, sustituyendo 6 por 0

SN L0xy, Xy, oo, Xy O) | = Zlnxi =0 > = —zlnxi
36 oy O0+1 = 0+1 o
O =EMV(O) = —— " _1

n
Z:Inxi
i=0

b) El estimador maximo verosimil de 6 con los datos de la muestra:

0 = — 8 -1 = 3,027
In0,7+ In0,9+ In0,6+ In0,8+ In0,9+ In0,7+ In0,9+ In0,8

Estimador méximo verosimil 6 = 3,027
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De otra parte,

0,75 . 0,75 . 5 . o+l o7
P(0,25 < X < 0,75) = j £(X,B)dx = j' B+1)x° dx = (6+1) — -
0,25 0,25 (9+1) 0.25
~ 10,75
_ Xe+1| = 0,757 _ 0.254%7 _ 031

0,25

La probabilidad del tiempo maximo necesario para terminar el proceso (entre 0,25 y 0,75 segundos) es
0,31

20+1
0-1

EMV[8+1] = EMV[O] + 1 = 8+ 1 = 3,027+ 1 = 4,027

c¢) Estimador maximo verosimilde 0+ 1 y

EMV 20+ 1 _ 2EMV(0) + 1 _ 2Ae+ 1 _ 2x3,027+1 _ 2,493
-1 EMV(Q) — 1 0-1 3,027-1
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g ESTIMADORES PUNTUALES: MAXIMA VERSOSIMILITUD

Calcular el estimador maximo verosimil del parametro 'a' de las funciones:

a) f(x,a)=a%

* siendo x > 0 en muestras aleatorias simples de tamafio n
b) f(x,a)=ae ®* para x>0, a>0 en muestras aleatorias simples de tamafio 2
Solucidn:

a) Funcidén de verosimilitud:

L(X,a) = L(xy,X,, ==+ ,X,;a) = (e *).(a%e ") ... (a’e™®*) = a’"e '=!

n
—ain

n
Funcién soporte o Log-verosimilitud: InL(X,a) = In(a*"e ! ) = 2nlIna - ain
i=1

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV(a), se deriva la expresién anterior respecto del
parametro para obtener, sustituyendo a por a e igualando a cero:

3InL(X,a)
Ja

>
N
S
x| | N

i=1

b) Funcién de verosimilitud: L(X,a) = L(x,, X,;a) = (ae ). (ae ) = a?e 2 +x)

Funcién soporte o Log-verosimilitud: InL(X,a) = In [a2 e 2l ”2)] = 2lna — a(x; +Xx,)
Derivando respecto de a, igualando a cero y sustituyendo a por a:

3InL(X,a n 2 1
SlnliX,a) = —— (X, +x;) =0 —> a= = —
Ja aey A a=3 X, +X%X, X
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g ESTIMADORES PUNTUALES: MAXIMA VEROSIMILITUD. EFICIENCIA

oE Q En un estacionamiento el nimero de veces que se abre la barrera en un intervalo de 10
el minutos, para que pasen vehiculos en un sector de seguridad, se considera una variable
g E = = aleatoria con distribucién de Poisson de pardmetro A desconocido.

)

J

a) En una muestra aleatoria de 8 intervalos de 10 minutos cada uno, elegidos de forma independiente,
se registra para cada intervalo el valor que toma la variable en estudio.

.3 [ s [ 8 | 7 | 4 | s [ 6 | 2 |

Encontrar la estimacidn maximo verosimil de A

b) Sea (x,, ‘- ,x,) una muestra aleatoria de tamafio n que sigue una distribucién de Poisson. Si

n
N X; X, + 3x . . . . <
A= E — A, = % son estimadores. Determinar el mejor estimador del parametro A
n
i=1

Solucién

a) X="Numero de veces que se abre la barrera en un intervalo de 10 minutos", X ~P(A)

X

—_— _x e
P(X,A) = X!e x=0,1,2,...

0 otro caso

e
et ... e = e
X !

n
Funcién de verosimilitud: L(A) = L(X,4) = [ [ P(x, M) =
i=1

Funcidn soporte o Log-verosimilitud:
n
X

i=1 ixi n n n
InL(X,%) = In 7“n e™ | = In(A'=? )—In[H xi!J + Ine™) = Y xInk — Y In(x!) - nd
i=1

i=1 i=1
I I X;!

i=1

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV(A), se deriva la expresion anterior respecto

del parametro para obtener, sustituyendo A por A

n ixi
M zozzxil_n =0 - i:'zl = X
A Ny ~ A . n
= i= A=A

El estimador de maxima verosimilitud viene dado por la media muestral EMV(}t) =X
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Utilizando la muestra aleatoria de ocho intervalos de 10 minutos, se obtiene el estimador maximo

verosimil:

3+5+8+7+4+5+6+2
2 =

A= 5

En consecuencia, en una muestra aleatoria de ocho intervalos de 10 minutos cada uno, elegidos de
forma independiente, la estimacién maxima verosimil corresponde a que la barrera se abre 5 veces.

b) Se analizan si los estimadores son o no insesgados, esto es, si la esperanza del estimador coincide con
el parametro a estimar.

n

ER,) = E| ) 0| = lzn:E(xi) = % = A
i=1

~in n &

X; +3X,
4

A+3A _

E(k,) = E( ) = %[E(x1)+ 3E(x,)] =

Ambos estimadores son insesgados.

Varianza de cada estimador:

n

Vik,) = v| Y —1Zn:V(x)—"7“—7‘
1/ — | T 5 il — 5 —
i=1n n2i=1 n2 n

a X, + 3X 1 A+ 9A 10 A 5\
V(A,) = V Q) = —[V(x,)+ 9V = — _24A
(2) ( 4 16[ () + V()] 16 16 8

La efectividad de los estimadores depende del tamafio de la muestra:
e Silamuestraesigualal (n=1) — iz es el estimador mas eficiente

» Silamuestraes mayorquel (n>1) — 7:1 es el estimador mas eficiente
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ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: EFICIENCIA

- M Enunadistribucién N(u, G) se estima la media poblacional p mediante la media de una
-J( muestra aleatoria simple (x;,x,,-*+,x,) por medio de la funcién muestral:
n
3
N =1
1}
n

Estudiese la eficiencia del estimador.
Solucién:

Un estimador es eficiente cuando V(é) = CCR

Para hallar la cota de Cramer-Rao se necesita saber en primer lugar si el estimador es insesgado o no, se
calcula para ello la esperanza matematica:

ZIX

E(f) = E[ = ZE(lx) = ZlE(x) = [E(x1)+ 2E(x,) + 3E(x3) + -+ + nE(x,)] =
= l[1,t+2u+ 3p+ -+ +np)] = E[1+2+ 3+ .- +n] = B, (+1)h = (n+1)u
n n }\ 2 2
El) = 1+ b(R) — sesgor b(R) = E@-p = " tu-p = Ty

Varianza del estimador:

ZIX

V() = ZV(lx) Z. V(x) = —[1 V(X)) + 22V(x,) + 32V(x) + - + n?V(x,) ] =
_ 11 2 2 2. 2, . 27 _ 9% [,2 2 2, 27 G_Zh(n+1)(2n+1)
—n2[10+20+3c+ +nc:| [1+2+3 +n:|—nk c

o’(n+1)(2n+1)

v(p) = on

Cota de Cramér-Rao: CCR =
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La Informacién de Fisher |, (p) = nl; (p) de la muestra se obtiene a partir de la funcién de densidad

poblacional:
2
S1InL(X, SZIan,
l,(p) = E J = —E %
Sp Sp
1 _x- )
2
Funcién de densidad poblacional: f(x, u) = e 2°
o427
_(x—1Lt)2

2 1 —u)?
e 2° = —Inoc - =In2xw — (x—p)

1
c\/ﬁ 2 262

Tomando logaritmos neperianos: Inf(x, 1) = In

- 2 2
Derivando respectoa . 9 Inflx,p _ _ 12 [-2(x-p)] = X 2” N Sinflx, w ) _ (x :l)
9“‘ 20 (0 S‘M o
2 2 2
La esperanza matematica: E[(MJ :| = E[—(X r ) } = 0_4 = iz
Su c c c

Atendiendo a la aditividad de esta medida: I(n) = nl (p) =

A 2
14 b
Sp (n+1)*c?

21”7 a
N E[[mn F(x, u)] } n
Sp

Cuando n>1 la varianza del estimador es mayor que la cota de Cramer-Rao, con lo que el estimador no
es eficiente:

2

CCR =

o2(n+1)(2n+1) S (n+1)?%c?
én 4n

= CCR

v(p) =

2
Sin=1 V(i) = CCR = o el estimador es suficiente.
n
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Oposiciones INE
G {““ “ﬁ’ De una poblacién que sigue una distribucién Poisson de pardmetro A

@" desconocido, se obtiene una muestra aleatoria simple de tamafio 3, (x,, x,, X3),
. Esmdistices m y se construyen los siguientes estimadores de la varianza poblacional:
3
A X; + X ~ A 1 —
2 2

Se pide:
a) éSon insesgados?

b) Calcular el error minimo cuadratico de V,

3
in , un estimador insesgado para la varianza poblacional?.
i=1

WK

¢) éEs la media muestral, X =

Compararla con el estimador V; .

d) ¢éAlguno de los estimadores propuestos es eficiente?
Solucién:

a) X~P(A) - E(X)=A, Var(X,)=2

A 1 1
E(V,) = E|:X1+szi| = [+ EbQ)] = Z(+2) = 2

Sesgo: b(Vl) = E(Vl) — A= A—A = 0 esunestimadorinsesgado o centrado

E(V,) = E[x,+ X, — 2%3] = E(x;) + E(x;) — 2E(x3) =A+A=-2% =0
Sesgo: b(Vz) = E(Vz) — A= 0-A = —X esunestimador sesgado

_1

3
\'A > Z(Xi — X)? es la cuasivarianza muestral, estimador insesgado de la varianza poblacional, en
i=1

consecuencia estimador insesgado de A

zn: (Xi - Y)2

3 n
~ 1 —\2 1 —\2 n i=1 n n2
V,=— Xi— X)" = —— X.— X)° = = o
3 2;( i~ X) n—1 ;( i~ X) n—1 n n—1

Siendo, E(6%) = Nl E(6?) = %l
n

. 3., 3 ., 32
EV) = E[262 | = 2E(6%) = 2420 = A
(Va) (26) 5 E(07) = 53

Por tanto, V; y V; son estimadores insesgados de la varianza poblacional.
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b) ECM(VZ) = Var(Vz)+ bz(\72) siendo b(\72) el sesgo de \72
var(V,) = Var[x, + X, — 2x3] = Var(xy) + Var(x,) + 4Var(xs) = A+A+4L = 6

ECM(V,) = 64 + (—A)> = 6A + A?

3
_ 1 . . . . L,
c) La media muestral x= — E X; un estimador insesgado de la media poblacional, también el
i=1

estimador V; es un estimador insesgado de la media poblacional.

A

1 1
X, + XZ_} = Z[Var(xl) + Var(x,)] = ZOH_M =3

Var(Vl) = Var[ 5
19 1% 1 1 A
Var(x) = Var Eizl:xi = EZ;Var(xi): 5 [Var(x,) + Var(x,) + Var(x;)] = §(l+l+%) =3

Se elige el estimador media muestral por tener menor varianza.

d) Para que un estimador sea eficiente tiene que ser centrado y de varianza minima. La varianza minima
se analiza en virtud de la acotacién de Cramer-Rao:

A 2
[“ Ssbxm}
La cota de Cramér-Rao para los estimadores sesgados: CCR = L)
n.
P(X=x)=)b—e_7“ — InP=xInA—=Inx! -4 — 6InP:1_1
x! OA A
. . ., . &*InPp
La cantidad de informacién de Fisher con una muestra: |, (A) = —E o0
d*InPp X X 1 A 1
=-— o> L(A)=-E-—=|= SEx = — ==
o2 A2 1) [ AZ} =0T =y

En el caso de los estimadores \71 y \73 gue son insesgados y tener una muestra de tamafiio 3, la cota de
1 1 A

3.,(0) ;. 1 3
A

El estimador media muestral es el eficiente al tener menor varianza.

Cramer-Rao se expresa: CCR =

2
~ 1+(-1

Cota de Cramer-Rao en el estimador sesgado V, : CCR = # =0
3 X x

No es eficiente, se ha visto que la varianza del estimador V, no es nula.

Instrumentos Estadisticos Avanzados 28



U X Universidad Auténoma
A de Madrid

ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: EFICIENC IA

En una distribucién N(u, 6) se estima la media poblacional p mediante la media de una

: — . . . ., ©
v\ / muestra aleatoria simple (x,,x,,+*,x,) . El estimador es insesgado y su varianza V(x) = —.
8. n

Demostrar que la media muestral es un estimador eficiente.
Solucion:

La varianza de un estimador verifica siempre la Cota de Cramer-Rao: V(é) > CCR.

Un estimador es eficiente cuando V(é) = CCR

2

1 1
Para obtener la cota de Cramer-Rao se parte CCR = 2] 9 InP(x; A)
de la funcién de densidad poblacional: n.E Sinf(x, ) -nE[— 5
S A
1 _(x—u)2
2
Funcidn de densidad poblacional: f(x,p) = ———e 20
c.\2m
Tomando logaritmos neperianos, se tiene:
_(x—u)2 1 5
2 —
Inf(x, p) = In e 27 | = —ino - Sinan - X=H)
G./2T 2 20

Derivando respectoa L. :

9 Inf(x, 1 X— 9Inf(x, )’ (x—p)?
xu _ [-2(c—p)] = 2u N (x,p) )" _ :l)
Su 20 c S o
2 Y 2
La esperanza matematica: E[[MJ :| = El:(x r) i| = 0—4 = iz
Sp c c c

Sustituyendo el valor de la esperanza matematica en la expresion de la cota para estimadores
insesgados:

1 1 ¢

2] 1
n.I{(\‘)Inf(x, u)j } n? n
Su

CCR =

La varianza del estimador coincide con la cota de Cramer-Rao, V(x) = CCR, concluyendo que la media

muestral es un estimador eficiente de la media poblacional en la distribucién norma
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g ESTIMADORES PUNTUALES: EFICIENCIA

TN A partir de una muestra aleatoria simple X de tamafio n, determinar la matriz de informacién
de Fisher de una poblacién con distribucidon N(u, ), respecto a los dos parametros u y o.

Solucién:

EFICIENCIA: Para que un estimador sea eficiente tiene que ser centrado y de varianza minima. La
varianza minima se analiza en virtud de la acotacién de Cramer-Rao (conocida también como
desigualdad de la informacion).

En el caso continuo:
1

2
N E[[SInf(x, u)) }
Sp

La informacidn de Fisher 1(0) es una cota inferior para la varianza de un estimador insesgado del

V(0) > CCR =

parametro.

Un estimador es eficiente cuando V(é) = CCR = I(0)?

Cuando se extiende la condicién de regularidad a la segunda derivada en un parametro bidimensional
0 = (u, o), se puede utilizar una forma alternativa de la informacion de Fisher para obtener una nueva

desigualdad de Cramer-Rao:
1 1 1

n. 1,0 RInL(x; 0)] 9% Inf(x)

V() > CCR =

Un estimador es eficiente cuando V(fi, ) = CCR = I(n, o)™

La matriz de informacion de Fisher I(i , &), matriz de segundas derivadas (Jacobiano), viene dada por la

expresion:
2 2
>0 L(h,0) ——InL(p,o)
Sudpu Sudoc
|(H ,G) =-E 32 2
InL ) InL ’
Sodp (o) S090c (w, o)
_(x—u)2
1 2c>'2

Funcién de densidad poblacional: f(x,p) = ———e
H G./2T
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Funcidn de verosimilitud:

. _xg-p? . _p-w? . _a-p?
2 2 2
L(X; H,62)= e 20 e 20 e o e e 20 —
2no?’ 2o’ 2nc?
> (x-p)?
i=1
1 - 20'2
T n a°
(2m)2 (c?)2
Funcidn soporte o Log-verosimilitud:
S (- ) C
Elx g Z(Xi—u)z
1 - 2 n n 1=
In[LXG 1w, 6%)] = In| ———Fe | = -5 n@2m)-Zin(e?) - S
(2m)?(c?)? 2o

Para determinar la informacion de Fisher se deriva respecto de los parametros p y ¢ la expresion:

Z(Xi—u)z
In [L(X; u,cz)] = —gln(Zn) - gln(cz) - :127

n Y ( ) z I,(Xi_M)2
SinL(u, o) 1 Z nL(y, o n i=1
_—_—m — . — B — + .
Sp czizl(x' H So c c°

: - o 1 - :
Se calculan las segundas derivadas | p= x , &%= = Z(Xi —%)? | para encontrar la matriz de
n i=1
informacidn de Fisher I(u,0)

Al ser x; un elemento de una muestra aleatoria simple de una poblacién normal N(u, c), se tiene que
E(x;—p) =0y E(x,—p)* = o*

$?InL(X; p, o) 9 (1 1
99 I T Sp STt ] e
Hop (x,5%) o i .82) (X, 5%) G
n
2 2 n ZZ(Xi_u)
L po)l L pe)| 8 A w| =
Sp o |(i,&2) 3o 3p |(Y,6'2) 8o | o? i=1 I x.52) c’ (%,82)
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n

>t n

9%InL(X; p, o) 9| n i n
5050 I o = 2t 2bew?
(o3 Xo) (i’&z) (o) (e) (o) (i’&z) (o) i=1
n
3) (x—p)°
_n ; I _n 3n6? _ _2n
02 (54 (i,&z) 62 64 62
2 2
Y i 0) ——InL(y, o) LI
Sud Sudc &2
I(w,0) = —E = - =
¥ L(w, o) ¥ L(p, o) o 2N
nL(p, o nL(p, o =
Sodpu H cdc H &

Instrumentos Estadisticos Avanzados 32

i
i




U X Universidad Auténoma
A de Madrid

ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: EFICIENCIA

——~Joveson —__ En la distribucion B(n, p) se considera como estimador del parametro p el estadistico
o Aty X
"~ p=—,siendo X la media muestral en muestras aleatorias simples de tamafio n.
Muest n

Hallar la eficiencia del estimador.

Solucién

Insesgadez: E(p)= E(ij =P _ p
n n
El estimador es insesgado o centrado

Un estimador es eficiente cuando su varianza coincide con la Cota de Cramér-Rao: V(p) = CCR

2 )
CCR = ! = = 21 1,(0) = — E{SIL(;'F))} Informacién de Fisher
E 91InP(x; p) _n.E 87 InP(x; p) 30
90 962

n
Se considera la funcién de cuantia de la distribucién binomial: P(x, p) = ( J p* (1-p)" "
X

Funcidn soporte o Log-verosimilitud:
n

InP(x,p) = In( J+ X.Inp + (n—x). In(1—p)
X

3InP(x,p)

X
9p p 1-p p(1-p) p(1-p)

E[[wﬂ _ E[(ﬂﬂ _Ex-np? _ nfO-F _  n

9p p(1-p) p’(1-p)*  pZ(1-p¥ P(1-p)

(h-x) _ (A-p)x-p{h-x)  x-np

En una distribucién binomial: E(X)= np, V(X) = E(X—np)* = np(1-p)

1 _ 1 _ p(l-p)
2 n 2
SInP(x; p) X n
“E[(ngg p” " p(1-p)

De otra parte, la varianza del estimador:

V(p) = VG) = nizV(i) = izx np(l-p) _ p(lz—p)

n n n

CCR =

. . - L. oA X
La varianza del estimador coincide con la cota de Cramer-Rao, con lo que el estadistico p=— es
n

eficiente.
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Oposiciones INE _
FB ““ “ﬂ’ Sea una poblacién definida por: P(X=-1) = 12—9 , P(X=0)= 6-;% ,

: 1-A
 Estadisticos (m P(X=1)=—, donde 0<6<1 ) O<A<l1.
Facultativos 2

Estimar los parametros 6 y A por el método de los momentos, estudiando si son insesgados.

Solucién

METODO DE LOS MOMENTOS: Procedimiento consistente en igualar momentos poblacionales respecto
al origen o, alos correspondientes momentos muestrales respecto al origen a,, formando asi tantas

ecuaciones como parametros poblacionales se pretenden estimar:

o, = EX)=p > a,=a;= =X
n
n
3
n
n
S

Como hay que estimar dos parametros 0 y A hay que calcular los dos primeros momentos.

momentos poblacionales

Ve

0= p=EX = Y xPX=x) = (- 1)( j (0)(6”“) (1)(1;7”j - 9;’”

o, = EX?) = 3¢ PiX=x,) = (-1)? ( ) )’ (e;xj (1)2(1;l) _ z—(za—x

momentos muestrales

d =Y= a =
1 n 2 n
6-A _ _
oy =a; = 5 = - 0-A=2X 0 2% R —1-a,-%
- -
2-0-A —-0- A =2a,-2 0=1— X
0= > — =3 = -0- A =2a,-2 & O=1-a,+X%
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Insesgadez

E(0) = E(1-a,+X) = 1—E(a,) +E(X) =

|
=
|
Q
N
+
-
Il
-
|
7~ N\
N
|
(«=]
|
>
N—
+
VR
D
|
>
N——~
Il
(«>]

E(A) = E(1-a,-%) = 1-E(a,)—E(X) = 1—0, — p = 1_[2—e-xj_(e—x): N

Los estimadores 0 y A son insesgados.
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Dposiciones INE *’ . . . .
Se realiza el experimento de lanzar una moneda tres veces y registrar el nimero

Estadisticos . . . .
Facultativos “11 de caras obtenidas. Al repetir 80 veces el experimento se ha obtenido 7 veces
[;’ ==-.| ninguna cara, 24 veces una cara, 35 veces dos caras y 14 veces tres caras.

Si p es "la probabilidad de obtener una cara al lanzar la moneda", se pide lo siguiente:
a) Obtenga el estimador de p por el método de los momentos.

b) ¢Es insesgado el estimador obtenido en el apartado anterior?

c) Calcule la varianza del estimador obtenido en el apartado (a).

d) Planteey resuelva el contraste adecuado para estudiar si la moneda esta equilibrada.
(Nota: para un valor o= 0,05, el valor critico necesario de la distribucién del estadistico es 7,81)

Solucién:

a) El experimento aleatorio consiste en lanzar una moneda tres veces, siendo X = "Numero de caras
obtenidas en los tres lanzamientos", de forma que puede tomar los valores 0, 1, 2 y 3. Repitiendo el
proceso 80 veces, se obtiene:

X =x; 0 1 2 3
n, 7 24 35 14

p = P(obtener cara al lanzar la moneda).
La variable aleatoria X~B(n=3,p) , EX)=3p , V(X)=3pq=3p(1-p)

Para obtener el estimador por el método de los momentos se necesita igualar los momentos muestrales
a los momentos poblacionales.

Primer momento poblacional: o, = E(X) =3p  Primer momento muestral: a; = X

1

_ . X |:0x7+1x24+2x35+3x14
o; =a - 3p=x - ngz_

7+24+ 35+ 14

} = 0,566
3

b) El estimador es insesgado o centrado cuando: E(p) = p

1 - 1 - 1
E =E X | = — E(x.) = — 3p=—xnx3p =
(8) ( ) Z 3n;(') 3“; p=-xnx3p =p

El estimador es insesgado

p(1—p)

A 1 « 1
¢) Var Var Var| — X | = — Var(x;) = —p) =
) (b = ( ) z 9n’ ; bx) 9n? 3n

xnx3p(l-—p)

d) Que la moneda esté equilibrada es equivalente a efectuar un contraste de bondad de ajuste,

1 1
estableciendo las hipétesis: Hy: p = 5 Hi:p=# >
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Para un nivel de significacion (o riesgo) o, se acepta H, :

estadistico
observado estadistico
f_/ﬁ teérico ‘ ) K L2
5 kK (n,—¢) - ‘ (nj—e;) n;
X(k-1) = Z < Xa,(k-1) z - e " &= NP
i=1 €; i=1 € iz1 i

Lanzamiento de tres monedas: Q= {(c,c,c),(c,c,e),(c,e,c), (e,c,c),(c,e,e),(e,c,e),(e,ec),lee,e) }

P(X=0)=% P(X=1)=§ P(X=3)=§ P(X=3)=l

8
Frecuencias esperada: e,= np;, = 80 P(X=x;)
X= X; 0 1 2 3
n; 7 24 35 14
e, = np; 10 30 30 10
Estadistico observado:
& ond 72 247 357 142
=Z——n= — —n=—+ + + — 80 = 4,5333
4 np; 10 30 30 10

Estadistico tedrico: x§,05, ;=17,81

El estadistico de contraste (bondad de ajuste) es menor que el estadistico tedrico, con un nivel de
significacion 0,05, (x_:z,, =5,4533 < 7,18 = Xg,os, 3) » concluyendo que la moneda esta equilibrada.
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Oposiciones INE Una muestra aleatoria (x,, --- ,x,) de la poblacién tiene como funcion de densidad
& “ﬂ*ﬂ%
4 1 -
| f(x) = —e 3 six>0,a>0
Estadisticos (m ~)a
Facultativos
0 en el resto

Para una muestra de tamafio n, calcular:

X

a) Estimador maximo verosimil de a.
b) Estimador de a por el método de los momentos.

c) éSon eficientes?
Solucion

a) Funcién de verosimilitud:

1 n
X1 X2 Xn -= X;
1 - -2 1 -7 1 a5
L(X,a) = L(xy,X,, =+ ,x,;a) =|—e 2 [.|[—e 2 - = —e =1
a a a a
1 n
1 s XX 1<
Funcion soporte o Log-verosimilitud: InL(X,a) = In| —e =1 = —nlna - —in
a a
i=1

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV(a), se deriva la expresién anterior respecto del
pardmetro para obtener, sustituyendo a por a e igualando a cero:

. 1x _
=0 - a=—2xi= X
n
i=1

b) La expresion de la funcidn de densidad desvela que se trata de una variable aleatoria exponencial, es
1 1 1
decir, X ~ Exp(k =—) siendo, portanto, E(X) =——=a , Var(X) = 5= a’
a 1/a (1/a)
Para obtener el estimador de "a" por el método de los momentos se necesita igualar los momentos
muestrales a los momentos poblacionales.

J3InL(X,a)
Ja

Se plantea la ecuacién: E(X)=Xx — a=X

integracién por partes

r N

Se comprueba que: E[X] = J.:xf(x)dx = J-:x%e adx = —(X-:a) =a
e? |p
u=x du=dx
_ _ _X
dv—le adx v=|Ze adx=-e 2
a a
_X _Xx _X _X _X _X
Ix%e adx = —xe 3 +Ie adx =—xe @ —ae 3 =—(x+ a)e 2
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c) Se trata de comprobar que la media muestral es un estimador eficiente de "a"

Para que un estimador sea eficiente tiene que ser centrado y de varianza minima.

La varianza minima se analiza en virtud de la acotacidn de Cramer-Rao (conocida también como
desigualdad de la informacién).

_ 1y 1 1
Insesgadez: E(X) = E[; ;xi] = ;;E(xi) = ;nE(xi) = E(x;) = a

La media muestal es un estimador insesgado o centrado de "a"
Un estimador es eficiente cuando su varianza coincide con la Cota de Cramer-Rao: V(x)=CCR

9% InL(x; a)
2

1
CCR = — I(a) = — E[ } Informacion de Fisher

I(a) a
3InL(X,a n 1o SZInLX,a n 2 n
#=——+—22xi - %=—2——32xi
Ja a a‘i=1 Ja a a’i=1
9% 1InL(X,a) n 2 o n 2 1 n 2na n
In(a)z_E|:—2 =B 3-FEx|=-5+F2EX) =-F+— =+
Ja a a’i=1 a a’i=1 a a a
2
ccRe+ -1 _23a
I(a) n n
)
Por otra parte, la varianza de la media muestral:
1% 1% 1 1 1 a’
Var(x) =Var| — ) x. | = — ) Var(x)) = — nVar(x)) = —n = —
n ; ' n? ; Y on? Y on? (1/a) n

Se ha probado que la media muestral es un estimador eficiente de "a".
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Oposiciones INE !,
Estadisticos ““
Facultativos

a) Calcular el estimador de maxima verosimilitud para P(X > t)

Sea X;, -+ ,X,, una muestra aleatoria simple de la distribucién

fy(x) = 0e % x>0

b) Supongamos que se miden 10 componentes cuya duracidn sigue la distribucidn anterior y que si se
suma el tiempo de funcionamiento de todas ellas se contabiliza un total de 1200 horas. A partir de
esta muestra, estimar la probabilidad de que una componente vaya a durar menos de 130 horas.

n
c) Probar si el estadistico T(X,, --- ,X;) = — es centrado para 0

>x

i=1

n
d) Probar si el estadistico ZXi es estadistico suficiente y completo. éEs T(X,, --- ,X,) estimador
i=1
centrado uniformemente de minima varianza?.

Solucidén

a) Fy(x) = jo f,(t)dt = jo B ®"dt = -’ = 1™

PX>t)=1-P(X<t) =1-F(t)=1-(1—-e%) =

En consecuencia, hay que encontrar el estimador de maxima verosimilitud de g(0) = et

Funcién de verosimilitud:

—eixi
L(O) = fol(xy). folx,) oo Folx,) = (0€7%1) (Be™®2) ... (0e™®) = 6"e "' Vx>0

—Oin n
Funcién soporte o Log-verosimilitud: InL(6) = In|8"e “* |= nIn® — ez:xi
i=1

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV(é) , se deriva la expresidn anterior respecto del

parametro para obtener, sustituyendo 0 a por 0 e igualando a cero:

31InL(X, 0)
36

-0 > 6= "

n =
i=1

Con lo que el estimador de maxima verosimilitud de 0 es el inverso de la media muestral.

n
s 0

1
0=9 ! X

Considerando que el estimador de maxima verosimilitud es invariante ante transformaciones biunivocas
t

y la funcién e ®* es decreciente en 0, la estimacién maximo verosimil de g(e) = e % es ge) =e X
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t

1 1 -

b) Setiene: n=10 , X=— ) x, = —1200 = 120 , P(X>t)=1- P(X<t) = e X
) 24 =10 (x>1) (X<t)

130 130

P(X <130) = 1- P(X 2 130) = 1- P(X > 130) = 1-e X = 1-e 120 = 0,6615

¢) Insesgadez del estadistico T:

n

E(T) = E[(n—l)/iZ;Xi] = (n—1)E|:$:| Y= )% , X~Exp(6) =T(1,6) > Y~T(n,0)

i=1

Momentos de la variable Y ~T'(n, 0): E(Y) = % V(Y) = en_z E|:1} _ 9

- n—1 1 0
E(T) = E[(n-1 X|= El— | =(Mn-1)E =-|=Mn-1) —=06
(T [( )/;;.] [ v } (n—1) {Y} (n=1) —
El estadistico T es centrado o insesgado para 6.

d) El teorema de factorizacion de Fisher-Neyman identifica estadisticos suficientes. Establece que dada
una muestra aleatoria (x,, --- ,x,) de una poblacién X con funcién de densidad f,, un estadistico 6 es
suficiente para 0 siy sélo si:

fe (X]_l 't IXn) = gl:é(xlr ot IXn)I 9:| h(X1I 't IXn)
Para encontrar un estadistico suficiente hay que factorizar la funcién de verosimilitud de la forma:
L(6) = g(6,0).h(x,, --- ,x,)

-0 x
Funcion verosimilitud: L(6) = fa(x;). fo(X,) ... fo(x,) = (B 0X1) (0e™2) ... (0e™"™) = g"e '=!

h(xj_r ot IXn) =1
n

La Funcion verosimilitud L(6) depende de la muestra sélo a través del estadistico ZXi y que
i=1

h(x,, --- ,x,) no depende del parametro, quedando demostrada la suficiencia del estadistico.

n n n
El estadistico in es completo si Eg g[in] =0 = g[in] =0
i=1

i=1 i=1

Como in~1"(n,9) - Ey g[in] = I:f(y) (m(jl)ly"‘le‘ey dy =0 VO>0
i=1 i=1 :

La transformada de Laplace J. fly) y" ' e ® dy de la funcién f(y)y" "' = 0y, por el teorema de
0
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unicidad de la transformada de Laplace, f(y)y"~!= 0 obien f(y)=0

n
El estadistico in es suficiente y completo.
i=1

Por el teorema de Lehmann - Scheffé, siendo el estadistico T centrado y funcién del estadistico

n
suficiente y completo ZXi .
i=1

T es un estadistico ECUMV (estadistico centrado uniforme de minima varianza).
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Oposiciones INE
2 {m‘ ‘# El tiempo de vida de un tipo de bombillas se sabe que es una variable aleatoria que

 Estadisticos
Facultativos

Para estimar el tiempo medio de vida se extrae una muestra aleatoria simple de n bombillas y se

. . . 1
sigue una distribucidn exponencial de parametro ° con6>0

1 n
consideran dos estimadores. Uno es la media muestral, T, (X;, --- ,X;) = — E X; ,y el otro se define
n
i=1

como T,(X;, -+ ,X,) = min(X;, --- ,X,). Se pide:
a) Calcular la media, el sesgo y la varianza del estimador T, .
b) Calcular la media, el sesgo y la varianza del estimador T, .

c) éEs T, insesgado?. Sino lo es, define un estimador insesgado T, que sea funcion de él.

Solucién:
a) x ~Exp(%) conloque E(x;) =0 , Var(x) = 0% , E[xﬂ = 210% = 262

> X-Exp(\): f(x)=Ae™™* Fx)=1-e** x>0
© 1 1 n!
EX)=— , Var(X)=— , E(X")=—
(X) A ar(X) 22 (x7) i

1% 1 9 1
E[T,] =€[=D x| == DE[x]=-nb =06
nis N o n
Es un estimador centrado o insesgado: b[T,| = Sesgo[T,] = 0

1x 1 ¢ 1 0’
1.1 = _z: == 2 1=—=-ne =1
Var[T,] = Var " i=1xI 3 i=1Var[x,] " no -

b) Para el célculo de la media, sesgo u varianza del estimador T, (X;, -+ ,X,) = min(X,, -+ ,X,) lo
primero que hay que obtener es su funcién de densidad:

X

X~Exp|:%:|: ) =1—-e & — f(x)= dF(x) _ %e_e x>0

Sea X*= min (X;, -+ ,X,) = T,(Xy, =+ ,X,)

n
F.=PX°<x)=1-PX">x) = 1—-P(X; > X, X, > X, -+ , X, > x) = 1—HP(Xi2x) =
i=1

X
= 1—ﬁ[1—P(Xi<x)] =1-[1-Fx ]
i=1
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n
0 en el resto

E(T,) = %: % — Sesgo: b(T,) = %— 0= (1"—")9
0

c) El estimador T, es sesgado: E(T,) = —
n

Considerando el estimador T; = n T, se obtiene un estimador insesgado:

E(T;) = E(nT,) =nE(T,)=n % =0

92
Var(T;) = Var(nT,) = n” Var(T,) = n’ — = 0°
n

El estimador T, es mas eficiente que el estimador T; por no tener menor varianza cuando n>1:

2
Var[T,] = 0? < Var[T,] = 6

En caso que n=1 son igual de eficientes.
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0":"':*'“““ NE m El tiempo de realizacién en minutos de una determinada tarea dentro de un
£ ,\‘“E —— proceso industrial es una variable aleatoria con funcién de densidad

Estadisticos “ fe(x) = eize_x/9 , x>0 donde 6>0

Facultativos

a) Calcular el estimador maximo-verosimil de 0 para una muestra aleatoria simple de tamafio n.
b) Calcular el estimador maximo-verosimil de E[X] para una muestra aleatoria simple de tamafio n.
¢) Mediante un muestreo aleatorio simple se han recogido los siguientes 15 tiempos de realizacion de
la tarea:
5,56 2,23 0,58 1,37 0,21 1,98 2,44 2,71
10,12 4,69 3,47 1,73 3,51 1,19 0,97

Obtener la estimacidén maximo-verosimil del tiempo medio de realizacién del proceso.

d) Para la muestra del apartado anterior, dar una aproximacion de la varianza asintética del estimador
de maxima verosimilitud de 0.

Solucién:

a) Funcion de verosimilitud:

LO) = fi(x)). Fa(%,) o Fu(x) = [ XL X/ O0| [ X2 o=%/0) [ X0 =X/ _
o\™M o\r2 0\ *n 2 2 2
0 0 0
1n
n PR
_ ;“ .|_1|xie°i=1 Vx>0 0>0

Funcidn soporte o Log-verosimilitud:

1 n

n —*in n

InL(B) = In 912" [[xe” |=-2nmo+ i;m(xi) - %in

i=1 i=1

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV(é) , se deriva la expresion anterior respecto del

parametro para obtener, sustituyendo 0 por 0 e igualando a cero:

w — ﬂ + _2 L Xi — 0 - é — i XI — 1
96 0=8 9 i=1 0=5 2n i=1 2
2
L
Se comprueba que es un maximo: \‘}In—(ZX,O) <0
36 b
2n 1 n
I(—+ 5 XX X
9% InL(X, 6) (e 9251 L 2n 2 n o El '
a2 = 80 =—e—2—e—3. i —)6=— =-Xx<0
SA P 6=4 =1 o p n
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EMV(0) =

N | x|

o0 o0

x f(x) dx =I xeie_x/0 dx

b) Siendo X una variable aleatoria continua: E(X) = I
0

0

o 2 0 © 0
E(X) =I X o=%/0 4y = —1"‘ 2 [—Llex0gx = xze"x/e‘ —I 2x [=L]e %0 gy =
0 62 e 0 T \ e ) 0 0 T \ e )

NG Vv

dv dv

= xze'x/e‘oo —[er_x/e‘w—j 2e"X/edx] -
0 0

0

= xze_x/e‘oo - [er_x/e‘w + 29‘[ (—l)e_x/e de =
0 0 0 0

_x/e‘w + 29e_x/9‘wj = (x* - 2x - 29)e_x/eoo = 20
0 0

— 1 42,76 .
c) X = —in = - 2,8507 minutos

EMV[I@] = X = 2,8507 minutos

d) Un estimador de maxima versoimilitud (EMV) es asintéticamente normal y su varianza asintética
verifica la cota de Cramér-Rao:

n 2 .
CCR = L 0= ini 1,(0) = —E SIL(ZX,p) Informacion de Fisher
nE 9% InP(x; p) 2n & 90
' 962
9% InL(X, 0) 2n 2 0 2 1n 2 2n n 2n
90° 0 0%zt 0’ [ 9i§1 '] 2 i X; i§1 ' 0?
i=1
CCR = 1 1 0 (x/2)
- 2 - n) 2 2
9% InP(x; p) _ (j 2n 2n
-n.E n.El —
967
2
CCR = M = 0,0677

2x15
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g ESTIMADORES PUNTUALES: SUFICIENCIA. VEROSIMILITUD. METODO DE LOS MOMENTOS

Una muestra aleatoria (x,, :-- ,x,) de la poblacién tiene como funcién de densidad

0-1 .
0x si xe (0,1
0 en el resto

0>0

a) Hallar un estadistico suficiente
b) Estimador de maxima verosimilitud de 0
c) Estimador de 0 por el método de los momentos

Solucién

a) Un estimador O es suficiente cuando no da lugar a una pérdida de informacidn. Es decir, cuando la
informacién basada en 0 es tan buena como la que hiciera uso de toda la muestra.

El Teorema de Factorizacidon de Fisher-Neyman identifica estadisticos suficientes establece que dada una
muestra aleatoria (x,, --- ,x,) de una poblacién X con funcién de densidad f, (caso continuo), un

estadistico 0 es suficiente para O siysdlosi:
fe (X]_l 't IXn) = gl:é(xlr ot IXn)I e:| h(X1I 't IXn)

Para encontrar un estadistico suficiente 0 hay que factorizar la funcién de verosimilitud de la forma:

L(6) = g(6,0).h(x,, - ,x,)
Funcién de verosimilitud:
L(O) = folxy). Folxy) e Folx,) = (OX272) (OX87Y) . (6X07Y) = 07 (x, ** x,)072
La funcién de verosimilitud se ha factorizado, 0= (xl, ,xn) es un estadistico suficiente.

b) Funcién de verosimilitud: L(0) = 0" (x,, ... ,xn)e_1

Funcidn soporte o Log-verosimilitud:

n

InL(B) = In|:9n(x1, ,xn)e_l} = 16"+ [ [ = 6"+ D In(x’™)

i=1 i=1

3InL(0) _ n

InL(6) = nIn® + (9—1)2In(xi) - 5 % + ZIn(xi) =0 > 0=-

i=1 i=1 zn:ln(xi)
i=1

c) Se plantea la ecuaciéon E(X)= x

x|

0+1| 0+1 T 1-

x|

1 1 1 0+1 1 R
X = E(X) =onfe(X)dx = J'oxexe'ldx = .[0 0x%dx = O[X } 0

0
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Oposiciones INE

£ m‘ m ~ Los taxis en servicio de una ciudad estan numerados del 1 al Ny se desea conocer
57 E_‘_‘.,:::::,r cuantos taxis hay.
DLl ﬁ Para ello se observa una muestra de n taxis y se apuntan sus numeros. Se pide:

Facultativos

a) Obtener un estimador por el método de los momentos. ¢Es insesgado?
b) Obtener un estimador por el método de maxima verosimilitud.

Solucién:

a) En la variable aleatoria X ="Numero de taxis", todos los taxis tienen igual probabilidad.

Funcion de densidad: f(k) = P(X =k) = % k=1,2, ..., N

N N

Esperanza: E(X) = ;xi PX=x) = ;i X% - %(14_2_,_ . +N) = % (1+2N)N _ 1-|2-N
Aplicando el méodo de los momentos: E(X) = % =X > N=2x-1

A _ 2 2 © 2. 1+N
Insesgadez: E(N) = E(2Xx - 1) = ﬁ;E(Xi) -1= ﬁ;E(Xi) -1= NN — 1=N

Luego es un estimador insesgado.

b) No se puede aplicar el método de maxima verosimilitud de forma habitual al no verificarse las
condiciones regulares, dado que el soporte de la funcién depende del parametro.

1][1 1 1Y
f(Xl, Xy, *** Xn) = |:N:| |:ﬁ:| vee |:N:| = (N) X IX(n)< N

1 Xgy<N
siendo: X, = max X; , by < N =

l1<i<n 0 resto
La funcién se hace maxima cuando N es lo menor posible, f\\ f(xq, X, , . Xp) = %)“
pero N siempre es mayor que X(n). | ~
Por tanto, EMV(N) = Xin) i )
X(n) N
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ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: METODO DE LOS MOMENTOS. INSESGADEZ

Una muestra aleatoria (x,, :-- ,x,) de la poblacién tiene como funcién de densidad

—-x+0

fe(x):{e si x>0

0 en el resto

a) Hallar un estimador por el método de los momentos de 0

b) Estudiar si el estimador encontrado en el apartado anterior es insesgado para estimar 0

Solucién
a) Se plantea la ecuaciéon: E(X)= x

integracién por partes
f—/%

x = E[x] = I xfo(x)dx = j xe % x =1+0 - 6=1x-1
6 0
e dx B B - - - o1+
J‘ée X+edx = é (_e X+9) _ J‘_e x+6 gé = —xe X+6 _ e x+0 _ _ (1+x)e x+0 _ —e 0( XX
u dv u V' —/_/V du e

wae_”edx - e " (“—Xxj = 1+6
0

b) Un estimador es insesgado o centrado cuando su valor probable coincide con el valor del parametro
a estimar. Es decir, E(0) = 0

E@) = E(X-1) = E(X)—1=(0+1)—1=10
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g ESTIMADORES PUNTUALES: METODO DE LOS MOMENTOS. CONSISTENCIA

variable aleatoria con funcidn de densidad:
(1+6x)/2 -1<x<1, -1<6<1
fe(x) =
0 en el resto

Se considera una muestra aleatoria (x,, -+ ,x,) de lavariable aleatoria

a) Obtener el estimador O por el método de los momentos
b) Calcular la varianza de este estimador y demostrar que es consistente

Solucién

a) Se plantea la ecuaciéon: E(X)= X
1 2 3]t
Y=E(X)=I X(1+Ox)dx = X—+9L :g -
-1 2 2 6 9 3

b) V(8) = V(3X) = 9V(X) = o VIX) _ EV(X)
n n

D>
I
w
x|

2 3 4
vy (e = [ (25 - [ - [0 5

_ 02 _02
de donde, V(0) = gv(x) = 9 |:3 0 :| — 3-6
n n

9 n

Consistencia o robustez del estimador 6 :

lim E(@) = lim E(3%) = lim 3E(X) = 3E(X) = 32 =0

n— o n — o

=0

_ 2
lim V(@) = lim V(3%) = lim S—9
n —> o

n — o n — o n

Queda probado que el estimador 0 es consistente
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El coseno X del angulo con el que se emiten los electrones en un proceso radioactivo es una
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