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Ejercicio 1.- Un experimento consiste en lanzar tres veces una moneda. Sea la variable
aleatoria: X ="numero de caras que se obtienen". Se pide:

a) Distribucion de probabilidad de X
b) Funcién de distribucion de X. Representacion grafica

c) Media, varianza y desviacion tipica de X
d) Probabilidad de que salgan a lo sumo dos caras
e) Probabilidad de que salgan al menos dos caras

Solucién:

a) Espacio muestral: Q:{(c,c,c),(c,c,e),(c,e,c),(e,c,c),(c,e,e),(e,c,e),(e,e,c),(e,e,e)}

X(c,c,c) =3 P(X=3)=1/8
X(c,c,e) = X(c,e,c) = X(e,c,c) =2 P(X=2)=3/8
X(c,e,e) = X(e,c,e) = X(e,e,c) =1 P(X=1)=23/8
X(e,e,e)=0 P(X=0)=1/8
La distribucién de probabilidad seré:
X=x% | P(X=x)=p, X;. P, X’ X2, p,
X, =0 1/8 0 0 0
X, =1 3/8 3/8 1 3/8
X3 =2 3/8 6/8 4 12/8
X, =3 1/8 3/8 9 9/8
1 12/8 =15 24/8 =3

b) La funcion de distribucion: F(x) =P(X < x) = ZP(X =X)= Zpi

X <0 F(X)=P(X<x)=P(¢)=0

0<x<1l F(X)=P(X<x)=P(X=0)=1/8

1<x<2 FX)=P(X<x)=P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)=1/8+3/8=4/8

2<x<3 F(X)=P(X<x)=P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=1/8+3/8+3/8=7/8

x=3 F(x) =P(X <3) =P(X = 0)+P(X =) +P(X = 2) +P(X = 3) = 1

X>3 F(X)=P(X<x)=P(QQ)=1
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X=X, 0 1 2 3
P(X = X.) 1/8 3/8 3/8 1/8
F)=P(X<x) | 8 4/8 7/8 1
&
Fx)
1 _ 0 x<O
718 _— 18 0<x<1
F(x)=1{4/8 1<x<2
e RS 7/8 2<x<3
1 x=>3
1/8 f—
0 1 2 CI

c) Media, varianza y desviacion tipica de X

- C : 12
Media: o, =p, =E(X)= > x.P(X=x)= ) X.p,=—=15
1=k =E(X) Z (X=x) Z P =
4 4 2
a, =E(X*) =D X P(X=x)= ) x.p="=
i=1 i=1

4
Varianza: o2 =E(X—py)’ Z (% —1,) - P(X=x) =0, —a?
i=1
o’=a,-a=3-15"=0,75
Desviacion tipica: o, =4/0,75 =0,87

d) Probabilidad de que salgan a lo sumo dos caras

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2) =

OO|H
ooloo
+
0| w
Il
(e NIEN

0 bien P(X<2)=F(2) :g

e) Probabilidad de que salgan al menos dos caras

31 4 1
P(X>2)=P(X=2)+P(X=3)=—+=-=—==
( ) =P( )+ P( ) st 832

, 4 1
obien PX=22)=FD)=—==
( ) =F() s>



Ejercicio 2.- La variable aleatoria: X ="numero de hijos por familia de una ciudad" tiene
la siguiente distribucion de probabilidad:

X 0 1 2 3 4 5 6

P(X=x,) 0,47 0,3 0,1 0,06 0,04 0,02 0,01

Se pide:

a) Media o esperanza matematica. Significado

b) Varianza y desviacion tipica

c) Si el Ayuntamiento de la ciudad paga 2000 euros por hijo e Y =2000. X, ¢cual es la
distribucion de probabilidad?

d) Media, varianza y desviacion tipica de Y

Solucién:

a)
X=x | P(X=x)=p, X, P, x? X2.p,
X, =0 0,47 0 0 0
x, =1 0,3 0,3 1 0,3
X, =2 0,1 0,2 4 0,4
X, =3 0,06 0,18 9 0,54
X = 4 0,04 0,16 16 0,64
X, =5 0,02 0,10 25 0,5
X, =6 0,01 0,06 36 0,36

1 1 2,74

7 7
Media: o, =p, =E(X)= Y x.P(X=x)= > x.p =1
i=1 i=1

Si se toma al azar una familia de la ciudad, el nimero de hijos que se espera que tenga
por término medio es uno.

b) Varianza y desviacion tipica

7
Varianza: o? =E(X-py) = Z(Xi 1) P(X=x)=a, -0
1

7 7
a, =E(X*) =D . P(X=x)=> X’.p =274
i=1 i=1
ol=a,-a’=274-12=174
Desviacion tipica: o, = J174 =132

c) Distribucion de probabilidad de la variable Y =2000. X




Y=y, P(Y=y)=p,
y,=0 0,47
y, = 2.000 0,3
y, = 4.000 0,1
x, = 6.000 0,06
Yy, = 8.000 0,04
y, =10.000 0,02
y, =12.000 0,01
1

d) Media, varianza y desviacion tipica de Y

By = Kypox = E(2000. X) = 2000.E(X) = 2000.1=2.000

0% = Gope0x = Var(2000. X) = 20007 . Var(X) = 2000 . 1,74 = 6.960.000
o, =+/6.960.000 = 2638,18

Ejercicio 3.- Completar la ley de probabilidad , conociendo que la esperanza matematica
es 1,8

X 0 1 2 3
P(X=x)=p, 0,2 a b 0,3
Solucién:

4
. Zpi=0,2+a+b+0,3=1 > a+b=0,5

i=1

4
. in.pi:a+2b+0,9:l8 > a+2b=0,9

i=1

a+b=0,5 b=0,4

Resolviendo el sistema: =
a+2b=0,9 a=01



Ejercicio 4.- Al lanzar cuatro monedas se considera el numero de escudos obtenidos. De
la variable aleatoria X asi obtenida, se pide:

a) Ley de probabilidad. Representacion gréafica

b) Funcion de distribucion. Representacion gréfica
c) Esperanza matematicay varianza

d) Mediana y moda de la distribucién

e) Probabilidad de obtener mas de uno y menos de tres escudos
Solucion:

a) Sea X ='numero de escudos en la tirada de cuatro monedas'

(c,c,c,c),(c,c,c,e),(c,c,ec),(c,c,ee),(cecc)(cece)(ec,cc)(ecc,e),
{(e, e,ee),(eeec),(eec,e),(eec,c)(ec,ece)(ecec)(ceee)(cerec)

X(c,c,c,c)=0 P(X=0)=1/16
X(c,c,c,e) = X(c,c,e,c) = X(c,e,c,c) = X(e,c,c,c) =1 P(X =1) = 4/16
X(c,c,e,e) = X(c,e,c,e) = X(e,c,e,C) =
( ) =X( ) =X( ) P(X = 2) = 6/16
X(e,e,c,c) = X(e,c,e,c) = X(c,e,c,e) =2
X(e,e,e,c) = X(e,e,c,e) = X(e,c,ee) = X(c,e,ee)=3 P(X =3)=4/16
X(e,e,ee)=4 P(X=4)=116
La ley de probabilidad o funcién de cuantia:
X=X 0 1 2 3 4
P(X=x) | 116 | 4/16 | 6/16 | 4/16 | 1/16
b) Funcion de distribucion:
X=X, 0 1 2 3 4
P(X = x,) 1/16 4/16 6/16 4/16 1/16
F(x) =P(X < X) 1/16 5/16 11/16 15/16 1
0 x<0
/16 0<x<1
5/16 1< 2
Foo=1% X<
11/16 2<x<3
15/16 3<x<4
1 X=>4




Ley de Probabilidad Funcion de distribucion

F(x)

1

=]
P(X=x)
15/16 e——|
6/16 11/16 =—
416
5/16 ==

116

I I 116 =

) 1 2 3 & o T CR— =

c) Calculo de la esperanza matematica y varianza

X=X 0 1 2 3 4
P(X=x) | Y16 | 4/16 | 6/16 | 4/16 | 116

5

X.P(X=x) | 0 4/16 | 12/16 | 12/16 | 4/16 | D x.P(X=x)=2
i=1
5

x;.P(X=x) | 0 4/16 | 24/16 | 36/16 | 16/16 | > x*.P(X=X)=5
i=1

5
Media: o, = pn, =E(X) = X .P(X=x%x)=2

5
a, = E(X?) = fo.P(x -x)=5
i=1
Varianza: o =Var(X)=a,-af =5-2*=1

d) Observando la ley de probabilidad la moda M, =2

Observando la funcién de distribucién la mediana M_ =2 por ser F(x =2)=11/16 el

primer valor que iguala o deja por debajo a 0,5

6

11 5 6

e) Pl<X<3)=P(X=2)=—=0,375 0bien P(l<X<3)=F@2)-F(1)=—-—=—

16

16 16 16




Ejercicio 5.- Calcular la media, varianza y coeficiente de variacion de la variable aleatoria
gue tiene como funcién de distribucion:

0 X<2

0,2 2<x<4

F(x)=<0,55 4<x<6

0,85 6<x<8
1 X>8

Solucion:

La ley de probabilidad o funcién de cuantia:

X =X, 2 4 6 8
P(X=x,) 0,2 0,35 0,30 0,15

Adviértase que la funcién de distribucién F(x) es una funcién acumulativa, por tanto:

P(X = 2) =F(2)-F(0) = 0,2 P(X = 4) = F(4)-F(2) = 0,55-0,2 = 0,35
P(X =6)=F(6)-F(4)=0,85-0,55=0,30  P(X =8)=F(8)-F(6) =1-0,85 = 0,15

Calculo de la esperanza matematica y varianza

X =x, 2 4 6 8
P(X =X 0,2 0,35 0,30 0,15
4
x.P(X=x) | 04 1,4 1,8 12 | D) xPX=x)-48
i=1
4
x>.P(X=x) | 0,8 5,6 108 | 9,6 fo.P(szi):26,8
i=1

4
Media: a, = pn, =E(X) = X,.P(X=x)=4,8

4
a, = E(X?) = fo P(X =x)=26,8
i=1
Varianza: o5 = Var(X) =a, —a’ = 26,8 - 4,8° = 3,76

Desviacion tipica: o, =4/3,76 =194

Coeficiente variacion: CV = O ﬁ =0,40

n, 4,8



Ejercicio 6.- La variable discreta X tiene como distribucion de probabilidad

X 1 2 3 4
P(X=x) | 0,30 0,25 0,10 0,35

Se realiza un cambio de origen hacia la izquierda de dos unidades y un cambio de escala
de 3 unidades.

Se pide:
a) Mediay varianza de la X

b) Media, varianzay coeficiente de variacion de la variable transformada por el cambio
de origen

c) Media, varianza y coeficiente de variacion de la variable transformada por el cambio
de escala

d) Media, varianzay coeficiente de variacion de la variable transformada por el cambio
de origen y escala

Solucion:

a)
X=x% | P(X=x)=p, X;. p; X; X p,
X, =1 0,30 0,30 1 0,30
X, =2 0,25 0,50 4 1,00
X, =3 0,10 0,30 9 0,90
X, =4 0,35 1,40 16 5,60

1 2,5 7,8

4 4
Media: a, =p, =E(X)= Y x.P(X=x)= D x.p =25
i=1 i=1
4 4
a, =E(X*)=) X’ .P(X=x)=>x'.p =78
i=1 i=1

Varianza: o2 =oa,-o’ =7,8-25*=155

Desviacion tipica: o, =/155 =1,245

Coeficiente de variacion: CV, = Ox _ % =0,498

Hy 2

b) SeaY la variable transformada, al realizar un cambio de origen hacia la izquierda de
dos unidades hay que restar 2, quedando: Y =X-0'=X—-(-2)=X+2.

Media: p, =E(Y) =E[X+2]=E(X+2)=E(X)+2 - p, =E(Y)=25+2=45



Varianza: o = Var[X+2]=Var(X)+Var(2)=c3+0=0y; +— o} =155

Desviacion tipica: o, =./155 =1,245

Coeficiente de variacion: CV, = Ov __Ox _ 1,245
ny Hy+2 4,5

=0,28 % CV,

En consecuencia, el cambio de origen afecta a la media y, en consecuencia, al
coeficiente de variacion.

. . . . X
c) Al realizar un cambio de escala de 3 unidades, la variable transformada es Y = 3

. X 1 1 2,5
Media: =E(Y)=E|=|==.E(X) > ==y, ===
MUy (Y) {3} 3 (X) MUy BHX 3

) X 1 1 1
Varianza: o2 =Var| = |==.Var(X)= =.62 > o2==.155=2"Z
Gy [3} 9 (X) 9 Gy Gy 9 1,

Desviacion tipica: o, = % :%.«/ 15 :%.cx

1
—.0y
Coeficiente de variacion: CV, = Sv - :i = - CV, =0,498
M'Y —. MX MX
3

El cambio de escala afecta a la media y a la desviacion tipica de la misma forma, en
consecuencia deja invariante al coeficiente de variacion.

Resultados que se observan en la tabla, donde Y :é

Y=y, [PV=y)=p, Y- Py Y y;- b,
x, =1/3 0,30 0,1 1/9 0,3/9
X, =2/3 0,25 0,5/3 4/9 1/9
X;=1 0,10 0,1 1 0,1
X, =4/3 0,35 1,4/3 16/9 5,6/9
1 2,5/3 7,8/9
C 3 25 1
Media: a; = Uy = E(Y) = Zy]'-P(Y = yj) = Zy]'- pj =,? :g - Ky
=1 =1
78 1 )
o, =E(Y?) = ZyJ P(Y=y)= Zyj.p, =g B
5

Varianza: 0320‘2—0‘52%—(2—5) _1 : i




Desviacion tipica: o, = % :%.1/15 :%.ox

1
—.0y
Coeficiente de variacion: CV, = Sy - i— =x - CV, =0,498
MY 7'“X MX
3

d) Al realizar simultdneamente un cambio de origen de 2 unidades a la izquierda y un
X+2

cambio de escala de 3 unidades, la variable transformada es Y =

X+2

& —E(Y) = 1 12
Media: MY_E(Y)_E{ }_3.E(X+2) 3.E(X)+3

1 2 1 2 45
con lo que, =E(Y)==.EX)+===.25+—=—"——=15
que, u, =E(Y) 3 (X) 3" 3 3 1,

X+2
3

Desviacion tipica: o, = /% =

Coeficiente de variacion: CV, =

Varianza: o’ = Var(Y) = Var{ :é . Var(X+2) = % Var(X) = é oo

/155 =

1

—:0y
Ov _ ) =1245=0,28¢CVX
Hy 4,5

.Cy

w|R
W

N
=
x

+

N

My =

1
373

El cambio de origen y de escala afecta a la media y desviacion tipica de distinta forma,
en consecuencia también queda afectado el coeficiente de variacion

Resultados que se observan en la tabla, donde Y = X+2
Y:yj P(Y:yj):pj yj' pj ylz yJZ pj
X, =1 0,30 0,30 1 0,30
X, =4/3 0,25 1/3 16/9 4/9
X, =5/3 0,10 0,5/3 25/9 2,5/9
X, =2 0,35 0,70 4 1,4
1 4,5/3 21,8/9
2 2 4,5
Media: o, =p, =E(Y)= >y, .P(Y=y))=D y,.pj=—-=15
=1 j=1
4 4 218
o =E(Y?) =D y[-P(Y =y) =D ¥} P ===
=1 j=1

10




2
Varianza: of =a,—a; :ﬁ—(dﬁj _1 o2 _155
9

9 (3 9
Desviacion tipica: o, = %:%.,/15 :%.ox

Coeficiente de variacion: CV, = — =

Ejercicio 7.- En un cine de verano hay instaladas 800 sillas, sabiendo que el nimero de
asistentes es una variable aleatoria de media 600 y desviacion tipica 100.

¢, Qué probabilidad existe de que el nUmero de personas que vaya al cine un dia
cualquiera sea superior al numero de sillas instaladas?

Solucion:
Sea la variable aleatoria X = "numero de sillas del cine", donde pn=600,c =100

o? |

K2 Iy — K Hx Py + K

P[X>800] < P[|X-p,|>k] <

u + k=800 +— k=800-600=200

2
200°_1_ .

P[X >800] <
[x> ] < 00> 4

Ejercicio 8.- La variable discreta X tiene como distribucion de probabilidad
1 .
P(X =K) =E siendo k=2,3,---,11
Se pide:
a) Funcion de distribucion
b) P(X>7)

) P(X<5)
d) PB<X<7)

Solucion:

8) FO)=P(Xx)="" siendo x=2,3,,11

Adviértase que entre dos valores consecutivos de la variable, la funcién de distribucién
toma el valor menor.

6 4
b) P(X>7)=1-P(X<7)=1-F(7)=1-—=-—=0,4
) P(X>7) (X<7) (N=1-75=75

11



0 bien, P(X>7):P(X:8)+P(X:9)+P(X:10)+P(X:11)=%:0,4

o) P(X<5)=F(5):%:O,4

o0 bien, P(X<5)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)=%=O,4

6 2 4
d PB<X<7)=F7)-F38)=—-—=-—=0,4
) P )=F()-F3) 10 10 10

0 bien, P(SSX<7):P(X=3)+P(X:4)+P(X:5)+P(X:6):%:0,4

Ejercicio 9.- Se desea conocer el numero de automoviles que se deben poner a la venta
durante un periodo determinado para que se satisfaga una demanda media de 300
unidades con una desviacion tipica de 100 unidades, con una probabilidad no inferior al
75%.

Solucién:

Sea la variable aleatoria X = "numero de automoviles a la venta"

1w =300,c =100

Segun Chebyshev:

2 2
P[|X—ux|sk]21—:—2 —— Pl -k< X<+ k]zl—%
0,75
2
P[300- k < X <300+ k] > 1- 229
k
2 2 2 2
075=1-2900 , 100 555 e 19 299 _ong
K Kk 0,25 0,25

300+ k =300+200 =500 automoviles

Ejercicio 10.- La demanda media de un producto es de 100 unidades con una desviacion
tipica de 40 unidades. Calcular la cantidad del producto que se debe tener a la venta para
satisfacer la demanda de forma que puedan ser atendidos al menos el 80% de los
clientes.

Solucién:

n=100, c=40

Segun Chebyshev:

12



2
P[[X-p, gk]zl—% —— Pl -k < X<+ k]21—E—2
0,80
1
40°
P[ 100 -k < X < 100 +k] > 1-—
Kk
2 2 2 2
080=1-22 , 2 550 s k=20 ko [0 _go g
k k 0,20 0,20

Se deben poner a la venta 90 unidades.

Ejercicio 11.- La variable X ="namero de centimetros a que un dardo queda del centro
de la diana" al ser tirado por una persona tiene como funcién de densidad:

k 0<x<10
f(x) =
0 enotros casos

Se pide:

a) Hallar k para que f(x) sea funcion de densidad. Representarla
b) Hallar la funcion de distribucion. Representarla

c) Media, varianza y desviacion tipica

d) P(X<1)

e) Probabilidad de acertar en la diana

Solucioén:

a) Para que f(x) sea funcion de densidad debe verificar:

1= [t dx= J._wa(x) dx +j:0f(x)dx + 100 =j01°f(x) dx

la primera y tercera integral son cero al ser f(x) =0 en esos intervalos.

10 10 10 1
1= | kdx=k| “dx=10[x] =10k k=5

f(X)JL
) — 0 10
En consecuencia, f(x) =<10 <Xs 1
0 enotros casos 10
0 P X

b) La funcion de distribucion se define F(x) =J‘ f(t)dt

13



x<0 F(x)=1] f(t)dt=0

@ X 0 X xl X
0<x<10 FXx)=| f(t)dt=| f(t)dt+| f(t)dt=| —dt=—
00=[ toa- [ roa [ e[ o5

@ X 10

X > 10 Fx)=| f(t)dt= IO f(t) dt+_f

) - 0

X 101
f(t)ydt+ | f(t)dt=| —dt=1
s From- [

10 0

En consecuencia,

0 x<O F(x)“
F(x) = % 0<x<10 1 x/10

1 x>10 = 0 "X
c) Media

© 10 1 1 (L 1 [ x2 10
=pu, =E(X) = xf(x)dx = X.—.dx=— Xxdx=—|—| =5cm
o=t B0 = [ xfogde= [ xtoax= | 10{ }

Varianza: c5 =a, —o?

. 0,1 1 (v 1[x*T"  17[1000
aZ:E(Xz):I x2f(x)dx:J x*.—. dx x* dx — —{—_0}

o 100 10Jq "10| 3] 10| 3
100 25
ol=a,—a?="—-5°="cm?
X 2 1 3 3
PR 25
Desviacion tipica: o, = ? =2,9cm
d) P(X<1)—F(1)—i
B 10
1 1
o también, P(Xsl)zj idx:i dx:i[x]lzi
o 10 10Jo 10 ° 10

e) Probabilidad de acertar en la diana: P(X =0) =0 por ser una variable continua

0 0 4 1 (O
P(XzO):I f(X)dXzI —dX:—j dx =0
0 10 10 J,

0

14



Ejercicio 12.- Se ha verificado que la variable X ="peso en kilos de los nifios al nacer" es
una variable aleatoria continua con funcién de densidad

kx 2<x<4
f(x) =
0 enotros casos

Se pide:

a) Hallar k para que f(x) sea funcion de densidad. Representarla
b) Hallar la funcion de distribucidon. Representarla

c) Media, varianza y desviacion tipica

d) Probabilidad de que un nifio elegido al azar pese mas de 3 kilos
e) Probabilidad de que pese entre 2 y 3,5 kilos

f) Qué debe pesar un nifio para tener un peso igual o inferior al 90% de los nifios
Solucion:

a) Para que f(x) sea funcion de densidad debe verificar:

1= J:f(x) dx = fwf(x) dx +L4f(x) dx +me(x)dx =L4f(x) dx

La primera y tercera integral son cero al ser f(x) =0 en esos intervalos.

4 4 4 ro2 74
1:.[ f(x)dx:j kxdx:kJ‘ xdx =k| 2| = [E—f}:esk s k=t
2 2 2 _2 ) 2 2 6
A
f(x)
X
— 2<x<4
=16 ~ " 46 o
0 enotros casos 26
0 2 4 P x

b) La funcion de distribucion se define F(x) =j f(t)dt

@ X

X <2 Fx)=| f(tydt=0
o X X X 2 7% 2 2
2<x<4  F(X)= f(t)dt=I f(t)dt:j T lE] _Ljx=4)_x-4
J. ) .6 6|2] 6| 2 12
> 4 x 4t 1721 1[16-4
X > 4 F(x) = f(t)dtzj f(t)dt+j f(t)dt:j La=2 Y :_{_}:1
A 2 4 2 6 6|2 ) 6 2
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FO0)
0 X<2
2_
F)=1X=% 2<x<4 1
12 x*—4
1 X>4 12
0 2 2 P
c) Media
o 4 4 3
alsz:E(X)zj xf(x)dx=j x.idx:lj X dx =X | 21164 81 564 kilos
. , 6 6J, 6/3|, 6.3 3| 18

Varianza: c5 =a,—a?

w 4 4 44
a2=E(X2)=I xzf(x)dx=I x2 X dx:ij X dx = = X =1[@—E}=10 kilos®
o 2 6 6J 6| 4 ) 6| 4 4

os =a,—a’ =10-3,1* =0,39 kilos®
Desviacion tipica: o, =4/ 0,39 =0,62 kilos

2_
d) P(X>3)=1-P(X<3)=1-F(3)=1->—2_1-2 _ " _058
12 12 12

4 4 2
o también, P(X>3):j f(x) dx=j Xax =X =1(8-9j=1=o,58
3 6 6| 2 12

3

2_
3,5 4—0=0,6875

e) P(2<X<3,5)=F(3,5)-F(2)=

35 35 235
P(2£X£3,5):J f(x) dx=j Xax=1| X =3(@—fj=ﬁ=o,6875
, , 6 6|2] 6L 2 2) 12

f) Sea k el peso del nifio, se tiene:

2_
F(k) =P(X <k)=0,9 N k124:o,9 - k’-4=108 = k®=14,8

k =./14,8 = 3,85, es decir, el nifio debe pesar 3,85 kilos para tener para tener al 90% de
los nifios con un peso igual o inferior.

16



Ejercicio 13.- Gran numero de fendmenos aeronauticos tienen asociada una variable
aleatoria con ley de probabilidad:

ke*™ 0O<x<w k>0
f(x) =
0 €en otros casos

Se pide:

a) ¢Puede tomar k cualquier valor?

b) Para k =0,1 representar la funcion de densidad, la funcién de distribucion y su gréfica
c) Siendo k =0,1 hallar P(X >10)

d) Para k =0,1 calcular P(50 < X <100)

Solucioén:

a) Para que f(x) sea funcion de densidad debe verificar:

1=r f(x) dx = jo F(x) dx +I:f(x)dx :I:ke’kxdx - —j:— ke dx=-[e™] = {eix T -1
—0 —0 0

La funcion de densidad no depende del valor del parametro k, pudiendo tomar éste
cualquier valor positivo.

b) La funcion de densidad para k = 0,1 seré:
f(x)4

01.e°* x>0
f(x)={ g 01

0 otros casos ’ K

La funcién de distribucion se define F(x) :I f(t)dt

X

x<0 F(x)=jxf(t)dt:0

0 X X X
F(X):I f(t)dt+I f(t)dtzj. 0,1.e‘°'“dt=—J. —-0,1.e%dt=
—0 0

0 0

x>0 =_[e—0,1tT=_[ 1 Tz_(i_ j:1_e_0’”
0 et |, o 01X
F(x)“
0 Xx<0
I:(X):{l—eo'“ x>0 1
» X

17



¢) P(X>10)=1-P(X<10)=1-F(10)=1-(1-e °** ):e—lzé

d) P(50 < X <100) = F(100) ~F(50) = (1-e **** )—(1-e ™ )= e +e® = -

Ejercicio 14.- Una variable aleatoria continua X tiene por funcién de densidad

1-x 0<x«<l1
f(x)=<x-1 1<x<2
0 otros casos
Se pide:

a) Representa la funcion de densidad

b) Hallar la funcion de distribucion y su grafica

c) PO<X<1l P(-2<X<2) P(%£X<ooj

Solucién:

Se observa que el area encerrada es igual a la
unidad

—
—_

P X

0 1 2
b) La funcién de distribucion se define F(x) :J‘ f(t)dt

x<0 F(x):J‘Xf(t)dt:O

0<x<1l F(x)= I f(t)dt+J‘ f(t)dt—I (1- t)dt—{t—ﬂ :x—X?z

F(x) = W+If(t)dt+ f(t)dt—j(l t)dt+J‘ (t—1)dt =
(L L5
2|12 |, 2 2 2 2

X > 2 F(x):Il(l-t)dur(t—l)dt:{t—% +{§—t} -1

1

18



rF
F(x)
0 X <0

1 e —
2
x—X? 0<x«1
F(X)Z 5 x—x2 .

X——x+1 1<x<?2 2

1 X>2

0 1 2

) PO<X<1) P(-2<X<2) P(%£X<oo]
1 1
P(0 < x$1)=|:(1)—|:(0)=(5—1+1j—ozE

P(-2< XSZ):F(Z)—F(—Z):(g—2+lj—0:l

P(ESX<ooj:F(oo)—F(ljzl—(i—ﬁj:§
2 2 2 2 8

Ejercicio 15.- Una variable aleatoria continua X tiene por funcion de distribucion:

Xx<0

0
2

X? 0<x<1

F(x) = 2

X

2X——-1 1<x<?2
2

1 X>2
Se pide:
a) Hallar la funcion de distribucion y representarla

b) Media, varianza, desviacion tipica y coeficiente de variacion
c) P 1 < X< 3
2 2

Solucioén:

a) La funcién de densidad es la derivada de la funcién de distribucion en los puntos
donde exista la derivada, entonces:

0 x<0
dF(x) | X 0<x<1
dx |2-x 1l<x<2
0 X>2

f(x) =

19



f(x)

X 0<xx1
f(x)=<2-x 1<x<2 . 2 %
0 otrosvalores

NI=
N =

P X

b) Media

2 1 2
X.(2—-x). dx :j xzdx+I (2x-x%).dx =
1

0

o, = Hy :E(X):I_fo(x)dx:jolx.x. dx +I

1

L] e

0

Varianza: c5 =a, —a?

1 2 1 2
x%.(2-x). dx :I x3dx+I (2x*=x%).dx =
1

0

x2.x. dx +I

0 1

Pt 3 472
(X 2x xt _1{@_@]_(3_1]_&_1
4 . 3 4 L 4 3 4 3 4 12 6

7 1
oi=0,-ol=—-1==
X 2 1 6 6

a, =E(X*) = J: x? f(x)dx = J-

Desviacion tipica: o, = \/% =0,41

Coeficiente variacion: CV, = Ox = OTA'l =0,41
Hx

o pl2exed)-r(2)or2)-[22-020 ) (0] -2 1 23 o
2 2 2 2 2 2 2 8 8 4

20



Ejercicio 16.- Una variable aleatoria continua X tiene por funcion de distribucion:

0 x<1
F(X)=4x-1 1<x<2
1 X>2

a) Calcular la funcion de densidad o funcion de cuantia

b) Calcular la media, mediana y coeficiente de variacion
Solucion:

a) La funcién de densidad o funcién de cuantia es la derivada de la funcion de
distribucion en los puntos donde exista la derivada, entonces:

<
dF(x) 0 x<l 1 1<x<2
f(x) = =41 1<x<2 —> f(x) =
X en otro caso
d 0 t
0 x22

1

© 2 XZ 2 1 3
b) Media: a, = p, :E(X)=I xf(x)dx=I xdx =|—| =2-==—=15
o 2 |, 2 2

* La Mediana de una distribucién es el valor que deja el 50% de la distribucion a la
derecha y el otro 50% a la izquierda, por lo que:

FM,)=0,5 = M,-1=05 = M, =15

Me ME
I f(x)=05 = I dx=05 =[x]*=05 = M,-1=05 = M, =15
1 1

* Coeficiente de variacion: CV, = Ox
My

2

) 32
8 1 7
:EXZ:I xzfxdx:I xldx =| 2| =2_2_°L
o, (X%) - (X) X |:3 373 3

2
SRS AN ) 6 TR AR Wi
3 \2) 3 4 12 12
cv, = 9x 098 405
Hx 15
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Ejercicio 17.- La funcion de densidad de una variable aleatoria es:

ax’+b O0<x<2
f(x) =
0 en el resto

sabiendo que P[% <X< 1} =0,1666 .
Determinar a 'y b.
Solucion:
Hay que calcular dos parametros (a y b), por lo que se necesitan dos ecuaciones:
e Por ser funcion de densidad:
2 2 x° * 8a

1= L f(x) dx = L (ax®+b) dx :{a?+bx}O :?+2b — 8a+6b=3

1

1 1 3
. P[%SXsl}:I f(x) dx:J. (ax®+b) dx={a%+bx} =0,1666, con lo que:
1 1/2

/2 12

3 1
a>_ ibx {ﬂb}{i&}zﬁﬁzo,mee — 7a+12b~4
3 24 2| 24 2

€n consecuencia,

a=—=0,22 6b:3—%:E > b:£20,20

8a+6b=3 16a+12b =6
9 54

7a+12b=4 7Ta+12b=4

ON
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Ejercicio 18.- La funcion de distribucion asociada a la produccion de una maquina, en
miles de unidades, es del tipo:

0 x<0
F(x)=9x(2-x) 0<x<k
1 X >k

a) Determinar k para que sea funcion de distribucion
b) Hallar la funcién de densidad
c) Calcular la media, mediana. moda y varianza de la produccion

d) Hallar P(X<0,5)y P(X>0,25)
Solucion:
a) Para que sea funcidn de distribucién se debe verificar:

1= lim F(x) = lm F(x) — limx(x-2)=k(k-2)=1  k*-2k+1=0 = k=1
x—>k* x—>k~ x—>k™

0 x<0
En consecuencia, la funcion de distribucion es: F(x) =<x(2-x) 0<x<1
1 x>1

b) La funcion de densidad o funcion de cuantia es la derivada de la funcion de
distribucion en los puntos donde exista la derivada.

dF ° X <0 2-2x 0<x<1
—-2X <x<
f(x) = ) _J2-2x 0sx<1 —s f(x) =
dx 0 en otro caso
0 X>1
c) Media:

0 1 1 2X3 1 2 1
alzusz(X):j xf(x)dx:j X (2-2x)dx :IO(ZX—ZXZ)dx :{xz— 3 } :1—§=§

0 0

» Para calcular la Moda hay que ver el valor que hace minima la funcion de densidad o de
cuantia, es decir:

f(x) = 2-2x 0<x<1 o f(x) = -2 0<x<1
"] 0 enotrocaso 10 enotrocaso
f(x)

f0) =2 La derivada de la funcién de cuantia f'(x) = -2 <0, por lo que
se trata de una funcion decreciente y toma el valor maximo en
el extremo del intervalo [0, 1], por tanto la moda M, =0

f(1) = 0 X f()=0<f(x)<f(0)=1,conloque M,=0
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* La Mediana de una distribucion es el valor que deja el 50% de la distribucion a la
derecha y el otro 50% a la izquierda, por lo que:

F(M.)=0,5 = Me(Z—Me)=O,5 = M -2M_+0,5=0 = 2M-4M_+1=0

2M? —4AM_+1=0 > M, =4i\'i6_8 =4ii*/§:1i‘/2E

De las dos soluciones se rechaza aquella que es mayor que 1, por lo que la Mediana es:

2
* La Varianza de la produccion: ¢ = o, — o
© 1 3 4
OLZ:E(XZ):.[ xzf(x)dx:j (2-2x)dx =2 x| 2 1.1
—© 0 3 2 0 3 2 6
2
1 (1 1
ch=a,—ai==—|=| =—
2t 6 (3) 18
0 x<0
d) Funcion de distribucion F(x) ={x(2—x) 0<x<1
1 x>1

P(X <0,5) = P(X <0,5) = F(0,5) = 0,5(2—-0,5) = 0,75
P(X > 0,25) =1-P(X < 0,25) = 1-F(0,25) = 1- 0,25 (2 - 0,25) = 0,5625

2-2x 0<x<1

También mediante la funcion de cuantia: f(x) =
0 en otro caso

0,5 0,5
P(X<0,5):I f(x)dx:j (2-2x)dx=[2x-x*]" =1-0,25=0,75
0 0

1 1
P(X>O,25):J‘ f(x)dx=I (2—2x)dx:[2x—x2]225:1—(0,5—0,0625):0,5625
0,25 !

0,25
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Ejercicio 19.- Dada la funcion f(x) =e™®

a) Comprobar si puede ser funcién de densidad de una variable aleatoria X cuando su
campo de variacion es el intervalo x >0

b) En caso de que no lo pueda ser, qué modificaciones habria que introducir para que lo
fuera.

Solucion:

a) Para que sea funcion de densidad, debe cumplir dos condiciones en el campo de
variacion de la variable aleatoria:

* f(X) no puede ser negativa
* Laintegral de f(x) en el campo de variacion es 1

e f(X)=e®2>0 > Le™2L0 = -2Xx > -o = X < o es positiva

. I e dx = [—% ezx} = [O + ﬂ = %i 1. No se cumple, luego la funcién dada no
0 0

es de densidad en el intervalo.

b) Para que sea funcion de densidad, se define f(x) =k e

0

IkeZde:kj e“dx:k[—ie“} :5:1 k=2
0 2 0 2

0

En consecuencia, f(x) =2 e

Ejercicio 20.- Dada la variable aleatoria continua X con funcién de densidad:

k 2) 0<x<4
(x) = (x+2) X
0 en el resto

Hallar:

a) El valor de k para que sea realmente una funcion de densidad
b) La funcion de distribucion
c) Lavarianza

d) P(2<X<3)

Solucién:

4 4 4 2 4
2) If(x)dx:l N Ik(x+2)dx=kj (x+2)dx =k | s2x| = 16k=1 = k=—
0 0 0 2 16

0
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X+2) 0<x<4
f(x) = 16( )

0 en el resto

b) Funcion de distribucion: F(x) :j f(t) dt, en este caso:

x<0 F(x):j;f(t) dt:J';o dt =0

X X X X 2 X
0<x<4 F(x):j f(t)dt:J. Odt+I i(t+2)dt:ij (t+2)dt:i t—+2t =
Cw - o 16 16 Jo 16| 2 o
X2 +4x
32

4

x> 4 F(x) = ;f(t) dt=J‘;0 dt +I

0

X 2 4
L t+2) dt +I 0dt=—| L iot] =1
16 62

4

0 x<0
2
F(x) = X7+ 4x 0<x<4
1 X>4

Xx+2) 0<x<4
c) Para calcular la varianza: f(x)= 16( *2)

0 en el resto

3

= —E[X]—rxf(x)dx —J“‘x{i(XJFZ)}dx _ 1 4(x2+2x)dx _ 1 X ix? 4 =
" 0 16 16 J, 6|3 |

0

a2=E[X2]:J‘:X2f(X)dx :J‘O“Xz{%(x+2)}dx :—j (x* +2x%)dx __G[XZ 2;(3} _

1[g,, 128]_20
“16 3] 3

2
=Var(X)=oc2—(0L1)2 = ci:g—(zj _11
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0 x<0
) 1
X“+4X —

2 <x<4
0<x<4 fx)= 116X t2) 0=x

d) F(x)=

0 en el resto
1 X=>4

P(2< Xs3)=F(3)—F(2)=(9+12j_(4+8 _21-12 9

32 32 32 32

1 1[x? 19 9
P(ZSXSB):I —(X+2)dx=—| —+2X| =— —=—
2 16 16| 2 |, 162 32

Ejercicio 21.- Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad tal que

8 1<x<8

f(x) =17 x*
0 otro caso

a) Calcular el primer y tercer cuartil, el decil 7 y el percentil 85

b) Calcular la mediana y moda
Solucién:

a) La Funcion de distribucion:

_ (T ra=[ g _8[1] _8x=D
F(x)_P[ng]_j f(t)dt_L?tzdt_ 7Ll_ — 1<x<8

—00

sustituyendo, queda:

1 8(Q,-1 32
FQ)=g=on > 7Q=32Q,-) — Q=7 =128 [0 =P,-128
1
3 8(Q.-1) 32
F(Qa)zzzﬁ ~ 21Q,=32(Q,~) > Q,=77=291[Q, =D, =P, =201
F(D7):l:8(D7—1) > 49D,=80(D,-1) D7=@=2,58
10 7D, 31
85 8(P. —1) 800
F(Pys) = =—F5 = 595P;,=800(P;; -1) +—> Py, =—-==3,90
( 85) 100 7P85 85 ( 85 ) 85 205

b) Me:szDszpso

1_8M,-D) 16

FM,)=—== M,=16(M,-1) —» M, =—=178
(M) 2 7M, ¢ M. =1 9 t
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La Moda M, se obtiene calculando el maximo de la funcion de densidad:

f(x) = 8 > B f(X)=- 163 <0 > Lafuncion es decreciente
7 X 7 X
f(1) = 8/7
N\ (8) < f(x) < (1) f(8) <f(x)<f(1), conloque M, =1
f(8) = 1/56/ !
1 8

Ejercicio 22.- La demanda diaria de un determinado articulo es una variable aleatoria
con funcion de densidad:

i O<x<4
8
f)= 127X 4o x<12
64
0 otro caso

Los beneficios diarios dependen de la demanda segun la siguiente funcion:

-5 si x<2

5 si 2 <x<4
10 si 4<x<8
15 si 8<x<12

Calcular:

a) Probabilidad de que en un dia cualquiera la demanda sea superior a 10

b) Probabilidad de que la demanda sea inferior a 3

c) La esperanzay la varianza de la demanda

d) Funcion de distribucion de la demanda

e) Funcién de cuantia y funcion de distribucion de la variable aleatoria beneficios diarios.
f) Esperanzay varianza de la variable beneficios

Solucioén:

12

12 Y 12-x 1 x 2 1
a) P(X>10):I f(x)dx:j - dx=a{12x—7} =3—2:o,03125

10 10

10

* °1 1.3 3
b) F>(X<3):J~ f(x)dx:'[ go|x=§[x]0=§=0,375

0 0

c) Media o Esperanza
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4 12 4

x.f(x) dx :j x.E dx +

x.f(x) dx +j X.
0 4 o 8 Ja 64

Oy = [y =E(X)=r x.f(x) dxzj

4 12 37
=1J‘ xdx+ij. (12x—x2)dx:i[x2]4+i 6x2_2_| -
8Jo 64 ), 16 0

—1+1(864-1728 954+ 84) 213 _ 4 33
64 3 3 3

Varianza:

© 4 12 4 l 12 12—X
azzE(Xz):j x2.f(x)dx = | x2.f(x)dx +I xz.f(x)dx:'[ xz.gdx+J' X2, i dx =

J0 4 0 4

4 @12
:EJ‘ xzdx+i (12x2—x3)dx:i[x3]z+i{4x3_x_} =

8 0 64.4 24 64 4 4
=54, 1 (6912-5184-256+64)= 2120 =80 _ 56 67
24 64 192 3

2
oZ=Var(X)=a,-o? _80 (13 :7—1=7,89
3 (3 9

d) La funcion de distribucion de la demanda F(x) :J f(t) dt

six<0 j f(x)dx:j 0dx=0

—0 —o0

X 0 X
Si0<x<4 If(x)dx=j de+J 1 X
88

—0 —0

F(x) = s
X X _ 2
si4<x<12 If(x)dx:f idx+J‘ 12 de:i+i —X—+12x—40
o 8 . 64 2 64\ 2

X 0 41 12 12—)( X
six>12 J. f(x)dx=J. 0dx+j- —dx+J' dx+J. Odx=1
—o0 —0 0 8 4 64 12

En resumen,

—00

si x<0
si 0<x<4

_ - — — <
+ > +12x -4 si 4<x<

= N o x ©

si x>12

e) La funcion de cuantia y la funcion de distribucion de la variable aleatoria beneficios
diarios se hallan considerando:
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1
5 si x<2 3 O<x<4
5 si 2 <4 _
B - boe =X f) = 127X 4o x<12
10 si 4<x<8 64
15 si 8<x<12 0 otro caso
Funcion de cuantia o probabilidad:
b, P[B=b]
o2 o2
-5 f(x)dx = de:E:O,ZS
0 J0 8 4
4 4
5 f(x) dx = ldx:1:0,25
o2 o2 8 4
° ®12-x 1 x2 )
10 f(x) dx = dx=—|12x—-—| =0,375
Ja J, 64 64 2 ),
12 12 _ 2 12
15 f(x)dx:J- 12-X gy = Lliox-X| o125
Js g 64 64 2 ),
Funcion de distribucion F(B) = P(B <b,)
b, P@B=b) F@B)=PB<b) b.P[B=b] b?.P[B=b,]
-5 0,25 0,25 -1,25 6,25
5 0,25 0,50 1,25 6,25
10 0,375 0,875 3,75 37,5
15 0,125 1 1,875 28,125
4 4
Zbi' P[B=b]=5625 Zb?. P[B=b]=78125
i=1 i=1

4
f) Media o Esperanza beneficios: p, =E(B) = Zbi .P[B=b]=5,625
i=1

Varianza beneficios:

4
E[8°]- ) bf.P[B=b]-78125
i=1

o? = Var(B) = E(B?) - p? = 78,125 - (5,625)" = 46,48

Desviacion tipica de los beneficios: o, =

46,48 = 6,817
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Ejercicio 23.- Sea X una variable aleatoria continua, cuya funcion de densidad es

3x? 0<x<1
fx (X) =
0 en otro caso

Sea Y =1- X? una transformacion de la v.a. X

a) Calcular la funcion de densidad de lav.a. Y

b) Calcular la funcién de distribucion de lav.a. Y

Solucion:

a) La transformacién asociada a la v.a. Y es derivable y estrictamente monétona cuando
X toma valores en el intervalo (0, 1). En consecuencia, se puede aplicar la

transformacioén, quedando la funcién de densidad:

dx -1
Y=1-X* > x=J1-y - {dy 21y
gi(y)=41-y

La funcion de densidad de la variable continua Y se obtiene:

-1 3
:_‘ll_y

21-y| 2

f, () =f[g7W)]. g—; =3(J1y)

gwll—y O<y<l1

0 €en otro caso

La funcion de densidad de lav.a. Y: f,(y) =

b) Funcion de distribucion:

y<0 > F(y)= I_:f(t)dt ~0

O<y<lme FY(y):W+J‘Oyf(t)dt:J‘Oyg,/l—tdt=[—1/(1_t)3 }Z =1-(@-y)

0 1 y 1 1
y>1 > FY(y):M+I f(t)dt+W=I f(t)dt:j gw/l—tdtzl
~ 0 0 0 0

0 y<0
La funcion de distribucion de lav.a. Y serd: F,(y)=<1-4(1-Yy)’ O<y<1
1 y>1
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Ejercicio 24.- Sea X una variable aleatoria continua, cuya funcion de densidad es

-1<x<1

N | =

fx (X) =

0 en otro caso

Sea Y = X? una transformacion de la v.a. X

a) Calcular la funcion de densidad de lav.a. Y

b) Calcular la funcion de distribucion de la v.a. Y

Solucion:

La transformacion Y = X* es derivable, pero no es estrictamente mondtona, puesto que
en el intervalo (-1, 0) la transformacion es decreciente y en el intervalo [0, 1) es creciente.

En este caso, hay que determinar la funcion de distribucion de la variable aleatoria Y para
el caso general de las transformaciones de una variable aleatoria, ya que no se puede
aplicar el método descrito en el ejercicio 25.

b) Célculo de la funcién de distribucién

R () =P[Y <y]=P[X* <y]=P[|X <[y |=P| -y < X< y]:jﬁ f(x) dx =

-y

[ et -y

Jy 2 E
0 y<O
La funcién de distribucion de lav.a. Y es: F(y)=4.y 0<y<1
1 y2>1

—— 0<y«1
a) La funcion de densidad f, (y) = M = 2\/7 Y

0 enotro caso
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Ejercicio 25.- Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad tal que

F(x) = e x>0
0 otro caso

a) Funcion generatriz de los momentos (f.g.m.)
b) Esperanzay varianza a partir de la f.g.m.

c) Funcion caracteristica

Solucion:

a) M(t)=E[e"™] =I

—00

0 0

e f(x). dx =I XD dx =i[ex“‘”]w L oGt
t-1 0 1-t

0

_ Moy My dp 1 1 _
D) oy =EX)=MU(0) == = dtL_tLo e
0, ~E(x) - M@(0) - SO :iP(iﬂ G 12) - = -
dt* |, dildtli-t)| =~ dtl@-v°) @-1°

Var(X)=a,-al=2-1=1

c) La funcién caracteristica se puede calcular utilizando la relacion entre funcion
caracteristica y los momentos:

(2) +(';_)|3a3+ . %akJr.--:g%)jaj sit<1
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