% PORTAL ESTADISTICA APLICADA
= @5 Bl Bl Glies) A=

= Destrezas {
PROBLEMAS DE ALGEBRA |-
.'-:.'.-'-5' Alzebra _--:_-.-".:i' Diagonalizar
e, | Lineal . | Matrices

ELEMENTOS DE ALGEBRA LINEAL

Una matriz de orden o dimensién nx p es una ordenacién rectangular de
elementos dispuestos en n filas y p columnas de la siguiente forma:

a; a4, Ay
A= Ay Ay Ay
anl an 2 a‘np

En general, para designar a una matriz se utiliza una letra mayuscula en
negrita. Un elemento génerico de la matriz A se designa mediante a;, donde
el primer subindice i hace referencia a la fila en que esta situado el elemento,

mientras ghe el segundo subindice j hace referencia a la columna.

Una matriz de orden 1 x 1 es un escalar.

1 3 6
. 1 3 4
Ejemplos: A= B=| 2 4 5
2 5 6
-5 2 8

Matriz transpuesta|

La transpuesta de una matriz A de orden nx p, obtenida mediante el

intercambio de filas y columnas, de forma que |a; =b;

En general, a la matriz transpuesta de A se denomina A’

Ejemplos de transpuestas de las matrices anteriores:
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Vector columnay vector fila

Un vector columna de orden n es una ordenacién de elementos dispuestos en
n filas y 1 columna de la siguiente forma:

a, | En general, para designar a un vector columna se utiliza una letra
mindscula en negrita.

Un vector filade orden n es una ordenacién de elementos dispuestos en 1 fila

y n columnas de la siguiente forma: |b=[b, b, - b, ]

El transpuesto de un vector fila es un vector columna: |a'= [a1 a, - an]

IMatriz cuadradal

Se dice que una matriz es cuadrada si el numero de filas es igual al nUmero
de columnas. En esta linea, una matriz cuadrada de orden n tiene n filas.

Una matriz cuadrada de orden 3;: C=

O N R
o W N
o ~N N

|Traza de una matriz|

En una matriz cuadrada de orden n la diagonal principal esta formada por
los elementos a; (=12, --- ,n). Latrazade una matriz cuadrada A, ala

gue se designa por tr (A) o por traza(A),eslasumadelos elementos dela
diagonal principal.Es decir :

tr(A) = zn: a;

Ejemplo: tr(C)=1+3+8=12



IMatriz simétrical

Se dice que una matriz cuadrada es simétrica si se verifica:

Ejemplo: D=

AW

4
3
5

o o1

Matriz diagonal

Se dice que una matriz cuadrada es diagonal cuando todos los elementos
situados fuera de la diagonal principal son nulos. Es decir, en una matriz
diagonal se verifica que a; =0 cuando i # j. La matriz diagonal es de la forma:

a, O 0
0 a 0
A — 22
0 0 a

IMatriz escalar|

Se dice que una matriz diagonal es escalar cuando todos los elementos de
la diagonal principal son idénticos. Es decir, en una matriz escalar se
verifica que a,;, =k para todo i.

IMatriz identidad|

Es una matriz escalar en la que a;, =1. Se le denomina I.
Una matriz identidad genérica tiene la forma:

1 0 0

0 1 0
| =

0 O 1



OPERACIONES CON MATRICES

lgualdad de matrices|

Laigualdad de dos matrices se cumple si, y sélo si, Ay B son del

mismo ordeny |a; =b;| paratodoiy todoj.

Para realizar la suma, las matrices Ay B deben ser del mismo orden.

|Suma de matrices|

La suma de las matrices Ay B de orden nx p es igual a otra matriz C,
también de orden n x p, definidadela siguiente forma:

Los elementos de la matriz se obtienen: c¢; =a;+b; Vi,j
) 2 -1 1 4 2+1 -1+4 3 3
Ejemplo: A= , B= » C= =
3 5 -2 6 3-2 5+6 1 11

IMultiplicacion escalar|

La multiplicacion escalar de una matriz A por un escalar A se efectla

multiplicando cada elemento de A por A. El producto es designado por |AA

_ 2 3 2 3 8 12
Ejemplo: A=4, A= > AA=4 =
4 1 16 4

Multiplicacion de matrices|

Si A es una matriz de orden x m y B es una matrizde orden m x@, el producto

de estas dos matrices es otramatrizCdeordennxp: |AxB=C

n
El elemento genérico c; = z:aikbkj
k=1

|:a11 a12:||:bll b12 bl3:| — |:(a11b11 + a'12 b21) (a11b12 + a'12 b22) (all b13 + a12 b23):|
a'21 a22 b21 b22 b23 (a21 b11 + a22 b21) (a21 b12 + a22 b22) (a21 b13 + a22 b23)



1 9 1 Ax1+2x7 4x9-2x2 4x1+2x6 18 32 16
[7 5 6}= 3x1+5x7 3x9-5x2 3x1+5x6|=|38 17 33
2x14+6x7 2x9-6x2 2x1+6x6 44 6 38

N W b
o 01N

© El producto de matrices no es conmutativo: |[AxB #BxA

. 2 3 15
Sean las matrices: A = , B=
4 1 0 6

ag_|2 3] 1 5]_[2x1+3x0 2x5+3x6]_[2 28]__[1 14
*PTla 1170 6| |4x1+1x0 4x5+1x6]| |4 26| ‘|2 13
1 5 2 3 1x2+5x4 1x3+5x1 22 8 11 4
Bx A= X = = =2
0 6 4 1 Ox2+6x4 0x3+6x1 24 6 12 3
® La matriz identidad | es conmutativa: |[Axl=I1xA

aoi 2 3] [t 0]_[2x1+3x0 2x0+3x1) [2 3]_,
“Tla 1] o 1] [4x1+1x0 4x0+1x1] |4 1]

oAt 0] [2 3] [1x2+0x4 1x3+0x1] [2 3
““Zlo 1|74 1]7|0x2+1x4 0x3+1x1]| |4 1

IDeterminante de una matriz|

El determinante de una matriz cuadrada A, al que se designha por |A| , €S un escalar
gue se obtiene por lasuma de n! términos, cada uno de los cuales es el producto
de n elementos. Se obtiene mediante la formula:

|A| = zialja?k T anq

En la expresion anterior cada sumando se obtiene permutando el segundo
subindice. El signo de cada sumando + o — segun que el nUumero de
permutaciones realizado a partir de la ordenacioén original sea par o impar.

Si |A|=0 se dice que la matriz A es singular

all a12

Ejemplos: |A|= =a, a,, —a,a,

21 22



b, b
. * _ b11b22 b33 + b21b32 b13 + b31b23 b12 -

b
Bl=1b b b, =
| | b21 b22 b23 —by3b,, by —byby, by —bygb, by,
31 32 33

Propiedades de los determinantes|

El determinante de una matriz cuadrada es igual al determinante de

su transpuesta: ||A|=|A"|

El determinante del producto de matrices cuadradas es igual al producto
de los determinantes de cada una de las matrices:

|IABC|=]|A| x [B| x|C]|

© Sise multiplica una matriz A de orden n por una constante h, se verifica:

hA|=h"x A
© Siunamatriz A tiene dos filas, o dos columnas, idénticas o proporcionales,
entonces: |A|=0

IMatriz inversal

Lainversa de una matriz cuadrada A es una matriz B que verifica: |AB=BA =1

En general, a la matriz B que cumple esta propiedad se le designa por A™,

conlocual: [AAT=ATA=]

1 3
P 3 -1] [3/10 -1/10
S 10|-2 4| |-2/10 4/10
A—lA_i3‘141_i1°°_10_|
10(-2 4|2 3| 10l0 10| |0 1|

AA_1_411 3 -1 1[4 13 -1] 1 100_I
|2 3|10|-2 4| 10|2 3||-2 4| 10| 0 10|

: 4 1 4 2
Ejemplo: A=[2 3} > A'=[ } A|=|A"|=10



Propiedades de las matrices

©® Lainversade un producto de matrices ABC es igual a: |[(ABC)"=C'B'A™

La transpuesta de unainversa es igual a lainversa de la transpuesta:
(A—l)l = (Al)—l

® El determinante de lainversa de una matriz es igual al reciproco del determinante

e

de la matriz original, es decir: _W

MATRICES Y DETERMINANTES: OPERACIONES

i

& Calcular A.(B+C), siendo:

32 0 0 3 -1
3 2 1
A= B={0 1 -1 C=|1 0 3
[402]
10 2 4 2 0
Solucioén:
32 0 0 3 -1 3 5 -1
B+C={0 1 -1(+(1 0 3 |={1 1 2
1 0 2 4 2 0 5 2 2
-1
3 21
A.B+C)= J1 1 2 |=
4 0 2 )

(3.3+2.1+1.5 3.5+2.1+1.2 3.(-)+2.2+1.2) (16 19 3
"4.3+0.1+2.5 4.540.1+42.2 4.(-)+0.2+2.2) (22 24 ©



ﬁ, Dadas las matrices Ay B, obtener los productos AB y BA, donde:

5
A=(1 2 4) B=|3
0
Solucion:
5
A.B=(1 2 4).|3|=1.5+2.3+4.0=11
0
5 5.1 5.2 5.4) (5 10 20
B.A={3[.(1 2 4)=|3.1 3.2 3.4|=|3 6 12
0 0.1 0.2 0.4) (0 0 O

e 3 4 26 21
L4 Calcular X tal que X =
7 11 69 59

.
[

Solucién:
3 4 a b 3 26 21 R 3a+4c 3b+4d 3 26 21
7 11)'{c d) |69 59 7a+1lc 7b+11d) |69 59
3a+4c =26
a=2 c¢c=5
3a+4c 3b+4d 26 21 {7a+11c=69
= =
7a+11c 7b+11d 69 59 3b+4d=21
= b=-1 d=6
7b+11d =59

, 2 -1
en consecuencia, X=

X-3Y=A
2X+3Y =B

Resolver el sistema de ecuaciones de matrices {

-20 -5 23 17
donde: A= . B=
-2 -15 -4 15

Solucioén:

X-3Y=A -20 -5 23 17 3 12
» 3X=A+B B 3X= + =
{2X+3Y =B ( -2 —15] [—4 15) [—6 O}



w1 3 12) (1 4
36 0) (-2 0

1 4 -20 -5 21 9
X-3Y=A B 3Y=X-A b 3Y=[ )—[ ):( }

2 0 -2 -15 0 15
Y_1219_73
“3lo0 15) {0 5

a b
Dada la matriz A = (O a} , donde ay b son nimeros reales. Calcular A"

Solucién:

o o

A =

0 a

A2_ab a b) (a® 2ab

lo a)lo a) o a2
A3—A2A—a2 2ab) (a b) (a® 3a’b
7 lo a2 )lo aj o &

Ao AT AL a® 3a’b (a b _ a’ 4a’b
o at 0 a 0 a*

. 111
Qf Hallar la potencia n-ésimade A=|{0 1 1
0 01
Solucién:
111
A=({0 1 1
0 01
1 1 1)(1 11 1 2 3
A’=A.A=|0 1 1||0 1 1|=|0 1 2
0 0 1){0 0 1 0 01



00 1)lo 0 1 0 01
1 3 6\(1 1\ (1 4 10
A‘=A*A=[0 1 3]||0 1/=(0 1 4

1 2 3)(1 11 1 3 6
A*=A*A=l0 1 2||0 1 1|=|0 1 3

a

n

1
Por induccion: A"=|0
0

O S

n
1

Para calcular a, se considera la sucesion: a,=1, a,=3 , a,=6 , a,=10

%% % Esuna pregreslén artmatica de segunde erden. por 1o dquse se
5 busca un pollnomlo de segunde grade a_ =a+bn+cn?
3 1
at+b+e =1
3 n=1: a,=a+b+ec= at2bidc—3 a=0
6 1| n=2: a,=a+2b+4¢=3 b B b=1i2
a+b+c =1
4 n=3: a;,=a+3b+%c=86 c=1f2
10 a+3b+89¢=8

2
n+n° n(+n
a,=a+bn+cn®= _n+n

2 2
1 n(1+n)
2
Finalmente, A"=|0 1 n
0O 1

("] Dadalamatriz A =(O 1], obtener todas las matrices que conmutan con A

Solucién:

b
SealamatrizB:[i dj talque A.B=B.A
1 2 ab_ab 1 2 a+20b+2d_a2a+b
0 1/)\c d) (c d/lo 1 C d ) lc 2c+d

10



a+2c=a b+2d=2a+b
H ¢c=0 — a=d
c=cC d=2c+d
a b
Bz( ] Va, beR
a
2 1 3
ﬁ Dado el determinante |Al=|4 2 5/, desarrollar por los elementos de su
Vi 6 0 -2

segunda filay por los elementos de la tercera columna. Por laregla de Sarrus.

Solucioén:

© El desarrollo de |A| por la segundafila: ||Al=a,.A, + a,,.A,,+ a,.A,,

3 2
=—-[-2-0]=2 A,, =(-D)***

. 1
A21=(_1)2 ! 0 _2‘

6 -2

3
‘=—4—18=—22

21
A23=(_1)2+3 6 0‘=—[0—6]=6

IAl=a,,.A, +a,.A,+a,.A,,=4.2+2.(-22)+5.6=-6

© El desarrollo de |A| por la tercera columna: |[Al=a,. A+ a,, . A, + a,,. A,

4
A = _1 1+3
13 ( ) 6

2—o 12=-12 A —(1)“32 b (0-6)=6
o - 2 6 0 -

2
A — _1 3+3
33 ( ) 4

1
‘=4—4=O
2

Al=a,, . A+ a,.Ay,+a,.A, =3.(-12)+ 5.6+ (-2).0=—6
© El desarrollo de |A| por Sarrus:

2 1 3
4 2 5|=2.2.(-2)+4.0.3+6.5.1=22
2 1 3 6 0 -2
IAl=]4 2 5|= + =22-28=-6
6 0 -2 2 1 3
4 2 5|/=-3.2.6-5.0.2-(-2).4.1=-28
6 0 -2

11



34 7 3
- | 73 12 8
. Desarrollar el determinante |A|=
. 4 6 -5 4
3 2 6 -3
Solucion:
3 4 7 3 3 4 7 3 0 19 13 -3
7 3 12 8 1 -5 -2 2 1 -5 =2 2
Al = F, - 2K F - 3F,
4 6 -5 4 6 -5 4 4 6 -5
3 2 6 -3 3 2 6 -3 3 2 6 -3

F, - 4F, Fy - 3K,

W O -~ O
)
o
w
|
N
O O[] ©
|
ol
|
N
N

19 13 -3 19 13 3
=(-D*"26 3 -4/ = {26 3 4|=-1774
17 12 -9 17 12 9

1 11
e -1 11
. Desarrollar el determinante |A|=
= -1 -1 x 1
-1 -1 -1 X
Solucion:
1 1 11 1 1 1 1
F,+F
-1 x 11 0 x+1 2 2 3
Al = F+F =(x+1)
-1 -1 1 0 0 x+1 2
F,+F
-1 -1 -1 X 0 0 0 x+

12



1 1 1
Desarrollar el determinante de Vandermonde |Al=la b ¢

a’ b? c?

Solucién:

1 1 1 1 1 1

Fy—aF, b-a c—-a

IAl=la b ¢| ———3 |0 b-a c-a |=| -

a? b? c? F-ak 0 b?-ab c?-ac (b-2a) clc-a)

1 1

=(b-a).(c—-a) b C‘z(b—a).((:—a).(c—b)

1 1 1
IAl=la b c|=(b-a).(c-a).(c=b)

a? b? c?

1 1 1
Q Calcula el valor del determinante |A|l=| log3 log 30 log 300
(log3)*> (log30)* (log300)?

Solucioén:

log30=1log (3.10)=logl0+log3=1+log3
4 109300 =log (3.100) =10g100+log3=2+log3

1 1 1 1 1 1
o |Al=| log3 log30 log300 |=|log3  1+log3 2+log3 -
(log3)*> (log30)* (log300)*| |(log3)* (1+log3)*> (2+log3)®

Cs- C, 0 0
— 5 |log3 1 1
-G (log3)* 1+2log3 3+2log3

" |1+21log3 3+2log3|

=3+2log3-1-2log3=2

: ! ! F; - (log3)F,
©|Al=| log3  log30  log300 S
(log3)® (log30)* (log300)° F, = (log3)F,

=(log30-1log3). (log300-log3). (log300-1og30) =log10.log100.logl0=2

13



3 X X X
e X 3 X X
L9 Resolver =0
7 X X 3 X
X X X 3
Solucién:
3 X X X 3+3Xx X X X 1 x X X
X 3 X X +C2+C3+C4 3+3x 3 x X 1 3 x X
> =(3+3x) =
X X 3 X 3+3x X 3 X 1 x 3 X
X X X 3 3+3x x x 3 1 x x 3
Fo=h 1 X X X
ER! 0 3-x 0 0 ; X =—1
—> (3+3x) =(3+3x%).(3—x)"=0 i
F_F 0O 0O 3-x O x =3 triple
4 1
0 0 0 3-x
1 2 3 4
I i l+a 2+a 3+a 4+a
ﬁ, Valor del determinante
7 a a a a
5 6 7 8
Solucion:
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
l1+a 2+a 3+a 4+a 1 2 3 4 a a a a
= + =0+0=0
a a a a a a a a a a a a
5 6 7 8 5 6 7 8 5 6 7 8

Los dos determinantes valen O al tener dos filas iguales o proporcionales.

4 2 7 1
G . 2 -5 3 6
@ Valor del determinante
i 2 0 4 -3
6 2 8 O
Solucién:
4 2 7 1 4 2 7 1
2 -5 3 6 2R=h o 12 -1 11| P2RITR
© — = SN
2 0 4 -3 2(|2 0O 4 -3
6 2 8 O 6 2 8 0

14



2 7 1

[4] 2
~12 11| PRESR mmlo —12 1o
-2 1 -7 ” " 0 -2 1 -7/
0 -2

2 8 0

NI
NI
o O O »

-12 -1 11 6 -1 11

=% -2 1 -7|=—|]1 1 -7|=-(-18-55+7-11-210-3)=290
-2 -5 -3 1 -5 -3
4 2 7 1 F - 2F, 0o 12 1 -11 1 -1
F.—F -
2 -5 3 6 3 "2 -
© 5 0 4 -3 _ ° 3 6 =-2|5 1 -9| b
- Fa— 35 o 5 1 -9 17 -1 -18
6 2 8 O 0o 17 -1 -18
F+ Fy 29 0 -29 1 1
—»-21|22 0 -27|=-2.29 =-2.29.(-5)=290
E+E 22 =27
273 17 |-1 -18
2 3 -1
Descomponer lamatriz |4 5 7| como suma de una matriz simétricay
0 2 4

otra antisimétrica.

Solucioén:

Sean las matrices S (simétrica, coincide con su transpuesta, es decir S=S')
y A (antisimétrica, cuando su transpuesta es igual a su negativa, esto es, A = -A").

M=S+A M=S+A
SO ) N S=1(|v|+|v|‘) A=1(M—Mt)
M =S'+A Mi=S—A 2 2
, -1
. 2 3 -1 2 4 0 , 2 29
s==lla 5 7|+| 35 2|l=z/L 5 2
o 2 4 17 4 2 2
- 1 9
= 2 4
2 2

15



o -1 -1
e 2 4 0 . 2 25
A==||4 5 7|-13 5 2(l=|= 0 =
2 0 2 4 17 4 2 2
a 1 -5
- — 0
2 2
o 3 -2 1
Obtener la matrizinversade A= 4 1 O
T
-1 2 3
Solucién:
3 -2 1
Al=| 4 1 0[=42
-1 2 3
3 4 -1
La matriz transpuesta A'=| -2 1
1 0 3
All A21 A31
La matriz adjunta A* =| A, A,, A,
Al3 A23 A33
Los adjuntos correspondientes:
! al—2 2
A11=(_:|-)ll 0 3‘=3 A21=(_1)21 1 3‘=8 A31
4 -1 3 -1
A, =(-D"? =-12 A, =(=1)7°* =10
12 ( ) O 3 22 ( ) 1 3‘
54 -1 sl 3 -1
A13=(_1)13 1 2 =9 A23:(_1)2 ° ) 2‘=—4
3 8 -1
En definitiva, la matriz adjunta: A*=|-12 10 4
9 -4 11

o 1 ..
La matrizinversaA™t=— A

Al

2|, siendo |Al=|A=42

16

— (_ 1)3+l

1
=-1
o

3 4

A32=(_1)3+2 1 0

‘=4

3 4

A33 = (_1)3+3 _2 1

‘zll



3 8 -1
A=t l_12 10 4|22 10 4
2|70 5, e 2 =

9 -4 11

42 42 42

D Téngase en cuenta que una matriz cuadrada A es invertible so6lo si |A|#0

[ | Lamatriz inversa A™* verifica la propiedad conmutativa A.A =A™ A=

3 -2 1 3 8 -1 42 0 O
A.A'l=i 4 1 0(|-12 10 4 =i 0 42 0 |=I
42 42
-1 2 3 9 -4 11 0O 0 42
1 3 8 -1 3 -2 1 1 42 0 O
A" A=—|-12 10 4 4 1 0|=—-——2=| 0 42 0 |=I
42 42
9 -4 11)\-1 2 3 0 0 42

;Iv___m'.-.
ﬁ, Halla el rango de la matriz A =

i

O R, OhMDN
O, W W W
|
N

Solucién:
El rango de una matriz cuadrada es el numero de filas o columnas independientes.

En este caso, el rango de A como méximo puede ser 3.

3
El menor 3 #0 = r(A)=2

Combinando todos los menores de tercer orden que se pueden obtener:

2 3 -1 2 3 -1 2 3 -1
4 3 2 4 3 2 4 3 2
0 3 -4 11 0 00 1
2 3 -1

4 3 2|=0

03 -4

17



Al existir un menor de tercer orden distinto de cero,
se concluye quer(A)=3

("] Halla el rango de la matriz A =

a

N W RN
B O W
[EEY
|
N
[EEY

-7 17 -4
Solucién:

El rango de una matriz cuadrada es el numero de filas o columnas independientes,
por consiguiente, el rango como maximo puede ser 4.

De otra parte, se observa que F, =F, +F, , es decir, la tercera fila es combinacion
lineal de la primera y segunda fila. Por tanto, se puede suprimir sin que altere el
rango de la matriz A.

2 3 -1 3 0
Quedalamatriz (1 2 1 -2 1| gquecomo maximo tiene rango 3
2 1 -7 17 -4

se tiene que #0 = r(A)>2

::

Orlando el menor de todas las formas posibles, se obtiene:

3 -1 2 3 3 2 3 0
1 2 1 1 2 -2 1 2 1
2 1 -7 2 1 17 2 1 -4
2 3 -1 2 3 3 2 3 0
Como resultaque, |1 2 1|=0 1 2 -2|=0 1 2 1|=0
2 1 -7 2 1 17 1 -4

El rango no puede ser 3, por tanto: r(A)=2

18



Solucién:

Mediante el método de reduccidn, se tiene:

2 1 5 -1 8\ h*t?R o 5 11 7 18
1 2 3 4 5| B3R |1 2 3 4 5 Fs=F
_— —_
3 -1 4 5 1| g.g 5 13 17 16 E_E
4 2 4 3
1 3 10 13 11 0 5 13 17 16
o 5 11 7 18
Fs—Fp 1 2 3 4 5
—_—
F - F, 0O 0 2 10 -2
0 0 O 0 0
05 11
-1 2 3|0 = rango=3
00 2

Sea A una matriz cuadrada diagonal.
¢, Qué condiciones deben cumplir los elementos para que sea inversible?.
¢Y cudles para que dicha inversa coincida con A?

Solucién:
a 0 o0
Sea A=[(0 b O
0 0 c

Para que exista A™ tiene que verificarse que |A|=a.b.c 0, es decir, que ningin
elemento de la diagonal principal sea nulo.

a 0o l/a O 0
A=A'=|0 b O Al=a.b.c  A*=| 0 1/b 0
0 0 c 0 0 1/c

a=1/a a®=1 a=+1

Paraque A'=A" +— <b=1/b +— <b*’=1 b=+1

c=1/c c’=1 c=+1

19



Las matrices que cumplen estas condiciones son:

1 0 -1 0 O 1 0 O
010 O 1 O 0 -1 O
0 1 0O 0 1 0O 0 1
1 0 O -1 0 0 -1 0 0
0O 1 O O -1 O 0O 1 O
0 0 -1 0 0 1 0 -1
1 0 O -1 0 0

-1 0 0o -1 0
0O 0 -1 0 0 -1

o . ab a* b*> ab
. Calcular el valor del determinante .
] ab b® a° ab

b? ab ab a?®

Solucién:
a’ ab ab b? a’+2ab+b* ab ab b? 1 ab ab b?
ab a® b®> ab a’+2ab+b*> a* b®> ab ,|1 a® Db® ab
2 2 = 2 2 2 2 =(a+b) 2 2 -
ab b a- ab a+2ab+b° b a- ab 1 b a- ab
b? ab ab a2 a’+2ab+b* ab ab a2 1 ab ab a2
2
1 ab - ab > a(a-b) b(b-a) b(b-a)
,|0 a“—ab b“-ab ab-b 5
= (a+b) , , ,|=(a+b3|b(b-a) a(a-b) b(b-a)|=
0 b°—ab a"-ab ab-b 5 Lo
) ) 0 0 a--b
0 0 0 a‘—b
a(a-b) -—-b(a-b)

= (a+b)?. (a% - b?) = (a+b)?.(a2 - b?).(a—b)?

a -b
-b(a-b) a(a-hb) -b

=|@a+b)’| (@° = b?).[(a=b)’| (@° —=b?) =[(a+b).(a=b)]*. (@° = b?)* =

— (a2 _ b2)2. (a2 _ b2)2 — (a2 _ b2)4
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. o x| 1
Hallar los valores para los que la matriz A no tiene inversa: A = -2 2
o X —

Solucién:

La matriz no tiene inversa cuando |A|=0

X 1
al=| M ok —2=0
Ix-2| 2
—to 0 2 m
2 |x| —2x 2x 2x
Ix — 2| —(x-2) —(x-2) Xx—2
—2X+X-2=| Z2x+x-2= 2Xx—-x+2=
2 x|-x=2/=0 |=—x—-2=0 —3x-2-=0 | =x+42=0
2
3

X==2 x<0 _ _ )
La matriz A tiene inversa para todo valor real de x,

Al = X=E 0<x<2 b 3
3 excepto parax=-2y x=>

X==2 X>2

-1 0
Compruebasi (A.B)*=B* A™

. 1 2 -1 0
Dadas las matrices A = y B= » 4

Solucién:

C(1 -1 a2 L, 1(0 =2) (0 -1
Al = IAl=|AY = -2 Al=" -
2 0 -1 0 2\1 1 1/2 1/2
-1 2 -1 0 4 0 -1 0
B! = IB|=|BY| = =_4 gi-_1 =
0 4 2 4 4({-2 -1 1/2 1/4

1 2)(-1 0) (3 8 31
A.Bz( ][ ]:[ ] (A.B)tz( } |A.B|=|(A.B)|=-8
-1 0)L2 4) (10 8 0
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( ., 1(0 -8 o 1
(AB)y'=_= =
gl-1 3/ \1/8 -3/8

) = (A.B)'=BLA"

L. (-1 o0 0o -1 0 1
| 1/2 1/4 ){1/2 1/2 1/8 -3/8

10 1 1 0 -1
Calcula X talque X-B*=A.B,donde: A=|1 1 0|, B=[1 1 1
0 0 2 0 0 1
Solucién:
X-B?’=A.B = X=A.B+B?
1 0 1Y(1 0 -1 1 00
A.B={1 1 0 1 1|=(2 1 0
0 0 2)J)l0 0 1 0 0 2
1 0 -1\(1 0 -1 1 0 =2
B2=|1 1 1|1 1 1|=(2 1 1
O 0 1)lo0 0 1 1
100 1 0 =2 2 0 -2
X=AB+B?=[{2 1 0|+|2 1 1l=|4 2 1
0 0 2 0 0 1 0O 0 3

. . m O .
Determinar los valores de m para los que la matriz X =£O 2) verifique

xz-gX+|=o

Solucién:

, b5 m 0)m O0) 5(m O 10 00
X2—ZX+l= _2 + _
2 o 2)lo 2) 2o 2/ \lo 1)/ lo o
m?> 0 5m0+10_00|_>m2—gm+10_00
o 4) 210 2) o 1) (0 O 0 0_00

22



mz—gm+1=0 —» 2m’-5m+2=0 = 1

s . 3 2 2 3 11
. Resuelve la ecuacién AXB=C,donde: A= B= C=
P 4 3 12 11

Solucién:

AXB=C —» A7'AXB=A"'C » AT'AXBB'=A"'CB™

IXI=A"CB™ —» [X=A"'CB™

Adviértase que el producto de matrices no es conmutativo. En esta linea, hay
que multiplicar por laizquierda A~ y por la derecha B™.

10
De otra parte, A”/A=BB ' =I= [0 1}

3 2 . (3 4 3 2 . 3 -2
A= > Al= - A= =1 B Al=

4 3 2 3 4 3 -4 3

2 3 (21 2 3 9 2 -3
B= ~ B'= ~ |Bl= =1 » B'=

1 2 3 2 1 2 -1 2

e (200G PG G

Halla la matriz X que verifica AB+CX =D, siendo:
3 1

2 0 1 12 -9 3
A= B=| 0 1| cC-= D=
[ 1 1 5) [3 4) [—8 17)

-1 2

Solucién:

AB+CX=D + CX=D-AB B C'CX=C'(D-AB) & |X=C'(D-AB)

12 o (13 12 Lo -1( 4 -2
© C= = C'= - Icl= -——2 b Cl===
3 4 2 4 3 4 2 (-3 1

3 1
-2 0 1 -7 0
© AB= 0 1=
1 -1 5 -2 10
-1 2
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