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EXAMEN ORDINARIO ESTADISTICA TEORICA (24 DE ENERO DE2017)
CUESTIONES TEORICAS (0,75 PUNTOS CADA CUESTION)
1. ¢Pueden ser dos sucesos independientes y disjuntos a la vez? Ponga un ejemplo.
Solucion:

Dos sucesos A y B son disjuntos o incompatibles cuando AnB=¢, siendo P(ANB)=P(¢)=0.
Son independientes cuando P(ANB)=P(A).P(B)

La independencia de dos sucesos no tiene nada que ver con que sean disjuntos. De hecho, si dos
sucesos Ay B, con probabilidades no nulas, son independientes, entonces no pueden ser
disjuntos, ya que P(AnB)=P(A).P(B)

2. Se tienen dos variables aleatorias cuya distribucion es normal: X~N(3,2) , Y~N(5, 1)
Obtenga la esperanza matematica y la varianza de la variable: W=2X+4Y y de la variable
Z=(X+Y)/2

Solucion:

E(W)=E(2X+4Y)=2E(X)+4E(Y)=2.3+4.5=26

W=2X+4Y > , 3
V(W)=V(2X+4Y)=4V(X)+16V(Y)=4.2% +16.1> =32

X+Y) 1 1 1
E(Z)=E(L)=—E(X+Y)=—E(X) + —E(Y)=i+§=4
Z=—2 - . . ; . P
+
V(Z)=V(—)=—V(X+Y)=—V(X) + lyw=2ilo2
2 ) 4 4 4 4 4 4

3. Un ascensor limita el peso de sus cuatro ocupantes a 300 kg. Si el peso de un individuo es una
variable aleatoria que sigue una distribucion N(71, 7), calcular la probabilidad de que el peso

medio de 4 individuos supere los 75 kg.

Solucion:

7
X ~ N[u, i]: N(71, E) —N(71, 3,5)

T

x-71 4 75-71
3,5 3,5

P(Y>75)=P( )=P(z>1,14)=0,1271
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4. En una poblacién N(u, 1) se planteala H,: p =170 frenteala H,: p=175.Se toma una

muestra de tamafio n =6 y se obtiene que para un nivel de significacion del 5% la region critica
estara formada por las muestras en las que la media muestral sea mayor que 170,65. Defina el
concepto de potencia y calcule la potencia de este contraste.

Solucién:
Potencia= P[Rechazar H, | H, FaIsa] =1- B= P(ET II) = P[Aceptar Ho | H, Falsa]
e HD H1
Regla de decision (k = 170,65):
X<170,65 SeaceptaH, (R.A) /N/R
x
x>170,65 SerechazaH, (R.C) m N ' .
R.A. R.C.

La distribucion de la media muestral x, de tamafio 6, con varianza poblacional ol=1:

1 1
H, :Y~N[170 y —)= N(170, 0,41) H, :Y~N£175 5 —J=N(175 ,0,41)

G Js

x—-175 S 170,65-175
0,41 0,41

Potencia=P[ X >170,65|N(175 ; 0,41) | =P [ } =P[z2>-10,61]=

=P[z<10,61]=1

EJERCICIOS (1,75 PUNTOS CADA EJERCICIO)

1. Tres maquinas, A, By C, producen el 45%, 30% y 25%, respectivamente, del total de piezas de
una cadena de produccion. Los porcentajes de produccion defectuosa de estas maquinas son del
3%, 4% y 5%.

a) Seleccionando una pieza al azar. Calcular la probabilidad de que sea defectuosa.

b) Al tomar una pieza al azar resulta ser defectuosa. Calcular la probabilidad de que fuera
producida por la maquina B.

c) éQué maquina tiene la mayor probabilidad de haber producido la mencionada pieza
defectuosa?

Solucion:

Sean los sucesos D = "La pieza es defectuosa" y D = "La pieza no es defectuosa"
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a) P(D)=0,45x0,03+0,30x0,04+0,25x0,05=0,038
0,03 - D

A <
0,30 x 0,04
0,45 097~ = b) P(B/D)= 3 —0,316

D 0,45x0,03+0,30x0,04+0,25x0,05

0.30 0,04 D
’ B
0,45x0,03
0,965 ) P(A/D)= L —0,355
023 0,45x0,03+0,30 x 0,04 + 0,25 x 0,05
, \c 0,05 D
0,25x 0,05
0,95~ p P(C/ D)= o 0,329

0,45x0,03+0,30x0,04+0,25x0,05 %

La maquina con mayor probabilidad de haber producido la pieza defectuosa es A.

2. El gerente de un centro comercial de Madrid desea estimar la cantidad media que gastan los
clientes que visitan el centro comercial. Sabiendo que el gasto sigue una distribucion normal, una
muestra de 20 clientes seiiala las siguientes cantidades en euros:

37,9 46,9 41,8 46,8 49,2 52,7 50,8
52,6 61,8 23,7 42,2 61,5 58,8 54,8
48,5 61,9 51,4 48,1 51,3 43,9

Determinar un intervalo de confianza del 95% e interpretar el resultado. ¢Se podria afirmar que
la media poblacional es de 50 o 60 euros?

Solucién:
Intervalo de confianza para la media p de una distribucién normal de varianza o* desconocida:

S 9,04
Il_a(u)=|:ii o TX} - 1 95(u)=[49,33J_r 2,093 }: [45,1, 53,56]
’ n ’ /20

_ 1 986,6 1%, 50.221,66
X=0y === ) %= b = 2933 az_—Zx._T_zsn,oss

o2 =a, — a2 =2511,083 — 49,33 = 77,6341

X

n-1 19

2
n. 20.77,6341
n.o’=(n-1).82 — =%

=81,72 O bien,

20
1 _, 1552,682
s = D =x) =TS=EL2 s, =/81,72=9,04  t; g 45 =2,093
i=1 '
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El gerente del centro comercial se pregunta si la media poblacional podria haber sido de 50 0 60
euros. Como 50 euros se encuentra dentro del intervalo de confianza, resulta razonable que la
media poblacional sea de 50 euros.

Como el valor de 60 euros no se encuentra en el intervalo de confianza, se concluye que no es
probable que la media poblacional sea de 50 euros.

3. El estacionamiento de corta estancia en el Aeropuerto Adolfo Sudrez esta cerca de la terminal,
de modo que al recoger a un pasajero solo hay que caminar una corta distancia al area de
recuperacion de equipajes. Para decidir si el estacionamiento tiene suficientes lugares, el gerente
del aeropuerto necesita saber si el tiempo medio de permanencia es superior a 40 minutos. Una

muestra aleatoria de una poblaciéon normal mostré que 12 clientes estuvieron en el
estacionamiento los siguientes lapsos de tiempo, en minutos:

55 47 27 64 53 56

49 53 39 48 48 37

Con un nivel de significacion 0,05, ése puede afirmar que el tiempo medio en el estacionamiento
es superior a 40 minutos?

Solucion:

Se establecen las hipétesis nula y alternativa: H,: pn<40 H,: p>40

Hy Hy
Regla de decision: P X
e s,/ /n
Si x <k SeaceptaH,(R.A)
{Si x>k Serechaza H, (R.C) 20 "
RA. R.C.

En el muestreo de una poblacion normal con varianza desconocida, y desviacion tipica muestral

G, , lavariable —— =t

En la muestra:

12
il 576 1 _. 1064
X=-— Y x,=——=48 s§=—§(xi—x)z=T=96,727 s, =+/96,73=9,835
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x— 40

Bajo la hipétesis nula, la muestra sigue una distribucion t,;, = SN0

A partir del nivel de significacion o se determina el valor critico k:
o =P[ Rechazar H, | H, cierta | =P[x >k | H, Cierta| =P[X >k | n=40]=

X —40 k—-40 k—40 k—40
=P|: X i|=P|:t11> i|=0'05 - 39:1,796 = k=45,098

9,835/ /12 g 9,835/,/12

’

Si x <45,098 Se aceptaH,(R.A)

Regla de decision: < _
Si x >45,098 Serechaza H, (R.C)

Siendo x =48 > 45,098 se rechaza la hipétesis nula, concluyendo que el tiempo medio que los

clientes pasan en el estacionamiento es superior a 40 minutos. El aeropuerto necesita ampliar su
estacionamiento.

4. En una distribucion N(p, o), se estima la media poblacional 1 mediante la media de una

— . . . _, ¢
muestra aleatoria simple (x,, x,, -+, x,,). El estimador es insesgado y su varianza V(x)=—.
n

Demostrar que la media muestral es un estimador eficiente.

Solucion:
La varianza de un estimador verifica siempre la Cota de Cramér-Rao: V(é) > CCR.
Un estimador es eficiente cuando V(é) = CCR

Para obtener la cota de Cramér-Rao se parte de la funcion de densidad poblacional:

1
CCR= 5
nE 3 1n f(x,p)
Sp
. _x-w)?
2
Funcidn de densidad poblacional: f(x,u)= e 52
o./2%
tomando logaritmos neperianos, se tiene:
. _(x—u)2 2
2 S
In f(x,n)=In e 2 =—Inc——|n2n—(x—“)

C./2T 2 26?2
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Derivando respectoa L :

91n f(x, - 91nf(x,n)) —n)?
n fix ”)z_ l_z[_z(x_”)]zx H £l (MJ =(x—u)

Spu 2 o’ 9 c’

4 4 2
S p c c c

9|nf(x,u)J2= E[(x—u)z} Lor i

La esperanza matematica es: E (

Sustituyendo el valor de la esperanza matematica en la expresion de la cota para estimadores
insesgados:

2
n
nE S In f(x, ) n—
S c

La varianza del estimador coincide con la cota de Cramér-Rao, concluyendo que la media
muestral es un estimador eficiente de la media poblacional en la distribucién normal.
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CUESTIONES TEORICAS (1 PUNTO CADA CUESTION)

1. Sean Ay B dos sucesos aleatorios tales que P(A)=0,6, P(B)=0,4 y P(AUB)=0,7
Calcula: a) P(ANB) b) P(A/B) c) P(ANB)

Solucion:

P(AUB)=P(ANB)=0,7 — P(ANB)=0,3

a) P(AnB)=0,3

PANB) 0,3 3
PB) 0,4 4

b) P(A/B)= ,75 P(ANB)=0,3

c¢) P(AnB)=0,1 > P(ANB)=0,9

2. Sean las variables aleatorias: X ~B(8,0,4), Y ~B(7,0,4) , U~B(55,0,03), V~B(65,0,03)

é¢Qué distribucion siguen las variables X+Y , U+V?

Solucion:

X+Y~B(8+7,0,4)=B(15,0,4)

U+V ~B(55+65,0,03)=B(120,0,03) —P<0LYNMP=38<5 , pp _3¢)

3. Se tienen dos variables aleatorias cuya distribucion es normal: X~N(5,1) , Y ~N(3, 2). Obtener

la esperanza matematica y la varianza de la variable W=2X—-3Y y de la variable Z=(X-Y)/2
Solucién:

E(W)=E(2X—-3Y)=2E(X)-3E(Y)=2.5-3.3=1
V(W)=V(2X—-3Y)=4V(X)+9V(Y)=4.1>+9.2° =40

w ~N(1,./40)

W=2X-3Y > {

X-v) 1 1 1 5 3
E(Z)=E(—)=—E(X—Y)=—E(X) — ZEV)=2-2-1
,_X=Y 2 2 2 2 2 2 Z~N£1, SJ

X-Y) 1 1 1 12 22 5 4
V(Z)=V(—)=—V(X—v)=—V(X)+—vm=—+_=_
2 4 4 4 4 4 4
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EJERCICIOS (1,75 PUNTOS CADA EJERCICIO)

1. En una cadena de television se hizo una encuesta a 2500 personas para saber la audiencia de un
debate y de una pelicula que se emitieron en horas distintas: 2100 personas vieron la pelicula,
1500 vieron el debate y 350 no vieron ninguno de los dos programas.

Eligiendo al azar a uno de los encuestados, se desea saber:

a) Probabilidad de que viera la pelicula y el debate.

b) Probabilidad de que viera la pelicula, sabiendo que vio el debate.

c) Habiendo visto la pelicula, probabilidad de que viera el debate.

Solucion:

Sean los sucesos: P = "Ver la pelicula”, D ="Ver el debate"

Organizando los datos en una tabla de doble entrada:
D 1450
D D " a) P(PﬁD)=m=0,58
P 1450 650 2100
P 50 350 400 P(PND) 1450
P b) P(P/D)= ( )= =0,
1500 | 1000 | 2500 P(D) 1500

PDNP) 1450 _
P(P) 2100

c) P(D/P)=

’

2. En cierta poblacion, en una muestra de tamano 100, la media muestral X de una caracteristica
sigue una distribucién normal. Se conoce que P(x<75)=0,58 y P(x>80)=0,04.

Hallar la media y la desviacion tipica poblacional.

Solucion:

(o)

_ o o
La media muestral Xx~N| u, — [=N| u, —— [=N| u, —
[” \/FJ (“ «/1001 (u 10)

Se desconocen los parametros poblacionales p y o, por lo que se necesitan dos ecuaciones:

TCL e .
_ 75 —p_ 75—
P(X<75) = P %s G” =0,58 — P %z G”

7 iy
=0,42 — %:o,zo

10 10 10 10 10
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TCL i _ =
P(X>80) = P %>% —0,04 > 2 H_375

10 10 10

X 750-101=0,20. ¢
De las ecuaciones — 50=1,55.6 > ©=32,26 n=74,35
800-10pu=1,75.0

3. Calcular la media, varianza y coeficiente de variacidn de la variable aleatoria discreta que tiene
como funcidn de distribucion:

[0 x<2
0,2 2<x<4
F(x)=4{0,55 4<x<6
0,85 6<x<8
1 x=>8

Solucion:

La ley de probabilidad o funcion de cuantia:

X=x, 2 4 6 8
P(X= xi) 0,2 0,35 0,30 0,15

Adviértase que la funcidn de distribucion F(x) es una funcion acumulativa, por tanto:

P(X =2)=F(2)—F(0)=0,2 P(X =4)=F(4)—F(2)=0,55-0,2=0,35
P(X =6)=F(6)—F(4)=0,85-0,55=0,30 P(X=8)=F(8)—F(6)=1-0,85=0,15

Calculo de la esperanza matematica y varianza

X=x, 2 4 6 8
P(X=x,) 0,2 0,35 0,30 0,15
4
Xi . P(X = Xi) 0,4 1,4 1,8 1,2 in . P(X - xi) - 4,8
i=1
2 P(X= 2
x;.PX=x)| 0,8 5,6 10,8 9,6 Z X2. P(X = x,)=26,8
i=1
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4 4

Media: o, = p, =E(X)=in. P(X=x,)=4,8 a, =E(x2)=fo. P(X=x,)=26,8
i=1 i=1

Varianza: c; =Var(X)=a,—a’ =26,8—4,8"=3,76

Desviacidn tipica: ¢, =,/3,76 =1,94

1,94
Coeficiente variacion: CV = Sel =0,40
n, 4,8

4. La variable aleatoria poblacional "renta de las familias" del municipio de Madrid se distribuye
siguiendo un modelo N(u, 6°) . Se extraen muestras aleatorias simples de tamafio 4. Como
estimadores del parametro |1 se proponen los siguientes:

A X +2X, +3X; ~ X3—
1 6 2 -3 l“l‘3

Se pide:
a) Comprobar si los estimadores son insesgados.
b) ¢éCudl es el mas eficiente?

c) Situviera que escoger entre ellos, écual escogeria?. Razone su respuesta a partir del Error
Cuadratico Medio.

Solucion:
a) Un estimador 0 es insesgado (o centrado) cuando se verifica E(é) =0

X, +2x, +3x,
6

E(L,) = E{ } = %E[x1 +2x, +3x, | =

= %[E(x1)+2E(xz)+ 3E(x3):| = %[GH] =n

. [ x, —4x 1 1 1
E(f,) = E_—s} = - Ex-4x]= - S[E(G)-4E0G) [= - S[-3n =
E(i,) = E x1+x2:x3+x4} = %E[x1+x2+x3+x4:| =

. %[E(xl) FE() + E() +E(x,) ] = %[41@ =

Los tres estimadores son insesgados o centrados.
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b) El estimador mas eficiente es el que tenga menor varianza.

,\ 2 3 1
Vl:ul:|= V|:X1+ );2+ x3j| = g\/|:X1+ZX2‘|'3X3:| =

el 1 27_14 5, 2
2 g|ZV(x1)+4V(x2)+9V(x3)]_—[140 ]—go =0,396

36
v, ]=v xl:—:xz} = %V[x1—4xz:| = §[V(x1)+1GV(xz)]=%[17cz:|=%cz=1,89 o’
. [ 1
V[F'-s] = V_X1+XZZX3+X4] S EV[X1+X2+X3+X4] —
1 1 ) a , ,
= E[V(xl)+V(x2)+V(x3)+V(x4):|=E[4o- ]:EG =0,25¢

El estimador [i, es el mas eficiente.

c) Se escoge el estimador que presente menor Error Cuadratico Medio (ECM)
N N A~ N 2 N A~
ECM(8)=E(®-0)*= V(6) + (E(B)-6) donde sesgo b(6)=| E(6)-8 ]

Un estimador 6 es insesgado o centrado cuando E(é)= 06 - ECM(é)= V(é)

Como los tres estimadores son insesgados (centrados), se elige el que presente menor varianza,
que coincidira con el que tiene menor ECM, es decir, se elige el estimador |[i,
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CONTROL ESTADISTICA TEORICA. GRUPO 526: GESTION AERONAUTICA (17 diciembre 2018)

3 PREGUNTAS TEORICAS (1 punto por pregunta)

1. Se quiere comparar las puntuaciones en un test de inteligencia de dos estratos sociales que
siguen, respectivamente, una distribucion normal pasando la prueba de Kolmogorov-Smirnov,
con varianzas desconocidas. Se han tomado al azar dos muestras iguales en ambos estratos. Los
resultados obtenidos en SPSS son:

Prueba de muestras independientes

Prueba de Levene
para la igualdad
de varianzas Prueba T para la igualdad de medias
95% Intervalo de
Error fip. confianza para la
Sig. Diferencia de la diferencia
F Sig. t gl (bilateral) | de medias | diferencia | Inferior | Superior
Puntuaciones Se han asumido
. . ,048 ,829 ,330 28 744 1,600 4,843 -8,321 11,521
varianzas iguales

Con un nivel de significacion de 0,05, se pide:

a) Calcula con los datos el valor de la t de Student, sin recurrir a las tablas

b) ¢éCudl es la media ponderada de las cuasivarianzas muestrales?

Se aceptaria el contraste Hj: 01 = Besraoz Hit Mestrao1 < Meswato2 €alculando el p_valor

Solucién:
a) Diferencia medias =X,...; — Yectraro2 = 80,6 —79=1,6
X, -y 1,6
Estadistico t = [ Reenos = Ve | = =0,330
€ 4,843

I(uEstratol am uEstratoZ) = [(YEstrato 17 VEstratoz) i t0,025 ,28 ° G] = |:_ 8’ 321 ’ 11' 521:|

Longitud Intervalo=11,521—-(—8,321)=19,842 = 2. t, . ,;,-€ = 2. t; . ,3-4,843
19,842
=———=2,048
00252 2.4,843
T 1 4,843
b) e=Error tipico diferencias=4,843=s .,/ —+— —> s =—==13,2632
15 15 1 1
7+ ki
15 15
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c) SPSS siempre calcula el p_valor para un contraste bilateral o de dos colas, si se desea realizar
un contraste unilateral o de una cola hay que dividir entre 2 el contraste bilateral, teniendo en
cuenta que es un contraste unilateral a la izquierda H;: P, .01 = Mecrato2 €l

p_valor=1-0,744/2=0,628

p_valor = Sig.(unilateral izquierda) = 0,628 >0,05 — Se aceptaH,

2. En el estacionamiento de un aeropuerto se abre la barrera en intervalos que siguen una
distribucion de Poisson. Encuentra el estimador maximo verosimil del parametro de Poisson y
comprueba su eficiencia.

Solucion:

X

En la distribucion de Poisson: P(X=x) = )”—| e E(x)=A V(x)=A
x!

La funcion de verosimilitud L(X,A) en una muestra aleatoria simple de tamafo n:

2%
_ T S R
L(x)_L(x,x)_Hp(xi,x)_ S s e
1= XI'
i=1
— ™= InL(X,A)=In|] ——e™

(0]
I

=In (}u‘;)(i)—ln (H x.!) + In(e™) = inlnk— Zln(xi!) - n\A

i=1 i=1

n

INLOGA) = ) xInd— ) Inx!) - ni

i=1

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV (A), se deriva la expresion anterior

respecto del parametro para obtener, sustituyendo A por

n zn:Xi
)'\" SInL(X,X) =0 = in S =0 > )’\\, gl =X
DA - i g
= i= A=A
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El estimador de maxima verosimilitud (estimador que ofrece mayor credibilidad) viene dado por

la media muestral EMV(2)=Y

Para que un estimador sea eficiente tiene que ser centrado y de varianza minima. La varianza
minima se analiza en virtud de la acotacion de Cramer-Rao:

~ 2 e
. 1+b(A b(A)=0
V(%) > CCR= [1+pik)] _ > V(&) 2CcCR= - .
JInP(x; A) 3InP(x; A)
nE ———— “ 3 il ol
Y Y

El estimador es eficiente cuando V(?:) =CCR
* Insesgadez y Varianza

El estimador A es insesgado (centrado) si E(}A\.)=}\.

X

YOI -l BN UL < BN
E(L) = E| | = “E(Ex)=" Z E(x)= ()= 2
ixl n

1) —V(x E U _ Y on =
VIR) =V(x) = V| = |= nZZV(xi = () =

= Consistencia

Cuando no es posible emplear estimadores de maxima verosimilitud, el requisito minimo
deseable para un estimador es que sea consistente.

El estimador A es consistente cuando lim E(i)=x y lim V(i):O
n— o

n— ©

= n A B
limEA)=limA=A y IlimV(A)=Ilim—=0 — EstimadorA es consistente
n— o n—

n— oo n—)oon
X

Siendo, P(X=x) = k_' e
x!

X

L e-x} = xInA — In(x!) — A
x! .

InP(x,A) = In |:
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3InP(x,7\) 1_1_ X—A
Y
2 2
3 InP(x,A) X—A 1 it | g A 1
El———— | =E = < Ex=-A) == Ex=-X)"=—V(X) = — = —
{SK} |:X] kz( )Xz( )Xz() Ar g
En consecuencia, V(?A») > il = &
4o
3

. . . A
El menor valor de la varianza del estimador sera —
n

N Y R
Se sabe que V(L) =V(x)=—, lo que muestra V(AL)= CCR, el estimador empleado es eficiente.
n

3. Determina el tamaiio de muestra necesario para obtener un intervalo de amplitud 10, con
una significacion o.=0,05, para la media de una poblacion normal con varianza 100.

Solucion:

A=2z o z

a/z\/;

10
10=2x1,96—= — /n=2x1,96 — n=(3,92)"=15,36~16

NG

=1,96

a/2 = Zo,025
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4 EJERCICIOS (1,75 puntos por ejercicio)

1. Un fabricante de televisores esta desarrollando un nuevo modelo de televisor en color que
sigue una ley normal, y para este fin se pueden utilizar dos tipos de esquemas transistorizados.
El fabricante selecciona una muestra de esquemas transistorizados del primer tipo de tamaiio
16, y otra del segundo tipo de tamano 13. Los datos muestrales respecto a la vida media de cada
esquema son los siguientes:

X, =1400 horas s, =30 horas n, =16
X, =1500 horas s, =17 horas n,=13

Construir un intervalo de confianza del 90% para la diferencia de vida media de cada tipo de
esquema.

Solucion:

Sea la variable aleatoria X, = 'Vida media del primer esquema’ que sigue una distribucion
normal N(p,, c,). Andlogamente, la variable aleatoria X, = 'Vida media del segundo esquema

sigue una distribucién normal N(u,, G,)

Hay que construir un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales (u, —p,)

con varianzas poblacionales desconocidas, y se desconoce si distintas o no, siendo las muestras
pequefias n,+ n,= 29 < 30

Para dilucidar si las varianzas poblacionales desconocidas son o no distintas, se construye
primero un intervalo de confianza para el cociente de varianzas (cf/csi) , de modo que si el

intervalo cubre al punto 1 se puede partir de que las varianzas son desconocidas pero iguales.

Para construir un intervalo de confianza para el cociente de varianzas se emplea la férmula:

51/ 8 51/ 8} 1

Apeidos v nsaneninumnumanmarunnisiannniessisnsss NOMBIG i s a e i sy

EJOTCICIOAO] 1A :.«uonuciomnnivaammnd oo is simtons s s i e s s s s oS s e G o o

2 2 . 1 —
|1—a(c1/c1): ’ siendo Fl—a/Z;(nl—l),(nz—l) O F

Fa/Z; (n;-1), (n,-1) Fl—aIZ; (n;—1), (n,-1) a/2; (n,-1),(ny-1)

s2=30=900 n, =16 s2=17=289 n,=13 sl /s2=900/289=3,114
1-0=0,90 «a/2=0,05

Fo,os; 15,12 — 2,6169 I:0,95; 15,12 — 1/ Fo,os; 12,15 = 1/2,4753=0,404

3,114 3,114
de donde, 14 (c}/0%)=| — ;i ——|=[1,19; 7,71
02(03/%) [2,6169 0,404} [ ]
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El intervalo no cubre el punto uno, y por tanto las varianzas poblacionales son desconocidas y
distintas con una fiabilidad del 90%.

La situacion es un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales (u, —p,)

con varianzas poblacionales desconocidas y distintas o no, con muestras pequeiias n, + n, < 30

S S

2 2
Il—a(ul_uz)=|:(i_7) T ta/z,f n—1+n_2:|
1 2

2
B (si/n, +s;/n,)
t,,» ; donde f eslaaproximacionde Welch: f= - B
’ 2 2
(51/n1) + (sz/nz)

n+1 n,+1

siendo,

s2=302=900 n,=16 s/n,=900/16=56,25 (s> /n,) =3164,06

1

$2=172-289 n,=13 §/n,=289/13=22,23 (s/n,) =494,17
2 2 2 2 2 2\?
s./n S n
(1/ 1) =186,12 —( 2/ 2) = 35,298 s—1+s—2 =6159,11
17 14 n, n,
2 2 s
s;/n; + s, /n 6159,11
=(21 : 222)2—z= -2 =25,82 =26
(s/n)* (s3/n,) 186,12 + 35,298
n+1 n,+1
X, =1400 horas x,=1500 horas t , ,=t, . ,.=1,706

/900 289
lo.e0 (14 — 1,) =| (1400 — 1500) + 1,706 E+ 1—3} =[— 115,113, — 84,887]

El intervalo no cubre el cero, concluyendo que existe diferencia significativa entre la vida media
de cada esquema, siendo mayor la vida media del segundo esquema con una fiabilidad del 90%.
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2. Una Multinacional de viajes manifiesta que la satisfaccidon de sus empleados sigue una ley
normal y es idéntica en las distintas franquicias. Para decidir si la afirmacion es correcta se elige

una muestra aleatoria de 100 empleados de una Comunidad de Espaia encontrando 80
satisfechos y otra de 200 trabajadores de otra Comunidad encontrando 140 empleados

satisfechos. Con un nivel de significacion del 5% se puede admitir la afirmacion de la
Multinacional.

Solucion:

Se contrasta la hipétesis nula de que no existen diferencias entre las proporciones de empleados
satisfechos en ambas Comunidades: H,: p, =p, frente a la hipétesis alternativa de que si

existen diferencias H,: p, # p, . El contraste es bilateral o de dos colas.

Las variables aleatorias X ="Empleado Comunidad X" e Y ="Empleado Comunidad Y",
respectivamente, siguen una distribucion de Bernouilli que toman el valor uno si el empleado
esta satisfecho, y el valor cero en caso contrario.

80 . 140
—=0,8 p,=-——=0,7

Proporciones muestrales obtenidas son: p = =0, p, = =0,
100 200

Bajo la hipétesis nula la diferencia de las proporciones muestrales (p, — ﬁy), teniendo en cuenta

el tamafio de las muestras (TCL) siguen una distribucién

2 P p..4a, B,-q, \/o,s.o,z 0,7.0,3
—p,)~N|o0, + =N| 0, + =N[0,0,05
b8, \/ n 100 200 [ ]

Hi:p,—p, =0

Regla de decision:

|f)x - |5V| <k SeaceptaH, (RA) N { k, <P, —P, <k, Se acepta H, (RA)

k
||3x —6y|> k Serechaza H, (RC) p,—P, <k 6 p,—p,>k, SerechazaH,(RC)

Los valores criticos k se determinan mediante el nivel de significacion o= 0,05
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ﬁx_ﬁy_o >k_0 =
0,05 0,05

k k k k k
=P| |z]> =P||z<—* |u|z>—2||=P| z>——L |+ P| z>—2-|=0,025+0,025=0,05
0,05 0,05 0,05 0,05 0,05

k k
Pl z>-——|=0,025 » ——-=1,96 — k,=-0,098
5 0,05

’

o =P(Rechazar H,

H, Cie'rta)=P|:||:“>x—|E»y |>k / N[0,0,0S]:I =p{

’

k k
P{z> 25]=O,025 - 25=1,96 — k,=0,098

’ ’

Region de aceptacién: — 0,098 < p, —p, < 0,098

La evidencia empirica (estadistico observado) 0,8-0,7/=0,1 no se encuentraen la

B, —B,|=
region de aceptacion, por lo que no se admite la hipétesis nula. La satisfaccion entre los

empleados de las distintas franquicias s no es la misma.

= Aceptando la hipétesis nula H, cuando el estadistico observado o de contraste es menor que

el estadistico tedrico:

~

P, —P, 0,8-0,7|
2, p= =52, O 2, ,= =2 X1,96=2,, -
\/"x'qx B, - 8, 0,05
+
n, n,

— Serechaza la hipétesis nulaH, = La satisfaccion de los empleados no es

la misma en las distintas franquicias

= Rechazando la hipétesis nula H, al verificarse la region de rechazo:

A p .4 P,.q 0,8.0,2 0,7.0,3
R.C={px—py|>za/2\/p" % , Py qy} BN {(0,8—0,7)> 1,96\/ + }:

n n 100 200
=(0,1>0,098) — Se acepta la region de rechazo de H,

X y

Elaborando un intervalo de confianza para la diferencia de parametros (p, — ﬁy) de dos

distribuciones binomiales.

AT 0,8.0,2 0,7.0,3
I(px_py)=|:px_pyi za/Z\/px % +py S i|=|:0i1 == 1;96\/ + j|=

n n 100 200

X y

=[0,002, 0,198] — 0¢[0,002,0,198] — Serechaza H,
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3. Una compaiiia de refrescos presenta un nuevo producto en el mercado afirmando que posee
menos calorias que su homoélogo mas antiguo y conserva el resto de propiedades. Para verificar
la afirmacidn de la compaiiia se eligieron al azar 14 botes del refresco nuevo y se calculé su
media, 20 calorias por bote, y su desviacion estandar muestral, tres calorias. De modo
independiente, se tomd otra muestra aleatoria de 16 botes del refresco antiguo, obteniéndose
una media de 28 calorias por bote con una desviacién estandar muestral de 5 calorias.
Suponiendo que la cantidad de calorias por bote sigue una distribucion normal en ambos
refrescos, pero con desviaciones tipicas diferentes, é existe alguna razén para no creer en la
afirmacidn de la compaiiia con un nivel de significacion del 2,5%?

Solucion:

Denotando por X e Y las variables aleatorias que representan la cantidad de calorias por bote e
el nuevo producto y en el antiguo, respectivamente: X~N(u,, c,) e Y~N(u , ¢ ) siendoXe

Y independientesy con ¢, #G,

Se pretenden contrastar las hipétesis:

Ho: 1, —1, 20

H,;: u,—u, <0 (el nuevo producto posee menos calorias que el antiguo)

Se trata de un contraste unilateral a la Contraste unilateral a la izquierda [cola a la izquierda)
izquierda. Se acepta H, si t =t . ... >—t, Ho: I 21, Hy B, <H,
Hl H':I

Estadistico de contraste:

X-y 20-28
g =y — 5,387

S5 [0,

n, n, 14 16 ' R.C. ' RA.

Se acepta H, cuandot_>—t_
g2 i g 2 9 725\ El p_valor es el nivel de significacion mas
Lt —+— pequeno para el que se acepta la hipétesis
n n 14 16 ]

f= ~—2= > ;> —2=26  alternativa.
Sy /) — —
n, N n, 14 4 16
n+1 n +1 o e
Estadistico teérico: —t, . ,, =—2,056

Como t =-5,387<-2,056 =—t, ,,; ,, Se rechaza la hipdtesis nula concluyendo que no

observado

existen razones para no creer en la afirmacion de la compaiiia.
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Contraste unilateral a la izquierda [cola a la izquierda) Contraste unilateral a la derecha (cola a la derecha)
Hp: L2, Hpe ), < Hp: L =1, Hp L >l
H, H, H, H,
—t_ "tn t ot
R.C. R.A. R.A. R.C.
Se acepta H, cuando to=—t, Se aceptaH, cuando t <t

Otro procedimiento

Regla de decision:

x—-y=k SeaceptaH,
x—-y<k SerechazaH,

2 2
. e o s s, 9 25
Bajo la hipétesis nula (x-y)~t,(0, |—=+— |=t/|0, . —+— [=t,(0, 1,485)
n, n, 14 16

. e k
o= P[Rechazar H, | H, Clerta] = P[(x -y)<k | t,(0, 1'485):|= P[tzs < 1, 485] :

—k —k
=P|t,,>———|=0,025 —
1,485 1,485

Siendo x—y=20-28=-8<—-3,053 se rechaza la hipétesis nula, con lo que no se puede

=2,056 — k=-3,053

corroborar lo que dice la compaiiia con un nivel de significacién del 2,5%.

10
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4. Novecientos cincuenta escolares se clasificaron de acuerdo a sus habitos alimenticios y a su

coeficiente intelectual:

Coeficiente Intelectual
<80 80 — 90 90 - 99 > 100

245 228 177 219
Nutricion buena | e, =252,47 ecoe e,;; =173,80 e,, =209,47

g,=-0,03 | 8,=-0,02 coce coce

31 27 13 10

Nutricion pobre e e, =21,74 e,; =16,20 eoee

g8, =0,28 g,,=—0,22 e, =—0,67
ceoe

A un nivel de significacidon del 5%, utilizando el estadistico Chi-cuadrado y Razén de
verosimilitudes, ¢hay dependencia estadistica entre los habitos de alimentacidn y el coeficiente

intelectual?.

Solucion

Se establecen las hipétesis: {

H,:'Las variables analizadas son independientes'

H,:'Existe dependencia entre las dos variables'

o X N,
Se elabora la tabla de contingencia 2 x 4, donde e, =— !
n
Coeficiente Intelectual n,
<80 80 - 90 90 — 99 = 100
245 228 177 219 869
Nutricion buena | e, =252,47 | e,=233,26 | e,=173,80 | e, =209,47
g,=-0,03 | g,=-0,02 g, =0,02 g, =0,04
31 27 13 10 81
Nutricién pobre | e, =23,53 e, =21,74 e,; =16,20 e,, =19,53
g, =0,28 g, =0,22 g,=-0,22 | e,=-0,67
n, 276 255 190 229 950
e 869.276 =252,47 e, = 869 . 255 ~233,26 e, = 869.190 ~173,80 ey, = 869.229 — 209,47
950 950
ez1=81°276=23r53 ezz=81'255=21.74 e23=81'190=16,20 EZ4=81.229=19’53

11
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2 4 2

n.
Estadistico de contraste: ¥, ,_i=%;= zz ——n
i=1 j=1 eii
, N 245> " 12287 11770 - w2190 312 270 a3k 10°
L Z ——n= + + + + + + + -
el e, 252,47 233,26 173,80 209,47 23,53 21,74 16,20 19,53
=9,751
O bien,
ZZ (n, —e,) (245—252,47)2 1 (228 — 233, 26)° - (177 -173,80)° ¥ (219 - 209, 47)’ M
X3 e 252,47 233,26 173,80 209,47

N (31-23,53)° N (27 - 21,74)° N (13—16,20) N (10-19,53)
23,53 21,74 16,20 19,53

=9,751

Estadistico tedrico: y7 . , =7,815

omo =9, > 1/, = se rechaza la hipotesis nula, concluyendo hay dependencia
(¢ X3 =9,751 > 7,815=y% . , haza la hipétesis nul luyendo hay d denci

estadistica entre el coeficiente intelectual y la alimentacién.

4 3 ni'
Estadistico de contraste razén de verosimilitud: G= Zz:Znij n| —

i=1 j=1 eii
245 228 177 219
=Ln =-0,03 =Ln =-0,02 =Ln =0,02 =Ln =0,04
. [252,47J . (233,26) Bis (173,80) L [209,47)

31 27 13 10
=Ln =0,28 =Ln =0,22 =Ln =-0,22 =Ln =-0,67
€a (23,53) £z (21, 74] £a (16,20) B2 (19,53]

G= ZZZn Ln[ "J

i=1 j=1

=2x[245.(~0,03) + 228.(~0,02) + 177. 0,02 + 219.0,04 + 31. 0,28 + 27.0,22
+13.(-0,22) + 10.(-0,67)] = 10,506

Como G= ZZZn Ln( } 10,506 < 12,592 =7 ,; . Se acepta la hipétesis nula, por tanto,

i=1 j=1

no existe diferencia significativa entre el coeficiente intelectual y la alimentacidn.

12
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EXAMEN EXTRAORDINARIO DE ESTADISTICA TEORICA, GRADO GESTION AERONAUTICA
(13 Junio de 2018)

CUESTIONES TEORICAS (1 punto cada cuestion)

1. Sea A, By C tres sucesos incompatibles, con P(A)=0,5, P(B)=0,25, P(C)=0,15. Se pide:
a)P(AnB) b)P(ANBNC) ¢)P(ANBNC)

d) Probabilidad de que exactamente se realice uno de los tres sucesos considerados.

2. La variacion porcentual del PIB de 2017, con respecto al afio anterior, es una variable aleatoria
normal N(2,0,5). éEntre qué limites oscilara la variacion del PIB con probabilidad 0,95?

3. Dadas tres variables aleatorias independientes, con caracteristicas: X; ~N(0, 2), X, ~N(2, 2),

X; ~N(4,1). Calculese P(-7<Y<10), siendo Y=4X, +5X,—6X;+6

EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

1. Se desea determinar si en una zona rural el 60% o el 70% de los hogares dispone de conexidn
a internet, que sigue una ley normal; para dilucilarlo se toma al azar una muestra de 400
hogares, adoptando el criterio de que si en la muestra hay menos de 260 hogares con conexidn a
internet, se rechaza que el 60% de los hogares poseen conexion. Se pide:

a) Nivel de significacion del test
b) Potencia del test

c) Riesgo tipo ll

2. Una variable aleatoria continua X tiene por funcién de distribucion:

0 x<1
F(x)=9x—-1 1<x<2
1 Xx=2

a) Calcular la funcién de densidad o funcion de cuantia

b) Calcular la media, mediana y coeficiente de variacion



{(IMPRESC EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

1)
DE MADRID

EXAMEN EXTRAORDINARIO DE ESTADISTICA TEORICA, GRADO GESTION AERONAUTICA

(13 Junio de 2018)

EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

APBIIAOS Lt Sy S B s s

ASIGNATUNA. ...t e

=T et T [ s = e | T AP

3. Un vendedor mayorista de paquetes de viajes afirma que como maximo el 2% presenta algiin
tipo de problemas. Analizando una muestra de 200 paquetes vendidos resulté que sélo 191 de

ellos no presentaron problemas. Con un nivel de significacion del 1%, ése puede seguir

manteniendo la hipdtesis del vendedor?. Calcular la potencia del test para el valor 0,1 de la

proporcion poblacional.

4. Las compaiiias de seguros de automaviles suelen penalizar en sus primas a los conductores

mas jovenes, con el criterio que éstos son mas propensos a tener un mayor numero de

accidentes. En base a la tabla adjunta, con un nivel de significacion del 5%, contrastar si el
numero de accidentes es independiente de la edad del conductor.

Nota: e; = frecuencia esperada

Edad del conductor

Numero de accidentes al aiio

0 1 2 3 4
10 40 70
25 0 menos 10 20
e, =33,75 e, =26,25 e, =39,37
20 10 15 20 30
26-35
e,, =16,62 e,, =15,44 e, =24,94
60 50 30 10 5
mas de 36
e, =34,87 | e,=27,12 e, =25,19
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1. Sea A, By C tres sucesos incompatibles, con P(A)=0,5, P(B)=0,25, P(C)=0,15. Se pide:
a)P(ANB) b)P(ANBNC) <¢)P(ANBNC)
d) Probabilidad de que exactamente se realice uno de los tres sucesos considerados.

Solucion:

incompatibles P(ANB)=0

a) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) P(AUB)=P(A)+P(B)

P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-P(A)-P(B)=1-0,5-0,25=0,25

b) Como son incompatibles: P(A UB U C)=P(A)+P(B)+P(C)

P(ANBNC)=P(AUBUC)=1-P(AUBUC)=1-P(A)-P(B)-P(C)=1-0,5-0,25—-0,15=0,1

c¢) Teniendo en cuenta que A, By C son incompatibles, se tiene:

AnB=¢ ANnC=¢ BnNnC=¢ ANnBNC=¢
ANC=¢ — CcA _ _ _

— - ANC=C BNC=C ANBNC=C
BNC=¢ — CcB

P(ANBNC)=P(C)=0,15

d) Sea el suceso E = ocurre exactamente uno de los tres sucesos A, B, C

ANB =
E=(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC) {ANBNC=
ANBNC=C

con lo cual,

P(E)=P[(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)|=P(A)+P(B)+P(C)=0,5+0,25+0,15=0,9

APRIOS snvmnnnlammanaanisissasiimmamnnaiannsass NOMBPG s
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2. La variacion porcentual del PIB de 2017, con respecto al afio anterior, es una variable aleatoria
normal N(2,0,5). ¢Entre qué limites oscilara la variacién del PIB con probabilidad 0,95?

Solucion:

P(2—x<PIB<2+x)=0,95

2-x-2 PIB-2 2+x-2 -
P(2—x<PIB<2+x)=P( = < 2 J:P( - x)

< <z<
0,5 0,5 0,5 0,5 0,5

—X X X X X X
=Plz>—|-P|z2>—— |=P| 2<— |-P|2>— |=|1-P|2>— | |-P| 2>— |=
[ o,sj ( o,sj ( o,sj ( o,sj [ ( o,sﬂ ( 0,5)

=1—2P[z>i)=o,95 N %=1,96 — x=0,98

’ ’

En consecuencia, P(1,02<PIB<2,98)=0,95

El PIB oscilara entre 1,02y 2,98

3. Dadas tres variables aleatorias independientes, con caracteristicas: X, ~N(0, 2), X, ~N(2, 2),

X; ~N(4,1). Calculese P(-7<Y<10), siendo Y=4X, +5X,—6X; +6
Solucién:

La variable aleatoria Y sigue una distribucién normal:
E(Y)=4E(X;)+5E(X,)—6E(X;)+6=4x0+5x2-6x4+6=-8
V(Y)=4%V(X,)+5*V(X,) +(—6)’ V(X;) =16 x 4+ 25 x 4+ 36 x 1 = 200
siendo Y ~N(—8, \/200) =N(-8, 14,14)

~7-(-8) _Y-(-8) _10-(-8)
14,14 14,14 14,14

P(—7SYSIO)=P( )=P(0,07Sz$1,27)=

=P(z>0,07)-P(z>1,27)=0,4721—0,1020 = 0,3701
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EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

1. Se desea determinar si en una zona rural el 60% o el 70% de los hogares dispone de conexidn
a internet, que sigue una ley normal; para dilucilarlo se toma al azar una muestra de 400
hogares, adoptando el criterio de que si en la muestra hay menos de 260 hogares con conexidn a
internet, se rechaza que el 60% de los hogares poseen conexion. Se pide:

a) Nivel de significacion del test
b) Potencia del test

c) Riesgo tipo ll

Solucidn:

a) La hipdtesis a contrastar es H,: p=0,6, frente a la hipétesis alternativa H, : p=0,7

~

La region critica que define el test es: RC, = {p

._ 260
p>—"—=0,65
400

Para hallar el nivel de significacidn, bajo la hipoétesis nula, se recurre al error tipo I:
a = P(Cometer error Tipo |) = P(Rechazar H, siendo cierta)=P(p > 0,65 | p=0,6)

400

Para calcular esta probabilidad interesa conocer la distribucién de p=— ZXi , donde:

. i=1

{1 hogares con conexidn internet

0 hogares sin conexion internet

Se conoce que E(p)=p y V(p)="
n

Como el tamaiio de la muestra es sufientemente grande y estar definido p como suma de

variables aleatorias independientes segtin una distribucion de Bernouilli B(1, p) se puede

aproximar la distribucién exacta de p por una distribucién normal p ~ N[p, EJ

n
i CaLE = 0,6x0,4
Bajo la hipétesis nula, p~N(0,6, '/WJEN(O'G' 0,0245)

p—0,6 . 0,65-0,6
0,0245  0,0245

En consecuencia, a.=P(p > 0,65 | p=0,6)= P( ) =P(z>2,04)=0,0207
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b) Pot=1-f=P(Rechazar H, siendo falsa)=P(p> 0,65 | p=0,7)

p / 0,7x0,3
Bajo la hipétesis alternativa, p ~ N[0,7, 4—3()} =N(0,7, 0,023)

|:“>—0,7> 0,65-0,7
0,023 0,023

Pot=1—B=P(ﬁzo,65|p=o,7)=P[ )=P(zz—2,17)=

=P(z<2,17)=1-P(z>2,17)=1-0,015 =0, 985

c) PB=P(Cometer error Tipo Il)=P(Aceptar H, siendo falsa)=P(p < 0,65 | p=0,7)=

=1-P(>0,65|p=0,7)=1-0,985=0,015

2. Una variable aleatoria continua X tiene por funcién de distribucion:

0 xx1
F(x)=<x—-1 1<x<2
1 X=2

a) Calcular la funcién de densidad o funcién de cuantia
b) Calcular la media, mediana y coeficiente de variacion
Solucion:

a) La funcion de densidad o funcion de cuantia es la derivada de la funcién de distribucion en
los puntos donde exista la derivada, entonces:

0 x<1
1 1<x<2 —> f(x)={
0 Xx=2

1 1<x<2
0 enotrocaso

dF(x)
dx

f(x)=

© 2 X2 2 1 3
b) Media: a1=ux=E(X)=j xf(x)dx=J‘ xdx =|:?} =2_E=E=1'5

1 1

¢ La Mediana de una distribucion es el valor que deja el 50% de la distribucién a la derecha y el
otro 50% a la izquierda, por lo que:
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F(M,)=0,5 = M, -1=0,5 = M_=1,5

Me Me
I f(x)=0,5 = I dx=0,5 :>[x]1M"=0,5 = M,-1=0,5 = M_=1,5
1

1

; c
¢ Coeficiente de variacién: CV, =—*
Hx

© 2 32
8 .1 -7
o, =E(X?)= xzfxdx=j xzdx=x— =—_"="_
et L, s ' [3 3 3 3

3. Un vendedor mayorista de paquetes de viajes afirma que como maximo el 2% presenta algun
tipo de problemas. Analizando una muestra de 200 paquetes vendidos resulté que sélo 191 de
ellos no presentaron problemas. Con un nivel de significacion del 1%, ése puede seguir
manteniendo la hipdtesis del vendedor?. Calcular la potencia del test para el valor 0,1 de la
proporcion poblacional.

Solucion:
Se trata de un contraste unilateral a la derecha o de cola a la derecha.

La hipétesis a contrastar es H, : p<0,02, frente a la hipétesis alternativa H, : p> 0,02, para ello

se utiliza el estadistico experimental z,, = PP
paq
n
Se acepta la hipétesis nulasi z,,, = PP <z,
pa
n

N 191
proporcion muestral que presenta problemas p=1 _E =1-0,995=0,045

APRIOS snvmnnnlammanaanisissasiimmamnnaiannsass NOMBPG s
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0,045-0,02
estadistico experimental: z,,, = ——————=2,5253

0,02x0,98
200
estadistico teérico z, =z, =2,33
Siendo Zep =2,5253>2,33 se rechaza la hipétesis nula p<0,02, en consecuencia se afirma

que los paquetes de viajes que presentan problemas es superior al 2%.

En este test, la hipétesis nula se rechaza cuando la proporciéon muestral es:

5 ) ) 0,02x0,98 i
PP sz, > Bp>p+zy, |t = $>0,02+2,33,| —— " 5 $>0,043
Paq n 200

n

Pot(0,1) = P(Rechazar H, | H, es cierta)=P(p > 0,043 | p=0,1)

. Pq 0,1x0,9
p~N|p,,/— |=N[ 0,1, ,|———= |=N(0,1, 0,0212)
n 200

p-0,1 S 0,043-0,1
0,0212 0,0212

Pot(0,1) = P( j =P(z>-2,69)=1-P(z>2,69)=1-0,00357 = 0,9964
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4. Las compaiiias de seguros de automaviles suelen penalizar en sus primas a los conductores

mas jovenes, con el criterio que éstos son mas propensos a tener un mayor numero de

accidentes. En base a la tabla adjunta, con un nivel de significacion del 5%, contrastar si el
numero de accidentes es independiente de la edad del conductor.

Nota: e; = frecuencia esperada

Numero de accidentes al aiio
Edad del conductor
0 1 2 3 4
10 40 70
25 0 menos 10 20
e, =33,75 e,=26,25 | e, =39,37
20 10 15 20 30
26-35
e,, =16,62 e,, =15,44 e, =24,94
60 50 30 10 5
mas de 36
e, =34,87 | e,=27,12 | e,=25,19
Solucion:

Hipétesis nula H,=El nimero de accidentes sufridos por los conductores no depende de la edad

del conductor

k m
Se acepta Hy: %f_ 1) (m- 1) =ZZ

i=1 j=1

2
(nij - eij) _
eij

i=1 j=1 ij

Regién de rechazo de la hipétesis nula: R, ., ={ Xk ). o) 2 X k1), fin 1)}

Se forma la tabla de contingencia 3 x 5 donde cada frecuencia observada

(ny)ics, .. i1, .. m tiene una frecuencia tedrica o esperada en caso de independencia

n.xn

i® oj

n
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Numero de accidentes por afio
m
Edad del Z“i.
0 1 2 3 q i=1
conductor
10 10 20 40 70 150
25 0 menos
e, =33,75 e, =26,25 e, =24,37 e, =26,25 e, =39,37 (150)
20 10 15 20 30 95
26-35
e, =21,37 e,, =16,62 e,,=15,44 | e, =16,62 e, =24,94 (95)
60 50 30 10 5 155
mas de 36
e, =34,87 | e,=27,12 e,, =25,19 e, =27,12 e,, = 40,69 (155)
k
Z n, 20 70 65 70 105 400
i=1
150.90 150.70 150.65 150.70 150 .105
= =33,75 e, = =26,25 e, = =24,3 e =26,25 e, = =39,37
40 40 40 400 400
95.90 95.70 95.65 95.70 95.105
= 21,37 e _= =16,62 = =15,4 = =16,6 = =24,94
27 400 2 40 3400 %40 400
155.90 155.70 155.65 155.70 155.105
= =34,8 - =27,12 ey = =25,19 e,, = =27,1 e = 40,69
31 400 400 400 400 400
3 5 2 3 5 2
(n.—e.) n;
Estadistico observado: ¥ {;_;, s_y) =X5 = Z —= ZZ ——n=
e. e.
i ji=1

102

102

202

40

i=1 j= ij i=1 j=1 i

70° 20’ 102 152 202

30

60°

50°

30°

10°

52

+ + + +
34,87 27,12 25,19 27,12 40,69

J —400=143,51

2
+ + + + + + + + + +
33,75 26,25 24,37 26,25 39, 37) ( 21,37 16,62 15,44 16,62 24, 94)
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Estadistico te6rico: %3 os. _1).(s_1) = X o,0s ; s = 15,507
Como y3 =143,51>15,507 =7 ., ., se rechaza la hipétesis nula de independencia entre la edad

del conductor y el nimero de accidentes.

En consecuencia, la edad influye significativamente en el niumero de accidentes al aino.
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ESTADISTICA TEORICA. GRUPO 526: GESTION AERONAUTICA (16 enero 2019)

3 PREGUNTAS TEORICAS (1 punto por pregunta)

1. Sean A, By C son tres sucesos, tales que ANB=¢), ése verifica que P(AUB/ C)=P(A/C)+P(B/C)?

Solucioén:
Pl B/o) ELACBIRC]C RIBRCOBRC) X
P(C) P(C)
_P(ANC)+P(BNC)-P(ANBNC) P(ANC)+P(BNC)) P(ANC) i P(BNC) A ¢ b0
o P(C) & P(C) e P(C) P(C) el

2. Dada una variable aleatoria X que se distribuye como una B(30;0,2) y otra variable aleatoria Y
que se distribuye como una B(150;0,3). ¢éSi X e Y son independientes, se puede afirmar que la

variable X+ Y se distribuye como una B(180;0,5) ?. Justifica tu respuesta.
Solucion:

Dadas k variables aleatorias independientes (X,, X,,---, X,) que se distribuyen segtin una binomial

B(n,, p), la suma de las k variables es también una distribucién binomial de parametros

k k
|:n1 +n,+--+n,, p:| ,esdecir: Y= in ~ B[Z:ni , pJ propiedad reproductiva

i=1 i=1

En esta linea, si las variables aleatorias dadas tuvieran la misma probabilidad, por ejemplo,
X~B(30;0,2) e Y~B(150;0,2), entonces X+Y ~B(180;0,2).

La cuestidn que se plantea es distinta, las variables X e Y tienen distinta probabilidad, con lo que se
determina que X+ Y no siguen una distribuciéon binomial B(180;0,5)

3. Se supone que la rentabilidad de un producto ofrecido por una entidad bancaria es una variable
aleatoria que tiene como funcion de densidad:

Hallar el valor de k para que f(x) sea funcidn de densidad

k(x> -1) si0<x<2
f(x)=
0 en otro caso

Solucion:

El ejercicio carece de sentido, f(x) no puede ser funcion de densidad para ningun valor de k, dado

que una funcidn de densidad es una funcion real no negativa.

Examen Ordinario Estadistica Tedrica - Grupo Gestion Aeronautical
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k<0 f(x)<0 enelintervalo[1,2)
K=0 f(x)=0 VxeR
k>0 f(x)<0 enelintervalo[0,1)

4 EJERCICIOS (1,75 puntos por ejercicio)

1. Los niveles de audiencia (en miles de personas) de un programa de television, medidos en 10
emisiones elegidas aleatoriamente, han sido los siguientes:

682 553 555 666 657 649 522 568 700 552
Suponiendo que los niveles de audiencia siguen una distribuciéon normal:

a) éSe podria afirmar, con un 95% de confianza, que la audiencia media del programa es de 600.000
espectadores por programa?

b) La compaiia productora del programa televisivo afirmé, durante las negociaciones para la venta
del programa, que éste acapararia una audiencia fiel y que la desviacion tipica del numero de
espectadores seria de 15.000. ¢ Queda esta afirmacidn probada con los datos disponibles, con un 95%
de confianza?.

Solucidn:
a) Sea la variable aleatoria X= Nivel de audiencia (miles de personas)

Se calcula la media y la cuasidesviacion tipica muestral:

_ 13 6140 13 3765176
o, =X=-—) X, =——=610,4 miles personas o, =-— > x’ =————=2376517,6
104" 19 10 ~ 10

3929,44.10
cl=a,—a)=376517,6—-610,4° =3929,44 si="11"—

s, =/ 4366,0444 =66,076 miles personas

— 4366,0444

- 66,076 :
I=|X+t,, .~ |=|610,4+2,262. 22— |[610,4 + 47,2647 |=[ 563,1353 , 657,6647 | miles
a/2,n 1\/; \/E

Como 600 e|:563,1353 . 657,6647] se puede afirmar que, con un 95% de confianza, la audiencia del

programa es de 600.000 espectadores.
El ejercicio se podria resolver mediante un contraste de hipdtesis bilateral.

b) Hay que construir un intervalo de confianza para la varianza de una distribucion normal:

Examen Ordinario Estadistica Tedrica - Grupo Gestion Aeronautica2
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I (0-2 ) ) ’ ’
i/z,n—l X:—a/z,n—l Xg,ozs,s X(ZJ,975,9 19.023 2,700

[n-1).¢ (n—1).si:|_|:(n—1).si (n—1).si:|_{9.4366,0444 9.4366,0444i|

I(c?)=[ 2065,6258 , 14553,4813] — I(o)= [\/ 2065,6258 , ./ 14553,4813] =[ 45,4491 , 120,6378

15 ¢|:45,4491 : 120,6378:| — No queda probada la afirmacion de que la audiencia tenga una

desviacion tipica de 15.000 espectadores con un nivel de confianza del 95%.

2. Sea (X,, X,, X;) una muestra aleatoria simple procedente de una poblacién que sigue una

distribucién normal de media p y varianza 6°. Se consideran los siguientes estimadores de

1 6 uz _3

o = Xat2X, +3X, . X, —4X

a) éCudles son insesgados?
b) éCual es el mas eficiente?
c) Encuentra un estimador eficiente para p

Solucion:

a) Para que un estimador sea insesgado, su esperanza debe coincidir con el parametro que pretende
estimar; por tanto, se calcula la esperanzade i, y {1,

€[5, ] E{Xl +z>:32 +3X, } =%E[X1 +2X, +3x3]=%( E[X, ]+ 2E[X,]+3E[X, ]) =

=%(u+2u+3u)=u — [i, esinsesgado

E[ﬁz]=E{X1:—:XZ}=—§E[X1—4X2]=—%(E[X1]—4E[X2])=—%(u—4u)=u — [i, esinsesgado

b) La eficiencia de un estimador insesgado se mide por su varianza. Asi, un estimador insesgado sera
tanto mas eficiente cuanto menor sea su varianza. Como [i, y {1, son insesgados, para ver cual de

ellos es mas eficiente, se calculan sus varianzas respectivas teniendo en cuenta que (X,, X,, X,) son

variables independientes, pues se trata de una muestra aleatoria simple:

5 X, +2X, +3X 1 1
Var[u1]=Var|: 1 6z 3]=¥v3r[x1+zxz+3x3]=¥(var[x1]+4Var[x2]+9v3r[x3:|)=
1 14 75’
== (0% +40?+90%)=——~g? =2
36 36 18

Examen Ordinario Estadistica Tedrica - Grupo Gestion Aeronautica3
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. X, —4ax, | 1 1 1 17
var[fi,]= Var|:1_—32} =§Var|:X1 - 4x2]=§( Var([X,]+16Var[X,]) =3 (c? +1607%) = ?cz

R 7 17 - ; A e
Como Var[|,t1]=Ecs2 < ?62 =Var[[i,] el estimador [i, es el mas eficiente de los dos.

c) Para comprobar la eficiencia de la media X, vista su insesgadez, hay que verificar que su varianza
coincide con la cota de Cramer-Rao para un estimador insesgado.

1
2
n.E SInf(x,0
360

Como la muestra procede de una poblacidon normal, se tiene:

CCR=

_lx—py
e 257

Flx, ) = sz—n

_(X_P)z 2
In f(x,p)=1In 1 e  |=In L B ol D)
G./2T c

In f(x, n)
=0 -
Sp c Lo}

2 2
. SInf(x,0| | Xx-pu) | n ;7 _N.6° _n
Asi, se tiene: n.E [TJ —n.E|:( = )}—F.E[(x—u) ]_ p _?

_ =) (x=p)

2

En consecuencia, CCR=

Examen Ordinario Estadistica Tedrica - Grupo Gestion Aeronautica4
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3. Una entidad bancaria trata de analizar si es rentable mantener en servicio el cajero automatico de
una pequena localidad. Para ello, decide estudiar el nimero de clientes por hora que acuden a este
cajero a realizar operaciones. Durante 90 horas punta de dias laborables elegidos al azar, se
obtuvieron los siguientes resultados:

Numero de clientes 0 1 2 3 4 5 6 o mas
Numero de horas 15 5 25 40 2 1 2

éIndican estos datos que se trata de una distribucién de Poisson con media de tres clientes por
hora?. Nivel de significacion del 1%.

Solucion:

La distribucion de Poisson se caracteriza porque sélo depende de un pardmetro A que coincide con
la media muestral. En este caso, el ejercicio da la media A =3

Se establece la hipétesis bilateral:
H,: Los clientes que acuden al cajero siguen una distribucion de Poisson

H,: Los clientes que acuden al cajero no siguen una distribucién de Poisson

k

3
Denotando por X= Nuimero de clientes. Las frecuencias esperadas son: P(x;, =k)= F.e'a‘

X, n, |p,=P(X=x,)| e =n.p, 30 -
0| 15 0,0498 4,4808 P(x, =0)= a.e‘3 =0,0498 P(x,=1)= i.e‘3 =0,1494
1 5 0,1494 13,4425 32 3
2 25 0,2240 20,1638 | Plx,=2)= z.e‘3 =0,2240 P(x,=3)= ;.e‘3 =0,2240
3 | 40 0,2240 20,1638 34 35
2 | 2 0,1680 151228 | Pl.=4)= H.e_?’ =0,1680  P(x,=5)= ;.e‘3 =0,1008
5 0,1008 9,0737 3¢
6 0,0504 45368 | TWa=6)=7 €7 =0,0504

90

Hay dos frecuencias esperadas menor que 5, con lo que hay que agrupar dos o mas modalidades
contiguas en una sola hasta lograr que la nueva frecuencia esperada sea mayor que 5. En este sentido,
se agrupan las modalidades Oy 1,3 y5.

Examen Ordinario Estadistica Tedrica - Grupo Gestion Aeronautica 5
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X; n, |p,=P(X=x)| e=n.p, n’ n’ /e
0-1| 20 0,1992 17,9233 400 22,3173
25 0,2240 20,1638 625 30,9962
40 0,2240 20,1638 1600 79,3503
0,1680 15,1228 4 0,2645
5-6 3 0,1512 13,6105 9 0,6613
90 133,5895

Los grados de libertad son (k—p—1): k=5 modalidades diferentes, p=1 parametro A ,y —1 por
ser modalidades excluyentes.

5 2 5 2
n —e n:
Estadistico observado: x;: E —( —e) =E ——-—n=133,5895-90=43,5895

i1 & ic1 i

Estadistico teérico: ¥ ,_,_,=%00 3 =11,345

Siendo %3 = 43,5895 > 11,345 = x§,01,3 — se rechaza la hipétesis nula, concluyendo que el

numero de clientes que acuden al cajero no sigue una distribucién de Poisson de parametro A =3,
con una significacion del 1%.

4. Una compaiiia de seguros garantiza pélizas de seguros individuales contra retrasos aéreos de mas
de doce horas. Una encuesta ha permitido estimar a lo largo de un aiio que cada persona tiene una
probabilidad de cada de mil de ser victima de un retraso aéreo que esté cubierto por este tipo de
pdliza y que la compaiiia aseguradora podra vender una media de cuatro mil pdlizas al aiio.

Se pide hallar las siguientes probabilidades:

a) Que el niumero de retrasos cubiertos por la pdliza no pase de cuatro por afo
b) Numero de retrasos esperados por aino

c) Que el nimero de retrasos sea superior a dos por aio

d) Que ocurran doce retrasos por afno

Solucion:

Sea X =="Numero de retrasos por afio", la variable sigue una distribucion binomial

1
n=4000 , p=——=0,001 , B(4000, 0,001)
1000

4000 k 4000-k
con lo que, P(X=k)= K .0,001%.0,999""" k=0,1,---,4000

Examen Ordinario Estadistica Tedrica - Grupo Gestidon Aeronautica 6
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Es necesario buscar una distribucion que sea una buena aproximacion de ésta. La distribucion de
Poisson es una buena aproximacion de la binomial B(4000,0,001), ya que p=0,001 es muy

pequeiay n.p=4000.0,001=4<5.

k

4
Por tanto, X ~B(4000,0,001) ~ X~P(A=n.p=4) P(X=4)=F.e‘4

a) P(X<4)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)=

_[4"+41 4 4 4

+—+— }.e"‘=[1+4+8+10,667+10,667].e'4=0,6289
ol 11 2t 31 al

b) El nimero de retrasos esperado por afio es la media p =A =4

c) P(X>2)=1-P(X<2)=1-[P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)]=

42 4 &
= —|:—+—+—:|.e‘4 =1-[1+4+8].e”*=1-0,381=0,7619
ol 1! 2!

12

4
d) P(X=12)= E.e*‘ =0,035.e™ =0,00064

Examen Ordinario Estadistica Tedrica - Grupo Gestion Aeronautica 7
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ESTADISTICA TEORICA. GRUPO 526: GESTION AERONAUTICA (11 Junio de 2019)

3 PREGUNTAS TEORICAS (1 punto por pregunta)

1. Se sabe que dos poblaciones distintas X e Y, se distribuyen normalmente con media 0. Ademas
P(X>2)=P(Y > 3)=0,1587. Calcula sus respectivas varianzas.

Solucion:

Sean las variables aleatorias X ~N(0,c,) e Y~N(0,c,)

X—0_2-0 2 N(0,1)
P(XZ2)=P[—2—]=P(ZZ—J=O,1587 - —=1 5 0,=2 - o.=4

61 61 0'1 61

X-0_3-0 3 N(0,1)
P(XZ2)=P[—2—]=P(ZZ—J=O,1587 - —=1 - 06,=3 > 0,=9

0'2 0'2 0'2 c52

2. Si la altura de un grupo de poblacidn sigue una distribucién normal N(u =170, c =18,26),

calcular P(s<10) para una muestra de tamafio 10. (s’ = cuasivarianza)
Solucion:

Considerando una muestra aleatoria de tamaiio n de una poblacién normal N(u, c) por el teorema

(n-1).s°

0 . 2
de Fisher se tiene que T S

En particular, para una muestra de tamaiio n=10 de una poblacion normal N(u=170,c=18,26),

2

el estadistico ~ xg , Y por tanto

2
’

9.5 900
18,26 18,267

P(s <10)=P(s* <100)= P[ j: P(x3<2,699)=1-P(y:>2,699)=1-0,975=0,025

P(s <10)=0,025
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3.1 La funcién de densidad de una variable aleatoria continua:
a) Siempre es no negativa

b) Es la derivada de la funcion de distribucion

c) El area encerrada por ella y el eje X vale uno

d) Todo lo anterior es cierto

e) Sélo (a) y (c) son ciertas

Sefiala la opcién/opciones correctas.

3.2 Se supone que la rentabilidad de un producto ofrecido por una entidad bancaria es una
variable aleatoria que tiene como funcién de densidad:

k(x)—-1) si0<x<2
f(x)=
0 en otro caso

Hallar el valor de k para que f(x) sea funcién de densidad
Solucidn:
3.1 La opcion (d): Todo lo anterior es cierto.

3.2 El ejercicio carece de sentido, f(x) no puede ser funcidn de densidad para ningtin valor de k:

k<0 f(x)<0 en elintervalo |:1, 2)
f(x)=s k=0 f(x)=0 VxeR
k>0 f(x)<0 en elintervalo[0,1)

Una funcion de densidad f(x) es una funcion real no negativa.
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4 EJERCICIOS (1,75 puntos por ejercicio)

1. Un estudiante hace dos pruebas en un mismo dia. La probabilidad de que pase la primera
prueba es de 0,6; la de que pase la segunda es de 0,8, y la de que pase ambas es 0,5. Hallar las
siguientes probabilidades:

a) Que pase al menos una prueba

b) Que no pase ninguna prueba

c) éSon las pruebas sucesos independientes?

d) Que pase la segunda prueba en el caso de no haber superado la primera

Solucion:

Sean los sucesos:

A ="pasar la primera prueba" P(A)=0,6 P(A)=0,4
B ="pasar la segunda prueba" P(B)=0,8 P(B)=0,2
ANB="pasar las pruebas AyB" P(AnB)=0,5 P(ANB)=0,5
BrA=B—A
— s —_— — - _,;-}'"{__"'“ 4
Leyes de Morgan: AUB=ANB ANB=AUB a0 s B
Ill.-'r |'r A B 1\'.,II B Y
PAUB)=P(A)+PB)-P(AnE)  p/a)=PBOAL [\ 01L 05 Jpna)
UB)= +P(B)-P(AN = y J
P(A) e / 0,3
— e~ 01

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0,6+0,8—0,5=0,9
P(AUB)=0,1+0,5+0,3=0,9

b) P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-0,9=0,1

c) AyBsonindependientes < P(ANB)=P(A).P(B)

P(ANB)=0,5 0,6.0,8=0,48=P(A).P(B) — No sonindependientes

PBNA) 0,3

d) PB/A)= =T G

0,75

P(B)=P(A NB)+P(ANB)

Siendo B=(ANB)U(ANB) o o
0,8=0,5+P(AnB) — P(ANB)=0,3
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2. Sea una variable aleatoria X procedente de una poblacion con densidad de probabilidad N(u, 4).

Se quiere contrastar la hipétesis nula H, : p=p, =10 frente a la hipédtesis alternativa
H, : p=p, =12, con un nivel de significacion a.=0,05, con un muestreo simple de tamaiio 25.

Determinar:
a) La probabilidad de cometer el error tipo Il
b) La potencia del contraste

Solucion:

Bis 5 4
a) La media muestral x, bajo la hipdtesis nula, x ~N uo,i =N| 10,— |= N(10; 0,8)
Jn /25
_ _ 4
La media muestral x, bajo la hipétesis alternativa, x ~N[u1,iJ= N[lZ,—JE N(12; 0,8)

/n

Las hipotesis sobre la media poblacional (contraste unilateral):

H, H,

N(10; 0,8)

N{12; 0,8)

=1

-+

x<k seaceptaH, — regiénaceptacion (RA)

Regla de decision e
x>k serechazaH, — regién critica (RC)

Para hallar el valor critico k se recurre al nivel de significacion a=0,05 :

a =P(ETI)=P(Rechazar H, / H, cierta)=0,05

0,8 0,8

’

o=P(ET |)=p(y>k| ”0=1°)=P(x_10>k_10j=P(z>k_1oj=o,05

k—1
80 —1,645 — k=11,316

’

Error Tipo Il: B=P(ETIl)=P(AceptarH, /H, falsa)

- X-12 _11,316—12 11,316 12
B=P(ET II)=P(xS11,316|u1=12)=P(x < )=P(zs—)=

08 0,8 0,8
=P(z<-0,855)=P(z > 0,855)=0,1963

Apeidos v nsaneninumnumanmarunnisiannniessisnsss NOMBIG i s a e i sy
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b) Potencia del Contraste:

Potencia= P(Rechazar H, | H, Falsa) =1-$=1-0,1963=0,8037

N(10; 0,8)

-4

R.A. R.C. >

3. Una cadena de producciéon de un componente electrénico debe revisarse cuando el porcentaje

de productos defectuosos supera el 3%. Segtlin el mecanismo establecido para el control de calidad,

se extrae a lo largo del dia, y de forma aleatoria, una muestra de 300 unidades de las que se

detectan 17 defectuosas.

a) Utilizando una significacion del 1%, ¢ deberia revirsase el sistema de produccion?

b) Construir un intervalo de confianza para la proporcion de componentes electrénicos
defectuosos, con un nivel de significaciéon del 1%.

Solucion:

1 unidad defectuosa
a) Sea la variable aleatoria X= . X~B(1,p)
0 unidad no defectuosa

p =P(X =1)=Proporcion de productos defectuosos

La cadena de produccion debera revisaorcentaje de productos defectuosos (100p) supera el 3%;

asi, se tiene que contrastar las hipétesis: H,: p<0,03=p, H,: p>0,03

Para el tamafo muestral n=300 se considera suficientemente grande para que la aproximacion a
la distribucion asintética N(0, 1) sea aceptable.

Para realizar este constraste unilateral a la derecha se utiliza como estadistisco de prueba z

p-valor
Py . IS _ ﬁ_ pO
Se acepta la hipétesis nula H; si: z, ,  =—F————<z2
po (1 - po)

n

o

Con el nivel de significacion o = 0,01 se obtiene el valor

Regidn aceptacion

critico z, ,, =2,33y la correspondiente region critica. 1me=09

2,0, =2,33

Se calcula el valor experimental z del estadistico sustituyendo los resultados muestrales:

p-valor
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17
" —=0,03
L 18 17 - '
P=- xi = onn zP-Vanr = P pO . 399 = 2' 7076
n&" 300 \/po(l—po) \/0,03 (1-0,03)
n 300

Por tanto, al ser z, =2,7076 > 2,33=2, , se
rechaza la hipétesis nula H, : p<0,03 y, segun los «=0,01

Regién aceptacion p-valor

resultados de la muestra y con un nivel de significacion

del 1%, deberia revisarse el sistema de produccién. 200 =2,33 2,00 =2,7076

po (1_po)

- =(-, 0,023)

b) I=[—oo, P, +2,

0,03. 0,97
- I=|—-o, 003+ 2,33, ——

300

~ 17 . .
La proporcion muestral p= %= 0,057 no se encuentra en el intervalo de confianza, rechazando

la hipétesis nula. En consecuencia, con un nivel de significacidon del 1% , hay que revisar el sistema
de produccion.
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4. El nimero de defectos en las tarjetas de circuito impreso sigue una distribucion Poisson. Se
relne una muestra aleatoria de 60 tarjetas de circuito impreso y se observa el nimero de defectos.
Los resultados obtenidos son los siguientes:

Numero de defectos 0 1 2 3 omas
Frecuencia observada 32 15 9 4

é¢Muestran los datos suficiente evidencia para decir que provienen de una distribucion de Poisson
con una fiabilidad del 95%?

Solucion:

H, : Los datos provienen de una distribucion de Poisson P (A =X)

H, : Los datos no provienen de una distribucion de Poisson P(A =X)

La distribucion de Poisson se caracteriza porque sélo depende de un pardmetro A que coincide
con la media. En este sentido, para ajustar la distribucion observada a la de Poisson es necesario
calcular la media.

Denotando por X = ' numero de defectos en tarjetas impresas'y n, ="' frecuencia observada’,

se tiene:
X, 0 1 2 3 o mas
n, 32 15 9 4 60
X, . N, 0 15 18 12 45
. X;.n, 45 0,75 _
x=z—=—=0,75 —- A=0,75 - P(x=k)=——"—-¢e%" k=0,1,2,3
n 60 k!
0,75° _ 0,75 _
P(x=0)=Te ©7% =0,472 P(x=1)=Te 7% = 0,354
01752 -0,75
P(x=2) T 0,133 P(x>3)=1-P(x<3)=1-[0,472+0,354+0,133] = 0,041
X; n; Pi € =n.p,
0 32 0,472 28,32 Es necesario que las frecuencias esperadas de las
1 15 0,354 21,24 distintas modalidades e, >5 Vi, teniendo que
2 9 0,133 7,98 agrupar las dos ultimas modalidades.
3 o mas 4 0,041 2,46
60

Se tiene, entonces:



{(IMPRESC EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

st

UNIVERSIDAD AUTONOMA

Ejercicio del dia

X; n € =n.p, n; i
ei
0 32 28,32 1024 36,1582
15 21,24 225 10,5932
20 mas 13 10,44 169 16,1877
60 62,9392
Tabla de frecuencias observadas y esperadas:
X 0 1 20 mas
Frec n, =32 n, =15 n,=13
(e, =28,32) | (e,=21,24) | (e, =10,44)
Los grados de libertad son (k—p—-1)=3-1-1=1
3 n’ 1024 225 169

Estadistico observado: 2, , = Z—' —n —60=2,9392

= + +
Se 2832 21,24 10,44

Estadistico tedrico: y; .., =3,841

ASIGNATUNA. ... Grupo....oooveeiieceee e
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Como xf =2,9392 < xf,,os; , = 3,841 se acepta la hipétesis nula, concluyendo que los datos

proceden de una poblacion de Poisson de parametro A =0,75, a un nivel de significacion de

0,05
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CUESTIONES TEORICAS (1 PUNTO CADA CUESTION)

1. Sea A, By C tres sucesos incompatibles, con P(A)=0,5, P(B)=0,25, P(C)=0,15.
Sepide: a)P(AnB) b)P(ANBNC) ¢)P(ANBNC)

Solucion:

a) P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AnB) —ncompatiblesP(ANB)=0 , pA\,B)=p(A)+P(B)

P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-P(A)-P(B)=1-0,5-0,25=0,25

b) Como son incompatibles: P(AuUBw C)=P(A)+P(B)+ P(C)
P(ANBNC)=P(AUBUC)=1-P(AUBUC)=1—P(A)—P(B)-P(C)=1-0,5-0,25—-0,15=0,1
c) Teniendo en cuenta que A, By C son incompatibles, se tiene:

AnNB=¢ ANnC=¢ BNC=d ANBNC=9

ANnC=¢ — CcA _ _
— -
BNC=¢ > CcB

P(ANBNC)=P(C)=0,15

2. Se ha realizado una muestra aleatoria simple (m.a.s.) de tamafio 10 de una poblacion
considerada normal, llegando a que la varianza muestral es 4.

Calcular la probabilidad P[[x —p|<1,51]

Solucidn:
KNI O) ot o (A= = e =
e NP SRR
; : bt = F-u
= g‘m R |
F-p  F-p

t = =
T oy A0—1 2/3

[y

2/3 2/3]=P|:| t,|<2,265]=P[-2,265<t,<2,265]=

P[|Y—u|£1,51:|=P[

=P[t,>-2,265]-P[t, >2,265]=P[t, <2,265]-P[t, >2,265] =1-2P[t,>2,265]=0,95
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3. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucién xz con 200 grados de libertad.
Calcular, sin recurrrir a las tablas de la Chi-cuadrado: (a) P(X<234) y (b) P(X<183).

Solucion:

La distribucion xz es, asintoticamente, N(n, w/2n), es decir, Xioo ~ N(ZOO, \/400)

X—200 _ 234200
/400 /400

a) P(XS234)=P[ J=P(z£1,7)=0,9554

X—-200 _183-200

,/ 400 = +/ 400

EJERCICIOS (1,75 PUNTOS CADA EJERCICIO)

b) P(XS183)=P[ J=P(z£—0,85)=P(220,85)=0,1977

1. Una empresa de mensajeria sabe que en condiciones normales un paquete es entregado en
plazo el 90% de las veces, aunque si hay sobrecarga de trabajo (que ocurre un 5% de las veces) el
porcentaje de retrasos se eleva al 30%.

a) Cual es la probabilidad de que un paquete llegue en plazo a su destino.

b) Sabiendo que se ha recibido una queja por retraso en el envio, el mensajero afectado aduce que
ese dia hubo sobrecarga de trabajo, aunque realmente no recuerda bien que sucedid. ¢ Qué
probabilidad hay de qué efectivamente esté en lo cierto?.

Solucién:
0,7 - F
S Sean los sucesos:
0,05 0,3~
E = "Entrega a tiempo del paquete”

0,9

0,95 < S = "Hay sobrecarga de trabajo"
0,1 E

a) P(E)=P(S) xP(E/S)+P(S)xP(E/S)=0,05x0,7+0,95x0,9=0,89

— P(SNE) 0,05x0,3
b) P(s/E)= D E) _0,05x0,3 50
PE) 1-0,89
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2. Una variable aleatoria continua X tiene por funcién de distribucion:

0 x<1
F(x)={x—1 1<x<2
1 Xx=2

a) Calcular la funcién de densidad o funcién de cuantia
b) Calcular la media, mediana y coeficiente de variacion

Solucion:

a) La funcion de densidad o funcién de cuantia es la derivada de la funcion de distribucién en los

puntos donde exista la derivada, entonces:

. 0 x<1 1 5
F SX<
=211 1<x<2 —  fix)=
dx 0 enotrocaso
0 X=>2

® 2 x| 1 3
b) Media: a1=uX=E(X)=I xf(x)dx=j xdx =[?} =2_E=E=1'5

1 1

¢ La Mediana de una distribucion es el valor que deja el 50% de la distribucion a la derecha y el
otro 50% a la izquierda, por lo que:

F(M,)=0,5 = M_-1=0,5 = M_=1,5

M, M, "

I f(x)=0,5 = j dx=0,5 = [x]"=0,5 => M, -1=0,5 = M,=1,5
1 1

0 Ty o
* Coeficiente de variacion: CV, =—=%
Hx

2 37?2
8 1 7
xdx = || =221
3 3

0

a, = E(X?) =j

—0 1

x> f(x)dx =I

Ejercicio del dla17DEOCTUBREDEZO:I-9
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3. El numero de millones de metros cubicos que tiene un embalse sigue una distribucién normal

N(980, 50). El consumo diario de las poblaciones que sirve es una normal N(85,30). Si se sabe que

durante una tormenta la cantidad de agua que se embolsa es una normal N(50, 25).

Un dia han caido dos tormentas, calcular la probabilidad de que al final del dia el agua embalsada
sea menor o igual que 980 metros cubicos.

Solucidn:
Agua del embalse: X, ~N(p,,c,)=N(980,50)

Consumo diario: X, ~N(p,,c,)=N(85,30)

Agua una tormenta: X, ~N(p,,5,)=N(50,25)
E(2X,) = 2E[X,] = 2x50 = 100
Var(2X,) = 4Var[X,] = 4x25

2 2
2X,~N| D Ap, [focf = N(2x0,2x25)
i=1 i=1

3 3
Agua embalse un dia con dos tormentas: Y =X, —X, +2X, siendo Y~ N(Zli W | D Ale? J
i=1 i=1

Agua dos tormentas: {

Y~ N( 980 — 85+ 100, \/502 +30% +4x 252) = N(995, 76,81)

Y —-995 < 980 — 995
76,81 76,81

P(Y < 980) = P[ } =P(z<-0,19)=P(z>0,19) = 2P(z> 0,19) = 0, 4247

4. Sea una poblacion que sigue una distribucién normal con media p de la que se extraen m.a.s.

de tamaiio n. Considere los siguientes estimadores de la media:

n

A _ ,\ 1
=X = — X.
“’1 ”’2 n+1 — i

a) Estudiar la insesgadez, la eficiencia relativa y la consistencia de ambos estimadores

b) Elegir uno de los dos estimadores en término del error cuadratico medio

Solucion:
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a) Insesgadez:
n

o E(f,) = E() = E[%in] - 1{2 j ZE(x)— 2w = p

i=1

Sesgo: b(fi,)=E(1,) —p=p—-p=0

N 1 1 . 1 . 1 nu
o F =E—Ex.=—E X |= —— E(x.) = n = —
(1) [n+1_=1 'J n+1 [Z_l 'J n+1 Zi=1 (x;) n+1 (np) n+1

— 0 cuando n—> ®
/_/%
A = n nu—np—
Sesgo: b(fi,)=E(i,) —p= — —p=—L"DR"H _ B
n+1 n+1 n+1
H_J

. Sesgado
asintoticamente

Eficiencia:

Sean dos estimadores insesgados 0, y 0, de un parametro desconocido 0. Se dice 0, es mas

eficiente que éz si se verifica: Var(él) < Var(éz).

ar(él)

. ) . .V
La eficiencia relativa se mide por la ratio
Var(0,)

V(i) = Vix) = v %zxi = nizzv(xi) = n—lz(ncz) = %
= vl S __ 1 y _ 1 2y _ N 2
i V{“"‘lZXi] "~ (h+1)? ;V(xi) ~ (n+1)? (no’) = (n+1)> °

Eficiencia relativa:

Var(fi,) _ c’/n _ (n+1)’
Var(ji,) no?/(n+1)*  n’

>1 — Var(f,)> Var(f,)
El estimador [1, tiene menor varianza, por lo que es mds eficiente que [i,

Consistencia:

Un estimador 0 es consistente cuando lim E(é)=6 y lim V(é):O
n—wo L e
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lim E(fi,) = lim E(x)=p
u = 2
" im vi) = tim S=o0

n—>®o® N

es consistente

A 8 1
lim E({,) = lim (u——u)=u
n— o n— © n+1 ;
= es consistente

n
lim V(i,)= lim c?|=0
n— o (uz) n—)oo|:(n+1)2 :|

b) ECM(B)=E(®—0)2= V() + [b(é)]z sesgo b(8)=[ E()-6]

62

ECM(fL,) = V(ii,)+ [ b(i,)] = GT+°=T

ASIGNATUFA. ... s Grupo

Hoja n?....uma
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2 2 2
~ n A ]2 n nc +L
ECM(ji,) = V(3,)+| b =——0c’+ =——
(i,) = V(ii,)+ [ b(A,)] T (n+1”) 1)’
o> no’+p?
El estimador |1, serd elegido si ECM(ji,)<ECM(ji,) > — < ————
n (n+1)
2 2 2 2 2 2 2
nc” + noc c noc
!j = 2 H 2 - —= 2 H 2
(n+1) (n+1) (n+1) n (n+1) (n+1)
¢’  no’ < TR (n+1)’c’-n’c? < TR (2n+1)c? < Th
n (n+1)>  (n+1)? n(n+1)° " (n+1)? nin+1)>  (n+1)°
2
(2n+1) <M
n c’
[ 2n+1  p? . , .
Si . < — — W, seeligeantesque [i,
<
. 2n+1  p? . ) .
Si > — —> W, seeligeantesque [,
L n (o)




{(IMPRESC EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

UNIVERSIDAD AUTONOMA
DE MADRID

Asignatura.........

Apellidos ...........

Ejercicio del dia




(IMPRESC EM PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Hoja N nasmnnnm

ASIgNatura. ... GEUPOtc ittt

Apellidos:umaanniiueimnrmn s TR N O s A s T

Ejercicio del dia...16..de. Diciembre.de. 2019, ...,
SEGUNDO CONTROL ESTADISTICA TEORICA (16 DE DICIEMBRE DE 2019)
CUESTIONES TEORICAS (1 PUNTO CADA CUESTION)

1. Se desea dar una estimacion por intervalos de confianza (nivel de significacion 0,05) para la
proporcion de alumnos que estan a favor de aumentar el nimero maximo de convocatorias
permitidas por normativa.

¢Qué tamano de muestra habria que considerar si se desea un intervalo con una amplitud de
0,06?. Se supone p=q=1/2.

Solucion:

1
A=2.2,,,. pnq 202 = 2025 = 1,96 o,oes=2.1,96./H

0,06 1 1 1
= - 0,053 = [— —> 0,000234=—— —> n = 1068
2.1,96 4.n 4.n 4.n

2. Se desea contrastar si la variable X se ajusta bien a una distribucién de Poissoncon A=4.
Para ello se toma una muestra de tamaiio 300 y se obtienen los siguientes resultados: El

estadistico xz del contraste de bondad de ajuste vale 2,38 y tiene ocho sumandos.

Calcula la region critica y argumenta qué decision se tomaria con un 5% de significacion.

Solucion:

0 2 2 > (ni_ ei)2 S rIi2
Estadistico observado x5_,= %7 = E —_—= E — —n =2,38

e. e.

i=1 ! i=1 !

Estadistico tedrico: xg,osﬂ = 14,067

La regién critica viene determinada para los valores donde xJ > xg'osﬂ, por lo que con un nivel

de confianza del 95% se acepta la hipétesis nula H, al ser 2 =2,38 < 14,067 = X(2),05,7
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3. Dos agencias de viajes siguen distintas estrategias para la venta de paquetes de viajes,
siguiendo la caracteristica en estudio una ley normal, se han introducido los datos en SPSS y

aparece en el Visor la tabla siguiente:

Prueba de muestras independientes

Prueba T para la igualdad de medias

f 95% Intervalo de
Sig Diferencia Error tip. | confianza para la
] de la : .
t gl (bilateral) | de medias . . diferencia
diferencia . :
Inferior | Superior
Estrategia Se han asumido
Ventas varianzas iguales | 734 28 ;469 ,63867 ,87045 -1,14436

Mediante calculo razonado, se pide:

a) Signatura bilateral (p_valor)

b) Valor de la t de Student

c) éCual es el diagndstico atendiendo al intervalo de confianza?

Solucion:

|Xx-¥|  0,63867
1 1 0,87045
N + -
n m

a) t,,,= =0,7337

Sp -

o, =P[ [ty |>0,734] = 2.P[ t,5>0,734] = 2.0,235 = 0,47

0,8546 — 0,6834 0,734 — 0,6834 5 0,1712  0,0506
0,200 - 0,250 x — 0,250 -0,05 x — 0,250
x = 0,250 - 9,05-0,9505 = 0,235
0,1712

b) LI = -1,14436 = 0,63867 — t,,, ,3.0,87045 —> t,,, 3 = 2,0484 — a=0,05

c) L.S = 0,63867 + 2,0484.0,87045 =2,42170

El intervalo de confianza | = [—1,14436, 2,42170 | cubre el 0, con lo que con una significacién

a=0,05, se puede afirmar que no existe diferencia entre la venta de paquetes de viajes de las

dos agencias.
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EJERCICIOS (1,75 PUNTOS CADA EJERCICIO)

1. Una agencia de alquiler de automadviles necesita estimar el niimero medio de kilémetros diarios
gue realiza su flota de automadviles. A tal fin, en varios dias de la semana toma los recorridos de
cien vehiculos de su flota y obtiene que la media muestral es de 165 km/dia, y la cuasidesviaciéon
estandar muestral de 6 km/dia. Se pide:

a) Bajo la hipdtesis de normalidad de la caracteristica en estudio (nimero de kildmetros por dia),
construir un intervalo de confianza para la media de dicha distribucidn a un nivel de confianza del
95 por 100.

b) Bajo la misma hipoétesis de normalidad del apartado anterior, construir un intervalo de onfianza
del 90 por 100 para la varianza de dicha distribucion.

Solucion:

a) Se trata de construir un intervalo de confianza para la media de una distribuciéon normal
N(u, o) de varianza desconocida. Como el tamaiio de la muestra es grande, se tiene que el

intervalo de confianza sera:

I(p) = [Y + za,z.ﬁ}

enestecaso: x =165 s=6 n=100 z;,;=1,96

6

/ 100

I(p) = |:165 +1,96. }=|:163,82 , 166,18

2 2
(h—=1).s; (n-1).s,
2 ’

b) El intervalo de confianza para la varianza poblacional: I(c?) = >
Xa/2,(n-1) Xi1-o/2,(n-1)

2 2
X0,05,00 = 124 X0,05,00 = 77

99.36 99.36
con lo cual, I(c?) = ; =[28,74 ; 46,29]
124 77

2. Una Fabrica de Muebles manifiesta que la satisfaccion de sus empleados sigue una ley normal y
es idéntica en las distintas secciones. El jefe de recursos humanos para decidir si la afirmacion es
correcta toma una muestra aleatoria de 100 trabajadores de barnizado encontrando 80 satisfechos
y otra de 200 trabajadores de cortado encontrando 140 empleados satisfechos. Con un nivel de
significacion del 5% se puede admitir la afirmacion de la Fabrica de Muebles

Solucion:
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Se contrasta la hipétesis nula de que no existen diferencias entre las proporciones de trabajadores
satisfechos en ambas secciones: H;: p, = p, frente a la hipétesis alternativa de que si existen

diferencias H;: p, # p, . El contraste es bilateral o de dos colas.

Las variables aleatorias X =" Trabajador de la seccidn de barnizado" e Y =" Trabajador de la seccién de
cortado’, respectivamente, siguen una distribucion de Bernouilli que toman el valor uno si el trabajador
esta satisfecho, y el valor cero en caso contrario.

= 14
B0C o Ll

Proporciones muestrales obtenidas son: ﬁx e =0, p, = =0,
100 200

Bajo la hipoétesis nula la diferencia de las proporciones muestrales (|3x = ﬁy), teniendo en cuenta el

tamafio de las muestras (TCL) siguen una distribucion

0,8.0,2 0,7.0,3
+ =N[0, 0,05
100 200

Regla de decisién:

P, — |SY| <k SeaceptaH, (RA) . k, <p, -p, <k, Se acepta H, (RA)
p,—P, <k, 6 p,—p, >k, SerechazaH, (RC)

P, — ﬁy| >k Serechaza H, (RC)

Los valores criticos k se determinan mediante el nivel de significacion o = 0,05
6x—ﬁy—0 S k-0 |
0,05 0,05
k

k k k k
=P| |z|> =P||z<—~ |u|z>—2||=P| z>——2— |+ P| 2>—2- |=0,025+0,025=0,05
0,05 0,05 0,05 0,05 0,05

k k
Plz>-——-|=0,025 » —-—-=1,96 —» k,=-0,098
5 0,05

o =P(RechazarH,

H, Cierta)=P[|ﬁx—ﬁy |>k / N[o,o,osﬂ =|{

’

k k '
P|:z> 25i|=0,025 - 25=1,96 — k,=0,098

’
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Regi6n de aceptacién: — 0,098 < p, — p, < 0,098

La evidencia empirica (estadistico observado) | P, — ﬁy| =

de aceptacion, por lo que no se admite la hipétesis nula. La satisfaccion entre los trabajadores de las
distintas secciones no es la misma.

= Aceptando la hipétesis nula H, cuando el estadistico observado o de contraste es menor que el

estadistico tedrico:

p,—P 0,8-0,7|
<z - z =

Yy
a,/2 - ~ ~ ~ ~ = ©a/2 a,/2 -
\/px.qx+py-qy 0,05

n, n,

=2 X1,9=12,, -

— Serechaza la hipétesis nulaH, = La satisfaccion de los trabajadores no es
la misma en las secciones de la Fabrica de Muebles

= Rechazando la hipétesis nula H, al verificarse la region de rechazo:

R.C=

0,8.0,2 0,7.0,3
>Z,/2 P q“+py % — <(0,8-0,7)> 1,96\/ + =
100 200

=(0,1>0,098) — Se acepta la regién de rechazo de H,

= Elaborando un intervalo de confianza para la diferencia de parametros (ﬁx = ﬁy) de dos

distribuciones binomiales

k1)
<
0>

. B,.q
lp, —p,)=|p,—p, za,z\/

0,8.0,2 0,7.0,3
Y |=/0,1 £ 1,96 \/ + =
100 200

=[0,002, 0,198] — 0¢[0,002,0,198] — SerechazaH,

ASIgNatura. ... GEUPOtc ittt
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0,8-0,7|=0,1 no se encuentra en la region
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3. En una poblacién N(10, c) se desea contrastar la hipétesis nula H,: 6* = 3 frente a la

hipétesis alternativa H,: 6* # 3 con un nivel de significacién del 5%. En una muestra aleatoria

simple de tamafio 4 se obtuvieron los resultados: 10, 8,12, 14
Solucién:
Hipotesis compuesta ¢”: Hy: c?=3 H,: c?# 3

S . . 2 . oz . 2. 2
Como la hipétesis alternativa es 6° # 3 en la decisidon deberan ser validos los valores de G° tanto

mayores o menores que 3, por lo que el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

Bajo la hipétesis nula, las variables aleatorias independientes X; ~ N(10, \/;) con lo que

4 2
g n > S35 -

i=1

Adviértase que la suma de 4 variables aleatorias N(0, 1) independientes entre si es una distribucién Chi-

cuadrado con 4 grados de libertad.

Regla decision:
4 2 4 e
x. —10 x; —10
x; = E ' < k - SeaceptaH, |y5 = E ' > k — Se rechaza H,

i=1 \/E I=1 \/E

RC RA RC

Los valores criticos k se determina a partir del nivel de significacion o = 0,05

4 % 2
o= P|:RechazarH0 / Hy Cierta:| =P ZL%J > k / H, Cierta | = P|:| X | > k} ]

i=1

=P[(Kh<k) U Xh>ko) | =P[xh< k| + P[x5>k, | = 0, +a, = 0,025 + 0,025 = 0,05
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Plah <k |=1-P[as >k |=1-0025=0975 > k=155 = 0,484
P13 > k| = 0,025 > k;=x5 05,4 = 11,143

Regidn de aceptacion: [0,484 Akl 143]

: 21 i=1 20
La varianza muestral observada o, = = = — = 5 se encuentra dentro

de la region de aceptacion 0,484 < ci =5 < 11,143, aceptando la hipétesis nula con varianza

poblacional 3.

v" Se puede plantear que bajo la hipétesis nula la distribucién en el muestreo:

2 2 2

2 _ Varianza muestral o, S ol= G . An-1
=1} varianza teérica (c/\/F)z X n
|0'i < k seaceptaH, k, <ol <k, se acepta H,
Regla de decisidn: 5 )
|ci > k serechazaH, (O'x < k1) V) (csx > kz) se rechaza H,
HG:GZ :GS Hi:c:i2 = Gé
5 2 2
2 . G, 2 Gy« An-1
Ain-1)=7; 5, —ma > OS="_
(G, //n) L
3 o2
GZ - 13
X
5 4
1 GK
ky k,

RC RA RC

o = P Rechazar H, / H, Cierta] = P[(oi < k) U (62 > k,) | o2

Il
| W
5
| B ——
Il

3 g 3
= P[ng <k | + P[ng > kz] = o, +a, = 0,025+ 0,025 = 0,05

o
| T |
| W

[ 4 : 4
4x§<k1:|=P x§>—;k1}=0,025 - —§k1=9,384 — k, = 7,038
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3 a 4
Pl = %>k, |=P[x3>—k,|=0025 > —k, =938 — k, = 7,038

4 3 3
La varianza muestral observada (5: = 5 se encuentra dentro de la regidn de aceptacion, aceptando la
hipétesis nula.
v'  Se podria haber elaborado un intervalo de confianza para la varianza o’ de una poblaciéon normal,
verificando si se acepta la hipétesis nula al encontrarse la varianza o2 = 3 cubierta en el intervalo.
H,: o :cré Hi:Gziﬁé

n.cri :{n—lj.si

n.c {n—1].5i
1= 5 < 2
Gy Gy
x 2
1-Z, m-1) Re g,
2
2
n—-1).s
Se acepta H, si xﬁ_lz{ 2] X o P
5 1—?, {n—-1}) 5 {n—1})

{n—1).5i {n—1).si

2y _
I{cy) = | — =
%,(n—:] 1—‘—;,(n—1}
(n—1).s,z( (n—1).s§

1.C(og)=| =

Y 2
Xon/Z,(n—l) Xl—a/Z,(n—l)

(n-1).s2 =n.c2 =4.5=20

X

20 20
9,348 ' 0,216

1.C (cf,):[ } =[ 2,139, 92,592]

Como 3 €[ 2,139, 92,592] —> Seacepta H,
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4. Se desea analizar si los estudiantes de universidades privadas preferentemente son de los
estratos econémicos altos del pais. Para ello, se ha tomado la siguiente muestra:

Grupos socioeconémicos
Universidades
Alto Medio alto Medio bajo Bajo
13 17 4 3
e,, =19,26 e,, = 13,59
Estado o -
8, =—5,11 8., = 3,80
38 19 2 2
e,, =31,74 _
Privadas 2 e, = 22,41
g =688 | 82— 7314

a) Para validar el analisis con un nivel de confianza del 95%, realizar un contraste por la razén de
verosimilitud (test G).
b) Estudiar el grado de dependencia entre el tipo de universidad y el estrato socioeconémico.

P Pruehas de chi-cuadrado
Sig. asintdtica
Solucién Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 7,824 3 050
Razén de verosimilitudes 7854 3 49
Asociacion lineal por lineal 6,813 1 009
M de casos vilidos 98

a. 4 casillas (50,0%) tienen una frecuencia esperada inferiora 5.
frecuencia minima esperada es5 1,89.

Solucion:

a) El test de contraste de independencias por la razén de verosimilitudes (test G) es una prueba de
hipoétesis de la Chi-cuadrado que presenta mejores resultados que el de Pearson. Se distribuye

asint6ticamente como una variable aleatoria > con (k — 1) x(m — 1) grados de libertad.

k m n.
El estadistico G = 2 .ZZnij.ln =
eij

i=1j=1

k m
n..
Se acepta la hipétesis nula Hy si G = 2. E E n;.In — 1< XZ(k—l) (m=1)
e.. ' 1
i=1j=1 g

Hipdtesis nula H, : El tipo de universidad es independiente del grupo socioecénomico
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En un principio, la tabla presenta un 50% de celdas que no verifican que las frecuencias sean mayores que

5, teniendo que agrupar modalidades contiguas en una sola hasta lograr que la nueva frecuencia sea

mayor que cinco.

Universidades

Grupos socioeconémicos

Alto Medio alto Medio bajo - Bajo
Estado 13 17 7
Privadas 38 19 4
n;, x I‘I.j
Se calculan los valores esperados de cada celda, donde e;; = p;;xn =
n
Grupos socioecondmicos
Universidades Total
Alto Medio alto Medio bajo - Bajo
13 17 7 37
Estado
e;; = 19,26 e, = 13,59 e;;=4,15 37
38 19 4 61
Privadas
e,, =31,74 e, =22,41 e,;=6,85 61
Total 51 36 11 98
o 3751 Lo _37.36 .09 o L3
11 98 ’ 12 98 ’ 13 98 ’
o 5151 . o 6136 LTS S,
21 98 ’ 22 98 ’ 23 98 ’

La frecuencia observada n,; = 4 es menor que lo aconsejable en cada celda ( = 5 ), lo que podria hacer

pensar en una inestabilidad del célculo. Como la frecuencia esperada e,; = 6,85 se confirma la

estabilidad de la prueba.

Todas las celdas, excepto e, = 4,15 < 5, cumplen con el minimo aconsejable de 5 en su valor

esperado. En la practica se acepta hasta un 20% de las celdas que no cumplen con el requisito de que la

frecuencia esperada sea

En cada celda se calcula el valor de n;xIn

=5



(IMPRESC EM PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

ASIgNAtUra........cooooi e enees. GEUPO i
PO OS v ms s S R S it NOMDYe o msmmnnan e s i
Ejercicio del dia... 16 _de Diciembre de 2019
Grupos socioeconomicos
Universidades Total
Alto Medio alto Medio bajo - Bajo
13 17 7 37
Estado e,; =19,26 |e,,=13,59 e;;=4,15 37
811 = =511 | g3, = 3,80 813 = 3,66 e
38 19 4 61
Privadas e, =31,74 | e,, = 22,41 e, = 6,85 61
8,,=6,84 |g,,=-3,14 823~ -2,15 1,55
Total 51 36 11 98
ota 1,73 0,66 1,51 3,9
13x1In = =-5,11 17xIn 17 = 3,80 7xln( ! J=3,66
,26 13,59 4,15

38x In 38
31,74

j=6,84

19« In( 19 )=_3,14

2 3
n..

Estadistico observado: G = 2. E E nij.ln {J] =2x3,9=17,8
e

i=1j=1

ij

Ndmero de grados de libertad: (2 — 1)x(3 - 1) = 2

Estadistico tedrico: X(Z),os, , = 5,991

Como G=7,8 > 5,991 = X(z),os, ,» se rechaza la hipétesis nula de independencia, concluyendo que el tipo

de universidad esta asociado al grupo socioeconémico.

La validez del contraste también se puede hacer con el p-valor (ocp ):

o, =P(x3,, >7,8)=0,02
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0,025

Qp

0,02

7,378

7,8

7,824

0,025 - 0,02 — 7,378 - 7,824

o, — 0,02 —> 7,8 — 7,824

(o, — 0,02) (7,378 - 7,824) = (0,025 - 0,02)« (7,8 — 7,824) — a,= 0,02026

Alser o, = 0,02026 < 0,05 =0 se acepta la hipétesis nula, afirmando que el tipo de universidad

depende del estrato socioeconémico.

b) El grado de contingencia mide el grado de relacién o dependencia:

c=\/ G
G+n

=\/7,8+98

= 0,2715 , hay una dependencia del 27,15%.
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EXAMEN CONVOCATORIA ORDINARIA ESTADISTICA TEORICA (14 DE ENERO DE 2020)
CUESTIONES TEORICAS (1 punto cada cuestion)

1. Un dia determinado se producen dos noticias: una subida del IVA y la disminucion de las tasas
aeropuertoarias. Las editoriales de los periddicos de mayor tirada se plantean qué noticia destacar en sus
portadas. Finalmente, el 45% de ellos incluye en su portada la noticia de la subida del IVA, mientras que el
55% incluyen en su portada la disminucidn de las tasas aeropuertoarias; y del total, hay un 18% que
incluyen en la portada las dos noticias simultdneamente. Con esta informacidn, écudl es la probabilidad de
que al adquirir un periddico éste destaque sélo una noticia?.

Solucion:

A = Subida del IVA
9g

Sean los sucesos: L. L .
B = Diaminuacion tasas aeropuertoarias 00

o

P(1 noticia) = P(A) + P(B) —2.P(ANB) = 0,45 + 0,55 — 2.0,18 = 0,64

2. Sean X e Y variables aleatorias cuya distribucion se especifica en cada apartado adjunto.

Obtener la esperanza matematica y la varianza de la variable Z = en los siguientes casos:

a) X~N(3,2),Y~N(5,1)
b) X~B(20,0,2), Y~B(140,0,2)
c) X~P(3), Y~P(5)

Solucién:
X+Y) 1 1 1 3 5
E(Z) = E(—)=— E(X+Y)=—E(X) + —E(Y)=—-+>=4
R T ,
X+Y 1 1 1 2 1 5
V(z) = V(—) =ZV(X+Y) = ZV(X) + =V(Y)==—+—=2
2 4 4 4 4 4 4

b) X+Y~B (160, 0,2)

X+Y) 1 1
E(Z) = E( j=—E(X+Y)= =.160.0,2 =16
X+Y 2 2 2
== 7 X+Y) 1 1
+
V(Z)=V( > szV(X+Y)=Z.160.0,2.0,8=6,4
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c) X+Y~P(8)

X+Y) 1 1
E(Z) = E(—j= ZE(X+Y)=-.8=4
2 2 2
="

2 X+Y 1 1
V(Z) = v(—) = ZV(X+Y)==.8=2
2 a4 4

3. Se seleccionan dos muestras aleatorias independientes del nimero de puestos de trabajo creados
en el ultimo mes por diferentes empresas de dos sectores econdmicos (A y B). Los resultados
obtenidos por seis empresas de cada sector son introducidos en SPSS. Sabiendo que la caracteristica
en estudio sigue una ley normal, con una confianza del 99%, se desea analizar si ambos sectores son
similares en cuanto al nimero medio de empleos creados en el Gltimo mes. Los resultados obtenidos
en SPSS son:

Prueba de muestras independientes

Prueba T para la igualdad de medias

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

99% Intervalo de confianza

Se han asumido t gl Sig. Diferencia de | Error tip. de para la diferencia
varianzas iguales (bilateral) medias la diferencia . .
= Inferior Superior
Empleados -2,713 10 ,022 -6,300 2,396 -14,092

a) ¢Generan los sectores A y B un nimero similar de empleos durante el mes, con un error de
significacion de 0,01?. Utilizar el intervalo de confianza.

b) éCual es el la media ponderada de las cuasivarianzas muestrales?

c) Se acepta la hipdtesis nula al plantear: Hy: pgoiiora < Msectors Hi: Hsectora > Msectors

Solucion:

a) En los resultados obtenidos en SPSS la Prueba de Levene permite decidir si las varianzas
poblacionales son iguales. Siendo la probabilidad asociada al estadistico de Levene mayor que 0,05 se
acepta la hipoétesis nula de que las varianzas poblacionales son iguales.

1 1

li-o (Ha—He) = (YA_VB)ita/Z,(nA+nB—2)' Sp- n_+n_
A B

%’_/
error tipico diferencia

Se calcula el valor de la t de Student observando el limite inferior del intervalo de confianza:

LI = —14,092 = —6,500 — t,/, 10-2,396 —> t,,; 10 = 3,169
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LS = -6,500 + 3,169.2,396 =1,092

El intervalo de confianza | = [—14,092 , 1,092:| cubre el 0, con lo que con una significacién

o =0,005, se puede afirmar que no existe diferencia en la creacion de puestos de trabajo en estos
dos sectores.

Por otra parte,

p_valor = Sig.(bilateral) = 0,022 > 0,01 > Se acepta la hipétesis nula que establece
H

0 : “’SectorA = uSectorB

2 2

. L n,—1).sy +(ng—1).s

b) s;E Media ponderada cuasivarianzas muestrales: sz=( a1)-sa+(ng—1). 5
n, + ng—2

p

.. . ) 1 1 1 1

Error tipico de la diferencia = Sp-,] —+— — 2,396 =5,. E+ E
Ny Ng

2,396 2,396

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Sp = = = 4,145 — s, =17,222
1 1 0,5774
7+ J—
6 6
X, — -6,500
También se podia haber resuelto, t,,, = —* Yo _ = —2,713
1 1 2,396
Spoy| =+
6 6
1 1 )
Soq| =t = = 2,396 — Sp = 4,145 —> Sp = 17,222
6 6

a, =P[ [ty >0,734] = 2.P[ t)5>0,734] = 2.0,235 = 0,47

La Prueba T se basa en el supuesto de normalidad, el cumplimiento de este supuesto sélo es exigible
con muestras pequeiias. El supuesto de normalidad carece de relevancia en muestras grandes.

c) SPSS siempre calcula el p_valor para un contraste bilateral o de dos colas, si se desea realizar un
contraste unilateral a la derecha o de cola a la derecha hay que dividir entre 2 el contraste bilateral
(p_valor=0,022/2=0,011)

Contraste unilateral a la derecha (cola ala derecha) : H; : Bgorora > Hsectors

p_valor = Sig.(unilateral derecha) = 0,011 > 0,01 — Seacepta H;: Blsoctora < Hsectors
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x T

i.i Analizar / Comparar medias / Prueba T para muestras independientes...
o

a

vt *empleados-empresas-sectores-economicos.say [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SP55 = I |ﬁl

Archivo Edicion  Wer Datos Transformar  Analizar  Graficos  Uklidades  Yentana 2

=lEa B ole =k &l Ell Blals % @

EF | | visible: 4 de 4 vari

Sector A | Sector B | Sectores Economices | Empleados | var | var | var I var I uZl
2 14 19 o 14 Bl Prueba T para muestras independientes X
3 a 20 a a1 ? Sector_A Contrastar vanables: Aceptar |
4 19 22 0 19 & Sector B Empleados B
5 15 31 0 15 _ Peow |
5 15 26 0 15 E BRestablecer | |
7 1 18 Cancelar | I
| 8] paTos no 1 139 Ayuda | I
g|| PONDERADOS 1 20 Wariable de agrupacion:
10 1 22 |Sect0res_E conamicoz(11)
11 1 31 [Lefinr grupos... |
12 1 26 DOpciones... |
: ihd|
4 | ¥ ]\ Vista de datos £ “ista de variables /] 1| | ]
|SPSS El procesador esta preparado [ 5

Prueba de muestras independientes

Prueba T para la igualdad de medias

99% Intervalo de confianza
Se han asumido ¢ gl Sig. Diferencia de | Error tip. de para la diferencia
varianzas iguales (bilateral) medias la diferencia . .
= Inferior Superior
Empleados -2,713 10 ,022 -6,500 2,396 -14,082 1,092
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EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

1. Una empresa aeronautica vende cilindros para motor en paquetes de 25 unidades. Se sabe que el
peso de cada cilindro es una variable aleatoria que sigue una ley normal de media 12 Kg, con
desviacion tipica de 2 Kg. Se pide:

a) ¢Cual es la probabilidad de que en un paquete de 25 unidades escogidas aleatoriamente, el peso
medio de cada cilindro sea superior a 13 kilogramos?

b) ¢ Cual seria el resultado si la varianza poblacional fuera desconocida?, suponiendo entonces que la
cuasidesviacion tipica es de 3 Kg?

Solucidén
Sea la variable aleatoria X = "peso de cada cilindro"

Se trata de una nuestra de una poblaciéon normal N(12,2) con varianza conocida.
Al ser la varianza poblacional conocida, aunque la muestra es pequena se supone que el peso medio

—_ 2
muestral x ~N |:12,—:| = N[12 , 0,4:|

NES

x-12 S 13-12
0,4 0,4

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

a) P[ x> 13:|=P|: } = P[z>2,5]=0,00621

b) En este caso, se trata de una poblacién normal N(12, o) con varianza desconocida, en una muestra
de tamaiio 25, el peso medio muestral X sigue unat de Student con (n—1)=(25-1) grados de

libertad, es decir:

donde s, = cuasidesviacion tipica muestral

t

[>13] b 7_312 N 13;12 = P|:t25_1 > ﬂ = P[t,, >1,666 ] =
NECNES

Interpolando:

1,318-1,711 1,666—-1,711 _ —0,393 —0,045 0,05.0,045
_ N - > x=0,05+—"——""" 0,056
0,10—0,05 x—0,05 0,05 x—0,05 0,393
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2. La distribucidn de ingresos de cierta poblacién sigue una ley normal con media p desconocida y

varianza o también desconocida. Si se quiere estimar el ingreso medio de la poblacién mediante una
m.a.s. de tamafo n, respecto de la insesgadez y de la eficiencia. ¢ Cudl de los dos estimadores elegiriamos?.
éSon consistentes?

Solucidn

Lav.a x, ="Ingresos de cierta poblacion’ sigue una distribucién normal N (p, )

Para analizar el sesgo de los estimadores, se calcula la esperanza:

. o x| 1 C 1 % 1 o
E) = € 0| = | 2| = g 2 = e =

i=1 i=1 i=1
. ~ V4 ~ ~ n 1
El sesgo del estimador [i, sera: b(ji,) = E(p,) — pu = —lu—u = 1u
n— n—
. X, 1 [ 1% 1
E(p,) =E -E_IF —;E 'lei —;'ZlE(Xi)—;(nM)—H

El estimador [i,, que es la media muestral, es insesgado (centrado) y el estimador que se elige.

La eficiencia de los estimadores se analiza a través de su varianza:

. . "xi__1 S |1 1 2, ng’
V)=V ;n—l T ;x‘ ~(n-1)? ;V(X‘)_(n—u2 o =1y

vti - v S TS ) - ety < O
V(uZ)_VZ{n _nzv;xi _nZ{V(xi)_nz(nc)_n

El estimador mas eficiente sera el de menor varianza. Comparando las varianzas de los estimadores:

2 2
. c no
Vip,) = oS

1)’ = V({i,) puestoque (n—1)’ < n?

El estimador [i,, que es la media muestral, es el mejor tanto al sesgo como a la eficiencia.
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Los dos estimadores son consistentes:

n0'2

lim E(,) = p y lim V()= lim —— =0
n—ow n—o n—>o (n—1)

GZ
lim E((i,) =p y lim V(i) = lim — =0
n— o n > © n—>o n

3. La distribucion del tiempo de apertura de los flaps en los aviones
siguen una N(p,5), contribuyendo a la aerodinamica del aparato

(distancia = velocidad x tiempo).

& = Ensegundos, se establece la hipétesis nula H,: pn =18 frente ala

e P B2 alternativa H,: p#18.
Con un nivel de significacion o =0,01, con una muestra de 10 aviones, siendo los tiempos en
segundos recogidos: 16 12 15 16 20 25 14 18 17 22

¢éSe acepta la hipétesis nula?
Solucidn:
a) Se establecen las hipétesis: H;: n=18 H,:p=18

Como la hipétesis alternativa es |1 # 18 en la decision deberan ser validos valores de | tanto

mayores o menores que 18, por lo cual el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

5
La muestra bajo la hipodtesis nula sigue una distribucion N [18, ﬁ:| = N(18,1,58)

5
f~N[1a,—]
1|I'].E'J 2=0,01/2=0,005
Se aceptaH, (R.A) = 4

L []x =k
Regla decisiéon § | _
| X | >k SerechazaH, (R.C) of2=0,005

_o/2=0,005

k k,

1

RC. RA. “RC

Los valores criticos k se calculan mediante el nivel de significacién o =0,01

a.=P[Rechazar H,| H, Cierta|=P[ |x|>k | N(18,1,58) |=P[(x< k,)U(x >k, |=
=P(x <k,)+P(x>k,)=0,005+0,005=0,01

N X—18 k, —18 k —18 k —18
P(x<k)=P| *——- <X _p|z<c —p|z>-2 — 0,005
1,58 = 1,58 1,58 1,58
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k,—18
_K5 =2,575 — k, =13,9315
1,58
_ x—18 k,—18 k,—18
P(x>k,)=P > 2 =P|z>-2%*—|=0,005
1,58 1,58 1,58
k,—18
2_—~-2,575 — k,=22,0685
1,58

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)
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En consecuencia, la region de aceptacion: 13,9315 < x < 22,0685

10
Z X

i=1

La media muestral observada (evidencia empirica) x =

= 17,5 se encuentra dentro de la region

de aceptacion, afirmando con un nivel de confianza del 99%, que se verifica la hipdtesis nula.

¢ Elp_valor(a,) es el nivel de significacién mas pequefio posible que puede escogerse para el que

todavia se aceptaria la hipoétesis alternativa con las observaciones actuales.

a, =p_valor= P[Rechazar el estadistico muestral observado / H, es Cierta]

1,58 1,58

Q
~
=

a, =P[ |x|>17,5| N(18,1,58) | = p|:

Y—18‘> 17,5—18:|= o[ |2|>~0,316] -
=P[ [2|>0,316 | =P[ z<-0,316]+P[2>0,316]=2P[ 2> 0,316] = 2(0,3745) = 0,749

Tabla N(0,1) 0,31-0,32  0,316-0,32

0,3783-0,3745 x—0,3745

- x=0,3745

p_valor=c = /2 +a [2=0,749

Como a,, =0,749>0,01=0. seacepta  «,/2=0,3745 o /2=0,3745

la hipétesis nula. of2=0,005 af2=0,005

—2,575 —-0,316
. >0 —» SeaceptaH,

0,316 2,575
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¢ Métodos consecuencia del p_valor:

= El p_valor=q, eslaabscisa de la distribucién normal N(0,1) que origina el estadistico de

contraste (estadistico empirico u observado), de modo que en un contraste bilateral (o de dos colas)
para la media poblacional se acepta la hipdtesis nula cuando 24,72 <z,

_ |7‘”0|

24,72 = W

<z, = o,/2>a/2 = 24,725 Za)2

Se acepta H, SerechazaH,

/2 2aj2 ta /2

_zu,fz_zu,pfz zu.D_.'E Zaf2 a,f2

a, /2 >al/2 = 2 <z

Za2 e, /2 <af2 = Zaiz = Zq,)2

t:|'.4_-"25
|X-pe|  [17,5-18]
Zap/z - 0'/\/; - 1,58

= 0,316 < 2,575 =z, op; —> SeaceptaH,

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Senalar que a, /2= P[z%/2 >0,316] = 0,3745 —» a, =0,749

/n

¢ Region de Rechazo: R= {|Y— Ko | > 2, .i}

R = {| 17,5-18 >z,575.%} = 0,5%4,07 —>

No se verifica la region de rechazo, aceptando la hipétesis nula p= 18

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

¢ Observando si la media de la hipotesis nula p =18 se encuentra dentro del intervalo de confianza

para la media poblacional p: I.C (n) = [i t zy, %}
n

1C (p) = [17,5 + 2,575 L} = [13,43, 21,57 —» =18 e[13,43, 21,57

J10

Se acepta la hipétesis nula.
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4. En una muestra aleatoria simple de 350 dias, el nimero de quejas diarias en una compaiiia
aeronautica queda reflejado en la siguiente tabla:

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

N2 urgencias 0-5 5-10 10-15 15-20 20-25 25 - 30 | Total dias
Ne dias 20 65 100 95 60 10 350
e, =17,43 | e, =59,99 e, =100,35 | e, =48,86

Contrastar, con un nivel de significacion del 5%, si la distribucidon del nimero de quejas tratadas

diariamente en la compaiia aeronautica se ajusta a una distribucién normal.

Solucion:

Para decidir si los datos se distribuyen normalmente es necesario calcular la media y desviacion tipica.

Se establece la hipétesis nula H,, : 'La distribucién empirica se ajusta alanormal’

Se acepta la hipétesis nula, a un nivel de significacion o si

k

Xﬁ—p—l = Z

i=1

(n; — ei)z

€;

estadistico contraste

k = nimero intervalos

P = numero parametros a estimar

g = Se obtiene la media y la desviacién tipica:
;
o Intervalo | X; n; X;.n X5.n,
g 0-5 2,5 20 50 125
& 5-10 7,5 65 487,5 3.656,25
w
= 10-15 | 12,5 100 1250 1.5625
§ 15-20 | 17,5 95 1662,5 29.093,75
= 20-25 | 22,5 60 1350 30.375
25-30 | 27,5 10 275 7.562,5
6 6 6
n=Zni = 350 inni = 5075 fo. n, = 86.437,5
i=1 i=1 i=1
6 6 6
in.ni Z(xi—i)z.ni inz.ni
X="1 =145 o2 =" = =t - (X)? =36,71 o, = 6,06
350 350 250

Se procede al ajuste de una distribucién normal N (14,5, 6,06), hallando las probabilidades de cada uno de

los intervalos:
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Intervalos n; p; e;=p;.n (“i_ ei)z (“u_ ei)z/ e,
0-5 20 0,0498 17,43 6,6 0,38
5-10 65 0,1714 59,99 25,1 0,42
10-15 100 0,3023 105,81 33,76 0,32
15-20 95 0,2867 100,35 28,62 0,29
20-25 60 0,1396 48,86 124,1 2,54
25-30 10 0,0366 12,81 7,9 0,62
6
= 2
i=1
[0-14,5 x-14,5 5-14,5
P(0O<x<5)=P < < =P(-2,39<z<-1,57)=
6,06 6,06 6,06

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)
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=P(1,57<2<2,39)=P(z>1,57)-P(z>2,39)=0,0582—-0,00842 = 0,04978

5-14,5 x-14,5 10-14,5
6,06 6,06 6,06
=P(0,74<2z<1,57)=P(z>0,74)—P(z>1,57)=0,2296 — 0,0582 = 0,1714

P(5<x<10)=P|: :|=P(—1,57<z<—0,74)=

10-14,5 x-14,5 15-14,5
6,06 6,06 6,06
=P(0,08<2<0,74)=1—P(z>0,74)— P(z>0,08)=1-0,4681— 0,2296 = 0,3023

P(10<x<15)=P{ }=P(—0,74<z< 0,08) =

15-14,5 < x—14,5 < 20-14,5
6106 6’06 6,06
=P(z>0,08)-P(z>0,91)=0,4681—0,1814 = 0,2867

P(15<x<20)=P[ }=P(0,08<z< 0,91)=

_20—14,5<x—14,5<25—14,5_
| 6,06 6,06 6,06 |
=P(z>0,91)-P(z>1,73)=0,1814—0,0418 = 0,1396

P(20 < x <25)=P

=P(0,91<z< 1,73)=

[25_14,5 X-145 30-14,5 |
| 6,06 6,06 6,06 |
=P(z>1,73)—P(z>2,56)=0,0418 — 0,0052 = 0, 0366

P(25<x<30)=P

=P(1,73<z< 2,56)=

Se calculan las frecuencias esperadas, multiplicando las probabilidades por el nimero total de datos e;

=p;.n
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= Se calcula el estadistico de contraste XZ , donde el nimero de grados de libertad es

k—p—1 = (n? intervalos) — (n2 parametros a estimar) — 1 = 6—-2—1 = 3, con lo cual,

6

2
n.—e.
X§ =Z('—') = 4,57

e.
i=1 !

Adviértase que las modalidades son independientes, con lo que el nimero de grados de libertad son
(k—p—1). Se han tenido que calcular dos parametros: |L y G

Por otra parte, el estadistico tedrico X%,os, 3=7,815

Como xg =4,57 < an,os, 3 = 7,815, se acepta la hipétesis nula a un nivel de significacién del 5%. En

consecuencia, la variable aleatoria nimero de quejas diarias en la compania aeronautica sigue una distribucion
N (14,5, 6,06).

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)
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CONTROL ESTADISTICA TEORICA 12 DE NOVIEMBRE 2020 (HORARIO 16.00 HORAS — 17.30 HORAS)

PREGUNTAS TEORICAS (1 PUNTO CADA PREGUNTA TEORICA)

1. De una poblacion normal N(0,1) se toma una muestra aleatoria de tamafio 5, de media X y de desviacion

tipica o, . Calcular: P(i>2,302] , P[i <1,388]

(¢

(¢

X X

Se sabe que si de una poblacién normal N(u, 6) se toma una muestra de tamafio n, la variable
- e e
"' 6. /Jn-1 o,

. x-0 2X
En consecuencia, t, = A5-1=—
c

n—1 esunatde Student con (n—1) grados de libertad.

X X

_ .
P(i> 2,302) - P[—X> 4,604] =p(t, >4,604)=0,005

[¢) (o)
P(

X X

X X

2
< 1,388} = P(

(o

< 2,776}= P(-2,776<t,<2,776)=1-2.P(t, 22,776)=1-2.0,025=0,95

(o

X X

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

los puntos criticos: t; 9., + tog9;n

Si la variable aleatoria X sigue una distribucién t de Student con n grados de libertad, tiene de media p,

. n n
varianza cf =——. Por tanto, Gf =——=3 —> n=3n-6 —> n=3

" n-2 " n-2
t,20;n = t0,0;3 =0,978

to.99:n = Y0,99;3 =11 0,09;3="t0,01;3 =—4,541

3. Sean X, , X, ,X;, -+, X5, variables aleatorias N(0,1), independientes entre si, siendo las variables

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Si X;,X,,X;5, -+, X, son variables aleatorias independientes entre si N(0,1),

la variable 2 =X} + X5 + X3 + --- + X2 es una Chi-cuadrado de Pearson con n grados de libertad

2. Una variable aleatoria X sigue una distribucion de la t de Student, sabiendo que la varianza cfn =3. Calcular

independientes U=X3 + X3 + X3 + -+ + X35 , V=XI+ X5+ X3+ .- + X35 e Y=U+V. Calcular P(Y > 60)

Si Uy V son dos Chi-cuadrado de Pearson, respectivamente con 15 y 25 grados de libertad, independientes entre

si, la suma de las dos variables U+ V es una Chi-cuadrado con 50 grados de libertad:
Y=U+V= Xis +X§5 = Xi5+25 = Xgo

De otra parte, y> _n>30, N(n,\/ﬁ), conloque, Y ~x2, = N(50,\/100)E N(50,10)

_ v ~
P(Y > 60)=P >0 , 80-30 =P(z>1)=0,1587
10 10
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EJEERCICIOS (1,75 PUNTO CADA EJERCICIO)

1. Sean Ay B dos sucesos con P(A)=0,5, P(B)=0,3y P(AnB)=0,1

Calcular la probabilidad de que ocurra exactamente uno de los dos sucesos.

Sea E = suceso exactamente ocurre uno: E=(ANB) U (ANB)

P(E)=P[(ANB) U (ANB)]=P(ANB)+P(ANB) yaque (AnB) y (AnB) son incompatibles.
Por otra parte, ANB=A—(ANB) — P(ANB)=P(A)—P(ANB)

Del mismo modo: ANB=B—(ANB) — P(ANB)=P(B)-P(ANB)

con lo cual, P(E)=P(ANB) +P(ANB)=P(A)+P(B)-2.P(ANB)=0,5+0,3-2.0,1=0,6

k.x?
2. Una variable aleatoria continua X tiene por funcién de densidad: f(x)=4 36

0 restantes valores

0<x<6

a) Encontrar k para que f(x) sea funcién de densidad. Representarla.

b) Hallar la funcién de distribucion de X. Representarla.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

c¢) Hallar la media y desviacion tipica.

d) Calcular las probabilidades: P(0<X<1) y P(X|<2)

a) Para que f(x) sea funcidn de densidad debe verificarse:

© 0 6 ©
1= J' (x) dx =j' f(x) dx+_|' f(x) dx+j' (x) dx
—® —0 0 6
Como la primera y la tercera integral son iguales a cero, se tiene:

61 .2 376
1=j KX gx= X {x} LS SPN k=%

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

03 36 3| 36
f(x)

ﬁ 0<x<6

Por tanto, f(x)=1 72 -0 /
0 restantes valores ! -
0| [ .

b) La funcion de distribucion sera:

0
Six<0 F(x) =I f(t)dt=0

_ x x 42 2 X X3
Sio<x<6 F(x)=j f(t)ydt=|. —=dt=| —| =—
—® 072 216 0 216
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X 6 42 3 6
Six>6 F(x)=J‘ f(t)dt=J‘ —dt=|—| =1
o 072 216

[
UAM ASIGNATUTA ... Grupo ...

Apellidos .. Nombre.........................oo .

0

0 x<O0 F(x)
X3 v - __
Luego, F(x)=14—— 0<x<6 I
216 |
1 X>6 0l "5 p X

6 6 2 1 [x* 6
c) Media: o, =y =E(X)=I x.f(x)dx=J‘ Xx.—dx=—|—| =4,5
0 0

o 72 72| 4
6 6 2 576
1
aZ:E(XZ):J. xz.f(x)dx:j XZ.X— X=— x =21,6
0 0 72 72| 5
0
Varianza: oy =a,-o; =21,6-4,5* =1,35
Desviacion tipica: &y =+ 0)2( =,/1,35=1,16
1 0 1
d) P(0<X<1)=F(1)-F(0)= - =
) P )=F) ()216 216 216
23 8 1
P(X|<2)=P(-2<X<2)=F(2)-F(-2)=——-0=——=—

216 216 27

3. Una compaiiia de seguros garantiza pdlizas de seguros individuales contra un cierto tipo de accidentes. Una
encuesta ha permitido estimar que a lo largo de un afio cada persona tiene una posibilidad de cada mil de ser

victima de un accidente que esté cubierto de pélizas y que la compaiiia podra vender una media de cuatro mil
polizas de seguros de este tipo al afio. Se pide:

a) Probabilidad de que el niimero de accidentes, cubiertos por la péliza, no pase de cuatro por afio.
b) Numero de accidentes esperados por afio.
c¢) Probabilidad de que el nimero de accidentes sea superior a dos por afio.

d) Probabilidad de que ocurran doce accidentes por afio.

a) Lavariable X = "Numero de accidentes por afio de un grupo de 4.000 personas que esté cubierto por pdliza

1
sigue una distribucién binomial B(4.000, 0,001) de parametros n=4.000 y p = 2000 =0,001

' 4.000
P(X=k)= [ ) ] .(0,001) . (0,999)%00 -k

Es necesario buscar una distribucion que sea una buena aproximacién de ésta.

La distribucién de Poisson es una buena aproximacion, ya que p = 0,001 es muy pequefioy
n.p =4.000.0,001=4 < 5. Por tanto, la variable aleatoria X ~P(A =n.p=4)
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4¢
P(X=k)= TR e™* . Se tiene entonces que,

P(X<4)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2) + P(X=3) + P(X=4) =

40 4 2 3 4
=—.et+—et+ 4—.e‘4 + 4—.e_4 + 4—.e_4 =
0! 1! 2! 3! 41

LT e

f—+ — 4+ —+ }.e_4=34,34.0,0183=0,6289
ol 1! 21 31 4l

b) El nimero de accidentes esperados por afio que estan cubiertos por la pdliza es igual a su media, es decir:

Py =A=4
c) P(X>2)=1-P(X<2)=1-[P(X=0) + P(X=1) + P(X=2) ]=

4° ., 4 4, 4
=1—|:a.e : e t e 4}:1—[0,0183 +0,0733 + 0,1465 |=1-0,2381=0,7619

412
d) P(X=12)=—.e"* =0,0006
12!

4. El nimero de millones de metros clibicos que tiene un embalse sigue una distribucién normal N(980, 50).
El consumo diario de las poblaciones que sirve es una normal N(85, 30) . Si se sabe que durante una tormenta la
cantidad de agua que se embolsa es una normal N(50, 25) .

Un dia han caido dos tormentas, calcular la probabilidad de que al final del dia el agua embalsada sea menor o
igual que 980 metros cubicos.

Agua del embalse: X, ~N(p,,5,)=N(980,50)
Consumo diario: X, ~N(p,,0,)=N(85,30)
Agua una tormenta: X, ~N(p,,0,)=N(50,25)

E(2X,;) = 2E[X,] = 2x50 = 100

Agua dos tormentas: 5
Var(2X,) = 4Var [X,] = 4x25% =2.500

Agua con dos tormentas: 2X, ~ N(100,+/2.500) = N(100, 50)

Agua embalse un dia con dos tormentas:
E(Y) = E[X, —X, +2X] =E(X,)—E(X,) +E(2X,) = 980 —85+100 = 995

Y=X,—X, +2X, I ,
Var(Y) = V[X, —X, +2X] =V(X,)+ V(X,) +V(2X,) = 50 + 30 + 4.25% = 5.900
Y ~N( 995, /5.900) = N(995, 76,81)

Y-995 980-995
76,81 76,81

P(Y < 980) = P[ } =P(z<-0,19) =P(z>0,19) = 2P(z > 0,19) = 0,4247
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Il CONTROL DE ESTADISTICA TEORICA (Hora: 16.00 - 17.30)

CUESTIONES TEORICAS (1 punto cada cuestién)

1. Una variable aleatoria sigue la distribucion de una F de Fisher-Snedecor, con media p=3,

calcular los puntos criticos Fy os n.n Y Fo95.n.n

2. Analizar la verdad o no de las siguientes afirmaciones y explicar por qué:

a) P(Error tipo 1) + P(Error Tipo ll) = 1
b) Cuando disminuye la probabilidad de cometer un Error de Tipo |, también disminuye la
probabilidad de cometer un Error de Tipo Il.

3. Determina el tamafio de muestra necesario para obtener un intervalo de amplitud 10, con una
significacion a. = 0,05, para la media de una poblacién normal con varianza 100.

EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

1. La distribucion del peso de los dispositivos de un motor de avidn sigue una distribucién normal
N(p, 7). Se pide analizar cual de los dos estimadores f1,y (i, del peso medio es mejor respecto del

sesgo y de la eficiencia, para una muestra aleatoria simple de tamafio cinco.

5
2
i=1

5

~

By =

Y Q=X 42X, +3X, - 4X, — X,

2. La empresa Embraer S.A. esta desarrollando un nuevo dispositivo en el motor de aviones, para
ello trabaja con dos muestras de esquemas transitorizados que siguen una ley normal.

La primera muestra, de tamafio 13, tiene una vida media de 1.200 horas con una cuasidesviacion
tipica de 20 horas. La segunda muestra, de tamafo 16, presenta una vida media de 1.000 horas, con
una cuasidesviacion tipica de 25 horas. Con un nivel de confianza del 90%, éexiste diferencia
significativa entre la media de vida de los dos esquemas?

3. La caracteristica en estudio de una poblaciéon X ~ N(u, o), contrastar con un nivel de
significacion del 20%, las hipétesis nula H,: > =10 y la alternativa H,: o # 10 . Se toma una

muestra aleatoria simple de tamaiio 7, cuyo resultadoes: 7,1 5,3 4,7 8 9,9 3,4 3,6
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Il CONTROL DE ESTADISTICA TEORICA (Hora: 16.00 - 17.30)
EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

4. Una empresa dedicada a la fabricacion de articulos deportivos dispone de dos maquinas para el
inflado de balones. La presién en Kg del inflado de la maquina A sigue una ley normal N(p,, 1,6) y

la presién en Kg del inflado de la maquina B se distribuye segtn una ley N(p,, 1,2).
Contrastar con un nivel de significacién del 5% si H,: p, —p, =1 frentea H;: p, —p, <1.

Para ello se toman dos muestras aleatorias simples de balones que dan las siguientes presiones de
inflado:

MéquinaA| 4 5 3 6 7 55 45 6 4
MéquinaB| 3 5 7 35 4 45 6

éCual es el resultado del contraste?
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SOLUCION Il CONTROL DE ESTADISTICA TEORICA

CUESTIONES TEORICAS (1 punto cada cuestién)

1. Una variable aleatoria sigue la distribucion de una F de Fisher-Snedecor, con media p=3,

calcular los puntos criticos Fy os n.n Y Foo5.n.n

Sean xﬁ y x; dos variables xz de Pearson, respectivamente, con n y m grados de libertad,

independientes entre si, se denomina F de Fisher-Snedecor con ny m grados de libertad a la
variable:

2
F=X;¢. Tiene por media u=Lsin>2
Y /M n-2
u=—" = 3=-" = 3n-6=n = n=3
n-—-2 n-2
1 1
Fo,05,3,3 =9,2766 Foss 3.3 = =0,1077

F0105,3’3 9,2766

2. Analizar la verdad o no de las siguientes afirmaciones y explicar por qué:

a) P(Error tipo l) + P(Error Tipo ll) = 1
b) Cuando disminuye la probabilidad de cometer un Error de Tipo |, también disminuye la
probabilidad de cometer un Error de Tipo Il.

a) Error Tipo I: o =P(ET ) =P(Rechazar H, / H, cierta)
Un Error Tipo | es un falso positivo, como una alarma de fuego que suena cuando no existe tal fuego.
Error Tipo Il: B =P(ET Il) =P(Aceptar H, / H, falsa)

Un Error Tipo |l es el caso de un falso negativo, como una alarma que falla y no suena cuando existe
un fuego.

Un Error Tipo | puede tener consecuencias menos aceptables que las que tendria un Error Tipo Il. En
términos econédmicos, cometer un Error Tipo Il podria ser menos costoso que un Error Tipo |

No es verdad P(Error tipo I) + P(Error Tipo ll) = 1 porque no son complementarios.
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valor critico

,/'n.\\. z'-\\
\{ A\
TAN
/ PR \
N\ \
b) No es verdad. Se encuentran inversamente Y N\ Y
. / / \ LY
relacionados. 5 4 p %
/ S, A
' o N\
L \ M
. TR 0 1 2 3 '

3. Determina el tamafio de muestra necesario para obtener un intervalo de amplitud 10, con una
significacion o = 0,05, para la media de una poblacién normal con varianza 100.

c
A=22,,—= Zo/2 = Zo,005 = 1,96
C '

1
10=2x1,96x— — Jn=2x1,96 - n=3,92>=1536~16

/n

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

1. La distribucion del peso de los dispositivos de un motor de avion sigue una distribucién normal
N(u, 7) . Se pide analizar cual de los dos estimadores [i,y [i, del peso medio es mejor respecto del

sesgo y de la eficiencia, para una muestra aleatoria simple de tamafio cinco.

5
S
ﬁ1=‘=51 Y [, =X, +2X, +3X, - 4X, — X,
= INSESGADEZ:
) 2 1 [ < 1
E(fy) =E| DX, /5 |= S E DX, =§[E(X1)+E(X2)+E(X3)+E(X4)+E(X5)]=
i=1 i=1

1
=§[u+u+u+u+u]=u

E(f;) = n+b(fi;) — Sesgob(ii,)=E(fi;)—p=pn-—pn=0

E(f,) = E(X, + 2X, + 3X, — 4X, — X.) = E(X,) + E(2X,) + E(3X,) —E(4X;) —E(X.) =
=E(X,) + 2E(X,) + 3E(X,) — 4E(X,) - E(X;)=p+2p+3pu—-4p—p=p

E(1.) =u+b(.) = Sesgob(il.)=E(l.)-u=u—-u=0
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Por tanto, ambos estimadores son insesgados o centrados.

= EFICIENCIA:
5 1 5
Var(p,) = Var X./5|= —Var X [=
”’1 IZ; i 25 ; i

1
=z [Var(X1)+Var(X2)+Var(X3)+Var(X4)+Var(X5 ):I =
1
=—[49+49+49+49+49] _»
25 5
Var(fi,) = Var(X, + 2X, + 3X, — 4X, - X,) =
= Var(X,) + Var(2X,) + Var(3X,) + Var(4X,) + Var(X;) =
= Var(X,) + 4Var(X,) + 9Var(X,) + 16Var(X,) + Var(X;) =
=49+4.49+9.49+16.49+ 49=31.49=1.519

n 49 N . .
El primer estimador es mas eficiente Var(p,) = < < Var(p,)=1.519, se elige el primer

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

estimador, que es el peso medio de la muestra de los dispositivos de un motor.

ello trabaja con dos muestras de esquemas transitorizados que siguen una ley normal.

una cuasidesviacion tipica de 25 horas. Con un nivel de confianza del 90%, éexiste diferencia
significativa entre la media de vida de los dos esquemas?

N(p,, o,). Andlogamente, la variable aleatoria X, = 'Vida media del segundo esquema sigue

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

distribucién normal N(u, , o, )

2. La empresa Embraer S.A. esta desarrollando un nuevo dispositivo en el motor de aviones, para

La primera muestra, de tamafio 13, tiene una vida media de 1.200 horas con una cuasidesviacion
tipica de 20 horas. La segunda muestra, de tamaiio 16, presenta una vida media de 1.000 horas,

con

Sea la variable aleatoria X; = 'Vida media del primer esquema' que sigue una distribucién normal

una

Hay que construir un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales (ny —u,)

con varianzas poblacionales desconocidas, y se desconoce si distintas o no, siendo las muestras
pequefias n; + n, = 13 +16 = 29 <30

Para dilucidar si las varianzas poblacionales desconocidas son o no distintas, se construye primero

un intervalo de confianza para el cociente de varianzas (c3 /cg ) , de modo que si el intervalo cubre

al punto 1 se puede partir de que las varianzas son desconocidas pero iguales.

Para construir un intervalo de confianza para el cociente de varianzas se emplea la férmula:
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2 2 2 2
1-a 1 27 — F ’ F
a/2;(ng—1),(ny—-1) (1-a/2);(nyg—-1),(ny —-1)

1

SiendO, Fl—OL/Z;(nl_l)'(nz_l) = F / ( ), ( )
o/2; (np—1),(ng—-1

s2=20%=400 n,= 13 $2=252=625 n,=16 s2/s = 400/625 = 0,64
1-a=10,9 /2 = 0,05

I:0,05; 12,15 = 2,4753 I:0,95; 12,15 = 1/Fo,os; 15,12 — 1/2,6169 = 0,382

0,64 0,64
2,4573 ' 0,382

de donde, 154,(3 /0%) = [ } = [0,260, 1,675 ]

El intervalo cubre el punto uno 0,260< 1< 1,675, por tanto las varianzas poblacionales son

desconocidas pero iguales con una fiabilidad del 90%.

La pregunta se contesta mediante un intervalo de confianza para la diferencia de medias
poblacionales (n, — n,) con varianzas poblacionales desconocidas pero iguales, con muestras

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

pequefias n, + n, < 30

- - 1 1
|1—a(u1_u2)= (X_y)i tot/Z,(n1+n2—2)-sp- n—+n—
1 2

donde, sﬁ = media ponderada de las cuasivarianzas muestrales:

, (n=1).8% + (n,-1).55 L, 2 12.400 +15.625 _

52 525 s, = 22,91
n,+ n,— 2 13 + 16 - 2

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

N+ n,—2=27 % =1200 ¥%=1000 t,/; (n+n, 2)= togs,z= 1,703

1 1

lo,so (1 = H,) = |(1.200-1.000) £ 1,703.22,91. = + E] = [ 185,432, 214,568 |

El intervalo de confianza no cubre el cero, por lo que existe diferencia significativa entre la
diferencia media de vida entre los dos esquemas, siendo superior la vida media del primer esquema.

Apellidos ............... viviviiiinee... Nombre .
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3. La caracteristica en estudio de una poblacién X ~ N(u, c), contrastar con un nivel de
significacion del 20%, las hipétesis nula H,: o2 =10 y la alternativa H,: o’ #10.Setomauna

muestra aleatoria simple de tamafo 7, cuyo resultadoes: 7,1 5,3 4,7 8 9,9 3,4 3,6

Se trata de un contraste bilateral o de dos colas: H,: 6% = 10 H,:c” # 10

Se puede plantear que bajo la hipétesis nula la distribuciéon en el muestreo:

. 2 2
5 Varianza muestral o’ 2, O . Xn-1 ) 10. y2
Xn-1 = . - = 2 — Ox= - O'XH0=
Varianza teorica (o-/\/ﬁ) n 7
| o2 | < k se aceptaH, k, < o2 <k, se acepta H,
Regla de decisién: ) - 5 5
|Gx > k se rechaza H, (cx < kl) U (cx > kz) se rechaza H,
Muestra n=7

71 5,3 4,7 8| 02 =5,017
9,9 3,4 36 s:=5,853

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

(n-1).s = n.c2 = 7.5,017 = 35,119

Los valores criticos k se determina a partir del nivel de significaciéon a = 0,20

10
o = P[ Rechazar H, / H, Cierta] = P|:(o'§ < ky) U (62 > k) | o2 = ) X2 :| =

1 ] 1

=P[7Ox§<k1 + P{7ox§ >k2}=oc/2+oc/2= 0,1+0,1=0,2

(10 , 1 [, 7 7
Pl — <kj|=P >-—k,|=01 > -—k, =10,645 —» k, = —-15,207
|7 X6 1_ _Xs 10 1j| 10 1 1

(10 , ] [, 7 7
Pl =%t >k, | =P|y2>—k,|=01 - —k, = 10,645 - k, = 15,207
17 X6 2_ _Xs 10 2:| 10 2 2

La varianza muestral observada —15,207 < ci =5,017 < 15,207 se encuentra en la region de

aceptacion, aceptando la hipétesis nula.

= Se podria haber elaborado un intervalo de confianza para la varianza 6> de una poblacién
normal, verificando si se acepta la hipétesis nula al encontrarse la varianza 6> = 10 cubierta en

el intervalo.
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H,:6>=10 H,: 0= 10

r

i — 1).5; ~1).s?
SeaceptaH,si 6?2 =10 € [{" )- sy (n ). 5% ]

2 2
Yajz,(n - 1) X1-ajz2,(n-1)

35,119 35,119
10,645 ' 2,204

I.C(0'2)=|: } =[3,299, 15,934

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Como 10 €[ 3,299, 15,934] —> Se acepta H,

= Con un contraste del p-valor para la varianza de una poblaciéon normal:

L2 ’ (n—1).s 2 2
Seacepta H,: 6° =10 si —ZXG|:x1—a/2,(n—1)’X(L/Z,(n—l)]

n.cf = [n—l}.si

10 .5,017 =9 .5,38353=35,119

=222 =3,511 € [x% 40,6+ Lha.s|=[2.200,10,645]

Como 2,204 <3,511<10,645 se acepta la hipdtesis nula.



Universidad Autonoma

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

» .
UAM AsIgNatUura ...

Apellidos ..
de Madrid Ejercicio del dia 17 de Diciembre de 2020

4. Una empresa dedicada a la fabricacion de articulos deportivos dispone de dos maquinas para el
inflado de balones. La presién en Kg del inflado de la maquina A sigue una ley normal N(p,, 1,6) y

la presion en Kg del inflado de la méaquina B se distribuye segiin una ley N(u,, 1,2).

Contrastar con un nivel de significacién del 5% si H,: p, —p, =21 frentea H;: p, —p, <1.

Para ello se toman dos muestras aleatorias simples de balones que dan las siguientes presiones de

inflado:

MéquinaA| 4 5 3 6 7 55 45 6 4
MéquinaB| 3 5 7 35 4 45 6

¢Cual es el resultado del contraste?

Hipétesis nula planteada H,: p, —p; —12> 0. Se trata de un contraste unilateral con cola a la

izquierda H;: p, —p,—1<0

H, H, n, ng
1,67 1,27
-¥)~-N |0, . + =
x-¥) [ \/ 5 - ]
k X-y-1
R.C. - Y ’ (x-v¥-1)~N[-1,0,7]
2 2 2 2
Y % 1,6 1,2
(X, — %) ~N| 0, [22+22 |=N|o, + =N(0,0,7)
Ny Ny 9 7

Bajo la hipétesis nula: (X, — X;) ~N(0,0,7) (X,- X,—1)~N(-1,0,7)

Regla decision

{(YA —X,—1)> k se aceptaH, (R.A.) {(YA —%X,)> 1+k se aceptaH, (R.A.)

(x,— x;—1) < k se rechazaH, (R.C.)

o = P(Rechazar H, | H, Cierta) =P[ (%, ~ X, —1)< k / N[-1,0,7]] =

=P[ (X, ~ %)< k+1/N[0,0,7]]= P[YA_ iB_°<k+1‘°]=p{z<

0,7 0,7

=P|:z>_(|;;1]=0,05 N _k_1=1,645 — 1+k=-1,1515

’ ’

(x,— x;)< 1+ k se rechazaH, (R.C.)
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(X, — X;) > —1,1515
(X, — X;) < —1,1515

s se aceptaH,; (R.A.)
Regla decisién:
se rechazaH, (R.C.)
G, =1,3889
G, =1,7041

X, =5
De otra parte, en la muestra: < *
X; =4,7143

(X, — X,) = 0,2857

Siendo (x,— x;)= 0,2857 > —-1,1515 — Seacepta H,

Con un contraste unilateral a la izquierda

Contraste unilateral a la izquierda {eola a laizgquierda)

Contraste unilateral a la derecha [cola a la deracha)

é Hp: B 2, H: |, < Hp: L, =, Hp: L o=
§ H, H, H, H,

o

(5]

o

o

o

&

=

wl

] —

E _zlll_zp f:l zll

g R.C. R.A. ) R.A. R.C. )

Se acepta H; cuande Z =—z = Se aceptaH, cuando Z

estadistico estadistico
Se acepta H, cuando >—

contraste tedrico
5-4,7143-1
z,=——=-1,0202-1,645=-2,,, — SeaceptaH,
2 2 ’
1,2° 1,6
- + P
7 9

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR



UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

[
UAM ASIGNATUTA ... Grupo........oooooooeeei

Apellidos .. Nombre.........................oo .

Universidad Autonoma
de Madrid Ejercicio del dia 13 de Enero de 2021

EXAMEN ORDINARIO DE ESTADISTICA TEQRICA

CUESTIONES TEORICAS (1 punto cada cuestién)

1. La duracién en minutos, de un proceso de embarque sigue una distribucion N(u, o) . El 60% de

las veces dura mas de 40 minutos. El 55% de ellas dura menos de 50 minutos. éQué distribucion
N(u, o) sigue?

2. Dadas tres variables aleatorias independientes, con caracteristicas: X; ~N(0, 2), X, ~N(2,2),

2 2
X X, -2
X; ~N(4,1). Siendo: Y=4X,+5X,—6X;+6, w=(71) J{ZT) +(X,—4)

Calcular: a) P(-7<Y<10) b)P[w<11]

3. a) X e Y son variables aleatorias independientes que siguen una distribucién de Poisson.
P(X=2)=2e™, P[(X+Y)=2]=18e™°. Calcular: P(Y=2)

b) X eY son variables aleatorias independientes que siguen una distribucién de Binomial.
Las variables (X +Y)~B(12,0,2) e Y ~B(7,0,2). Calcular: P(X=3)

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

1. Una empresa se estructura en tres areas: gestion, comercial y publicidad. En el drea de gestion
hay un total de 22 trabajadores, de los cuales 6 trabajan también en el area de publicidad, 2 en el
area de comercial, y finalmente hay 4 trabajadores que trabajan en las tres areas. En cuanto al area
de publicidad, hay 8 trabajadores que se dedican exclusivamente a esta drea mientras 2
desempeiian tareas también en el drea comercial. Finalmente, 12 trabajadores desarrollan su labor
exclusivamente en el area comercial.

Se elige aleatoriamente a un trabajador de la empresa para realizar un experimento piloto. Con la
informacidn facilitada, se pide:

a) Probabilidad de que realice su labor simultdaneamente en las areas de gestion y publicidad.

b) Probabilidad de que no pertenezca al departamento de gestidn ni al de publicidad.

c) Probabilidad de que no pertenezca al departamento comercial.

d) Probabilidad de que pertenezca sélo al departamento comercial o sélo al de publicidad.
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EXAMEN ORDINARIO DE ESTADISTICA TEORICA

EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

2. En una gran ciudad, el 60% de la poblacion fuma, el 6% tiene bronquitis crénica, y el 4% fuma y padece
bronquitis crénica.

a) Hallar la probabilidad de que un individuo elegido al azar tenga bronquitis crénica o sea fumador.

b) Se eligen al azar 120 personas de la ciudad. Hallar la probabilidad de que mas de 80 ellas sean
fumadores.

c) Se eligen al azar 200 individuos de esta gran ciudad. Hallar |la probabilidad de que no haya mas de uno
que sea fumador y padezca bronquitis crénica.

3. Laintensidad de un impulso sigue una variable aleatoria, X, cuya funcién de distribucién es

0 si x<0
F(x)=4x*/9 si 0<x<3
1 si x=>3

a) Calcular la intensidad media del impulso.
b) Si se miden 90 impulsos independientes, écudl es la probabilidad de que exactamente 3 tengan una
intensidad inferior a 0,3?

4. Una compaifiia petrolifera esta considerando la posibilidad de introducir un nuevo aditivo en su
gasolina, esperando incrementar el kilometraje medio por litro. Los ingenieros del grupo de investigacion
prueban 10 automaviles con gasolina habitual y otros 10 automdviles con la gasolina con el nuevo aditivo.
Los resultados obtenidos han sido:

Kilometraje medio sin aditivo = 14,2 km/I. si =3,24
Kilometraje medio con aditivo = 15,4 km/I. s% =5,76
a) éSe puede considerar probado que el nuevo aditivo aumenta el kilometraje medio por litro?. Plantear

el modelo correspondiente (asumiendo normalidad) y obtener una conclusién con una confianza del 90%.
b) Obtener el p_valor = Sig.(unilateral) y dar una conclusién.
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SOLUCION EXAMEN ORDINARIO DE ESTADISTICA TEORICA
CUESTIONES TEORICAS (1 punto cada cuestion)

1. La duracién en minutos, de un proceso de embarque sigue una distribucion N(u, o) . El 60% de

las veces dura mas de 40 minutos. El 55% de ellas dura menos de 50 minutos. ¢ Qué distribucion
N(u, o) sigue?

Sea la variable aleatoria X = 'Duracidon del proceso de embarque'

A partir de la informacidn, se plantean dos ecuaciones:

X—p 40— 40-
P(X>40)=0,60 — P{—u>&}=P|:z> 0 lLl]=o,so N
(¢ (o) (e}

N P[z<40_u}=P[ZZM}=O,4O O L Y

(o) (&)

X — - -
P(X<50)=0,55 — P[—u<50—u}=P[z<50 ILl}=0,55 N
(o) (¢}

50-p
o

50—p
c

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

=0,12

- P[zz }=O,45 =

Se resuelve el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:

n—0,256=40
- u=46,76 ©=27,03

n+0,126 =50

2. Dadas tres variables aleatorias independientes, con caracteristicas: X, ~N(0, 2), X, ~N(2,2),

2 2
X X, -2
X; ~N(4,1). Siendo: Y=4X,+5X,—6X;+6, w=(71j +( 22 ) +(X,—4)

Calcular: a) P(-7<Y<10) b)P[w<11]

La variable aleatoria Y sigue una distribucién normal:

E(Y) = 4E(X,)+5E(X,)—6E(X;) +6=4x0+5x2-6x4+6=-8
V(Y) = 42 V(X,)+5°V(X,) +(—6)* V(X;) =16 x 4 +25 x 4 +36 x 1 = 200
Y ~N(-8, +200) =N(-8, 14,14)

-7—-(-8) < Y—-(-8) < 10—(-8)
14,14 14,14 14,14

P(—7SY310)=P( ):P(o,o73zs1,27)=

=P(z>0,07)—P(z > 1,27) = 0,4721—0,1020 = 0,3701
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( X, -0
X1 ~N(0,2) — 1 ~N(0,1)
X, =2
b) 4 X, ~N(2,2) - 2 ~N(0,1)
X,—4
X3~N(4,1) - 31 ~N(0,1)
X, 2 X,-2 ? 2 2 2 2 5
W= | ZH | 2 +(X;-4)" > W=[N(0,1)]"+[N(0, )] +[N(0, 1)] =3
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P[w<11]=P[x2<11]=1-P[42>11]=1-0,05=0,95

3. a) Xe Y son variables aleatorias independientes que siguen una distribucion de Poisson.
P(X=2)=2e, P[(X+Y)=2]=18e"®. Calcular: P(Y =2)

b) X e Y son variables aleatorias independientes que siguen una distribucién de Binomial.

Las variables (X+Y)~B(12,0,2) e Y ~B(7,0,2). Calcular: P(X=3)

a) P(X=2)=2e? — X~P(2) P[(X+Y)=2]=18e® — (X+Y)~P(6)

Por la propiedad reproductiva de Poisson: Y ~P(6—2 = 4)
2

4
P(Y=2)=;e'4 =8e™

i . .. (X+Y)~B(12,0,2)
b) Por la propiedad reproductiva de la Binomial: - X~B(5,0,2)
Y ~B(7,0,2)

5 3 2
P(X=3)=| _0,2"0,8" =0,0512
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EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

1. Una empresa se estructura en tres areas: gestion, comercial y publicidad. En el area de gestion
hay un total de 22 trabajadores, de los cuales 6 trabajan también en el area de publicidad, 2 en el
area de comercial, y finalmente hay 4 trabajadores que trabajan en las tres areas. En cuanto al drea
de publicidad, hay 8 trabajadores que se dedican exclusivamente a esta drea mientras 2
desempeiian tareas también en el drea comercial. Finalmente, 12 trabajadores desarrollan su labor
exclusivamente en el drea comercial.

Se elige aleatoriamente a un trabajador de la empresa para realizar un experimento piloto. Con la
informacion facilitada, se pide:

a) Probabilidad de que realice su labor simultdaneamente en las areas de gestion y publicidad.

b) Probabilidad de que no pertenezca al departamento de gestion ni al de publicidad.

c) Probabilidad de que no pertenezca al departamento comercial.

d) Probabilidad de que pertenezca sélo al departamento comercial o sélo al de publicidad.

Sean los sucesos: - E

C = 'Trabajar Area Comercial'
G = 'Trabajar Area Gestion'
P = 'Trabajar Area Publicidad'

2
P(C)=P(P) = 20 _0,4545
44

22 i

P(G)=-==0,5
44

6+4 10
a) P(GNP)=——=—=0,227
44 44

Gestion

(1 Total: 22

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

b) Probabilidad de que realice su labor en el area de gestion o en el area de publicidad:

P(GuP)=P(G)+P(P)—P(GmP)=£+£—£=£=0,727
44 44 44 44

Probabilidad de que no pertenezca al departamento de gestién ni al de publicidad:

— 32 12
P(GUP)=1-P(GUP)=1-—==-==0,272
44 44

_ 24
¢) P(C)====0,5454
44

12+8 2
d)pcup): 248 _20 4 4ous
a4 a4
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2. Enuna gran ciudad, el 60% de la poblacidn fuma, el 6% tiene bronquitis crénica, y el 4% fuma y padece
bronquitis crénica.

a) Hallar la probabilidad de que un individuo elegido al azar tenga bronquitis crénica o sea fumador.

b) Se eligen al azar 120 personas de la ciudad. Hallar la probabilidad de que mas de 80 ellas sean
fumadores.

c) Se eligen al azar 200 individuos de esta gran ciudad. Hallar la probabilidad de que no haya mas de uno
que sea fumador y padezca bronquitis crénica.

a) P(bronquitis o fumador) =
= P(bronquitis U fumador) = P(bronquitis) + P(fumador) —P(bronquitis N fumador) =
=0,06+0,60-0,04=0,62

b) Sea la variable aleatoria X = 'NUmero de fumadores, entre 120 personas'

Se aproxima la distribucién Binomial a una distribucién Normal:

X ~B(n=120, p=0,60) - X" ~N(u=np=120.0,60=72, o=./npg=./120.0,6.0,4 =5,37)

X'—72>80,5—72
537 5,37

P(X > 80) =P(X" > 80,5| X" ~N(72,5,37)= P|: } =P(z>1,58) = 0,0571

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

c) Sea la variable aleatoria Y = 'NUumero de fumadores y bronquiticos, entre 200 personas'
Se aproxima la distribucién Binomial a una distribucién de Poisson:
Y ~B(n =200, p=0,04) ~P(A=np=200.0,04=8)

0 1

P(Y<1)=P(Y=0)+P(Y=1)= %e‘s +%e_8 =9.e®=0,0030
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3. Laintensidad de un impulso sigue una variable aleatoria, X, cuya funcién de distribucién es

0 si x<0
F(x)=4x*/9 si 0<x<3
1 si x=>3

a) Calcular la intensidad media del impulso.

b) Si se miden 90 impulsos independientes, écudl es la probabilidad de que exactamente 3 tengan

una intensidad inferior a 0,3?

a) La funcién de densidad de la variable aleatoria X = 'Intensidad de un impulso’ es:

2X
— si0<x<3

f(x)=4 9
0

en el resto

Intensidad media del impulso =E [Intensidad del impulso] = E(X)

B 3 2x 2
E(X)= xfxdx=j x—dx=—x33=2
X) jo ) o 9 27 |0

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

b) En primer lugar, se calcula

1
P(Intensidad inferior a 0,3) =P(X < 0,3) = I ?dx =§x2 0% =0,01
0

2
o bien, F(0,3) = 0.3

=0,01

Sea ahora la variable aleatoria:

Y ='Numero de impulsos con intensidad inferior a 0,3 entre 90'

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

A=n.p=0,9

Y ~B(90, 0,01) > P(L=0,9)

0,9°

P(Y=3)= e %% =0,0494
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4. Una compaiiia petrolifera esta considerando la posibilidad de introducir un nuevo aditivo en su
gasolina, esperando incrementar el kilometraje medio por litro. Los ingenieros del grupo de investigacion
prueban 10 automdviles con gasolina habitual y otros 10 automdviles con la gasolina con el nuevo aditivo.
Los resultados obtenidos han sido:

Kilometraje medio sin aditivo = 14,2 km/I. si =3,24
Kilometraje medio con aditivo=15,4 km/l. s3=5,76
a) éSe puede considerar probado que el nuevo aditivo aumenta el kilometraje medio por litro?. Plantear

el modelo correspondiente (asumiendo normalidad) y obtener una conclusién con una confianza del 90%.
b) Obtener el p_valor = Sig.(unilateral) y dar una conclusion.

a) Se dispone de una muestra aleatoria (X, , -+ , X,,), de tamafio n =10, de X = 'Km. por litro sin
aditivo' y de otra muestra aleatoria (Y; , -+ , Y,,), de tamafio m =10, de Y ='Km. por litro con aditivo'.

Asumiendo que X ~N(u,,o;), Y ~N(p,, c,)

En primer lugar, para decidir si es razonable asumir la hipdtesis de igualdad de varianzas, se plantea un
contraste de hipdtesis bilateral con un nivel de significacion o = 0,10

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

2 2
n.ao, =(n—-1).s
* ' Ho: 05=05 H,: ol #0)

2 - 0,05
2 Se acepta H, si:

2 2
s; /83

R.C R.C 242
F sp/s; € [F1—a/2; (n-1),(m-1) » Fasa; (n—1),(m—1):|
1—-a/2; {n—1}),{m —1}) Fllfz;{n—l],(m—‘l)

1

Fi_aj2;(n-1),im-1) = Fo /2. o T
@ ; (m — ,(n =

1

|:0,05; 9,9 = 3'1_789 I:0,95; 9,9~ =0,3145

2
S 3,24 . .

—;= =0,5625 [0,3145 , 3,1789:| — Se acepta H, (igualdad de varianzas)
s; 5,76

= Se puede establecer un intervalo de confianza para la razén de varianzas de dos poblaciones
normales:

F

s2 /2 s2/s? {0,5625 0,5625
a/2;(n-1),(m-1) I:1—0L/2;(n—1),(m—1)

2y 2\ _ — —
|(61/02)— ) =| 31789 0'3145}—[0,1769 ,1,788]
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Como el Intervalo de confianza cubre el 1 se acepta la hipétesis nula de igualdad de varianzas.

Para obtener una conclusion sobre el aditivo de la gasolina, se plantea un contraste unilateral a la
izquierda de medias entre dos poblaciones normales de varianzas desconocidas pero iguales, con
muestras pequefias n, + n, =20<30:

Hipotesis nula Hy : p, > p, frente a Hipétesis alternativa H, : p; <p,

H, H,
Regla de decision:
(x—y)=k SeaceptaH, o
(x—y)<k SerechazaH, k Y
R.C o R.A

sf) = Media ponderada de las cuasivarianzas muestrales:

, (n=1).s3+(m-1).55 9.324+9.576
P n+m-2 10+ 10 -2

S 4,5 s, =+4,5=2,1213

Bajo la hipétesis nula Hy: p; —p, =0

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

to1 15(0, 0,9486)

— _ 1 1 1 1
(X—Y) ~ ta,(n+ m—2)[u1 —H, S, ;+;J = t0,1,18 [0 ,2,1213. E-FEJ

El valor critico k se calcula mediante el nivel de significacién o = 0,10

| - k
o= P[Rechazar H, | H, Clerta] = P[(X -y)<k | to1,15(0, 03486)}: P{t“’ < 0,9486} B

=P[t,,>———|=0,1 > =1,330 > k=-1,2616
0,9486 0,9486

Siendo x—-y=14,2-15,4=-1,2>-1,2616 se acepta la hipdtesis nula, con lo que el aditivo no
aumenta el kilometraje medio por litro.

b) Contraste unilateral a la izquierda Contraste unilateral a la derecha
(cola a la izquierda) (cola a la derecha)
Ho:p, 2, H,zp, <p, Hopp, =, HyZp,>p,
H, H, n, H,
—t. t, oy 1, x-v
Rc R.A R.A I R.C
Se acepta H, si t, 2 —t, Se acepta H, si t, £ t,
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Con el estadistico de contraste del p_valor, seacepta Hy si t, . . 5 =tocenado = Lo, nem-2)
] xX-y
Seacepta H, si t, ..y =T2—ta,(n+m_2)
sp.1/—+—
n m
. L — 1 1
Equivale a que la Region de Rechazo: R.C. =4 (X—Y) <—t, (1,m 2 Sp-4/ -+ —
’ n m
con lo cual,
L. X-y 14,2-15,4
Estadistico de contraste: t, ,, = 1y == T =-1,265>-1,330=1¢,, ;4
Sp-q —t+— 2,1213. | —+—
n m 10 10

Se acepta la hipétesis nula, afirmando que el aditivo en la gasolina no aumenta el kilometraje medio por
litro.

p_valor = a, = P|:tp, 18> —1,265:| =0,10

Interpolando en la tabla de la t de Student:

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

0,20 o 0,10

p

0,862 1,265 1,330

0,20-0,10 «— 0,862-1,330
2,-0,10 «— 1,265-1,330

0,10 <«—— —0,468
a,-0,10 «— -0,065

0,10 x 0,065
(«, —0,10)x0,468=0,10x 0,065 — ap=o,1o+x—68=o,1138—> o, =0,1138

’

a,, =p_valor = Sig.(unilateral izquierda) =0,1138>0,10=0 — Se acepta H,

La significacion unilateral muestra el grado de compatibilidad entre el valor poblacional propuesto y la
informacion muestral disponible.

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR
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CUESTIONES TEORICAS

1a) Entre lavarianza muestral o> y la cuasivarianza muestral s> de una variable aleatoria, demuestra

gue estimador es mas eficiente.
1b) Si X~P(A), siendo X y si estimadores centrados para A , écudl es mas eficiente?

Solucioén:

Entre dos estimadores el mas eficiente es el que presenta menor varianza muestral.

2
1a) Como si=(nnj).o'i BN V(s§)=(LJ V(6 — V(s}) >V(s?) —

— Lavarianza muestral 6 es més eficiente

=ni2V(x1+X2+ +xn)=ni2|:V(x1)+V(x2)+ +V(Xn):|=

1 A
—n—2|:7»+X+ +)»:|_;

1b) V(Y)=V{X1+X2+ +X"}
n

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Vi) =y Bt X | Ly b e ) = VX)) V) + e +V(xg)]=
-1 (n—-1) n
1 nA
=— S[A+A+ - +A]= —
(h—1) (n-1)
A < nA 1 < n — (h—1% <n* — X es mas eficiente que si

n (n—1)> ~ (n—-1)%

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR
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2. En un canal de comunicacién aerondutica la probabilidad de error en la transmisién de un bit es del 0,8
%. Los bits se empaquetan en bloques de informacion y la transmision de cada bit dentro del bloque es
independiente del resto. Calcular la probabilidad de que se produzcan menos de 15 errores en la
transmision de un bloque de 1000 bits si se observod algun error en la transmision del bloque.

Solucidn:

Sea la v.a. X = "nimero de bits de un bloque de 1000 bits que se transmiten erréneamente”,
X ~B(1000, 0,008)

Probabilidad de que se produzca algun error en la transmisién de un bloque formado por 1000 bits:
1000 0 1000
P(X>1)=1-P(X=0)=1- 0 .0,008".0,992""" =0,9997

P(L<X<15) P(1<X<14)

Siendo X ~B(1000, 0,008) = X ~ N (1000 . 0,008, \/ 1000.0,008.0,992)=X ~N (8, 2,817)

0,5-8 _ X-8 _14,5-8
2,817 ~ 2,817 2,817
=P(z>-2,66)—P(z>2,31)=P(z<2,66)-P(z>2,31)=1-P(z< 2,66)—P(z>2,31) =
=1-0,00391—0,0104 = 0,9857

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

P(1<X<14)=P(0,5<X<14,5)= P|: } =P(-2,66<2<2,31)=

P(1<X<14) 0,9857
PX>1)  0,9997

En consecuencia, P(X <15 | X>1)= =0,9860

Examen Extraordinario Estadistica Tedrica 2
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3. Siete variables aleatorias siguen una distribucion de media 0 y desviacidn tipica 1. Siendo la variable X
la suma de estas siete variables aleatorias independientes. Se pide:

a) Media y desviacion tipica de tipica de X

b) éQué nimero deja por debajo una probabilidad de 0,9?

¢) ¢Qué numero deja por encima una probabilidad de 0,057

d) ¢Cual es la probabilidad de que X tome valores menores que 16?

Solucién:
a) Lavariable aleatoria X ~ x§ (Chi-cuadrado con 7 grados de libertad): p=7, 06=,2.7=,/14

b) P(X<k)=0,9 Tabla Chi-cuadrado  Que el nimero deje por debajo 0,9 quiere decir
< = ) )

que deja por encima el complementario

P(X<k)=0,9 — P(X=k)=0,1 - k=12,017

¢) P(X>k)=0,05 — k=14,067

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

d) P(X<16)=a — P(X>16)=1-a=1-0,025=0,975

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Examen Extraordinario Estadistica Tedrica 3
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EJERCICIOS (1,40 punto cada ejercicio)

1. Sean A, By C tres sucesos mutuamente independientes, con P(A) =P(B) =P(C)=p ,con O0<p<1.
Calcular la probabilidad de que ocurran exactamente dos de los tres sucesos considerados.

Solucién:

Sea el suceso E = "ocurran exactamente dos de los sucesos A, B, C"

E=(ANBNC)U(ANB*NC)U(A*NBNC)

Por ser incompatibles (ANBNC*), (ANB*NC), (A* "BNC) setiene,
P(E)=P(ANBNC*)+P(ANB*NC)+P(A*"nBNC)

Como son independientes A, By C, tambiénloson A,By C*; A,B*y C; A*,B y C.En consecuencia,

P(E)=P(A).P(B).P(C*) + P(A).P(B*).P(C) +P(A*).P(B).P(C)=p.p.(1-p)+p.(1-p).p+(1—p).p.p=
=p>.(1-p)+p>.(1-p)+p’.(1—p)=3.p>. (1-p)

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Examen Extraordinario Estadistica Tedrica 4
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< S . L 0 x<0
2. La funcidn de distribucién asociada a la produccién
de una maquina, en miles de unidades, es del tipo:  F(X)=1x(2=x) 0<x<k
1 x>k

a) Determinar k para que sea funcion de distribucion

b) Hallar la funcién de densidad

c) Calcular la media, mediana, moda y varianza de la produccion
d) Hallar P(X < 0,5) y P(X>0,25)

Solucién:

a) Para que sea funcion de distribucion se debe verificar:

1= lim F(x)= lim F(x) — lim x(x-2)=k(k-2)=1 —> k*-2k+1=0 = k=1
x— k* x— k™ x—> k™

0 x<0
En consecuencia, la funcidn de distribucién es: F(x)=<x(2—-x) 0<x<1
1 x>1

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

donde exista la derivada.

2-2x 0<x<1
0 en otro caso

dF 0 x<0
f(x) = d(x)= 2-2x 0<x<1 —> f(x)z{
X
0 x>1

e}

c) Media: a, = p, =E(X) =J‘

—a© 0

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Moda: Hay que calcular el valor que hace minima la funcién de densidad o de cuantia, es decir:

2—-2x 0<x<1 -2 0<x<1
f(x) = ’ - f'(x)=
0 en otro caso 0 enotrocaso

b) La funcién de densidad o funcién de cuantia es la derivada de la funcién de distribucién en los puntos

1 1 3!
xf(x)dx=J‘ x (2—2x)dx =J‘ (2x—2x%)dx = xz—zi =1—£=l
0 3 o 3 3

f(x)
f(0)=2 . . ,
La derivada de la funcién de cuantia f'(x) = -2 <0, por lo que se trata de una
funcién decreciente y toma el valor maximo en el extremo del intervalo
|:0, 1:|, por tanto la moda M, =0
=0t ;X f(1)=0<f(x)<f(0)=1,conloque M,=0"

Mediana: Valor que deja el 50% de la distribucidn a la derecha y el otro 50% a la izquierda, por lo que:

Examen Extraordinario Estadistica Tedrica 5
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{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

» .
UAM Asignatura ...

Apellidos ..

FM.)=0,5 = M,(2-M.)=0,5 = M2-2M,+0,5=0 — 2M;—-4M,+1=0

4+./16-8 4+2.)2 2
2M2 —4M_+1=0 —> M, = 2 = 4\/_=1i\/2_

2

De las dos soluciones se rechaza aquella que es mayorque 1: M, =1 5

Varianza de la produccién: 2 =a, —a

o 1 3 4
Q, =E(X2)=I x2f(x)dx=j x> (2—-2x)dx = e _x )2
—00 0 3 2 0 3

N |-

1
6

oay-ai=t (L) L
72 e \3) 18
0 x<0
d) Funcidn de distribucién: F(x)={x(2—x) 0<x<1
1 x>1

P(X<0,5)=P(X<0,5)=F(0,5)=0,5.(2—0,5) = 0,75

P(X>0,25)=1—P(X<0,25)=1-F(0,25)=1-0,25. (2—0,25) = 0,5625

Examen Extraordinario Estadistica Tedrica 6
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3. Sean Xy, X,, -+ , X, X X,.m Variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

ntls 7" 1 Npim

con densidad normal de media p. y varianza ¢”.

Se desea estimar ., partiendo que los valores individuales de las variables se han extraviado y se dispone

n+m
. U | -1 . . ol
s6lo de las medias x; =— E X, , Xp=— E X, . Para integrar las dos fuentes de informacién se
n m
i=1 i=n+1

utiliza un estimador de la forma Xx=AX, +(1—A)X, ,donde 0 <A <1.

¢Un estimador de este tipo es centrado?. ¢Qué valor de A define el mejor de todo ellos?.
Solucioén:

E(X) = p+ b(X) > E(X) = p estimador centrado
[ S——
sesgo

E(X) =E[A %, +(1-A)%, |= LE(X) + (1 - A)E(X;) = AE(X) + (1 - A)E(X,) =

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

n n+m
1 1 A (1-2)
=AE—EX.+1—XE— E X [=—E(X; +%,+ - +X )+ —E(X .4 +X .0+ o +X =
n i ( ) m i n ( 1 2 n) m (n+1 n+2 n+m)
i=1 i=n+1
A (1-2) o .
=—.npu+ .mp=p — X esun estimador centrado

n
El mejor valor de A es el que hace la varianza minima.

V(%) = V[A %, +(1-A)%, [=A2 V(X)) + (1 1) V(%) = LE(X,) + (1 - M) E(X,) =
_ , l n ) , i n+m B
=A?V n;xi +1-2)2V mizm:lxi -

% 1-1)
=—Vx;+x, + -+ +Xn)+( 2)
n m

V(X 1 +Xppp+ o +X

n+m)

2\ 2 (1-A) mo? A

_ _ 2, (1=1)
——2.n0' + 2 =—.0 +

n m n m

2
.0

En consecuencia,

: 2 a2 - _
Y PRA I Ctl) M TN M{Q_M]Gz:o
n m A n m
2 _20-M 5 L oma—2n(1-A)=0 — A=—"
n m n+m
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Hojan2...................

[
UAM ASIGNATUTA ... Grupo........oooooooeeei

Apellidos .. Nombre

Universidad Autonoma
de Madrid Ejercicio del dia

4.a) Se desea tomar una muestra estratificada de las personas mayores de edad de un municipio, cuyos
estratos son los siguientes intervalos de edades, en aios: de 18 a 30, de 31 a 45, de 45 a 60 y mayores de
60. En el primer intervalo hay 7500 personas, en el segundo 8400, en el tercero 5700 y en el cuarto 3000.
Calcula el tamafio de la muestra total y su composicidn, sabiendo que el muestreo se hace con afijacion
proporcional y se han elegido 375 personas del primer estrato.

4.b) Dada la poblacién {2, 4, 6}, construye todas las muestras posibles de tamafio 2, que puedan formar
mediante muestreo aleatorio simple, y halla la varianza de las medias muestrales de todas las muestras.
Solucioén:

a) Como la afijacién es proporcional, el peso de cada estrato en la muestra es directamente proporcional
a los individuos de la poblacién correspondiente.

Si en el primer estrato, formado por 7500 personas se han elegido n; =375

8400-375
En el segundo estrato con 8400 personas se eligen n, = W =420 personas
5700-375
En el tercer estrato con 5700 personas se eligen n; = W =285 personas
3000—-375
En el cuarto estrato con 3000 personas se eligen n, = W =150 personas

4
El tamafio total de la muestra es Zni =375+420+285+150 =1230 personas
i=1

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Se elige 1 de cada 20 personas en cada estrato.

b) En el muestreo aleatorio simple se mantiene la probabilidad de extraccion en cada caso. Por tanto, las
extracciones deben hacerse con reemplazamiento.

El nimero de muestras de tamafio 2 que pueden obtenerse de la poblacién {2, 4, 6} son 9:

{2,2}; {2,4}; {2,6}; {4,2}; {4,4}; {4,6}; {6, 2}; {6, 4}y {6, 6}

Examen Extraordinario Estadistica Tedrica 8
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{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

UAM

de Madrid

Asignatura

Apellidos

Ejercicio del dia

Muestra Elementos Media de la muestras X (% —X)
ml {21 2} 2 4
m2 {21 4} 3 1
m3 {21 6} 4 0
m4 {41 2} 3 1
m5 {41 4} 4 0
m6 {41 6} 5 1
m7 {61 2} 4 0
m8 {61 4} 5 1
m9 {61 6} 6 4
1< 9
e | Do
9 4 4
i=1 i=1
La media y varianza de la poblacién son:
2+4+6 , I , (2-4P+(4-4P2+(6-47 8
3 N 4 3 3
i=1
9
1
Media de las muestras: X = — ZY, = 36 =4
9 &~ 9
1% 12 4
Varianza de las muestras: 6> = — Z(Y, -x}="=— 5 o
9 4 9 3
i=1
8
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UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

[
UAM ASIGNATUTA ... Grupo........oooooooeeei

. . . Apellidos ... Nombre
Universidad Autonoma = I

de Madrid Ejercicio del dia

5. En una poblacién N(10, o) se desea contrastar la hipdtesis nula H,: 6> =3 frente a la hipétesis
alternativa H,: * #3 con un nivel de significacién del 5%. En una muestra aleatoria simple de tamafio 4

se obtuvieron los resultados: 10 8 12 14
Solucién:
Hipétesis compuesta o2 Ho: c2=3 H,: c’# 3

Como la hipétesis alternativa es 62 # 3 en la decisién deberan ser validos los valores de ¢* tanto

mayores o menores que 3, por lo que el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

Bajo la hipétesis nula, las variables aleatorias independientes X; ~ N(10, \/3) con lo que

4 2
X. — 10 —10
i— Y _N(0, 1) — {X' ] = %4

\/E i=1 \/E

Adviértase que la suma de 4 variables aleatorias N(0, 1) independientes entre si es una distribucién

Chi-cuadrado con 4 grados de libertad.

Regla decision:

4 2 4 2
= < k — SeaceptaH = > k — SerechazaH
Xa Z[ 3 ] 0o | Xa Z 3 0

i=1

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Los valores criticos k se determinan a partir del nivel de
significacion o=0,05

RC RA RC

4 3 2
o= P[RechazarHO/H0 Cierta] =P Z{Xi 1OJ > k / H, Cierta | = PH . | S k} _

i=1 \/E

=P (h<k) U h>Kk) | =Pl xh< ke | + P[x5> K, | = a+a, = 0,025 + 0,025 = 0,05
Plah < k] =1-P[2% >k |=1-0025=0975 > k;= 1y}, 4= 0,48

P23 > k| = 0,025 > ky=x3 05,4 = 11,143

Regidn de aceptacion: [0,484 , 11, 143:|

Examen Extraordinario Estadistica Tedrica 10
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UAM ASIGNATUTA ... Grupo........oooooooeeei

Universidad Auténoma Apellidos ... Nombre....................................
de Madrid Ejerciciodel dia ...
4 4
72 2
Z(xi—x) Z(xi—ll)
. 2 i=1 i=1 20
La varianza muestral observada o, = 2 = 2 =2 " 5 se encuentra dentro

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

de la regidn de aceptacion 0,484 < ci =5 < 11,143, aceptando la hipdtesis nula con varianza

poblacional 3.

OTRO PROCEDIMIENTO: Se puede plantear que bajo la hipétesis nula la distribucién en el muestreo:

) 2 2
) Varianza muestral o’ 2 O - Xn-1
X(n -1) = . ;. = 2 - GX =
Varianza teorica (c/\/F) n
|ci | < k seaceptaH, k, < o2 <k, se acepta H,
Regla de decisién: , ) X
|0-x > k serechaza Ho (O‘x < kl) U (O'x > kz) se rechaza H0

H0:62=G§ Hi:cz;tcﬁ
1 = o > o —Gé s
B L P .
o= (65 //n) " L
3, 2
P &
, 4
1 G)(
kl kZ
RC RA RC
: 2 2 2_3 >
o = P[ RechazarH, / H, Cierta] = P| (o3 < k;) U (o2 > k,) | 6% = 26| =

3 3
P|:Z X3 < kl} + P|:Z X3 > kz} = a,+0, = 0,025+ 0,025 = 0,05

3 ' 4 4
P ng<k1 =P x§>—§k1}=0,025 - —§k1=9,384 — k, = —7,038

3 4 4
Pl 3 X5 >k | =P X§>§k2:|=0:025 > 3k =938 > k, =7,038

La varianza muestral observada 0)2( = 5 se encuentra dentro de la region de aceptacién, aceptando la

hipétesis nula.

Examen Extraordinario Estadistica Tedrica 11
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. ) . Apellidos ... . Nombre ...
Universidad Autonoma ~ ~* Ty, R

de Madrid Ejercicio del dia

OTRO PROCEDIMIENTO: Se podria haber elaborado un intervalo de confianza para la varianza 6 de una
poblacién normal, verificando si se acepta la hipétesis nula al encontrarse la varianza 6> = 3 cubierta en

el intervalo.

) n.c> (n-1).s

An—1 = 2 = 2

0 Gy
2 2

X
1-Z, (n-1) IE',{n—f[}
2
. 2 {n—l).si 2 2
SeaceptaH, si y,_=——F—¢€ - s 5
> lags =1 5+ 1]

)

{n—1].si {n—1].si

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

2y _
3 {og) = | — '’ =
g %,{:1—1] 1—%, (n—1)
Q
@ _
3 2 (n—l).Si (n—1).s§ 2 2
=) 1.C(o5)=| — y 3 (h-1).s;, =n.c, =4.5=20
= Xa/2,(n-1) Xi-a/2,(n-1)
E -
L —
g 20 20
i L.C (03) = , =[2,139, 92,592]
2 9,348 ° 0,216
=
=2

Como 3 e[ 2,139, 92,592] —» Seacepta H,

Examen Extraordinario Estadistica Tedrica 12
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UAM ASIGNATUTA ... Grupo.............

Universidad Autonoma
de Madrid Ejercicio del dia ... 17 de Octubre de 2022

PRIMER CONTROL DE ESTADISTICA TEORICA GRADO GESTION AERONAUTICA
CUESTIONES TEORICAS (1 punto cada cuestién)
1. Sean Ay B dos sucesos aleatorios tales que P(A)=0,6, P(B)=0,4 y P(AUB)=0,7
Calcula: a)P(ANB)  b)P(A/B) c)P(ANB)

Solucién:

P(AUB)=P(ANB)=0,7 —» P(ANB)=0,3
a) P(AnB)=0,3

P(ANnB) 0,3 3
b) p(a/B)="0 0 =00 2075 P(ARE)=0,3

c) P(AnB)=0,1 —» P(ANB)=0,9

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

probabilidad de que el peso total de la bolsa sea a lo sumo de 2 kilos?

Solucién:

i=1

=P(z < -2,15) =P(z > 2,15) = 0,0158

~2250 _ 2000 —2250
P(x < 2000) = P(X < ]

116,19 116,19

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Solucioén:
(n—1)s2 o’ . y2
2 =02 2T et g2 jono1 o V(KdL)=2(0-1)
o n-1
) 2 .2 2
C° . Ana c 2 n-1 , 2
E|si|=E | =——E =——-0' =0
[X] { n-1 } n—1 (tas) n—1

2. El peso de las naranjas de un determinado calibre, fluctia normalmente con media de 150 gramos y
desviacion tipica de 30 gramos. Si una bolsa se llena con 15 naranjas seleccionadas al azar. éCual es la

15
La variable aleatoria Y =) x, ~ N(15 1,156 ) = N(15 .150, /15.. 307 ) = N(2250, 116,19)

3. Demostrar la media y varianza de la cuasivarianza muestral de una poblacién normal N(u,c) de tamafio n.



UAM
Universidad Autonoma
de Madrid

PRIMER CONTROL DE ESTADISTICA TEORICA GRADO GESTION AERONAUTICA

EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

1. La distribucion de probabilidad de una variable aleatoria discreta X viene dada por la tabla:

X =x, 0 1 2 3 4
P(X=x,) 0,1 a b c 0,2

Se sabe que P(x<2)=0,7 y que P(x>2)=0,75

Calcular la media y desviacion tipica de la variable aleatoria discreta.

Solucién:

P(x<2)=P(x=0)+P(x=1)+P(x=2)=0,1+a+b=0,7 > a+b=0,6
P(x>2) = P(x=2)+P(x=3)+P(x=4)=b+c+0,2=0,75 — b+c=0,55

0,1+a+b+c+0,2=1 > a+b+c=0,7

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

a+b=0,6 a=06-b a=0,15
b+c=0,55 - 3¢=0,55-b - 3¢=0,1
at+tb+c=0,7 0,6 -b+b+055-b=0,7 b = 0,45

La distribucién de probabilidad de una variable aleatoria discreta X:

Asignatura. ... Grupo.............
Apellidos .. Nombre ..................

Ejercicio del dia ... =/ X = M O A e

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

X=x, 0 1 2 3 4 y
P(X=x,) 0,1 0,15 0,45 0,1 0,2
X, . P(X = x,) 0 0,15 0,9 0,3 08 2,15
X2 . P(X = x,) 0 0,15 1,8 0,9 3,2 6,05

i=0

2=qa,- o = 6,05~ 2,15% = 1,4275

4
oy = py = E(x) = D x. P(X=x) = 2,15

4
a, = E(x*) = Y. x’.P(X=x) = 6,05

i=0

o, = /1,4275 = 1,195



UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

[
UAM ASIGNATUTA ... Grupo........oooooooeeei

Universidad Autonoma APellidOs ... Nombre ...
de Madrid Ejercicio del dia 17 de Octubre de 2022

2. La distribucion del numero de atunes capturados por los barcos pesqueros que salen a faenar en una
cierta zona es una normal de media 110. Se sabe que, tomando un barco al azar, la probabilidad de que
capture al menos 125 atunes es de 0,1587.

a) Se considera que la campaiia ha sido buena si se capturan mas de 100 atunes. {Qué porcentaje
estimado de barcos no tendria una buena campafa?.

b) éCuantos atunes debe capturar un barco para estar en el percentil 90?.
Solucion:

a) Sea la variable aleatoria X = "atunes capturados" sigue una distribucién N(110, o)

~110 _ 125-110 15 15
P(x2125)=P(X > j=P(zZ—)=O,1587 > 2=1 5 =15
(¢} o (e (o)

X ~N(110, 15) distribucion de atunes capturados

No tienen una buena campaiia:

~110 _100-11
P(x < 100) = p| X=110 100-110
15 15

P(XSk):P(x—lloSk—11oj=0’90 N P(X_llozk_lloj
15 15 15 15

= P(z < _1—15°j =P(2<-0,67)=P(z>0,67)=0,2514 (25,14%)

P(z > k_llo) =0,10
15

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

k-110

=1,28 — k=110 + 15x1,28=129,2

Hay que capturar, al menos, 130 atunes.



[
UAM ASIGNATUTA ... Grupo.............

Apellidos .. Nombre .................

Universidad Auténoma
de Madrid Ejercicio del dia 17 de Octubre de 2022

kx si0<x<2
3. Calcular el valor de k para que f(x)=< k si2<x<4 seafuncién de densidad.
0 enelresto

a) Calcular la media y la desviacidn tipica.
b) Hallar las probabilidades: P(x<1) y P(1<x<3)

Solucién:

2k
a) La grafica en funcién del parametro k: ki .

1 ) 3 4

2.2k

densidad debe ser igual a 1: +2k=1 —» 4k=1 —> k =%

2

2 4
O bien, 1=I kxdx+j kdx=§x2 + kx[; = 2k+4k—2k =4k —> k=%
0 2

0

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

x/4 si0<x<2
Funcién de densidad: f(x)=<1/4 si2<x<4
0 enelresto

2 4 2 4
o =N, = E(x)=j x.%dx+J‘ x.%dx=%jox2dx+%jz xdx =
3

0 2
1 32 1,94 8 16 4 1
= 4 = S22
12 o 8 2 12 8 8 6
2 4 1 1 2 1 4
a2=E(x2)=j xz.idx+j‘ x2.—dx=—j x3dx+—j x*dx =
0 4 2 4 4J¢ 4J,

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

14|z 13|“_E 64 8 17

=—X"| +—Xx| = ——— =
16 lo 12" k2 16 12 12 3
2
, 5 , 17 (13} 35
varianza: oy =0, — 0] =——| — | =—
3 6 36

| [35 /35
desviacién tipica: G, =++/0% = 6= g ~ 0986

b) Probabilidades graficamente:

El drea del recinto naranja (area de un tridangulo y de un rectangulo), drea encerrada bajo la funcién de



Universidad Autonoma
de Madrid Ejercicio del dia 17 de Octubre de 2022

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

[
UAM ASIGNATUTA ... Grupo........oooooooeeei

Apellidos .. Nombre

P(x<1) es el area del recinto azul, un triangulo de base 1y

1
1.2
de altura 1/4: P(x<1) = T4 = 5 = 0125

P(1 < x<3) es el area del recinto verde. Es decir, el area del trapecio rectangulo de bases 1/4y 1/2y
altura 1, mas el area del rectangulo de base 1y altura 1/4.
1 1
+ N

5 1
Pl<x<3)=24 14+ >2.1=2~0,625
2 4
1 1,0 1
O bien, P(xS1)=j Xdx = =x?| = 2~0,125
04 8 |, 8

1 2

2 3
P(1st3))=j id”j 1o 1 413 2 5
14 2 4 8

+ 1)(|3 = ———+———=—z0,625
4 2 8 8 4 4 8

1

4. El rendimiento medio de dos tipos de gasolina (en kilémetros por litro) es el mismo. El primer tipo sigue
una distribucidon normal de desviacion tipica 1,23 km/litro, mientras que el segundo tipo sigue una
distribucion normal con desviacion tipica 1,37 km/litro. Se prueba la primera gasolina en 35 vehiculos, y la
segunda en 42 vehiculos.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que la primera gasolina dé un rendimiento medio mayor de 0,45 km/litro?
b) éCudl es la probabilidad de que la diferencia en rendimiento medio se encuentre entre 0,65 y 0,83
km/litro a favor del primer tipo de gasolina?

Solucién:

a) Sean las variables aleatorias:

X ="primer tipo gasolina" X~N(u,1,23) e Y ="segundo tipo gasolina" Y ~N(u,1,37)

2 2
- 1,23  _ [ 1,37 N 1,23 (137] |_
X~N[H,E} e y"’N{“r \/E} - (X Y) N (H H)/ [\/E\] +[\/E] N|:0r01296:|

(x—-y)-0 S 0,45-0
0,296 0,296

P[(Y—V)>0,45]=P[ ]=P(z>1,52) =0,0643
0,65-0 _ (X-y)-0 _0,83-0
0,296 0,296 0,296
= P(z>2,19) — P(z>2,80) = 0,0143 —0,00256 =0,0117

b) P[0,65<(Xx-Y)<0,83] = P[ } =P(2,19<2<2,80) =



[
UAM ASIGNATUTA ... Grupo.............

Universidad Autonoma
de Madrid Ejercicio del dia ... 17 de Octubre de 2022

PRIMER CONTROL DE ESTADISTICA TEORICA GRADO GESTION AERONAUTICA
CUESTIONES TEORICAS (1 punto cada cuestién)
1. Sean Ay B dos sucesos aleatorios tales que P(A)=0,6, P(B)=0,4 y P(AUB)=0,7
Calcula: a)P(ANB)  b)P(A/B) c)P(ANB)

Solucién:

P(AUB)=P(ANB)=0,7 —» P(ANB)=0,3
a) P(AnB)=0,3

P(ANnB) 0,3 3
b) p(a/B)="0 0 =00 2075 P(ARE)=0,3

c) P(AnB)=0,1 —» P(ANB)=0,9

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

probabilidad de que el peso total de la bolsa sea a lo sumo de 2 kilos?

Solucién:

i=1

=P(z < -2,15) =P(z > 2,15) = 0,0158

~2250 _ 2000 —2250
P(x < 2000) = P(X < ]

116,19 116,19

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Solucioén:
(n—1)s2 o’ . y2
2 =02 2T et g2 jono1 o V(KdL)=2(0-1)
o n-1
) 2 .2 2
C° . Ana c 2 n-1 , 2
E|si|=E | =——E =——-0' =0
[X] { n-1 } n—1 (tas) n—1

2. El peso de las naranjas de un determinado calibre, fluctia normalmente con media de 150 gramos y
desviacion tipica de 30 gramos. Si una bolsa se llena con 15 naranjas seleccionadas al azar. éCual es la

15
La variable aleatoria Y =) x, ~ N(15 1,156 ) = N(15 .150, /15.. 307 ) = N(2250, 116,19)

3. Demostrar la media y varianza de la cuasivarianza muestral de una poblacién normal N(u,c) de tamafio n.



UAM
Universidad Autonoma
de Madrid

PRIMER CONTROL DE ESTADISTICA TEORICA GRADO GESTION AERONAUTICA

EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

1. La distribucion de probabilidad de una variable aleatoria discreta X viene dada por la tabla:

X =x, 0 1 2 3 4
P(X=x,) 0,1 a b c 0,2

Se sabe que P(x<2)=0,7 y que P(x>2)=0,75

Calcular la media y desviacion tipica de la variable aleatoria discreta.

Solucién:

P(x<2)=P(x=0)+P(x=1)+P(x=2)=0,1+a+b=0,7 > a+b=0,6
P(x>2) = P(x=2)+P(x=3)+P(x=4)=b+c+0,2=0,75 — b+c=0,55

0,1+a+b+c+0,2=1 > a+b+c=0,7

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

a+b=0,6 a=06-b a=0,15
b+c=0,55 - 3¢=0,55-b - 3¢=0,1
at+tb+c=0,7 0,6 -b+b+055-b=0,7 b = 0,45

La distribucién de probabilidad de una variable aleatoria discreta X:

Asignatura. ... Grupo.............
Apellidos .. Nombre ..................

Ejercicio del dia ... =/ X = M O A e

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

X=x, 0 1 2 3 4 y
P(X=x,) 0,1 0,15 0,45 0,1 0,2
X, . P(X = x,) 0 0,15 0,9 0,3 08 2,15
X2 . P(X = x,) 0 0,15 1,8 0,9 3,2 6,05

i=0

2=qa,- o = 6,05~ 2,15% = 1,4275

4
oy = py = E(x) = D x. P(X=x) = 2,15

4
a, = E(x*) = Y. x’.P(X=x) = 6,05

i=0

o, = /1,4275 = 1,195



UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

[
UAM ASIGNATUTA ... Grupo........oooooooeeei

Universidad Autonoma APellidOs ... Nombre ...
de Madrid Ejercicio del dia 17 de Octubre de 2022

2. La distribucion del numero de atunes capturados por los barcos pesqueros que salen a faenar en una
cierta zona es una normal de media 110. Se sabe que, tomando un barco al azar, la probabilidad de que
capture al menos 125 atunes es de 0,1587.

a) Se considera que la campaiia ha sido buena si se capturan mas de 100 atunes. {Qué porcentaje
estimado de barcos no tendria una buena campafa?.

b) éCuantos atunes debe capturar un barco para estar en el percentil 90?.
Solucion:

a) Sea la variable aleatoria X = "atunes capturados" sigue una distribucién N(110, o)

~110 _ 125-110 15 15
P(x2125)=P(X > j=P(zZ—)=O,1587 > 2=1 5 =15
(¢} o (e (o)

X ~N(110, 15) distribucion de atunes capturados

No tienen una buena campaiia:

~110 _100-11
P(x < 100) = p| X=110 100-110
15 15

P(XSk):P(x—lloSk—11oj=0’90 N P(X_llozk_lloj
15 15 15 15

= P(z < _1—15°j =P(2<-0,67)=P(z>0,67)=0,2514 (25,14%)

P(z > k_llo) =0,10
15

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

k-110

=1,28 — k=110 + 15x1,28=129,2

Hay que capturar, al menos, 130 atunes.
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Apellidos .. Nombre .................

Universidad Auténoma
de Madrid Ejercicio del dia 17 de Octubre de 2022

kx si0<x<2
3. Calcular el valor de k para que f(x)=< k si2<x<4 seafuncién de densidad.
0 enelresto

a) Calcular la media y la desviacidn tipica.
b) Hallar las probabilidades: P(x<1) y P(1<x<3)

Solucién:
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a) La grafica en funcién del parametro k: ki .
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x/4 si0<x<2
Funcién de densidad: f(x)=<1/4 si2<x<4
0 enelresto
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desviacién tipica: G, =++/0% = 6= g ~ 0986

b) Probabilidades graficamente:

El drea del recinto naranja (area de un tridangulo y de un rectangulo), drea encerrada bajo la funcién de
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P(x<1) es el area del recinto azul, un triangulo de base 1y

1
1.2
de altura 1/4: P(x<1) = T4 = 5 = 0125

P(1 < x<3) es el area del recinto verde. Es decir, el area del trapecio rectangulo de bases 1/4y 1/2y
altura 1, mas el area del rectangulo de base 1y altura 1/4.
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O bien, P(xS1)=j Xdx = =x?| = 2~0,125
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4. El rendimiento medio de dos tipos de gasolina (en kilémetros por litro) es el mismo. El primer tipo sigue
una distribucidon normal de desviacion tipica 1,23 km/litro, mientras que el segundo tipo sigue una
distribucion normal con desviacion tipica 1,37 km/litro. Se prueba la primera gasolina en 35 vehiculos, y la
segunda en 42 vehiculos.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que la primera gasolina dé un rendimiento medio mayor de 0,45 km/litro?
b) éCudl es la probabilidad de que la diferencia en rendimiento medio se encuentre entre 0,65 y 0,83
km/litro a favor del primer tipo de gasolina?

Solucién:

a) Sean las variables aleatorias:

X ="primer tipo gasolina" X~N(u,1,23) e Y ="segundo tipo gasolina" Y ~N(u,1,37)

2 2
- 1,23  _ [ 1,37 N 1,23 (137] |_
X~N[H,E} e y"’N{“r \/E} - (X Y) N (H H)/ [\/E\] +[\/E] N|:0r01296:|

(x—-y)-0 S 0,45-0
0,296 0,296

P[(Y—V)>0,45]=P[ ]=P(z>1,52) =0,0643
0,65-0 _ (X-y)-0 _0,83-0
0,296 0,296 0,296
= P(z>2,19) — P(z>2,80) = 0,0143 —0,00256 =0,0117

b) P[0,65<(Xx-Y)<0,83] = P[ } =P(2,19<2<2,80) =
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