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En la tabla se muestran las rentas (en miles de euros) y el niumero

de personas que las perciben:

3-7 7-13 13-17 17-23 23-27
12 18 24 12 12

Rentas (miles euros)

numero personas

a) Poligono de frecuencias absolutas, histograma.

b) Mediana, percentil 75 y moda.

¢) Media aritmética, geométrica y armadnica.

d) Desviacion media (respecto a la media) y coeficiente de desviacion media.
e) Coeficientes de asimetria de Pearson y de Fisher.

f) Media aritmética y desviacion tipica de la variableZ=X-15/5

g) Coeficiente de apuntamiento o de curtosis.

Solucion:
5[ Tabla de frecuencias:
. n.
Rentas (miles euros) . . N c, h =—
. ) . C.
L —L. i i i . i
L~ Lisa) amplitud densidad
3-7 5 12 12 4 3
7-13 10 18 30 36) 6 3
13 -17 15 | 24 54513‘ 4 6
8,3
17-23 20 12 66 6 2
23-27 25 12 78 4 3
A Histograma
h= Poligono de
¢ frecuencias absolutas
6
; Encima de cada intervalo se
levanta un rectangulo cuya
! area sea igual (en nimero)
3 : l
E i i | N a la frecuencia absoluta de
2 ' , . dicho intervalo.
12 18 24 | 12 | 12
3 13 17 23 277

La observaciéon N/2=78/2=39 se encuentra en el intervalo [13-17)



Se establece una proporcionalidad

entre las bases y las alturas: 54
17-13 _ M, -13 N /2 =39
54—30 N/2-30
30
N.
I
> M, =13+4.—/— —— 12
54 — 30
— -
Moz Mg 3.7 B M 17
N 78
——N. —-—30
-1 39-30
M, =L, +2 ¢, =13+-2 4=13+ 4=14,5
N — 54 — -3

75.78
e La observacion para el percentil 75: 100 =58,5 se encuentra en

el intervalo [17-23)

75.N
PR 58,5 —54

P, =L+200 ¢ -174222"2% 518 125
N, —N. 66 — 54

e La Moda es el intervalo de maxima frecuencia, por lo que el intervalo
modal es [13-17)

Se establece una proporcionalidad

A Histograma
h=n/c de semejanza entre los tridngulos
h@ _____________ A B A A
" —— AOA' y BOB'
}?i:) """ I‘"Itl ————— : _IO th;=h_)+{h,—h,,)
h@ h; —h,, I Al (hi_hi—1)+(hi_hi+1)_(hi_hi—l)
B c, X
i B'.
1
| | I X (hi _hi—l) c
X . = i
3 7 13 m, 17 23 27 (h,—h,_,)+(h;=h,,)



(hi_hi—l)
M, =L+ €
(hi _hi—1)+(hi _hi+1)

Con distintas amplitudes ¢, una moda aproximada es: M, =L, + ﬁ C,
i-1 + i+1
6-3
conlocual, M, =13+ ( ) 4=13,428
(6-3)+(6-2)
. hi+1 2
Moda aproximada: M,=L,+ ———c¢, =13+ ——4=14,6
i-1 + hi+1 3 + 2
@ Media aritmética, geométrica y armonica
L-L n
(L - L) X, n, X..h — logx, n,logx,
Rentas X;
3-7 5 12 60 2,4 0,6989 8,3868
7-13 10 | 18 180 1,8 1 18

13-17 | 15 24 360 1,6 1,1760 28,224
17-23 | 20 12 240 0,6 1,3010 15,612
23-27 | 25 12 300 0,48 1,3979 | 16,7748

78 1140 6,88 86,9976
5
— = 1140 .
e Media aritmética: X =-——> N = =14,615 miles de euros
e Media geométrica: X_ = ”\'/le X, X;' -+ X.* para el calculo se procede

tomando logaritmos, con lo cual:

— 1 n, n, n; n, 1 n, n, n,
log xG=ﬁIog[x1 X, X5 e X, ]=ﬁ[log(x1 )+log(x,’)+ --- +log(x, )]=

—12n log x
_N, i gi
i=1

k

Iy o
finalmente, Iong=ﬁZnilogxi = X;=10

i=1

1 k
N '21ni logx;



En consecuencia,

5
1 1
IogYG=ﬁ§ nilogxi=%(86,9976)=1,115 > X,=10""=13,031

i=1

En general, se utiliza la media geomeétrica
=4 en los siguientes casos:

\,

periodos sucesivos. Por ejemplo, para calcular la tasa de
crecimiento del PIB o del valor de una cartera de valores a
lo largo de varios afios, conocida como tasa de crecimiento
acumulativa media.

T . .. . .
¢ : + Promediar tasas de crecimiento de una misma variable en

¢ Para promediar tasas de variacion o cocientes respecto a cierto
nivel de referencia (aunque se trate de variaciones en un
mismo periodo, no en periodos consecutivos). Dado que una de
las propiedades de la media geométrica es que, cuando se trata
de promediar cocientes, es el Unico promedio que cumple que
la media geométrica de los cocientes es igual al cociente entre
la medida geométrica de los numeradores y la de los
denominadores.

L1} Esta medida de centralizacién tiene la dificultad de que sélo
con que un valor de la variable sea 0,yax,=0 vy, por tanto,

su representatividad seria dudosa.

. . . _ N
e Media arménica: X, =———
ni
D
i=1 1
N 78

conlocual, X, = =11,337 miles de euros

ini " 6,88
X,
i=1 !

La media armdnica se suele utilizar cuando los datos a
promediar estan medidos en unidades expresadas en
forma de cocientes.

Se emplea en promediar velocidades, tiempos,
rendimientos, etc. Surge de forma natural al
calcular el indice de Paasche (cambios en cantidades
en cada una de las mercancias).

No es aconsejable utilizarla en distribuciones donde existan valores
pequenos, no tiene sentido si algun valor de la variable es 0.



Se verifica la formula de Foster, para distribuciones de frecuencias con valores

positivos: |X, <X, <X

Desviacion Media (respecto a la media) y Coeficiente de Desviacion Media:

k

Z| X —Y|ni
D

DM(7)= i=1 . CVDM (i)=ﬁ
L =L X, no | o | [x=x| | [x,=X|n,
Rentas
3-7 5 12 60 9,615 115,38
7-13 10 18 180 4,615 83,07
13-17 15 24 360 0,385 9,24
17 -23 20 12 240 5,385 64,62
23-27 25 12 300 10,385 124,62
78 | 1140 396,93

_ 1140
7

=14,615
8

e Desviacion media respecto a la media aritmética:

5
> |x,~%n,

D, (X)=—""

. =396'93=5,088

e Coeficiente de variacion media respecto a la media aritmética:

Dy, 5,088
X| 14,615

cv, (%)= =0,3481

n;

k
Z|xi—Me

o .z . . i=1
Desviacién media respecto a la mediana: D, (M, )=-

N
D, (M,)
LY

Coeficiente de variacion media respecto a la mediana: CVDM(Me)=

e



Coeficientes de Asimetria de Pearson y de Fisher.

L =ta) X, n, X..n, X, — X (x. — %) n, (x. —X)n,
Rentas
3-7 5 12 60 -9,615 1109,38 -10666,6 76
/-13 10 18 180 - 4,615 383,368 -1769,243
13-17 15 24 360 0,385 3,557 1,369
17-23 20 12 240 5,385 347,979 1873,865
23-27 25 12 300 10,385 1294179 13440,046
78 1140 3138,463 2879,361

e El coeficiente de asimetria de Pearson exige el calculo de la moda y la

desviacion tipica

A, >0 Asimetria a la derecha o positiva Este coeficiente tiene

XxX—M
A = d sentido cuando la moda

[}

A, =0 Simetria

A, <0 Asimetria ala izquierda o negativa es Unica.

Se conoce: M,=13,428 x=14,615

5
Z(xi —X)*n,
2 _ i=1 3183,463
m, =0 = =

2 N

=40,237 — o=./40,237 =6,343

A x—M, 14,615-13,428 La distribucion presenta una

P c 6,343

=0,187>0 B . i .
asimetria a la derecha o positiva

e Coeficiente de asimetria de Fisher:

A, >0 Asimetria a la derecha o positiva
m
A =—}

¢ =—5 1 A =0 Simetria

A, <0 Asimetria a la izquierda o negativa

5

Z(xi ~xPn,
_ 2879,361

i=1

Tercer momento respecto a la media: m, = =36,915

N



La distribucion presenta una

36,915
A ="2= ~=0,145>0 >
c® 6,343

@ Media aritmética y desviacion tipica de la variableZ=X-15/5

[L-L,) X n | 2= =15 | .
Rentas 5
3.7 5 12 2 24 48
7-13 | 10 18 1 -18 18
13-17 | 15 24 0 0 0
17-23 | 20 12 1 12 12
23-27 | 25 12 2 24 48
78 -6 126

~15] 1 1 1
Z=E [x }E E[x~15]=_ (X~15)=_ (14,615-15)=-0,077

5
S
126

eg’=a,—a =+l — (7)) =———(-0,077)* =1,61
N 78

2 1

~157 1 1 1
cf=V[x }=—.V(x—15)=—.V(x)=—.40,237=1,61
5 | 25 25 25

c,=4/1,60947 =1,2686

Coeficiente de apuntamiento o de curtosis.

El coeficiente g, de curtosis indica cual es el apuntamiento de la
distribucion comparandola con la normal (o campana de Gauss)

Bajo apuntamiento <> Gran aplastamiento

asimetria a la derecha o positiva



Z(xl—x)znI Z(xi—i)“nI
donde, m,=c’=-"" m, ="
N N
Leptocurtica Mesocurtica
'\"'\-.
Platicurtica
g, >0 Mas apuntamiento que la normal > Leptocurtica

m . i
g, =—5—318, =0 lgual apuntamiento que la normal - Mesocurtica
c
g, <0 Menor apuntamiento que la normal > Platicurtica

En la distribucién se conoce: x=14,615 o, =6,343

L~ L) X, n, X,.Nn, (x, — X) (x. —X)'n, (x.—%)'n.
Rentas
3-7 5 12 60 92,4482 1109,38 102560,036
7-13 10 18 180 21,2982 383,368 8165,039
13-17 | 15 24 360 0,1482 3,557 0,5271
17-23 | 20 12 240 28,9982 347,979 10090,747
23-27 | 25 12 300 107,848 1294179 139574,293
78 1140 3138,463 260390,6421

Momento de cuarto orden respecto a la media:

k
Z(xi—i)“ni
= _ 260390,6421

\ —3338,3415
N

3338,3415 C
g,=——-3=> ———-—-3=-0,9377<0 — Lladistribucién presenta

c 6,343
menor apuntamiento que la distribucion normal, se trata de una distribucion

platicurtica.



Se ha realizado un estudio sobre el consumo de gas (en m®) en las viviendas

de una urbanizacion durante el mes de enero, obteniéndose:

Consumo gas (m’) 50-100 100-—200 200-400 400-500
Viviendas 10 40 60 10

a) Representar el histograma de la distribucion.

b) Calcular el consumo medio de gas de las viviendas. ¢El valor hallado es
representativo de la distribucion?

¢) Calcular el consumo mas frecuente.

d) Averiguar el valor del tercer cuartil de la distribucion del consumo de gas
y explicar su significado.

e) Si la factura del gas consiste en una cantidad fija de 20 euros mas 0,5

euros por m*> consumido, calcular la factura media de las viviendas y

determinar si la factura es mas dispersa que el consumo.

Solucion:

@ La variable estadistica X ="consumo del gas" agrupada en intervalos [Li ) Li+1)

h.
y h h=_" N X X h 2
- C. . . n. xin.
L., L, amplitud ' ' ' ' H F
[ H) densidad
50 -100 50 10 0,2 10 5 750 56250
100 - 200 100 40 0,4 50 150 | 6000 900000
200 - 400 200 60 0,3 11? 300 | 18000 | 5400000
400 - 500 100 10 0,1 120 | 450 | 4500 2025000
29250 | 8381250

10



0,4 = Poligono de frecuencias
0,3 E

/

50 100 200 400 500 > X

E El consumo medio de gas de las viviendas:

4 4

S Sein
29250 8381250

i=1

a,=X= =243,75 m* a,=-= =69843,75
N 120 N 120

o’ =a,—a; =69843,75—(243,75)* =10429,6875

o, =/ 10429,6875 =102,1258 m’
102,1258 - L

Cv= Ox _ 2252839 0,42 (42%) coeficiente variacion de Pearson

X 243,75

El consumo medio de gas de las viviendas es de 243,75 m?, con una dispersion
del 42%, con lo que no es muy representativo.

@ El consumo mas frecuente se encuentra en el intervalo modal [100-200), que
es donde alcanza la maxima densidad de frecuencia.

h,—h,_, _ 0,4-0,2

100 =166,67 m®

=L+ c,=100+
(h,—h,_,)+(h,=h,,,) (0,4-0,2)+(0,4-0,3)

e Cuando existen distintas amplitudes, una moda aproximada viene dada por

i+1

la expresion: M, =L, +—
hi—l + hi+1

i+1
conlocual, M,=L +———

¢ =100+ —22 _100-160m®
+ h

i-1 i+1 0,2+0,3

11



n—n_,

Si la amplitud de los intervalos es constante: M, =L, + :
(ni - ni—l) + (ni - ni+1)

3N 3.120
@ El tercer cuatil Q, =P, percentil 75, siendo 2" 90, observando

en la tabla la columna de la frecuencia absoluta acumulada N, se tiene:

= 9050
+3 ¢ Q,=P,=200+———200=333,33 m’
N, —N, 11050

El 75% de las viviendas que consumen menos, consumen como maximo 333,33

m’ de gas.

@ Segun el enunciado, la factura del gas viene expresada por la relacion
Y=20+0,5.X, por lo que la variable estadistica X tiene un cambio de
origen y de escala.

La factura media: Y=20+0,5.X=20+0,5.243,75=141,875 euros
c; =Var(20+0,5.X)=0,5%c;
c,=0,5.6,=0,5.102,1258 = 51,063 euros

51,063
cv=2r_222 _ g 36 (36%)
y 141,875

La factura del gas esta menos dispersa que el consumo.

NOTA: Cambio de origen y de escala

— E(Y)=E(aX+b)=ax+b

La media se ve afectada por el mismo cambio de origen y de escala efectuado

sobre la variable.

12



=ga> =L =a’c. b
N N N

i(yi—V)z.ni i(axi+b—ai—b)2.ni i(xi—i)z.ni
6\2,: i=1 — _i=1

Lk

Var(Y)=Var(ax+b)=a’.c>

La varianza no se ve afectada por el cambio de origen pero si por el cambio de
escala efectuado sobre la variable.

Abel Grandes Pistado pregunto a sus 31 companeros de clase qué calificacion
obtuvieron en el ultimo examen de estadistica. S6lo recuerda que su tocayo
Escasi Lopasa tuvo un 4,6 (una de las notas mas frecuentes).

Haciendo memoria ha podido completar los siguientes datos:

Nota estadistica 0-4 4-5 5-7 7-9 9-10
3 6 6

Numero alumnos 8 n, n

a) éQué proporcion de alumnos han tenido una nota superior a 5?,
¢Como es la distribucion respecto a la moda?

b) Analizar la dispersidn relativa de las notas a partir del coeficiente de
variacion de Pearson. Interpretar los resultados.

c) éComo afecta a la homogeneidad de la distribucidon que este examen sea
un 60% de la calificacidn final?

Solucion:

@ Se sabe que M, =4,6

L-t,)| © X n | ™ -
- [amplitud | | densi;iad
0-4 4 2 8 2
4-5 1 4,5 n, h,
5-7 2 6 n, h,
7-9 2 8 6 3
9-10 1 9,5 6 6
32

13




Para hallar n, y n, se recurre a la moda:

h.
¢ La moda aproximada cuando existen distintas amplitudes: M, =L, +ﬁ C,
i-1 + i+1
h,, h h
4,60=L,+————.1=4+—2— =4+
»o1t hyy h,+ h, 2+ h,
h 1,2
0,60=——— > h, = =3 n,=h,.c;=3.2=6
2+h, 0,4

La distribucidn es bimodal puesto que h,=h, =6

La proporcion de alumnos que obtiene una nota superior:

[L-Lta)| x n XN, xI.n
0-4 2 8 16 32
4-5 | 45 | & 27 121,5
5-7 6 6 36 216
7-9 8 6 48 384
9-10 | 95 | 6 57 5415

32 184 1295

zxi>5 +n, + 6+6+6
" " 900 ="M s 400=""""2 100=56,25%
N 32 32

E La dispersidn relativa de las notas se calcula a partir del coeficiente de

variacion de Pearson:

5 5
PR 2 n
184 1295
3

a,=x=t_—=""-575  a=-5 = 40,46875
32 N 2

62 =a,—a; =40,46875-5,75=7,40625 1+ o, =./7,40625=2,72

c, 2,72
X 5,75

=0,4730 (47,30%)

14



La dispersion es del 47,3% , es decir, una dispersion media.

E Para analizar la homogeneidad de la distribucion cuando el examen es un 60%

de la calificacidn final hay que calcular el coeficiente de variacion de Pearson.

E(k.x)=k.E(x)=k.Xx , k.
Cambio de escala: (k-x) (2) , , b C.Vﬁna,=%= (E‘ =ci‘
Var(k.x)=k".Var(x)=k" o, X, k.x X

El cambio de escala no afecta al coeficiente de variacion de Pearson.

En consecuencia, no afecta a la homogeneidad de la distribucion que el
examen sea un 60% de la calificacion final.

La media se ve afectada |5 yarianza nose ve

por el cambio de origen  ;fectada por el cambio

y de escala. _ de origen pero si por el
cambio de escala.

el cambio de escala pero si por el
cambio de origen.

Intervalos
hi_hi—i
Moda: M, =L, + c,
(h,—h,_,)+(h,—h,,,)
M
__Ni—1
E 2
Mediana: M_ =L, +=—c,
Ni_Ni—i

15
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En la tabla se muestran las rentas (en miles de euros) y el nimero de personas

gue las perciben:

Rentas (miles euros) |:Li ) Lm) 3-7 7-13 13-17 17-23 23-27
ndamero personas n, 12 18 24 12 12

Hallar la concentracidon de la renta (curva de Lorenz, indice de Gini).

Solucién:

Se elabora la tabla:

Rentas « || n %p.=5100 X, U =xn, %qi=ﬂlﬂﬂ % (p.—q)
[L —Ly) N acumulada u,
3-7 | 5112|112 15,38 60 60 5,26 10,12
7-13 |10 |18 30 38,46 180 240 21,05 17,41
13-17 | 15| 24| 54 69,23 360 600 52,63 16,60
17-23 | 20| 12| 66 84,62 240 840 73,68 10,93
23-27 | 25112 | 78 1806 300 1140 186 -6
78 207,69 1140 152,63 55,06

e Curva de concentracion o curva de Lorenz:

Curva de Lorenz de la renta

§ En el caso de equidistribucion la curva de
F B Lorenz esta sobre la diagonal del cuadrado
w ® .
& de lado unidad, entonces p,=q, > 1,=0
g 3
T En el caso de concentracion maxima (un
]
c 8 T
g = individuo se lleva el total de los recursos)
]
[=] .
a ¥ la curva de Lorenz esta sobre los lados

~

del cuadrado.

20% 40% '6[!% 80% 100% Entonces q9,=q,==0,_, = 0 |G =1
Porcentaje individuos p,

La idea de medir el area da como resultado el lamado indice de concentracion de Gini,

que se define como el area comprendida entre la diagonal y la curva de Lorenz.

17



_ 55,06

207,69

k-1

¥

=0,2651 o bien, I, =1———1

1 —_—
P

_ 152,63
207,69

La renta, aunque no equidistribuida, no esta muy concentrada.

=0,2651

En la tabla adjunta se expresa la distribucion de rentas de determinada region
expresada en 10.000 euros). ¢ Qué porcentaje de individuos percibe el 50%

de la renta?

Niveles de renta

0,5-1,5 1,5-2,5 2,5-3,5 3,5-4,5 4,5-5,5

Numero individuos 583 435 194 221 67
Solucion:

' ivi =xX.n. u.
Nivel " Individuos N xn u,=xn, %p:ﬂJm %q,=—.100
Renta n, acumulada ' N U,

0,5-1,5| 1 583 |583 | 583 583 38,87 17,92
1,5-2,5| 2 435 1018 870 1453 67,87 44,65
® 50
2,5-35| 3 194 1212| 582 2035 80,80 62,54
3,5-45| 4 221 1433| 884 2919 95,53 89,70
45-55| 5 67 1500| 335 3254 166 166
1500 3254

Se observa que el 67,86% de los individuos percibe el 44,65% de la renta, y el

80,8% de los individuos percibe el 62,54 % de la renta. En consecuencia, el

50% de la renta se encuentra distribuida entre un conjunto de individuos

situado entre el 67,86 y el 80,8%.

18




Bajo la hipétesis de linealidad, se establece la relacidon de porcentajes:

I 100%

80% 80,80 — 67,87 x —67,87
%qi =
R 62,54 — 44,65 50 — 44,65
e 60%
N 50%
t

g 5,35.12,93
a 0% X = 67,87 + =71,74%
17,89

20%

| El 50% de la renta se reparte entre
e el 71,74 % de los individuos.

20% 40% 60% 80% 100%

+——— Individuos % p, ———

Max Otto Lorenz (1876-1959) fue un economista estadounidense
gue desarrollé en 1905 el concepto de curva de Lorenz para
describir las desigualdades en las rentas. Asesor y empleado en
diversas ocasiones por la Oficina del Censo de los Estados Unidos
y otras instituciones de informacion estadistica. El términoc curva
de Lorenz aparece por primera vez en 1912 en el libro de texto
The Elements of Statistical Method.

Corrado Gini (1884-1965) fue un estadistico, demadgrafo y
socidlogo italiano, idedlogo del fascismo, que desarrollo el
coeficiente de Gini, una medida de la desigualdad en los
ingresos en una sociedad. Generalmente se utiliza para medir
la desigualdad en los ingresos dentro de un pais, aunque

puede utilizarse para medir cualquier forma de distribucion

2% desigual.
ica, la renta de muchos paises se aproxima a una distribucion Gamma

(con parametro k <5), lo que lleva a indices de Gini entre 0,50y 0,25.
Los paises con indice de Gini superior a 0,50 tienen una distribucion atn mas

desigual que la distribucion exponencial.
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Operadores de una cadena del sector turistico por sus ventas en plazas hoteleras

obtienen los siguientes incentivos mensuales en euros:

Incentivos x, 100 200 500 1000 1500
N2 operadoresn, 5 6 12 4 3

a) Estudiar la concentracion de incentivos.

b) La cadena turistica como politica comercial estudia subir a todos los operadores
los incentivos: con un incremento porcentual del 10%, o bien con un aumento
de 100 euros por operador. ¢ Cudl de los dos seria mas equitativo?

c) éCual es la concentracion de incentivos si el numero de operadores hubiera sido
el doble?

Solucién:

En todo analisis de concentracidon debe imperar el Principio del Anonimato: Si se
produce una modificacion en una distribucion de renta consistente en que dos

individuos intercambien sus rentas, el valor del indice no debe variar.

a) La concentracion de incentivos se analiza mediante el indice de Gini, que no
varia mediante cambios de escala (subida porcentual del 10% a los operadores),
mientras queda modificado en cambios de origen (subida lineal de 100 euros a

cada operador)

.= X. N L.
X h. N. X.h =X, %p,=ﬂ+1nu %q.=—.100
acumulada " N u,
100 5 5 500 500 16,67 3,09
200 6 11 1200 1700 36,67 10,49
500 12 23 6000 7700 76,67 47,53
1000 4 27 4000 11700 90 72,22
1500 3 30 4500 16200 100 10806
16200 220 133,33
4
3
— 133,33 .. ) ] 0
l,=1-— 1- =0,394 concentracion de incentivos del 39,4%

T 220
>
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b)

SUBIDA DE INCENTIVOS DEL10% - Cambio de escala en la renta

C=Xn, N, .
x=L1x | n | N | oxn | BTN o =5 100 | %g;=—L.100
acumulada N U,
110 5 5 550 550 16,67 3,09
220 b 11 1320 1870 36,67 10,49
550 12 | 23 6600 8470 76,67 47,53
1100 4 27 4400 12870 90 712,22
1650 3 30 4950 17820 106 106
17820 220 133,33
a4
3
= 133,33 . , . 0
l,=1-—5—=1- 20 =0,394  concentracion de incentivos del 39,4%
>
i=1
y 1,1
Adviértase que, g, =—= =
e U.-1,1

Con una subida del 10% a cada operador, la equidistribucidn no varia.

El cambio de escala en la renta no afecta al indice de Gini, propiedad conocida como

Principio de la Renta relativa: El indice debe mantenerse invariante frente a las

variaciones proporcionales en todas las rentas.

SUBIDA LINEALDE INCENTIVOS DE 100 EUROS - Cambio de origen en la renta

X;=100+x, | n N, Xn, h=Xm, %pi=ﬂ+lﬂﬂ %qi'=u—_‘.1DD
acumulada N U,
200 5 | 5 1000 1000 16,67 5,21
300 6 11 1800 2800 36,67 14,58
600 12 | 23 7200 10000 76,67 52,08
1100 4 27 4400 14400 90 75
1600 3 30 4800 19200 100 1490
19200 220 146,88
4
Zqi
l,=1- ‘=41 =1- 146,88 =0,332 concentracionde incentivos del 33,2%
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Con una subida lineal de 100 euros a cada operador, la equidistribucion es mas
equitativa.

El cambio de origen en la renta afecta al indice de Gini, propiedad conocida como
Principio de Dalton: Toda transferencia de renta de un individuo a otro mas rico

ha de aumentar el valor de la desigualdad, y reciprocamente toda transferencia

de un individuo a otro mas pobre ha de reducir el indice, siempre que la ordenacion
relativa de los individuos se mantenga.

e En este sentido, si la subida lineal a cada operador hubiera sido de 200 euros

se obtendria una equidistribucion mas equitativa.

SUBIDA LINEAL DE INCENTIVOS DE 200 EUROS - Cambio de origen en la renta

X;=200+x, | n [N, X; N, A ‘*}’{’F"'izﬂ*]":":I %qi.:u_i-'lun

acumulada N U,

300 5 5 1500 1500 16,67 6,76
400 6 11 2400 3900 36,67 17,57
700 12 | 23 8400 12300 76,67 55,41
1200 4 27 4800 17100 90 77,03

1700 3 30 5100 22200 100 100
22200 220 156,76

4
Zq{
156,76

=0,287 concentracion de incentivos del 28,7%

Con una subida lineal de 200 euros a cada operador, la equidistribucion resulta

mas equitativa.

e Por el contrario, si la cadena del sector turistico hubiera decidido incentivar
menos a sus operadores, con una rebaja de 50 euros a cada operador, se tendria

una equidistribucion menos equitativa.
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REBAJA LINEAL DE INCENTIVOS DE 50 EUROS - Cambio de origen en la renta

X =X, —50 N, X'n | ui=x'n, %pi=ﬁ+1ﬂﬂ %q'i=u—_‘+1DD
N u,

50 5 250 250 16,67 1,70

150 11 | 900 1150 36,67 7,82
450 12 | 23 | 5400 6550 76,67 44,56
950 27 | 3800 | 10350 90,00 70,41

1450 30 | 4350 | 14700 100 100
14700 220 124,49

ZqE
= . 124,49

=0,434 concentracion de incentivos del 43,4%

Con una rebaja lineal de 50 euros a cada operador, la equidistribucion resulta

menos equitativa.

c) La concentracidn de incentivos si el nimero de operadores hubiera sido el doble:

SUBIDA LINEAL DE LA POBLACION - Cambio de escala en la poblacion

x, |m=2n | N | x| u=xn | %p =" 100 | % =—-.100

N u;

100 | 10 | 10 | 1000 | 1000 16,67 3,09
200 | 12 | 22 | 2400 | 3400 36,67 10,49
500 | 24 | 46 | 12000 | 15400 76,67 47,53
1000 | 8 | 54 | 8000 | 23400 90 72,22

1500 | 6 | 60 | 9000 | 32400 100 100
32400 220 133 33

4
Zq{
. 133,33

=0,394 concentracionde incentivos del 39,4%
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El cambio de escala en la poblacién no afecta al indice de Gini, propiedad conocida
como Principio de la Poblacion: Si se multiplica por un mismo escalar el tamaiio de
todos los conjuntos de individuos con la misma renta, el valor del indice no debe variar.
Es decir, el tamano de la poblacion no importa, lo que interesa son las proporciones de
individuos de la poblacion que perciben diferentes niveles de renta.

A finales del pasado afio, una empresa tenia mil seiscientos cincuenta accionistas

distribuidos de la siguiente forma:

Numero de acciones 0-20 20-60 60-100 100-500 500-1000
Numero de accionistas 1030 380 180 50 10

a) Numero medio de acciones por accionista y su desviacion tipica

b) éCudl es el niumero de acciones que como maximo posee la mitad del
accionariado?

c¢) Con base estadistica, comentar el grado de concentracion de las acciones

d) éQué porcentaje del total de las acciones poseen los accionistas
mayoritarios?, sabiendo que los accionistas mayoritarios son aquellos
que poseen mas de 500 acciones.

e) ¢Qué porcentaje de los accionistas minoritarios posee el 20% del total

de acciones?

Solucion:

a) Sea la variable aleatoria X ="numero de acciones"

[Li - I‘i-l-l) X, n, N; X0, Kizni
0-20 10 1030 1030 2825 10300 103000
20-60 40 380 1410 15200 608000

60 -100 80 180 1590 14400 1152000
100 - 500 300 50 1640 15000 4500000
500 -1000 750 10 1650 7500 5625000

62400 11988000
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S
. _ 62400

1 N 1650

=37,82 numero medio de acciones por accionista

S
. _ 11988000

, =7265,45
N 1650

o’ =a,—a’ =7265,45—37,82=5835,09 > o=,/10570,86 =76,39

En muchas ocasiones, la palabra concentracion se ve como la opuesta a
la dispersion. Con la curva de Lorenz y el indice de Gini no se contempla
solamente a los valores observados, sino que el objeto de analisis sera
mas bien como se reparten el total de los recursos entre todos los

individuos que intervienen en la distribucion.

b) El niimero de acciones que posee como maximo la mitad del accionariado
(1650 / 2) =825 es la Mediana: M_=10

c) El grado de concentracion viene expresado por el indice de Gini:

[L-ta)| x| n | ™ [%p="100] xm | T [ %=t 100
N acumulada U,
0-20 10 | 1030 | 1030 62,42 10300 10300 16,51
20 -60 40 380 | 1410 85,45 15200 25500 40,87
60 - 100 80 180 | 1590 96,36 14400 399500 63,94
100-500 | 300 | 50 | 1640 99,39 15000 54900 87,98 =
500-1000( 750 | 10 | 1650 100 7500 62400 100 -
343,64 62400 209,3

>
209,3
a4 =1-
343,64
>

i=1

=0,3909 grado de concentracion 39,09%

Cuanto mas préximo a cero se encuentre el indice de Gini mas equitativo sera

el reparto del nimero de acciones.
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d) Los accionistas mayoritarios (mas de 500 acciones) poseen el 12% del total
de las acciones: 100% —87,98% =12%

e) El porcentaje de accionistas minoritarios que posee el 20% del total de las

acciones basta realizar una interpolacidn:

L —-L,) : n, N, XN, =X, %pi=i.lﬂﬂ %qi=&.lﬂﬂ
acumulada N U,
0-20 10 |1030| 1030 | 10300 10300 62,42 16,51
X 20
20 -60 40 | 380 | 1410 | 15200 25500 85,45 40,87
60 - 100 80 | 180 | 1590 | 14400 39900 96,36 63,94
100 -500 | 300 | 50 | 1640 | 15000 54900 99,39 87,98
500 -1000 | 750 | 10 | 1650 | 7500 62400 100 100
100%
80%
%
A
€ ou x—62,42 85,45-62,42
f) 20-16,51 40,87-16,51
: 40%
s 3,49.23,33
a X—62,42=———"— X=65,762%
: 20% 24, 36

20%

30% 60%
% Accionistas

80%
P;

100%

La curva de Lorenz presenta coherencia con el indice de Gini calculado, cuanto

mas proxima se encuentre la curva a la diagonal menor sera la concentraciony,

en consecuencia, mas equitativo sera el reparto del nimero de acciones.
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El testamento de un hombre de negocios lega 2500 euros a su familia repartiéndose
de la forma siguiente: a su conyuge le asigna el doble que a su hijo primogénitoy a
éste el doble que a cada uno de sus otros dos hermanos.
a) Considerando que cada heredero ha de aplicar un impuesto de sucesiones
proporcional del 20%. ¢Cuales seran los indices de Gini en los dos casos:
antes de pagar impuestos y después de haberlo hecho?. ¢Cual de las
distribuciones es mas equitativa?.
b) Si a cada heredero se le aplicase un impuesto fijo de 125 euros, écomo se

veria afectado el indice de Gini original?

Solucion:
a) Cényuge: 4x Primogénito: 2x Cada uno de los dos hijos: x
x=2500/8=312,5

ANTES DE PAGAR IMPUESTOS

X, n N, X n, =X, %pi=ﬂ+lﬂﬂ %qi=i,1DD
acumulada N U,
312,5| 2 2 625 625 50 25
625 1 3 625 1250 75 50
1250 | 1 4 1250 2500 400 409
125 75

DESPUES DEL PAGO DE LOS IMPUESTOS (20% CADA UNO):

X, n N, X, n, HEX0, %p;ﬂ,lﬂﬂ %qi=ﬂ,100
acumulada N Uy
250 2 2 500 500 50 25
500 1 3 500 1000 75 50
1000 | 1 4 1000 2000 106 100
125 75
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i=1

Las dos distribuciones son igualmente equitativas, lo que las diferencia
unicamente es un cambio de escala que no afecta al nivel de concentracion,

con lo que tienen el mismo indice de Gini.

b) DESPUES DE PAGAR DE LOS IMPUESTOS (125 EUROS CADA UNO):

X, n N. XN, HEXM, %pi=ﬁ+lﬂﬂ %qi=ﬂ+1DD
acumulada N Uy
187,5 2 2 375 375 50 18,75
500 1 3 500 875 75 43,75
1125 1 4 1125 2000 100 100
125 62,5
2
S
l.=1--*t =1—62'5=O,50

2 125
e

i=1

La distribucidon es mas concentrada, menos equitativa, el cambio de origen
afecta al indice de Gini. Quitando la misma cantidad a todos, representa

una proporcion mayor para los que menos reciben.
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La tabla refleja los ingresos (millones de euros) por quintiles del turismo en Espaia:

Quintiles Primero Segundo Tercero Cuarto Quinto
Turismo 2010 2,1 4,9 8,9 16,8 67,3
Turismo 2011 2 6,3 11,6 20,3 59.8

Calcular los indices de Gini y la curva de Lorenz.

Solucién:
INGRESO TURISMO 2010 INGRESO TURISMO 2011
u “ %p, | %q=—-100 ] u i %p, | % =—-.100

acumulada u, acumulada u,

2,1 2,1 20 2,10 2 2 20 2
4,9 7 40 7 6,3 8,3 40 8,3
8,9 15,9 60 15,9 11,6 19,9 60 19,9
16,8 32,7 80 32,7 20,3 40,2 80 40,2
67,3 100 180 100 59,8 100 100 1406
200 57,7 200 70,4

4

>
57,7

,(2010)=1- 5L —=1-
¢ (2010) 200

4 =0,7115 concentracion de ingresos 2010

Y

i=1

4

>
70,4

1.(2011)=1--—=1- =0,648 concentracionde ingresos 2011
¢ : 200

INGRESOS TURISMO

CURVA DE LORENZ: EN ESPANA

100%

m TURISMO 2011
80%)
La obtencidn de ingresos por turismo en
60%)

Espaiia es mads equitativa en 2011, si bien
a0% presenta un alto grado de desigualdad.

WOULMBOHZ — 8

20%,

20% 40% 60% 30% 100%
% ANUAL p,
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Se ha realizado un estudio sobre el consumo de gas (en m?) en las viviendas
de una urbanizacion durante el mes de enero, obteniéndose:

Consumo gas (m’) 50-100 100-200 200-400 400-—500
Viviendas 10 40 60 10

a) Representar el histograma de la distribucion.

b) Calcular el consumo medio de gas de las viviendas. ¢El valor hallado es
representativo de la distribucion?

c) Calcular el consumo mas frecuente.

d) Averiguar el valor del tercer cuartil de la distribucion del consumo de gas
y explicar su significado.

e) Si la factura del gas consiste en una cantidad fija de 20 euros mas 0,5
euros por m’> consumido, calcular la factura media de las viviendas y

determinar si la factura es mas dispersa que el consumo.

Solucién:

@ La variable estadistica X ="consumo del gas" agrupada en intervalos [Li ) Li+1)

n.
c, h =— N ;
n. C. . X. ¥.N. X n.
L. L amplitud ' ' ' ' b o
[ H P densidad
50 -100 50 10 0,2 10 75 750 56250
100 - 200 100 40 0,4 50 | 150 | 6000 900000
200 - 400 200 60 0,3 11? 300 | 18000 | 5400000
400 - 500 100 10 0,1 120 | 450 | 4500 | 2025000
29250 | 8381250
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0,4 = Poligono de frecuencias
0,3 E

/

50 100 200 400 500 > X

E El consumo medio de gas de las viviendas:

4 4

S Sin
29250 8381250

i=1

a,=xX= =243,75 m* a,=-= =69843,75
N 120 N 120

o’ =a, —a; =69843,75—(243,75)* =10429,6875

o, =/ 10429,6875 =102,1258 m’
102,1258 - L

Cv= Ox _ 2282838 0,42 (42%) coeficiente variacion de Pearson

X 243,75

El consumo medio de gas de las viviendas es de 243,75 m?, con una dispersion
del 42%, con lo que no es muy representativo.

@ El consumo mas frecuente se encuentra en el intervalo modal [100-200), que
es donde alcanza la maxima densidad de frecuencia.

h,—h,_, 0,4-0,2

=L+ c, =100+ 100 = 166,67 m°’
(h,—h_,)+(h,—h,,,) (0,4-0,2)+(0,4-0,3)

e Cuando existen distintas amplitudes, una moda aproximada viene dada por

i+1

la expresion: M, =L, +—
hi—l + hi+1

i+1
conlocual, M,=L +———

¢ =100+ —22 _100-160m®
+ h

i-1 i+1 0,2+0,3
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n—n_,

Si la amplitud de los intervalos es constante: M, =L, + c,
(ni - ni—l) + (ni - ni+1)

3N 3.120
@ El tercer cuatil Q, =P, percentil 75, siendo 2" 90, observando

en la tabla la columna de la frecuencia absoluta acumulada N, se tiene:

= 9050
+3 ¢ Q,=P,=200+———200=333,33 m’
N, —N, 11050

El 75% de las viviendas que consumen menos, consumen como maximo 333,33

m’ de gas.

@ Segun el enunciado, la factura del gas viene expresada por la relacion
Y=20+0,5.X, por lo que la variable estadistica X tiene un cambio de
origen y de escala.

La factura media: Y=20+0,5.X=20+0,5.243,75=141,875 euros
c; =Var(20+0,5.X)=0,5c;
c,=0,5.6,=0,5.102,1258 = 51,063 euros

51,063
cv=2r_222 _ g 36 (36%)
y 141,875

La factura del gas esta menos dispersa que el consumo.

NOTA: Cambio de origen y de escala

— E(Y)=E(aX+b)=ax+b

La media se ve afectada por el mismo cambio de origen y de escala efectuado

sobre la variable.
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2

Lk

=a X

k k k
(v=¥)n, ) (ax +b—ax—b)".n, (x,—%)".n,
GzZ; :g = 2; =
y N N N

Var(Y)=Var(ax+b)=a’.c>

La varianza no se ve afectada por el cambio de origen pero si por el cambio de
escala efectuado sobre la variable.

A partir de |a tabla adjunta, siendo N=11ey=0

X\y -2 0 1
0 0 1 0
1 3 n,, n,,
2 0 1 0

a) ¢Son independientes |las variables estadisticamente?
b) Rectas de regresién Y/x e X/y
¢) éQue parte de la varianza calculada de |la variable Y es explicada

por la regresién?, (Qué parte es debida a causas ajenas?

Solucioén:
a)
X\Y -2 0 .
0 0 0 1
1 3 n,, n,, 3+n,+n,
2 0 1 0 1
n,; 3 2+n,, n,., 5+n,+n, =11

~2.3+ 0+ n,
11

y= =0 > n,=6

De otra parte, 5+n,,+6=11 > n,,=0

Las variables X e Y son independientes cuando se verifica:
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X\ Y -2 0 1 .
n n
0 0 @nu 0 @ﬂ._,_ le-'/—'( ( J
1 3 0 6 9
1 1 2
2 0 1 0 1 st 2
n,, 3 (2in.| 6 11 11 11 11
3 3
sziyjnu
b) a11=‘=“=1—=i[—2.1.3+ 1.1.6]=0
N 11
» 5
X. N. X. N
_ &% 1.9+42.1 S e ) 13
a,,=X= = =1 a, = =—101°.9+ 2°.1| = —
10 N 11 20 N 11[ ] 11
13 [2
2
ol=a, —a,=——-1=— o =,—=0,43
X 20 10 11 11 X 11
> Sy
yln°l y]“‘l 1 18
— j=1 j=1 2 2
a,=y= =0 a,= =—1(-2)'.3+1°.6|=—
o =Y N o2 N 11 [( ) ] 11
18 18 18
2 _ _
ST = O P O Ty T

covarianza: m;; =0, =a;— d,.3,=0-1.0=0

e Coeficiente de regresion de Y sobre X (b,,, = pendiente de la recta):

0

11 __

Y/X_ GZ _2/11

X

b

y=a+b,x » 0=a+0.1 —» a=0

y=a+b,,x — y=0

Recta de regresion de Y sobre X: _
y-y=b,, (x-x) —» y=0

e Coeficiente de regresion de X sobre Y (b,,, = pendiente de la recta):

X/y

34



m 0
bX/y= ]2'1= =0
o, 18/11
x=a'+b, ¥y » 1=3a"+0.0 —» a'=1

x=a+b,, y — x=1

Recta de regresion de X sobre Y: _ _
x-x=b,, (y-y) > x=1

c) Como el coeficiente de determacién R*=b,,.b,, =0 > Lasrectas

X/y

son perpendiculares. En consecuencia, las variables X e Y estan incorreladas

18 18
Varianza residual delaY: ¢}, = o, (1-r’) > o) =-—(1-0)= —
11 11
18 18
6\2/ = 6$ explicada + GfY E = Gi explicada — Gi explicada = 0

Se han obtenido las siguientes expresiones para las rectas de regresion minimo
cuadraticas de una variable bidimensional (X, Y), donde X es el gasto mensual
en ocio e Y el gasto mensual en el transporte de un grupo de amigos.
y=4x+2 y=2x+10
Sabiendo ademas que la covarianza entre ambas variables m; =c, =60
a) Identificar cual es la recta de regresion de Y/x y de X/y.
b) Interpretar los coeficientes de las rectas de regresion.
c¢) Porcentaje de variabilidad explicada y no explicada por la recta.
d) Calcular la varianza residual en la regresion Y/x, écoincidira con

la varianza residual en la regresion X/y?. Justificar la respuesta.

Solucion:

Se analiza segun los valores del coeficiente de determinacion lineal
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recta 1

y=4x+2 rEgreSién X/y N x=_1+1y o 2
2 4 b — 1
* X/y 4
recta
y=2x+10 regresion Y/x a =10

b, =

Y/x

Coeficiente de determinacién: R*=b,, .

1
b, = x2=0,5<1

recta
y=4x+2 regresion Y/x . 2% 2
b,, =4
[
re.c,ta . ao —_5
y=2x+10 —regresionXly 5.y 1 1
2 Xfy = 5
1
Coeficiente de determinacién: R*=b,, .b,, =—x4=2>1
2

cosa que no es posible pues 0<R*<1

La recta de regresion de Y/x: y=2x+10

La recta de regresion de Y sobre X tiene mayor pendienteb =2

@ Al ser el coeficiente de determinacién lineal R>=0,5, la recta de regresién

de Y sobre X (y=2x+10) explica el 50% de la variabilidad dependiente y
el otro 50% es no explicado.

( m 60

b,,=—2 b 2=— b 0,=30
_my 1_60 2

bxly_ci g Z_(y_j - Gy—240

. =02.(1-R*’) » o7 =30.(1-0,5)=15

varianzas residuales: ) s 5 )
c,, =0, (1-R%) c,, = 240.(1-0,5)=120
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Las varianzas residuales no coinciden: o, =15 # o, =120

De una distribucion bidimensional (X,Y) se sabe que al aumentar los valores de X
aumentan los de Y. Se han obtenido la recta de regresion minimo cuadratica de
Y sobre X y se ha comprobado que la varianza residual es cero. Ademas se tienen
los valores de los momentos respecto al origen siguientes:

a,=2 a,,=40 a, =10 a,=125
a) Determinar la varianza debida a la regresidon de Y sobre X y el valor de la

covarianza.

b) Se hace el cambio de variable X* = 2X. Si se obtiene la nueva recta de regresion
de Y sobre X® ¢sera bueno el ajuste?. Razonar la respuesta.

c¢) Se decide cambiar la funcidn de ajuste de Y sobre X por una constante, Y =c.

Utilizando el método de los minimos cuadrados, determinar el valor de esta
constante para el caso.

Solucion:

a) Las varianzas de las variables X e Y, respectivamente, son:

Las varianzas de las variables X e Y, respectivamente, son:

2
Gx
2
y

=a,, —a;, =40-2>=36

o2 =a, —ay, =125-10° =25

Siendo o, =0, (1-R’)=0 - 1-R*=0 > R’=1 existe una dependencia

funcional, el ajuste es perfecto.

Para calcular la covarianza m, =G, se tiene en cuenta que el coeficiente

de correlacién lineal r=+R*>=1:

m, m m
r=./by,.by, = 0121'0'121_ *— = m,=0,.6,=,36.25=30

, OO,

El coeficiente de determinacidon R? es invariante ante un cambio
de origen y de escala, con lo que la bondad del ajuste ante el

cambio de variable X' =2X es idéntico.
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)] E(y)=Elc) > c=¥

Sea una distribucion bidimensional (X,Y). Con un cambio de origen y de
escala se introducen nuevas variables estadisticas (X*,Y") relacionadas
X*=n+mX

con las anteriores, de forma que | |
Y =q+pY

Momentos variable estadistica (X,Y): a,;, a,,,3,,,3y,,a5,,M,,,Mg,, M,

Momentos variable estadistica (X*,Y"): a,,a,,,a,,,3,,,3;,,M,,M,,,M;,

O Las medias se ven afectadas por el cambio de origen y de escala.

k

>

a, =% = _1 i(n+mx)—1 in+m 1 ix—n+ma
* N N i=1 | N i=1 N i=1 | *

X' =n+ma,=n+mX

Andlogamente a;, =q+pa,, — |y =q+pa,=q+py

O Las varianzas se ven afectadas por el cambio de escala.

k k k
. 1 e oy 1 1 Z
mj, =o’. =3 E (x! —aj,)’? =N E (A +mx. A —ma,)’ =mzﬁ (x,—a,)* =
i=1 i=1 i=1

22 2 o _ 2 2 _ 2 2
=m'c,=m'm,, B Mmy=mm, < oc.=mo,

2 2 2 2
m, © o.=p°cC

Andlogamente m_, =p Y

0 La covarianza es invariante ante un cambio de origen, pero no ante un
cambio de escala.

N

m}, = 1 Z(Xi’—alo)-(ya.—a:n):%Z(J{mexi_?{_mam)-(/{erVa—/f—PamF

k
1 E: .
=mp N (x;—a,).(y,—a,)=mpm,; > |m,=mpm,
i=1
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O Los coeficientes de regresion son invariantes ante un cambio de origen, pero no
ante un cambio de escala.

Sean los coeficientes de regresion de la recta Y sobre X (b, ) ydela
recta Xsobre Y (b, )

Analogamente, los coeficientes de regresion de la recta Y* sobre X* (b’. /x.)

y de la recta X" sobre Y* (b}, .)

. _mzl_mp-"iu_p m, p b . _ P
e = = =—, =—. —~ |b’. .=—.b
Y*/x . 7 Y/x Y*/x Y/x
o m'm mm, m m
Anal b, .=—.b
nalogamente ey p' X/y

o El coeficiente de determinacion R? es invariantes ante un cambio de origen
y ante un cambio de escala.

En consecuencia, también lo sera el coeficiente de correlacion r.

o2 ° ° p m
R = bY°/x° X bX'/y- = (_ I:)Y/Xj " (; bxlyj - I:)Y/x X I:,X/Y = Rz
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a) La variable estadistica X tiene X =2 y o, =1. Determinar la media aritmética,

. . o X-1
varianza y coeficiente de variacion de Pearsonde Y=——

b) La varianza explicada por una regresion lineal simple es el doble de la varianza
residual. ¢ Cuanto vale el coeficiente de deteminacion?

Solucion:

1 1 1 1 1
a) V=E(Y)=E|=X-=|= =.EX)-= > V= —.X-
) Y=E(Y) [2 2} 5 (X) 2 y >

2
1 1 1 1 1
c;=Var| = X-= =(—) Var(X)=—62 > o:=— b o,=—
2 2 2
1/2
SV VL
y 1/2

2 _ 2 2 _ 2 2
b) Gy - Gexplicada + Gry = zcry + Gry =30

2
2 _ 2 _ 0-ry_ 9/"2\//
o’ =c.(1-R) - R=1-—t=1- 1-
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Se han tomado cinco muestras de glucdgeno, de una cantidad fija cada una.
Se les ha aplicado una cantidad X de glucogenasa (en milimoles/ litro)

anotando en cada caso la velocidad de reaccién Y medida en p-moles/minuto.
Obteniéndose |la siguiente tabla:

X 1 2 3 10205
Y 18 | 35 | 60 8 10

Sabiendo que la reaccion no se ajusta al modelo de Michaelis-Menten,
se pide:

a) {Se deduce de estos datos que la velocidad de reaccion aumenta con la
concentracidon de glucogenasa?. Justificar la respuesta.

b) ¢Cual es el grado de prediccién?

Solucion:

a) La recta de regresion de Y sobre X: y—7=m—121 (x —Xx)
(0)

X

ixinio ixiznio iixiyinij
i=1

=X= i ~1,34 Q= " ~2,858 2. = i=1j=1

=54,92

c:=a,—(a,)’=2,858-1,7956 =1,0624

o, =a,, —(a,)* =1062,6 — 686,44 = 376,16

m,=0,=a; —

a,,a,, =54,92—1,34 26,2 =19,812

19,812

con locual, y—26,2= a (x—-1,34) > y=1,211+18,648 x

’

Como la pendiente b, =18,648>0 se puede afirmar que la velocidad
aumenta con la concentracion.

b) El grado de ajuste viene dado por el coeficiente de correlacién lineal:
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m, 19,812

.0, J1,0624 376,16

=0,991 grado de ajuste del 99,1%

e SPSS: Recta de regresion de Y sobre X: Menu Analizar - Regresion Lineal

Resumen del modelo

R cuadrado | Errortip. dela
Maodelo R R cuadrado corregida estimacidn

1 891= 882 976 3,341
a. Variables predictoras: (Constante), GLUCOGEMASA

ANOVAP
Suma de Media
Modelo cuadrados al cuadratica F Sig.
1 Regresion 1847305 1 1847305 165,454 J001=
Residual 33,495 3 11,165
Total 1880,800 4

a. Variables predictoras: (Constante), GLUCOGEMNASA
b. Variable dependiente: MOLES

Coeficientes?

Coeficientes
Coeficientes no estandarizad
estandarizados 0s
Modelo B Errar tip. Beta t Sig.
1 (Constante) 1,211 2451 494 655
GLUCOGENASA 18,648 1,450 891 12,863 001

a. Variable dependiente: MOLES

X, Y, y=1,211+18,648 x | (y,—-y)* | (y,-v.)’ | (y-¥)
1 18 19,859 67,24 3,456 40,23
2 35 38,507 77,44 12,299 151,46
3 60 57,155 1142,44 8,094 958,24
0,2 8 4,9406 331,24 9,360 451,98
05| 10 10,535 262,44 0,286 245,39
1880,8 | 33,495 1847,30
SCT SCR SCE

SCE= Z({,i ~y)*=1847,305 o> =SCE/5=369,461
SCR= Z(yi ~-v,)’=33,495 ©>=SCR/5=6,6991 SCT=SCR+ SCE
SCT=) (y,—y)’'=1880,8 o’ =SCT/5=376,16

y=1,211+18,648 x
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SCE 1847,305
R? = = =0,982 r=./0,982=0,991

SCT 1880,8
Variacion TOTAL Variacion No explicada Variacion Explicada
SCT SCR SCE
2=y = Yl-v)F o+ D2y -
coeficiente

determinacion r?

X\ AR Z(v. )
" Yy, -V Z(v v

o-2
ry
~ 2 2
—v.)' /N 2
Rz 1 Z(y| &)2/ =1 6; - R2= 1-— rZV [EEY Grzcrzy(l—Rz)
Dy -¥’/N o] y
o

Estudiando las unidades que se demandan de cierto producto de consumo (Y, en
miles) y las rentas familiares (X) en miles de euros, se tiene:

Rentas familiares 1 1,3 1,6 2 2,2 3 3,7 5
Producto consumo | 30 25 22 18 15 10 8 5

Ajustar una linea de regresion al nimero de unidades del producto de consumo
(Y) en funcidn de las rentas familiares (X). ¢Es fiable el ajuste?.

Solucion:
: 351
4 30] m
El diagrama de puntos sugiere un ¢ 25 J
ajuste de tipo hiperbolico. 5 20 .
:1 151 |
La funcién a ajustar sera: " 1ol -
d |
y = a-|-E : 5 [ ]
X s
0 1 2 3 4 5

renta familiar
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Se resuelve el sistema de ecuaciones normales:

n n
a.N + bE:l = zVi
) i=1 X; i=1
=~ 1 = 1 = 1
a —+b.)y —=) —
rentas unidades 1 1 1 R SCT SCE
X, Y, X, X x L S N (A A
1 30 1 1 30 32,026 178,891 4,103
13 25 0,769 0,592 19,231 24,636 70,141 0,132
16 22 0,625 0,391 13,750 20,018 28,891 3,929
2 18 0,500 0,250 9,000 16,015 1,891 3,940
2,2 15 0,455 0,207 6,818 14,560 2,641 0,194
3 10 0,333 0,111 3,333 10,678 43,891 0,460
3,7 8 0,270 0,073 2,162 8,659 74,391 0,434
5 5 0,200 0,040 1,000 6,409 135,141 1,985
19,8 133 4,152 2,663 85,294 535,875 15,178
. . { 8.a + 4,1524.b = 133 a=0,00459
Se tiene el sistema:
4,1524.a + 2,6631.b = 85,2944 b =32,02098

1
Regresion hiperbolica: y=0,00459 + 32,0209819 . —
X

. 1
con lo cual, y,=0,00459 + 32,0209819 . —
X.

Para analizar la bondad del ajuste hay que calcular el coeficiente de

determinacion.

Para ello, se calcula la suma de los cuadrados de las variaciones total y residual:

8 8
SCT=) (y,—y)*=535,875 SCE=) (y,—V,)*=15,1776

i=1 i=1

SCR =SCT - SCE=535,875-15,178 = 520,697

SCE _

RP=1-——=1-

15,1776 _

=0,9716
535,875
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El coeficiente de determinacion es del 97,16%, indicando que el ajuste mediante
la hipérbola equilatera es bueno.

e EXCEL:

ESTIMACION.LINEAL es una funcién matricial, por lo que antes de introducir la funcion debe seleccionarse el
rango de las celdas en las que se quiera que aparezcan los resultados (la dimensién méaxima que devuelve Excel

cuando se trabaja con una sola variable independiente es 5x2).
Finalmente, se pulsa simultdneamente la combinacion de teclas (Control + Mayusculas + Intro)

rentas unidades _ 1 ESTIMACION. LIMEAL
X. Y. z= x_ Conocido_y |BI:BB E = {30\ZSVZ2L1E1EhmE
I I ! Conocido_¢ [C1:C3 A = 41\0,7692307692307
1 30 1 Constante || E =
1,3 25 0,769 Estadistica [vERDADERG =] = VERDADERD
16 22 0,625 = {32,0209819001:504;0,00
I i la li jor describe los datos, calculad do el método de |
2 18 0’500 a?n\;;lz:iuuand?;itgz con la linea recka que mejor descripe os labos, calculada usando el método de los
2,2 15 0,455 Constante es un valor Sgico: la constante b se calcula de Forma normal si Const
= YERDADERD u omitida; b serd igual a 0 si Const = FALSO.
3 10 0,333
3,7 8 0,270
5 5 0,200 @ Resultado de la Farmula = 32,0209519 Acepkar | Cancelar
19,8 133 4,152
b =32,02098 a=0,00459
ETb =2,23186 ETa =1,28771
R? =0,97168 ET .. =159047
SALIDA EXCEL reeTeen
F =205,84194 g.l =6
SCR =520,69741 SCE = 15,17759
SCT =SCR + SCE=535,875

1

Regresion hiperbolica: y=0,00459 + 32,0209819 . —

X
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En la tabla adjunta se recogen las ventas de cemento en Segovia y en todo el
territorio espanol. { Qué ajuste sera mejor para determinar las ventas de
cemento en Segovia en funcién de toda Espafia, el lineal o el parabélico?

Afio | Espafia | Segovia
2000 19,7 0,7
2001 18,5 0,6
2002 18,5 0,6
2003 17,9 0,6
2004 16,2 0,5
2005 16,2 0,5
2006 18,2 0,6
2007 20 0,7
2008 21,7 0,6
2009 24,9 0,7

Solucién:

02

=
g
L
= =
- [x]

o
[=]
1
o
[=]
1

- *
-

* = 0,0212x + 02025
R = 05694

- +*
f

w = 00082 4 01525 - 1,407

-
th
1
o
th
1

Cermento en Segovia
o
i
Cermento en Segovia
o
I

RP= 072
0,3 4 03
0,2 0z
0,1 0,1
a T T T T a T T T T T
u} 5 10 15 20 25 20 i} 5 10 15 20 25 20

Cemento en Espania Cemerto en Espafia

Con Excel se obtiene un diagrama de dispersion y se dibuja una linea de

tendencia Lineal o Polinomial presionando con el boton derecho del raton sobre

uno de los puntos de dispersion, en la pestafia Opciones se elige el grado del

polinomio, se presenta ecuacion en el grafico y el coeficiente de determinacion.

El coeficiente de determinacion o grado de ajuste R =0,738 en el caso de un

polinomio de grado dos (una parabola) es mayor que el coeficiente de
determinacion lineal R> =0,5644 , en consecuencia es aconsejable un ajuste
parabolico.

46



[=]
o
|

[=]
1
L

=
[s3}
L

y= 0,004x + 0,1825x% - 1,4107  +
R*=10,738
*

y = 0,0012x° - 0,0775%° + 1,6538x - 11,1

R = 0,003 Adviértase que si se hubiera ajuste un
polinomio de grado tres el ajuste
hubiera mejorado, con un grado de

ajuste R* =0,8032

=
[ay]
L

[=]
(53]
L

Cemento en Segovia
[
E=N

[=]
ra
L

=

[}

10 18 20 25 30

Cemento en Espaiia

=
o 4

La ecuacidn a ajustar por minimos cuadrados que explica las ventas de cemento
en Segovia (Y) en funcion de las de Espafia (X) viene dada por la ecuacion

y=a+bx+cx*, donde (a, b y ¢) son los parametros a estimar.

Las ecuaciones normales quedan:

n n n n n ( n \
aN+b) x,+¢) X' =)y, N Dx D Dy,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
a
ay x+bY X +e) ¥ =>xy, b |bl.[Dx Dx Yx|=| D xy,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
c
a) xX+b) X’ +e) xi=>xy, x| | Doy,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Afios X; Yi xiz Xi3 xi4 X;Y; xi2 Yi
2000 19,7 0,7 388,090 7645,373 150613,848 13,79 271,663
2001 18,5 0,6 342,250 6331,625 117135,063 11,1 205,35
2002 18,5 0,6 342,250 6331,625 117135,063 11,1 205,35
2003 17,9 0,6 320,410 5735,339 102662,568 10,74 192,246
2004 16,2 0,5 262,440 4251,528 68874,754 8,1 131,22
2005 16,2 0,5 262,440 4251,528 68874,754 8,1 131,22
2006 18,2 0,6 331,240 6028,568 109719,938 10,92 198,744
2007 20 0,7 400 8000 160000 14 280
2008 21,7 0,6 470,890 10218,313 221737,392 13,02 282,534
2009 249 0,7 620,010 15438,249 384412,400 17,43 434,007

191,8 6,1 3740,020 74232,148 1501165,778 118,3 2332,334

10 10 10

N=10 > x;=191,80 ) x’=3740,020 ) x’=74232,148
i=1 i=1 i=1

10

D x; =1501165,778

i=1
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10 10 10
D v,=6,1 ) x.y,=118,30 ) x’y,=2332,334

i=1 i=1 i=1
Planteado el sistema de ecuaciones:
10.a+b.191,80+c.3740,020=6,1

a.191,80+b.3740,020+c.74232,148 =118,3
a.3740,020+b.74232,148 + ¢.1501165,778 = 2332,334

Se puede resolver por varios métodos, en forma matricial:

a 10 191,80 3740,020 6,1
b|.| 191,80 3740,020 74232,148 |=| 118,3 =
c) \ 3740,020 74232,148 1501165,778 2332,334

a 10 191,80  3740,020 )\ ( 6,1
— |b|=| 191,80 3740,020 74232,148 118,3
c 3740,020 74232,148 1501165,778 2332,334
MINYERSA
La matriz inversa se obtiene Matrz Jar c3 E o i
Utllizando Excel Con Ia OpCién Devuelve la matriz inversa de una matriz dentro de una matriz. = ClapeemaTRR
M I NVERSA' Como eS una funCIén Matriz es una matriz numérica con el mismo ndmero de filas v columnas, v

puede ser un rango de celdas o una constante matricial,

matricial se tiene que seleccionar
antes el rango de las celdas donde

Control + Maylsculas + Intro

aparece el resu |tad0 . @ Resultado de |a formula = 312,0266003 Aceptar | Cancelar
10 191,80 3740,020 - 312,027 -30,891 0,750
191,80 3740,020 74232,148 =( -30,891 3,073 -0,075
3740,020 74232,148 1501165,778 0,750 -0,075 0,002
312,027 -30,891 0,750 6,1

d
b|=|-30,891 3,073 -0,075 118,3
c 0,750 -0,075 0,002 )\ 2332,334
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|MMULT|

El producto de matrices se obtiene Matriz1 [a1:C3 3l - 1912,0266;:30,59073
. - Matriz2 |p1;03 Tl = {6,11118,32332, 334,
utilizando Excel con la opcion
= {-1,40719990000025,0, 1¢
M M U LT Devuelve el producto matricial de dos matrices, una matriz con el mismo ndmero de filas que Matrizl v
-7z = - columnas que Matriz2,
Como es u na fu nCIOn matrICIaI Se Matriz2 son las matrices que se desea mulkiplicar v debe tener el mismo

nimera de columnas que filas hay en Matriz2,

tiene que seleccionar antes el
rango de las celdas donde aparece

Control + Maylsculas + Intro

EI resu Itado . @ Resultado de |a Farmula = -1,4071999 Aceptar | Cancelar
a -1,4107
b|=| 0,1825
c —0,0040

La ecuacion de segundo grado (parédbola): y=-1,4107 +0,1825 x — 0,004 x’

La bondad de ajuste del modelo se calcula mediante el coeficiente de

determinacion R* =1 - SCE
SCT
Segovia SCT SCE
Afios X; Y, 9i (y; —V)z (\7; —V)z

2000 19,7 0,7 0,6492 0,0081 0,0026
2001 18,5 0,6 0,6115 0,0001 0,0001
2002 18,5 0,6 0,6115 0,0001 0,0001
2003 17,9 0,6 0,5884 0,0001 0,0001
2004 16,2 0,5 0,5075 0,0121 0,0001
2005 16,2 0,5 0,5075 0,0121 0,0001
2006 18,2 0,6 0,6003 0,0001 0,0000
2007 20,0 0,7 0,6568 0,0081 0,0019
2008 21,7 0,6 0,6866 0,0001 0,0075
2009 24,9 0,7 0,6807 0,0081 0,0004
191,8 6,1 0,0490 0,0128

10 10
SCT=) (y,—¥)*=0,04900  SCE=) (y,—-y)*=0,01284

i=1 i=1

.. . ., SCE 0,01284
Coeficiente de determinacion R =1-—=1-—-""-=0,7380
SCT 0,04900

El grado de ajuste es del 73,80%
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Una entidad bancaria ofrece un fondo de inversion con una duracién maxima de
dos afios y con un riesgo alto el primer afio.

Como informacidn, ofrece la tabla adjunta, donde aparece el dinero (en euros)
que podria haber recuperado una persona al haber cancelado su inversion al
cabo de un nimero determinado de meses a partir de su inversion inicial.

Tiempo Cantidad
(meses) recuperada
1 537984.,4
800078,5
942209,2
1251083,7
1461097
1565418
1703179,4
1595651,9
1814292,5
1732753,9

|||k |Ww|MN

=
o

a) Determinar un modelo explicativo para los resultados en funcion del tiempo.
b) ¢Qué resultados podria pronosticar si una persona retira su inversion en el mes
de octubre?, {con qué grado de prediccién?

Solucién:

Con el diagrama de dispersion de Excel, eligiendo Tipo y en Opciones
(representar ecuacion y coeficiente de determinacion), se observa que la linea
Optima de regresion que se ajusta a la cantidad recuperada es una funcién
logaritmica.

2500000 -

y =136850x + 587700
2 -
& 2000000 - R® = 0,8865
(]
o +
o
3 1500000 {
2 y = 587977Ln(x) + 452270
E 1000000 1 R? = 10,9593
=
T 00000 4 .
I:I T
0 2 4 B 3 10 12

meses
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El modelo logaritmico que refleja la cancelacion de la inversion Y respecto
a un periodo de tiempo determinado t: y=a+b Lnt

a.N+b.Zn:In t = zn:yi
i=1

i=1

a.gln t, +b.gnl:(ln t.)’ =znl:yi In't,

Ecuaciones normales del modelo <

resultando el sistema:

t; Int, Yi (Inti)z y;Int,
1 0 537984,4 0 0
2 0,69315 800078,5 0,48045 554572,1565
3 1,09861 942209,2 1,20695 1035122,6056
4 1,38629 1251083,7 1,92181 1734370,2786
5 1,60944 1461097 2,59029 2351544,9055
6 1,79176 1565418 3,21040 2804852,5248
7 1,94591 1703179,4 3,78657 3314234,0801
8 2,07944 1595651,9 4,32408 3318064,8469
9 2,19722 18142925 4,82780 3986408,0715
10 2,30259 1732753,9 5,30190 3989813,3000
15,10441 13403748,5 27,65024 23088982,7695

a.10+b.15,10441 = 13403748,5
a.15,10441+b.27,65024 =23088982,7695

Sistema que puede resolverse por varios métodos, en forma matricial:
a 10 15,10441 13403748,5
b/ (15,10441 27,65024 ) | 23088982,7695
a 10 15,10441) " ( 13403748,5
— =
b 15,10441 27,65024 23088982,7695

Matriz [a1:62 el = {10;15, 10441415, 104

MIMYER S8

- {0,571767955729115;-0,;
Devuelve la matriz inversa de una matriz dentro de una makriz,

Matriz &5 una matriz numerica con el mismo nimero de filas v columnas,
puede ser un rango de celdas o una constante matricial,

@ Resultado de |a Formula = 0,571 767954 Acepkar | Cancelar
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10 15,10441\" ( 0,5718 —0,3123
15,10441 27,65024) | -0,3123 0,2068

MMULT

Matriz1 |D1:E2 | = {0,571767953729118
Matriz2 |F1:Fz e = {13403748,5123086%

= {452269,70971621515587¢

Devuelve el producto matricial de dos matrices, una matriz con el mismo numero de filas que Matrizl v
columnas que Matrizz,

MatrizZ son las matrices que se desea multiplicar v debe tener el mismo
nimetro de columnas que filas hay en Matrizz,

@ Resultado de la Férmula = 452269, 7097 Acepkar | Cancelar |

a 0,5718 -0,3123( 13403748,5 452270 a=452270
B 23088982,7695

b) (-03123 0,2068 | 587977 b =587977

Modelo logaritmico: y=452270+ 587977 Lnt

b) Las predicciones y, pueden obtenerse sustituyendo los valores de laten el

~

modelo estimado vy, =452270+ 587977 Lnt, , con lo cual para el mes de octubre:

Y, = 452270+ 587977 Ln8 =1674933,799

El grado de prediccion viene reflejado por el coeficiente de correlacion r,

] .. ) ., SCE
siendo el coeficiente de determinacion R* = 1—5

10 10
donde, SCT=) (y,-y)*, SCE=) (y,—-V,)’
i=1 i=1
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Meses | C.recuperada Pronéstico SCT SCE
t; Yi y,=a+bLnt (y,-y) (y,-v,)*
1 537984,4 452269,6380 6,43830E+11 7,34702E+09
2 800078,5 859824,5338 2,91920E+11 3,56959E+09
3 942209,2 1098228,8648 1,58536E+11 2,43421E+10
4 1251083,7 1267379,4295 7,97291E+09 2,65551E+08
5 1461097,0 1398582,8007 1,45738E+10 3,90803E+09
6 1565418,0 1505783,7605 5,06444E+10 3,55624E+09
7 1703179,4 1596420,8806 1,31627E+11 1,13974E+10
8 1595651,9 1674934,3253 6,51664E+10 6,28570E+09
9 18142925 1744188,0915 2,24598E+11 4,91463E+09
10 1732753,9 1806137,6964 1,53961E+11 5,38518E+09

1340374,8500 1,74283E+12 7,09715E+10
R’ =1 —E =1- 7,09715E+10 =0,9593 — r=,0,9593=0,98

SCT

1,74283E+12

El prondstico se hace con una fiabilidad del 98%.

Si el modelo de
regresion tiene

Es un Modelo de Regresion Lineal

de dependencia estocastica entre

variables, una sera tratada como
variable dependiente, y el resto
seran variables independientes,

variables...

bajo unas hipotesis basicas.

Sigueine es facil...
Calculos,
Excel, SPSS
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http://www.estadistica.net/Algoritmos2/guia-descriptiva.html

Se desea estimar los gastos en alimentacion de una familia en base al nidmero de
miembros y a los ingresos mensuales. Para ello, se recoge una muestra aleatoria
simple de 15 familias, cuyos resultados se facilitan en la tabla adjunta. (El gastoe
ingreso se expresan en cien mil euros).

Gasto Alimentacion Ingresos Tamano
0,43 2,10 3
0,31 1,10 4
0,32 0,90 5
0,46 1,60 4
1,25 6,20 4
0,44 2,30 3
0,52 1,80 6
0,29 1,00 5
1,29 8,90 3
0,35 2,40 2
0,35 1,20 4
0,78 4,70 3
0,43 3,50 2
0,47 2,90 3
0,38 1,40 4

Solucion:

Al realizar un ajuste lineal de la funcion Y =b, +b.X, +b,X, + U, con una

muestra
aleatoria

y, € N(b, + b, X, +b, X,, 6°) independientes
Y =by +byx;; +bx;, +u,

u. € N(0,6°) independientes

por el método de los minimos cuadrados ordinarios (MCOQO) aparece el sistema
de ecuaciones normales:
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HM:
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X
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o
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ﬁM:
-
X
=N
+
O
N
FM:
-
X
[
X
]

Il
HM:
[y

X
[
<

Yi Xy X Xii Xii X1i Xyi X4 Yi X2 Yi
0,43 2.1 3 441 9 63 0,903 129
0,31 11 4 121 16 4,4 0,341 1,24
032 09 5 081 o5 45 0,288 16
0,46 16 4 256 16 6.4 0,736 184
125 6.2 4 38.44 16 248 7,750 5
0,44 23 3 5 29 9 69 1012 132
0,52 18 6 3.24 36 108 0,936 3,12
0,29 1 5 1 o5 5 0,29 145
129 8.9 3 79 21 9 26,7 11,481 3,87
0,35 24 2 576 4 48 0,84 07
0,35 12 4 144 16 48 0,42 14
0,78 47 3 2209 9 141 3,666 234
0,43 35 2 12.25 4 7 1505 0,86
0,47 2,9 3 841 9 87 1363 141
0,38 14 4 1.96 16 56 0532 152

8,07 42 95 188,08 219 140,8 32,063 28,96
con lo cual,

-

15 15 15
15b,+b, ) X, +b, D X, =)y,
i=1 i=1 i=1

15b, +42b, +55b, = 8,07

A

42b, +188,08b, +140,08b, = 32,063
55b, +140,08b, +219b, = 28,96

15 15 15 15
2 —
by D Xy +b, D b, Y Xk = D Xy,
i=1 i=1 i=1 i=1
15 15 15 15
2 _
bO ZXZi + bl lei x2i + bZ ZXZi - ZXZi yi
L i=1 i=1 i=1 i=1

Sistema que se puede resolver por varios métodos, en forma matricial:
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Xtx Xty

r ~ —
15 42 55 ) (b, 8,07
42 188,08 140,8||b, | = [32,063| —
55 140,8 219 )b, 28,96
(Xtx)~* Xty
g ~
b, 15 42 55 8,07
— |b, | =|42 188,08 140,8| |32,063|
b, 55 140,8 219 28,96
(b, 1,36 -0,093 -0,282)( 8,07
— |b, | =|-0093 0,017 0,013 || 32,063
b, -0,282 0,013 0,067 )| 28,96
b,) (-0,16
b,| =1]0,149 | —» y=-0,16+0,149x, +0,077x, + u,
b, \ 0,077 \ Modelo de regresién lineal ’

A partir de la ecuacion §,=b, +b, x,, +b, x,,+u, se obtienen las predicciones y
residuos asociados u, =y, —y, a las observaciones muestrales.

X

De este modo, se tiene:

- g . SCT SCE SCR
yl yl I yl yl (yi_y)2 (Vi_V)z (V;—V;)Z
0,43 0,2786 0,3839 0,0117 0,0241 0,0021
0,31 0,3896 0,3119 0,0520 0,0516 0,0000
0,32 0,6094 0,3591 0,0475 0,0324 0,0015
0,46 0,4576 0,3864 0,0061 0,0234 0,0054
1,25 1,0832 1,0718 0,5069 0,2823 0,0318
0,44 0,3058 0,4137 0,0096 0,0158 0,0007
0,52 0,9788 0,5702 0,0003 0,0009 0,0025
0,29 0,623 0,3740 0,0615 0,0273 0,0071
1,29 1,2034 1,3971 0,5655 0,7327 0,0115
0,35 0,0724 0,3516 0,0353 0,0352 0,0000
0,35 0,4032 0,3268 0,0353 0,0451 0,0005
0,78 0,6322 0,7713 0,0586 0,0535 0,0001
0,43 0,222 0,5155 0,0117 0,0006 0,0073
0,47 0,3874 0,5031 0,0046 0,0013 0,0011
0,38 0,4304 0,3566 0,0250 0,0333 0,0005
8,07 1,4316 1,3595 0,0721

56



Zn:(vi—V)z = Zn:(\“li—V)z + Zn:(vi—\?i)z

%f_J %K_J
SCT SCE SCR
sumacuadradostotal sumacuadradosexplicada sumacuadradosresidual
(n—1) grados libertad k gradoslibertad (n—k-1) gradoslibertad
Variacion Suma cuadrados Grados Media F
libertad cuadratica |Fisher-Snedecor
Expllcgfja SCE=Z(vi—\7i)z _ 13505 (2 SCE
(regresion) k o SCE/K
n ~ SCR/(n—-k-1)
. A SCR
Residual SCR=D"(§,-¥)*=0,0721 | n__1-12
— n—-k-1
Total SCT=) (v,-V)’=1,4316 | n-1=14
i=1

e Calculo de los coeficientes de determinacion y correlacion (multiple y simple)

Zn:(vi—\“/i)2

R? — SCE T3 ~1,3595

CSCT . 1,4316
D yi-y)

i=1

=0,9496 coeficiente determinacion

r=./0,9496 =0,9745 coeficiente correlacion

e Coeficiente de determinacion corregido por el nimero de grados de libertad

(SR 0,072
22_4_n-k-1_, 12 _, 0,006 o |
v s -1 w_l 0’1022—0,9412 determinacion corregido
n-1 14

Estimacion de la media condicionada

Estimar el gasto medio de una familia con unos ingresos de treinta mil euros
x, =3 con cuatro miembros de familia x, =4, con un nivel de confianza del

90%.

Aplicando el modelo de regresién: y=-0,16+0,149x, +0,077Xx,

Y,=-0,16+0,149x3+0,077 x 4=0,595
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1
ICE(VO) = 90 * ta/z,(n—k—l) sR (1 X1 Xz) (Xt X)_l X1
X

2

El error estandar de la estimacion:

@ SCR _ 0,0721
" n-k-1 15-2-1

=0,006 — s,=+/0,006=0,0775

to 05,1, =1,782
15 42 55 (1
IC.,,=|0,595+1,782x0,0775 |(1 3 4)| 42 188,08 140,8| |3 | |=
55 140,8 219 4
=[0,557; 0,633 ]
15 42 55 (1 1,36 -0,093 -0,282\(1
(1 3 4))42 188,08 140,8| (3 (=(1 3 4)|-0,093 0,017 0,013 (|3 |=
55 140,8 219 4 -0,282 0,013 0,067 )| 4
1
=(-0,0458 0,0075 0,025)| 3 |=0,0765
4

El gasto medio de una familia con unos ingresos de treinta mil euros, con cuatro
miembros de familia, se encuentra entre 55.700 y 63.300 euros, con una
fiabilidad del 90%.

Intervalos de confianza de los parametros del modelo de regresion

Intervalo de confianza para la varianza

n-k-1=12 s;=0,0721 s,=0,006 g, ., =21,026 ¥, ., =5,226

n-k-1)s2 n—k—1)s2 SCR SCR
Icl_a (02)= (xz ) R ; (XZ ) R | = XZ ; XZ =
o o o o
2, (nk-1) 1-%, (n—k-1) 2, (n—k-1) 1-%, (k1)
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_{ 0,0721 0,0721

; =[0,0034 ; 0,0138 ] > 0,0034<c°<0,0138
21,026 " 5,226

Varianza de los estimadores del modelo be N( b, ¢° |:Xt X:| _1)

-1
;.1 j4q =¢lementode [X" X}

Var(h)=c?[X'X] " =s2[X'X]" =0,006

2
Se9i41,i+1

de donde,

Var(b,)=0,00816 i o, =S, Jd.,. =+/0,00816 = 0,0904

Var(b,)=0,00009 +> G, =s, |/ 92,, =+/0,000096 =0,0098

Var(b,)=0,0004 > o, =S, Jds 5 =+/0,0004 =0,02

Intervalo de confianza para los coeficientes

Icl—a (bl ) = I: bi i t0L/2,(n—k—1) sR \[ qi+1,i+1 :|

Datos muestrales: 50 =-0,160 I31 =0,149 52 =0,077 s,=0,0775
to0s,12 =1,782

IC, 4 (b, )=[ —0,160 + 1,782x0,0904 | = [ -0,321; 0,001 | +> —0,321<b, <0,0006
1IC, 4 (b,)=[0,149 + 1,782x0,0098 | = [ 0,167 ; 0,1665 | > 0,1315<b, <0,1665

IC, 40 (b,)=[0,077 £ 1,782x0,02 | = [ 0,0414 ; 0,1126 | > 0,0414<b, <0,1126
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Contrastes de hipotesis individuales

Se puede plantear, como ejemplo, si la variable X, (nGmero de miembros

familiar) influye sobre la variable de respuesta Y (Gastos de alimentacion). En
otras palabras, si el valor del parametro en la poblacion es cero o0 no.

Para ello, se establece la hipotesis nula H,: b, =0 frente a la hipdtesis
alternativa H;:b, #0

L b,—b . L b
El estadistico observado t=—2—%, bajo la hipotesis nula resulta t=—-32

Sr+/ Y33 Sk \ " ¥

b,=0,077  s,q,,=0,0775x./0,0004 =0,00155 t,, ,,=1,782

- . b
Por tanto, el estadistico experimental t= Z__ = =49,67
S.4/d;; 0,00155

Siendo |t| =49,67 > t, ., ,, =1,782 se rechaza la hipdtesis nula, afirmando, con un

90% de fiabilidad, que el nUmero de miembros de la familia influye en los gastos
de alimentacion.

* Obsérvese que en el Intervalo de confianza IC,_, (b,)=[ 0,0414 ; 0,1126 |

el 0 no se encuentra en el intervalo, con lo que se rechaza la hipotesis nula
H,: b, =0, concluyendo que el nimero de miembros de la familia (tamafio) si

influye en los gastos de alimentaciéon (Y).
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EXCEL: Herramientas/Analisis de datos/Regresion

Regresion

Entrada

Zancelar

fyuda

$AEZEAELE £

$E$2i 16 EY

Rango ' de entrada:

Rango ¥ de entrada:

[ Ritulos [ Constante igual a cero Estadisticas de la regresidn
¥ Mivelde confirza 30 % Coeficiente de correlacion multiple 0,9745
Cpeeres de sali s 'T"Eﬂ::l‘r;.;:)sg Coeficiente de determinacidn R*2  0,9496
" Rango de salida: £ RA2 ajustadn 0’9412
j g r
F e 7 Error tipico 0,0775
{+ Enun libro nueva .
N Observaciones 15
I Residuos [ Grafico de residuales
| Residuos estandares [¥ Curva de regresion ajustada
Probabilidad normal
| @réafico de probabilidad normal
ANALISIS DE VARIANZA
Grados de Suma de Promedio de los =
libertad cuadrados cuadrados
Regresion 2 1,3595 0,6798 113,1414
Residuos 12 0,0721 0,0060
Total 14 1,4316
';r=—ﬂ,150 +0,148x, +0,077 x,
Coeficientes| Error tipico | Estadistico t | Inferior 30,0% | Superior 90,0%
Intercepcion -0,160 0,0904 -1,7752 -0,3216 0,0006
Variable X 1 0,149 0,0100 14,9155 0,1310 0,1665
Variable X 2 0,077 0,0201 3,8253 0,0411 0,1128

|cj__aj{bj}=[—o,1ea + 1,782 x0,0904 | > —0,321 <b, <0,0006

IC, 5, (b, ) =[0,149 + 1,782x0,0088 | 1> 0,1315 <b, <0,1665

IC, », (b, )=[0,077 + 1,782x0,02 | = [ 0,0414 ; 0,1126 | > 0,0414<b, <0,1126
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SPSS: Analizar/ Regresion / Lineal

-

@ alimentacion.sav [Conjunto_de_datosl] - Editor de datos SPSS E@

Archivoe Edicion  Ver Datos Transformar Analizar Graficos  Utilidades Ventana 7

= i Regresion lineal @
1: & Ingresos_Familizres il Aceptar Visible: 3 de 3 vari
& Miembros_Familia |  Gasto_Aimertacion_| var var var var_ .
Blogque 1de 1 —
Arteior = Regresion lineal: Opciones =)
Independientes: Cancelar Criterios del método por pasos
& Ingresos_Familiares o Ayuda (@ Usar probabilidad de F
: m - Cancelar
& Miembros_Famits Enirada: 05  Saida: 10
(7) Usar valor de F Fyuda

Método: Ertiada [3.84 | Salida [271

Variable de seleccion: ) .
Incluir constante en la ecuacion

E—
Valores perdidos

Btiquetas de caso: () Bxcluir casos sequn lista

Ponderacidn MCP: (@ Reemplazar por la media

1 Bxcluir casos segln pareja

|

Estadisticos. .. [Gréﬁms... ] [Guardar... ] [Opdon&a...] 4| [T | |

Regresion lineal: Estadisticos Regrs'lén lineal; Graficos

Coeficientes de regresisn Ajuste del modelo

Estimaciones [ Cambio en R cuadrada

[ Intervalos de confianza [ Descriptivos

Matriz de covananzas [ Comelaciones parcial y semiparcial
Diagndsticos de colinealidad

=2
Dispersién 1 de 1 [Co_]
Arterior Siguiente
Y: [*ZPRED Ayuda

Cancelar

il
4

Residuos X |*ZRESID

Durbin-YWatson

[F] Diagniésticos por caso Graficos de residuos tipficados [ Generar todos los gréficos parciales
Histograma

(@) Valores atipicos a mas de: |3 desviaciones tipicas

Todos los casos Grafico de prob. nomal

Histograma Variable dependiente: Gasto_Alimentacion
‘Varlable dependiente: Gasto_Allmentacion
1,04
7 ] 05
Media =2,36E-16 3
Degviacion tipica =0 926 @
= =15 w06
e @
s £
o
-E- _: 0,4
g
o
024
00— T T T T T
-1 o 1 E 0,0 02 04 05 08 10
Regresien Residus tipificade Prob acum observada
En el histograma de los residuos se observa El grafico de normalidad refleja que el
gue el modelo de regresién se ajusta bien a una modelo de regresion se ajusta muy bien
distribucién normal. a la diagonal del primer cuadrante.
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e Se representan los residuos tipificados o estandarizados (ZRESID) frente a los
valores pronosticados o predicciones tipificadas (ZPRED). El resultado tiene que
ser una nube de puntos totalmente aleatoria, es decir, no se observan tendencias
ni patrones en la representacion grafica. Si se cumple esta condicidn se acepta la
hipotesis de linealidad y de varianza constante (homocedasticidad) de los
errores. Dos supuestos del analisis de regresion.

o Al representar los valores observados frente a los predichos (DEPEND vs.
ZPRED) se deben alinear en la diagonal del cuadrante, si hay mucha dispersion
o0 variabilidad entonces no se cumple la hipotesis de homocedasticidad. Si la
dispersion no es muy grande, existe igualdad de varianzas.

Resumen del modelot

R cuadrado Errortip. de |2
Maodelo R R cuadrado corregida estimacidn Duurbin-Watson

1 JA74R8 9496 9412 07751 1177
a. Variables predictoras: (Constante), Miembros_Familia, Ingresos_Familiares

B. Variable dependiente: Gasto_alimentacion

El estadistico de Durbin-Watson con un valor de 1,177 no deja claro la presencia

2 —u)? DW~2 si p=0
0 no de autocorrelacién: pw=-""————~2(1-r) > {DW~0 sip=1
Zuf DW~4 sip=-1
i=1
ANOVAP
Suma de Media
Maodelo cuadrados al cuadratica F Sig.
1 Regresidn 1,3595 2 680 113,141 J0o0e
Residual 0721 12 L0086
Total 1,4316 14

a. Variables predictoras: (Constante), Miembros_Familia, Ingresos_Familiares
b. Variable dependiente: Gasto_alimentacion

A un nivel de confianza (1— o) se rechaza la hipdtesis nula H,: b, =b, =0 (el
modelo no es explicativo), cuando F .. 4 2F. . niy

_ SCE /2
212 SCR/(15-2-1)

=113,141>9,4081 =F,,, ,,

Asi, pues, se rechaza la hipotesis nula, el contraste de la F de Fisher-Snedecor
indica claramente la influencia del modelo en la variable respuesta.

De otra parte, siendo el p-valor (Sig)=0<0,05 se rechaza la hipotesis nula de

que la variabilidad observada en la variable respuesta sea explicada por el azar.
Se admite que hay algun tipo de asociacion entre la variable dependiente y las
independientes.
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Coeficientesa

Coeficientes no Coeficientes Estadisticos de
estandarizados estandarizados i Sig. colinealidad
Modelo B Error tip. Beta Tolerancia FIv
1 (Constante) - 160 090 -1,775 Jo1
Ingresos_Familiares 149 010 1,044 14 915 000 857 1,166
Miembros_Familia KT 020 268 3,825 ooz 857 1,166

4. Variable dependiente: Gasto_Alimentacion

Modelo estimado: y=-0,160+0,149 x, + 0,077 x,

Como la constante b, =—0,160 no resulta estadisticamente significativa
(p—valor=Sig=0,101>0,05) se puede eliminar del modelo de regresion.

Los valores de Beta (pendiente de la recta de regresion) positivos indican una
relacion directa entre X, e Y. Los valores de Beta negativos indican una relacion

inversa. La hipdtesis nula en los contrastes de hipotesis de las pendientes sefiala
que Beta=0.

Como las dos variables independientes tienen una pendiente estadisticamente
significativa (p — valor = Sig < 0,05) no se elimina ninguna variable del modelo.
Si alguna de ellas no hubiese sido estadisticamente significativa se podria
eliminar del modelo de regresion.

Cuando existe colinealidad o multicolinealidad (correlacion entre las variables
independientes del modelo de regresion) las variables estan correlacionadas
entre si y se reduce el poder predictivo de las variables independientes tomadas
individualmente. En otras palabras, cuanta mayor sea la colinealidad menor
sera la varianza explicada por cada variable independiente.

La colinealidad se detecta examinando la matriz de correlaciones entre las
variables independientes, cuando los valores son altos es probable que exista
colinealidad.

L os estadisticos de multicolinealidad son el VValor de Tolerancia (TOL) y el
Factor de Inflacion de la Varianza (FIV).

Se tiene multicolinealidad cuando el Valor de tolerancia (TOL) es préximo a
cero o El Factor de Inflacidn de la VVarianza (FIV) es mayor que 4.

La situacion ideal es tener variables independientes (X,, X,) altamente

correlacionadas con la variable dependiente Y pero con poca correlacion entre
si.
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Correlaciones

Gasto_ Ingresos_ Miembros_
Alimentacion Familiares Familia
Correlacion de Pearson  Gasto_Alimentacion 1,000 842 - 126
Ingresas_Familiares 042 1,000 - 378
Miembros_Familia - 126 -378 1,000
Sig. (unilateral) Gasto_Alimentacion ) 000 327
Ingresos_Familiares ooo ) 083
Miembros_Familia 327 083 )
M Gasto_Alimentacion 15 15 15
Ingresos_Familiares 15 15 15
Miembros_Familia 15 15 15
ry =1 fy, =0,942 1, =-0,126
R,=|r,=0,942 r, =1 ., =—0,378
Ny = -0,126 Nx, = -0,378 Nx, = 1

e Coeficientes Beta de la regresion parcial:

r, —r, xfr r, —r. xfr

oYXy YX; T Xy Xy L YX1~ XpXg
VX1 Xy 2 VX5 Xy 2
1-r.,, 1-r .

r\lx1 B rVsz rX1 X2 _ 0, 942 — (_0; 126)" (—0, 378)

b, ., = =1,044
YXa-Xe 1-r., 1-(—0,378)’
Fx, T, N,x, —0,126-0,942x(-0,378
b, , =YYl ma_ "(2 ) _0,268
2% 1-r2, 1-(-0,378)
2 2
+ 1y —2x Fy x My x T,
o Coeficiente de determinacion maltiple: R%,, =—— . L AR
172 _ rx1x2
5 0,942 +(-0,126)* —2x0,942x(—0,126)x(-0,378)
wx, = 3 =0,9492
e 1-(-0,378)
e Coeficientes de correlacion parciales:
Fox. = Fyx X Py x Correlacidn parcial de las variables (Y,X,)
r — 1 2 172
XX, \/(1 —r2 )x(1-r%,) dejando constante la variable X,
— X P x, Correlacidn parcial de las variables (Y, X,)

r'YX
Nyx,.x, = 2 . .
\/(1 — rvle )x (1— r)fle ) dejando constante la variable X,
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0,942 -(-0,126) x (0,378
yx, x, = ( ) x{ ) =0,9747

Ja-(-0,126) ]x[(1-(-0,378)]

_ (-0,126)(0,942)x (-0,378)
J(1-0,942%)x[ 1 (0,378) ]

=0,741

YX,.X,

2

* El coeficiente de determinacion semiparcial Ry 4 )

de las variables (Y,X,) es
el incremento del coeficiente de determinacion R}, , que se produce al incluir

la variable X, en la ecuacion de regresion: Ry, , | =Ry, —fy
RYux,) = Rixx, —frx, =0,9492—(-0,126)° =0,933 > r,,,,=+/0,933 =0,966

RYoox) = Rixx, —frx, =0,9492-0,942° =0,061 > r,,,,=+/0,061=0,248

Coeficientes?

Coeficientes no Coeficientes

estandarizados estandarizados t Sig. Correlaciones
Modelo B Error tip. Beta Orden cero |Parcial | Semiparcial
(Constante) - 160 080 1,775 | 101
Ingresos_Familiares 149 010 1,044 14,915 | 000 B4z 74 866
Miembros_Familia R 020 268 3,825 | 002 - 126 T4 243

a. Variable dependiente: Gasto_Alimentacion
y=—0,160+0,149 x, + 0,077 x,

ly=1,044 x, + 0,268 x, |

y=-0,160+0,149 x, + 0,077 x,

y=1,044 x, + 0,268 x,
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Un ndmero indice es una medida
estadistica que sirve para caracterizar

la evolucidn de una variable o fenadmeno
economico entre dos momentos
diferentes del tiempo.

Un nimero indice caracteriza la evolucion temporal
de una variahle, por tanto se debe conocer el valor
de la variable en dos momentos del tiempo, uno de
ellos sera el momento de referencia o periodo-hase.
i
4 La forma mas usual de elaborar un indice
1 consistira en asignar al valor real de la
magnitud en el periodo base el valor de 100
y hallar los correspondientes en cada
periodo sucesivo.

1

‘i =T

'f# P n ealid

Simples
Nameros indices Sin ponderar
Laspeyres
Paasche
Edgeworth
Fisher

Compuestos
Ponderados

En la tabla se recogen los indices de Precios Industriales para Espafia con base
1980 y 2010 para los meses de diciembre de cada afio.

Diciembre Base 1980 Base 2010

2007 429,70

2008 444,49

2009 460,67

2010 471,12 102
2011 102,6
2012 104,2
2013 107,7
2014 113,3
2015 118,3

a) Completar latabla de IPI.
b) Tabla donde se reflejen los Precios de indices Industriales con base 2015

Solucién:
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a) Para enlazar dos series basta con determinar la relacién existente entre los

valores de dos bases del mismo periodo.

471,12

La relacion o coeficiente de enlace con base 1980: =4,6188
. . 02
Tomando 2010 como base, el coeficiente de enlace: 5 =0,2165
Diciembre Base 1980 Base 2010
2007 429,70 429,70 x 0,2165 = 93,03
2008 444,49 444,49 x 0,2165 = 96,23
2009 460,67 460,67 x 0,2165 = 99,73
2010 471,12 102
2011 102,6 x 4,6188 = 473,89 102,6
2012 104,2 x 4,6188 = 481,28 104,2
2013 107,7 x 4,6188 = 497,45 107,7
2014 113,3x 4,6188 = 523,31 113,3
2015 118,3 x 4,6188 = 546,41 118,3

b) Una operacién similar al enlace de series es el cambio de base para una serie
concreta. Para que la serie con base 2010 tenga el valor 100 en 2015, se requiere
encontrar el coeficiente que haga esta transformacion:

coeficiente transformacion: 0 =0,8453

Diciembre| Base 1990 | Base 2010 (DicieBm&})Sr(Z Zzo(zgf 100
2007 429,70 93,03 93,03 x 0,8453 = 78,61
2008 444,49 96,23 96,23 x 0,8453 = 81,34
2009 460,67 99,73 99,73 x 0,8453 = 84,30
2010 471,12 102 102 x 0,8453 = 86,22
2011 473,89 102,6 102,6 x 0,8453 = 86,73
2012 481,28 104,2 104,2 x 0,8453 = 88,08
2013 497 45 107,7 107,7 x 0,8453 = 91,04
2014 523,31 113,3 113,3x0,8453 = 95,77
2015 546,41 118,3 100
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En el cuadro adjunto se reflejan las cantidades en euros que cobraba
mensualmente un directivo de empresa, asi como el indice de precios
de consumo (IPC) elaborado por el INE con base 2005.

Afios Sueldos mepsuales IPC (Base 2005)
euros corrientes

2012 2900 172,5

2013 3400 199,3

2014 3850 228,3

2015 4280 261,3

2016 4550 291,3

Analizar la variacién del poder adquisitivo mensual del directivo.

Solucién:

Como el IPC se encuentra expresado en base 2005 y la serie de sueldos
se inicia en el afio 2012, hay que efectuar un cambio de base del IPC con
base 2012:

Coeficiente transformacion: 0 =0,58
172,5
Afios |, 1PC IPC unitario | curos constantes 2012
2005 = 100 2012 =100 B
2012 =1
2012 172,5 100 1 2900

2013 199,3 199,3x0,58=115,6 1,156 3400/1,156 =2941,18

2014 228.3 228,3x0,58=132,4 1,324 3850 /1,324 =2907, 85

2015 261,3 261,3x0,58=151,5 1,515 4280 /1,515 =2825

2016 291,3 291,3x0,58 =169 1,69 4550 /1,69 =2692,31

Para conocer los sueldos reales o poder adquisitivo hay que deflactar la serie
para expresarlos en euros de 2012,

Euros de cada ano
Euros de 2012 =

IPC unitario

Tabla de sueldos mensuales en euros corrientes y en euros constantes,
expresando de bajo el porcentaje de aumento salarial mensual de cada afio
con respecto al anterior:

69



Aumento salarial entre 2012 y 2016 en euros corrientes:

Afios Sueldos mensuales Sueldos mensuales
euros corrientes 2005 euros constantes 2012
2012 2900 2900
3400 2941,18
2013 34002900 _ 17,24% 2941,18-2900 _ 1,42%
2900 2900
3850 2907,85
2014 3850 —3400 _ 13,24% 2907,85-2941,18 _ _1.13%
3400 2941,18
4280 2825
2015 42803850 _ 11.17% 2825-2907,85 _ 2 85%
3850 2907, 85
4550 2692.31
2016 4550—4280 _ 6,31% 2692,31-2825 _ _a.7%
4280 2825
4550-2900

Aumento salarial entre 2012 y 2016 en euros constantes:

2692,31-2900

2900

=-7,16%

=56,9%

El sueldo real o poder adquisitivo del directivo ha disminuido un 7,16% entre
los afios 2012 y 2016.

Sueldo real o poder adquisitivo =

Sueldo corriente

IPC unitario
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En la tabla adjunta aparecen distintos articulos, precios (en céntimos de euros) y
cantidad vendida entre 2012 y 2014

2012 2013 2014
Articulos || precios cantirfiad precios cantirfiad precios cantir:'iad
vendida vendida vendida
Pan 38 150 44 200 48 240
Huevos 130 400 150 580 215 560
Leche 88 700 100 780 110 925
Pollo 160 400 190 400 205 375

a) Calcular los indices compuestos sin ponderar de precios de Sauerbeck, media
geométrica, media armonica, y de Bradstreet-Diitot.
Comentar los inconvenientes de estos indices.

b) Determinar los indices de precios de Laspeyres, Paasche, Edgeworth y Fisher
para 2014, con afio base 2012.

Solucion:

a) Utilizando la media aritmética se obtiene el indice de la media aritmética

. f 1 v p,
simple o indice de Sauerbeck: [ =—.Z&.1OO
m

i=1 piO
, Precios
Articulos 575 2013 2014
Pan 38 44 48
Huevos 130 150 215
Leche 88 100 110
Pollo 160 190 205
1 < 1[44 150 100 190 ]
s == 3 Paoss g0 | 22, 222 22 2 ) 100=115,89
AT 4’38 130 88 160
. i ]
e =1 5 Pas ggq 1148 215 110 205100 436,21
AT 4’38 130 88 160

e Indice media geométrica: I =m/Hﬁ . 100
i=1 pio

o15_ | 44 150 100 190
2012\ 387130 88 160

.100=115,88
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pou_ [ 48 215 110 205

2012~ . . . .100=135,25
38 130 88 160
. _ o t m
e Indice media armonica: I, =— .100
ij
i=1 pit
osz = 4 100 =115,86
201238 130 88 160° !
—+ + +
44 150 100 190
2014 4
Lo, = .100 =134,37

202738 130 88 160
T+
48 215 110 205

i=1

e Indice media agregativa simple o de Bradstreet-Datot: I} =

ZPZOB
= 44 +150+100 +190
B =100 = .100=116,35
38 +130 + 88+ 160
p2012
i=1
>
p2014
s 48 +215+110+ 205
P = 10= .100 = 138,94
38 +130 + 88 + 160
p2012

Los diferentes precios o cualquier otro concepto que se refiera a los m articulos
tienen la misma importancia o peso especifico. Obviamente, esto no es correcto,
cada magnitud simple tendra distinta importancia, que variara en funcion de la
finalidad del indice.

Otro problema que presentan los indices compuestos sin ponderar es la
heterogeneidad en las unidades de medida de los diferentes articulos que
intervienen en la agregacion para obtener la magnitud compleja. En esta linea,
estos indices cambian si se cambia la unidad de medida de un articulo.

Estos dos tipos de inconvenientes quedan solventados al introducir los indices

compuestos ponderados. El primero, asignando coeficientes de ponderacion a
cada articulo o magnitud simple.
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El segundo, transformando las diferentes magnitudes a través de una unidad de
cuenta comun a las mismas unidades. Para ello se introduce el concepto de valor
en Economia, que es el producto del precio por la cantidad V = P.Q

b) Indices compuestos de Laspeyres, Paasche, Edgeworth y Fisher

73

|'2012 4
2 ,pzo1z Q2012

2012 2013 2014
, Precio | Cantida Precios | Cantidad| | Precios | Cantidad
Articulos S d
p q p2013 q2013 p2014 q2014
2012 2012
Pan 38 150 44 200 48 240
Huevos 130 400 150 580 215 560
Leche 88 700 100 780 110 925
Pollo 160 400 190 400 205 375
Z plt qu Zplo qlt
e Indices Laspeyres: P ——.100 =——.100
Z Z pIO q|0
Zp.t a, D P,
o Indices Paasche: P, =————.100 Q, =-——.100
Zplo q|t Zpit q
i=1
Laspeyres Paasche
Articulos |  Pygs a2 | Paozz @01z || Paoa Yaosa Pao12 G204
Pan 7200 5700 11520 9120
Huevos 86000 52000 120400 72800
Leche 77000 61600 101750 81400
Pollo 82000 64000 76875 60000
252200 183300 310545 223320
Zp2014 q2012 252200
Indice Precios de Laspeyres: P, = .100 = .100=137,59
183300




Indice Precios de Paasche:

P 2014 = =
Pzo12 223320
Z P2012 Y2014

Zp.t (g, +a;)

4
Zp2014 q2014 310545

Zq.t (pio +p:)

.100=139,06

e indices Edgeworth: P = =l .100 .100
ano (qIO +q|t) uno (pIO +plt)
Edgeworth
Artl’cu IOS p2012 p2014 (q2012 + q2014) p2012 (q2012 + q2014) p2014 (q2012 + q2014)
Pan 38 48 390 14820 18720
Huevos 130 | 215 960 124800 206400
Leche 88 110 1625 143000 178750
Pollo 160 | 205 775 124000 158875
406620 562745
Indice Precios Edgeworth:
4
Z p2014 (q2012 + q2014)
- 562745
Ey2008 = 2 = ocegq 100 =138,40

p2012 (q2012 + q2014)

i=1

e Fisher propuso como indices de precios y de cantidades las medias

geométricas

de los respectivos indices de precios y cantidades de Laspeyres y Paasche:

Indice Precios Fisher: P s =

P, =

Fo

P.P

Lo Po

2012

P 2014 2014
L 2012 P2012
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Una empresa estudia la evolucidon de los precios en euros de tres componentes
(A, B, C) parauna pieza en los dltimos 5 afos.

a)

b)

c)

d)

=t

Ano A B C
3 4 1
4 6 1,5
3 6,5 2

4,5 7 2,5
7 4 3

NiEs|wW|M| =

Calcular un indice simple para estudiar la evolucion de los precios del
componente A tomando como periodo de referencia el afio 1.

Calcular un indice conjunto de la evolucidn de los precios utilizando una
media aritmética de indices simples y tomando como referencia el afio 1.

Analizar como varian los resultados si escoge otros promedios como la
media geométrica.

Suponiendo que en cada pieza van 5 unidades del componente A, 10 del B
y 15 del C. Calcule indices de precios conjuntos para los tres componentes
tomando como referencia el periodo 1 y usando una media aritmética
ponderada de los indices simples. Analice como varian los resultados, y
cual es el incremento medio anual de precios a partir del indice compuesto
media aritmética ponderada.

Solucion:

a) Indice simple de la evolucion de los precios tomando como periodo de

referencia el afo 1:

Indice Simple Precios
Afo | A C A B C
1 3 | 4| 1| (/3)100 | 100 (4/4)100 100 (1/1)100 100
2 4 | 6| 15| (4/3)100 | 13333 (6 /4)100 150 | (1,5/1)100 150
3 5 |65 2 | (5/3)100 | 166,67 | (6,5/4)100 | 16250 | (2/1)100 200
4 | 45| 7| 25 |(4,5/3)100| 150 (7/4)100 175 2,5.100 250
5 7 | 4] 3 |(7/3)100 | 233,33 (4/4)100 100 3.100 300
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b) Indice conjunto de la evolucion de los precios utilizando una media
aritmética de indices simples y tomando como referencia el afio 1

Afo A B C Media aritmética
1 100 100 100 300/3 = 100 100
2 | 133,33 150 150 433,33/3= 144,44 144,44
3 | 166,67 | 162,50 | 200 529,17/3=176,39 176,39
4 150 175 250 575/3=191,67 191,67
5 | 233,33 100 300 633,33/3=211,11 211,11

¢) Indice conjunto de la evolucion de los precios utilizando la media geométrica:

3 3
Afo| A B C I s 1
i=1 i=1

100 | 100 | 100 | 12000000 100

133,33 150 150 3000000 144,22496
166,67 | 162,50 | 200 | 5416666,67 | 175,62137

150 175 250 6562500 187,22181
233,33 100 300 7000000 191,29312

OlRWIN -

d) Indice conjunto de la evolucion de los precios utilizando la media ponderada:

Afio A B C Media
(5 unidades) | (10 unidades) | (15 unidades) | ponderada
1 100 100 100 100
2 133,33 150 150 147,22
3 166,67 162,50 200 181,94
4 150 175 250 208,33
5 233,33 100 300 222,22

5.100 +10.100 + 15.100 / (5+ 10+ 15) =100
5.133,33+10.150 +15.150 / (5+ 10 + 15) = 147,22
5.166,67 + 10.162,50 + 15.200 / (5+ 10+ 15) = 181,94
5.150 +10.175+15.250 / (5 + 10+ 15)= 208,33
5.233,33+10.100 + 15.300 / (5+ 10 + 15) = 222,22

u A W N B
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El incremento (tasa) medio anual de precios a partir del indice compuesto:

Afo A B C Media Incremento IS T
5 unidades | 10 unidades| 15 unidades | ponderada (Tasa)

1 100 100 100 100
2 | 133,33 150 150 147,22 0,47222 47,22
3 | 166,67 162,50 200 181,94 0,23584 23,58
4 150 175 250 208,33 0,14503 14,50
5 | 233,33 100 300 222,22 0,06667 6,67

1

2 (147,22/100) — 1 = 0,47222

3 (181,94/147,22) — 1 = 0,23584

4 (208,33/181,94) — 1 = 0,14503

5 (222,22/208,33) — 1 = 0,06667

Se conoce la informaciéon sobre la evolucidn de precios de los bienes y servicios
consumidos por un estudiante. Completar el cuadro con las cantidades
correspondientes.
Afio indice indice indice indice indice
General cafeteria |transporte| ocio otros
2010 149% 157% 133% 142%
2011 160% 165% 143%
Ponderacion 100% 15% 35% 20%
% Variacion 4,225%
Solucién:
" Indice Indice Indice | Indice Indice
Ano ! .
General cafeteria transporte 0ocCIOo otros
2010 149% 157% 133% 142%
2011 160% 165% 143% 148%
100% 15% 35% 30% 20%
Ponderacion
% 7,383% 5096% | 7,519% | 4,225%
Variacion

Cafeteria 2010 —

% TVCafeteria 2011 __ |::Cafeteria 2011

Cafeteria 2010

160
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Transporte 2010 ~

% TVTransporte 2011 __ |:|Transporte 2011

io 2011
% TVOcno 011 __

Ocio 2010 —

Otros 2011

Transporte 2010

|: IOcio 2011
IOcio 2010

= _1

=142 x (1+0,04225)=148%

-1/.100= 165 -1
157
143

~1/.100=
} [133

]100=

} .100=7,519%

5,096%

N Indice Indice Indice | Indice Indice
ANo . .
General | cafeteria |transporte| ocio otros
2010 145,6% 149% 157% 133 % 142%
2011 154,25% 160% 165% 143 % 148%
100% 15% 35% 30% 20%
Ponderacion
% 5,914% 7,383% 5,096% | 7,519% | 4,225%
Variacion

El Indice General es como un IPC, un indice de Laspeyres, denotando por I.
los indices de cada grupo y w, las ponderaciones de cada bien o servicio:

4
zlli.wi
i=1

149.15 + 157.35 + 133.30 + 142.20
L =———= =145,6%
15 + 35 + 30 + 20
Wi
i=1
a
2w, 160.15 + 165.35 + 143.30 + 148.20
iz . + . + . + .
L == —= =154,25%

15+ 35+ 30 + 20

M

General 2010 —

% TVGeneraI 2011 __ |:

- 1:|.100

_[154,25

—11.100=5,914%
145,6

General 2010
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Se adjunta la tabla de precios y cantidades vendidas de tres productos por una
determinada empresa durante tres periodos:

t| Pa Pg Pc Qa Qs Qc
0 4 10 15 2 2 3
1 6 11 20 5 1 3
2 5 12 25 4 1 2

a) Obtener los indices de precios y de cantidades de Paasche, de Laspeyres y de
Fisher para estos tres periodos considerando como referencia el periodo 0.

b) Obtener los indices de valor.

Solucion:

Zplt |0

Indice ponderado de precios de Laspeyres: L, =-2—.100

me « o
i=1

6.2+11.2+20.3 94
Lo= .100==—.100=128,77
 4.2+10.2+15.3 73

5.2+12.2+25.3 109
00 = .100 =——.100 =149, 32
4.2+10.2+15.3 73

D Py Gy

Indice ponderado de precios de Paasche: P, =-=.———.100

D - G
i=1

6.5+11.1+20.3 101
o= .100=—-.100 =134,67
4.5+10.1+15.3 75

5.4+12.1+25.2 82
o= .100=—.100=146,43
4.4+10.1+15.2 56

Indice ponderado de precios de Fisher: F =, / L,.P,

1 1 1
Fi=\L,; .P;=1/128,77.134,67 =131,69

F2=./L2.P2=./149,32.146,43 = 147,87
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t Pa Pg Pc L, Py Fpo
0 4 10 15 100 100 100
1 6 11 20 128,77 | 134,67 | 131,69
2 5 12 25 149,32 | 146,43 | 147,87
) 2 G- Po
Indice ponderado de cantidades de Laspeyres: L,=-1—.100
2 %o Py
i=1

L1_5.4+1.1o+3.15
® 2.4+2.10+3.15

100 = 5 .100=102,74
73

Lz_4.4+1.1o+z.15
“ 2.4+2.10+3.15

. 100=i .100=76,71
73

D G- P,

Indice ponderado de cantidades de Paasche: P, =-=2——.100
2 %o+ Py
i=1
101

5.6 +1.11+3.20
- 100 9—4.100:107,45

© 2 6+2.11+3.20

, 4.5+1.12+2.25
® 2.54+2.12+3.25

100 = 82 .100=75,23
109

Indice ponderado de cantidades de Fisher: F, = / L,-P,
Fi=4Ls.P:=./102,74.107,45 = 105,07
F2=,/L,..P2=./76,71.75,23 =75,97

t Qa | Qs | Qc Lq Pq Fq
0 2 2 3 100 100 100
1 5 1 3 102,74 107,45 105,07
2 4 1 2 76,71 75,23 75,97
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b) Indice de Valor: Evolucion del valor de la serie a precios constantes (se
deflactan los valores en precios corrientes o actuales)

n
precios corrientes
e - v D P~y
s .. alor nomina i
indice Valor = IV, =—1.100=-=2—.100
Valor real V0
precios constantes - i0 * ™o
i=

6.5+11.1+20.3
4.2+10.2+15.3

100 = 101 .100=138,36
73

5.4+12.1+25.2
V) = .100
4.2+10.2+15.3

= 82 .100=112,33
73

Indices Precios Indices Cantidades Indices Valor
Ao L, Py Fpo L Pq Fq v
0 100 100 100 100 100 100 100
1 128,77 | 134,67 | 131,69 | 102,74 | 107,45 | 105,07 138,36
2 149,32 | 146,43 | 147,87 | 76,71 75,23 75,97 112,33
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En la tabla adjunta se adjunta el valor de importaciones de un pais durante los
anos 2011 y 2012.

Importaciones 2011 | 2012
Alimentos 2010 | 2230
Otros bienes de consumo 8400 | 8650
Bienes de capital 3400 | 3215
Bienes intermedios 5860 | 7450

19670 | 21545

Se sabe que las importaciones tanto de alimentos como de otros bienes de
consumo se pagaron un 5% mas caras en 2012 que en 2011. Las importaciones

de bienes de capital subieron sus precios un 1,5% y las de bienes intermedios
bajaron un 0,5%.

a) Calcular el indice de precios total de las importaciones en 2012 con base 2011,
utilizando Laspeyres y Paasche.
b) ¢Cuanto crecieron las importaciones en cantidad en 2011 con respecto a 2012?

Solucion:

a) Utilizando el indice de precios de Laspeyres:

Laspeyres
Importaciones Pizo11 * izo11 Pizo1z* Dizons
Alimentos 2010 1,05 x 2010 =2110,5
Otros bienes de consumo 8400 1,05 x 8400 = 8820
Bienes de capital 3400 1,015 x 3400 = 3451
Bienes intermedios 5860 0,995 x 5860 = 5830,7
TOTAL 19670 20212,2
4
Piz012+9;
» ; 2012 12011 20212’ 2
L. = 3 100 = ——.100=102,76%
19670
Zpizi}u *Qiz011
i=1
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Utilizando el indice de precios de Paasche:

Paasche

Importaciones Pizo11* Diz012 Pizo12 * Qiz012
Alimentos 2010 2230/1,05 =2123,81
Otros bienes de consumo 8400 8650/1,05 = 8238,10
Bienes de capital 3400 3215/1,015 =3167,49
Bienes intermedios 5860 7450/0,995 = 7487,44
TOTAL 19670 21016,84

4
B ;F‘izmz'qizmz 21545
P ... = = —.100=102,51%
21016,84

3
zpizi}ll Q2012
i=1

b) Para calcular los indices cuanticos de Laspeyres y Paasche se requiere hallar
previamente el indice de valor de las importaciones entre 2011 con base 2012.

4
Zpimu * qi!‘ﬂl!

.100=109,53%
70

v = 21545
V2 = 202 100 = 22 100 =
2ol Zpiﬂll * qiz‘nll
i=1

- 2012 _ 2012 2012 2012 2012
snandu, |Vm]1 - I'Pznu * Ptl:nu - PPznu * I'Elznu

\ Vi 109,53

P22 =2 100=""""",100=106,59%
P2011 102,76
w1z sz;r};lz 109,53

Luzﬂll T 2012 "

F 2011
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Un trabajador ha recibido los siguientes salarios en los afios 2011 y 2012:
Salario 2011 = 18.565 euros Salario 2012 = 19.005 euros

Esta persona quiere saber si su poder adquisitivo ha aumentado en el afio 2012
respecto al 2011. Para ello dispone de informacién relativa al indice de Precios de
Consumo con base el afio 2008:

IPC0=109,93% e IPC2=113,63%

2008 2008

a) Interprete el valor de los niimeros indice proporcionados

b) Determine e interprete la tasa de variacion que ha sufrido el poder adquisitivo
de este asalariado entre los afios 2011 y 2012, en términos nominales y en
términos reales (constante del 2008)

c¢) Suponga que el indice general de precios esta formado por tres grupos de
articulos, conindices: 11, 12, 13. Con pesos proporcionales de: 0,3 0,4 y0,3.
Y que las repercusiones absolutas en el incremento del indice han sido de:
1, 1 y 1,7 respectivamente.

Calcule las participaciones y repercusiones relativas de los grupos enel
incremento del indice general durante el periodo 2011-2012

Solucion

a)

IPC®™ — 109 93% En el aiho 2011 los precios se han incrementado
= ’ > —

2008

un 9,93% respecto al aino 2008

En el ailo 2012 los precios se han incrementado

IPCY2 =113,63% > .
un 13,63% respecto al aino 2008

2008

b) Para calcular el salario real (precios constantes) se requiere deflactar el
salario nominal (precios corrientes), eliminando la influencia que han
experimentado los precios. Para ello, se deflacta la serie dividiendo el valor
nominal entre el IPC

precios (

- - SN2 18565
Ponstantes ~ ——remes =208 =16888,02 euros
' .1 Salario nominal IPC,pe 1,0993
Salario real = - = -
'PCaoce SR — SNaos _ 19005 =16725,34 euros
™ IPC:  1,1363 ’
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r

19005
Nominal: TV, = —-1/.100=2,37%
L, 18665
Tasas de variacion - :16725 24
Real: TV =| ————-1|.100=-0,963%
| 16888,02

En términos nominales el salario ha crecido un 2,37%, aunque en términos
reales (eliminado el efecto de la inflacidon), el salario ha disminuido un 0,963%.

c)

L 5 % - R,

L » 03 b R, = 3

l, + 04 +~— R,=1 D R=37
L — 03 — R,=17 "

L R
Participacion: P, =———.100

3

SR

i=1

R. 1
Grupo 1y Grupo 2: P=—"-.100=—-.100=27,07%

3

YR 3,7

i=1

1,7
3

DR, 3,7

i=1

R.
Grupo 3: P,.=——"—.100= .100 =45,95%

» : . R
Repercusion relativa: R; =IT'1.100
0

. R 1
Grupo 1: R;=—--.100= 3.100=0,909%

2011
2008 1

’

. R 1
Grupo 2: R, =-2-.100= 3.100=0,909%

2011
1

2008 ’

. R 1,7
Grupo 3: R;=--2-.100= 3.100=1,684%

2011
2008 1

’
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Series Historicas

El comportamiento de una serie cronologica
viene determinado por la accién de factores
gue actuan conjuntamente sobre el fenomeno
en cuestion, gue son: Tendencia secular (T),
componente estacional (E), componente
ciclica (C) y componente accidental (A).
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Ventas trimestrales de una empresa, expresadas en millones de euros,
desestacionalizar la serie por el método de las medias maviles:

Trimestres \ Afios | 2008 2009 2010 2011 2012
Primero 1 2 2 3 5
Segundo 2 3 4 4 7
Tercero 4 5 5 7 8

Cuarto 3 4 3 6 7

Solucién:

Yit = Tit'Eir'cir‘A'ir

Se obtienen las medias moviles de tamano 4 (periodo de las variaciones
estacionales), que al ser un nimero par, seran descentradas y

corresponderan a los periodos intermedios entre cada dos trimestres
consecutivos.

¢ YAV Y HY, 1424443
15 4 - 4

=2,5

Y, HY,4Y,+Y, 2+4+43+2
"|'r3:5= 4 = 4 =

2,75

v YAV AY A, 4434243
e 4 4

— Y,+Y,+Y,+Y, 342+3+45
YE-_.5-= - 4 —= 4 =3:

25

_ Y, +Y,+Y,+Y, 6+5+7+8
Yl?_.s = 4 = a

=6,5

v Y, +Y, +Y,+Y, 54+74+847
135 = =

4 4

gD

SERIE DESCENTRADA

Trimestres \ Afios 2008 2009 2010 2011 2012
Primero - Segundo ————— 3,25 3,75 4,25 6,5
Segundo - Tercero 2,5 3,5 3,5 5 6,75

Tercero - Cuarto 2,75 3,5 3,75 55 -—
Cuarto - Primero 3 3,75 3,75 6,25 ———
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Para corregir la nueva serie de moviles descentrada se calcula la media
aritmética de cada dos valores sucesivos, asignando este nuevo valor
al instante central de los dos periodos considerados, es decir:

SERIE CENTRADA: T,.C,

Trimestres \ Afios 2008 2009 2010 2011 2012
Primero - Segundo ———— 3,125 3,750 4,000 6,375
Segundo - Tercero — 3,375 3,625 4,625 6,625
Tercero - Cuarto 2,625 3,500 3,625 5,250 ————
Cuarto - Primero 2,875 3,625 3,750 5,875 ————

Al aplicar el método de las medias moviles, en el esquema multiplicativo
Y,=T,.E,.C, .A,, loque realmente se obtiene es una aproximacion de T_.C,

(componentes tendencia y ciclica), quedando sin analizar las componentes
estacional E, y accidental A .

La componente tendencia T, y la componente ciclica C, se eliminarén

dividiendo cada dato de la serie original Y,, por la correspondiente media
movil:

Y, T..E .C .A

it ettt it it

Tit'cit Tit'cit

guedando la componente estacional y accidental

SERIE CON COMPONENTE ESTACIONALY ACCIDENTAL: E . A,

Trimestres \ Afios | 2008 2009 2010 2011 2012
Primero --- 2/3,125 | 2/3,750 | 3/4,000 | 5/6,375
Segundo --- 3/3,375 | 4/3,625 | 4/4,625 | 7/6,625
Tercero 4/2,625| 5/3,500 | 5/3,625 | 7/5,250 ---

Cuarto 3/2,875| 4/3,625 | 3/3,750 | 6/5,875 ---
COMPONENTE

COMPONENTE ESTACIONAL Y ACCIDENTAL ESTACIONAL

Trim\ Afos| 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 IBVE % IVE

Primero ----— | 0,640 | 0,533 | 0,750 | 0,784 | 0,677 66,631

Segundo ---— 0,889 | 1,103 | 0,865 | 1,057 | 0,977 96,312

Tercero 1,524 | 1,429 | 1,379 | 1,333 | - 1,416 139,407

Cuarto 1,043 | 1,103 | 0,800 | 1,021 | ---—-— 0,992 97,651

1,016 400,000
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0,64+0,533+0,75+0,734 1,524+1,429+1,379+1,333

Primerao: 2 =0,677 Tercera: 2 =1,416
0,889+1,103+0,885+1,057 1,043+1,103+0,800+1,021
Segundo: — d 2 il =0,978 Cuarto: — d ] d d =0,992

La DESESTACIONALIZACION (aplicando el método a la razén a la media mévil)
consiste en dividir cada valor de la serie original por cada indice de Variacién

it

Estacional correspondiente, en porcentaje:

t

Trimestres \ Afios 2008 2009 2010 2011 2012 % IVE
Primero 1 2 2 3 5 66,631
Segundo 2 3 4 4 7 96,312
Tercero 4 5 5 7 8 139,407
Cuarto 3 4 3 6 7 97,651
1 100=1,501 2 100- 3,002 2 100- 3,002 } ,100 = 4,502 5 100 =7,504
56,631 6,631 66,631 56,631 56,631
00 =2,077 ,100 =3,115 A00=4,153 ,100 =4,153 ,100 =7,268
96,312 96,312 96,312 96,312 96,312
100= 2,869 .100 = 3,587 ,100 = 3,587 ,100 =5,021 100 =5,739
139,407 139,407 139,407 139,407 139,407
;.1DD=3,D?P_ 1 ,100 = 4,096 3 100- 3,072 L.100=5,144 _ 7 1p0- 7,168
97,651 97,651 97,651 87,651 87,651
SERIE DESESTACIONALIZADA
Trimestres \ Afios 2008 2009 2010 2011 2012
Primero 1,501 3,002 3,002 4,502 7,504
Segundo 2,077 3,115 4,153 4,153 7,268
Tercero 2,869 3,587 3,587 5,021 5,739
Cuarto 3,072 4,096 3,072 0,144 7,168
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Tras analizar los datos referentes a un aiio y medio (desde 2011.1 hasta 2012.2)
de una determinada serie temporal (Y), de periodicidad trimestral, se han
obtenido los siguientes resultados con t =0, 1,---,5

dt=15 D t*=55 > 'ty,=71.950 > y,=19.073 D y:=97.199.705
Los indices de variacion estacionales han sido:
IVE, =1,033 IVE,=0,87 IVE,=0,97 IVE,=1,127

a) Realizar un ajuste lineal de la tendencia de la serie. A partir del coeficiente
de determinacion lineal determinar si el ajuste es bueno o malo, y predecir
el valor de la serie para el tercer y cuarto trimestre del afio 2012.

b) Interpretar estadisticamente los IVEs.

Solucion:
b, =2w
a) Recta de regresion de Y sobret: y=a + b, .t g2
a=y-b,, t

&7 19073 _ =15
a10=y=t 1N e 6 =3178’83 a01=t= N =?=2’5
>
ty,
= 71950
a, =" ——= =11991,67
N

m, =0, =a, - y.t=11991,67 — 3178,83.2,5 = 4044,59

6
t2
. — 55
of =2y ~(ay) == —- T ="=-2,5"=2,92
4044,59
conloque, by, = GV; = =1385,13
C, ,92

a=V—bYltT 3178,83-1385,13. 2,5=-283,99
Recta de regresion de Y sobre t: y=-283,99 + 1385,13.t

Coeficiente de determinacion lineal: R*=b,,.b,,
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2V
, &'t _, 97199705
Gy = — y =

N

—3178,83% = 6094990, 66

o, _ 4044,59

b = =
62 6094990,66

=0,00066

R’=b,,..b., =1385,13.0,00066 = 0,914

Y/t* MT/y

El modelo es bueno porque explica el 91,4% de la variabilidad de Y; en funcidn
de t.

Para predecir el tercer t=6 y cuarto trimestre t=7de 2012, siendo la recta de
regresion de Y sobre t: y=-283,99 + 1385,13.t

2012.3: y=-283,99 + 1385,13. 6 = 8026,79
2012.4: y=-283,99 + 1385,13.7 = 9411,92

En el esquema multiplicativo Y, =T,.E,.C,. A, — Y,=T..IVE, (het)

=T

2012.3 °

=T

20124 °

IVE, = 8026,79.0,97 = 7785,99
IVE, = 9411,92.1,127 = 10607,23

Y
Y, =T,.IVE, { 20123

2012.4

b) Los indices de variacion estacional muestran el componente estacional en el
esquema multiplicativo. El componente estacional E, son las oscilaciones que

sufre una serie temporal en periodos inferiores o iguales a un afo.
IVE, =1,033 IVE,=0,87 IVE;=0,97 IVE,=1,127

e IVE, =1,033 significa que por el hecho de estar en el primer trimestre, la
variable Y, es un 3,3% mayor que el comportamiento habitual o tendencia de la
serie.

e IVE, = 0,87 significa que por el hecho de estar en el segundo trimestre, la
variable Y, es un 13% menor que el comportamiento habitual o tendencia de la
serie.
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La siguiente grafica, publicada en El Pais, en abril de 2010, muestra la evolucién
trimestral de la tasa de ahorro de los hogares entre 2005 y 2009:

B TASADE AHORRD DELOE HOBAREDS {oytia kemstrismmtrades] [aﬂﬂ |
E..

Foh

154

Parcentaje sobre i Rerte Disponibie

Wos ma XP = A0

a) ¢ Cual de los siguientes modelos trimestrales de estacionalidad es el mas
adecuado? Justificar la respuesta.

Opcidon 1: IVEl=-5 IVE2=2,5 IVE3=-2,5 IVE4= 7
Opcion 2: IVEl=5 IVE2=-2,5 [VE3=2,5 IVE4= 7

b) Con la informacién anterior, ¢se trata de un modelo aditivo o multiplicativo?

c) Suponiendo que la componente ciclo-tendencia durante los afios 2005 a 2009
es y =10+0,5t siendo t=1 el primer trimestre de 2005, ¢cual es la

prevision de ahorro para cada uno de los cuatro trimestres de los afios 2010 y
20117

d) Discuta, a la vista de la gréfica y de la situacién econdmica actual, si es

adecuado o no simular el componente ciclo-tendencia mediante una recta.
Justificar la respuesta.

Solucion:

a) La Opcion 1,se observa que el primer trimestre esta por debajo de la media
del afio.

b) Se trata de un modelo Aditivo, Y, =T,+E,+C,+A,, puesto que hay Indices
de Variacion Estacional negativos.

¢) Siendo la componente ciclo-tendencia (CT) durante los afios 2005 a 2009:

y=10+0,5t. La prevision de ahorro para cada uno de los cuatro trimestres
de los afos 2010y 2011:
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ARo | Trimestre t CT IVE |CT+IVE

1 21 20,5 -5 15,5

2 22 21 2,5 23,5
2010 3 23 215 -25 19

4 24 22 5 27

1 25 22,5 -5 17,5

2 26 23 2.5 25,5
2011 3 27 23,5 -25 21

4 28 24 5 29

d) Hay un cambio de tendencia en 2008, con motivo de la crisis econdmica,
asi que el considerar el CT como una recta no es totalmente correcto.

Dada la informacidon del I.P.C. se solicitan las repercusiones y participaciones
de cada uno de los grupos.
¢Cual es el grupo mas afectado por lasubida de los precios?

Grupos Indices Ponderaciones Indices
2007 31/12/2008
1. Alimentos, bebidas y tabaco 100 367,2 125,9
2. Vestido y calzado 100 100,12 132,8
3. Vivienda 100 157,3 133.,4
4. Menaje 100 76,1 122
5. Servicios médicos y sanitarios 100 42,65 123
6. Transportes y comunicaciones 100 92,35 126,5
7. Esparcimiento,
en:eﬁanza y cultura 100 78,15 1284
8. Otros bienes y servicios 100 86,13 134,4
100 1000 128,33

Solucion:

n
Z:Ii.wi
i=1
n

2w,

i=1

El I.P.C. es un indice de Laspeyres L, =

siendo | los indices de cada

grupo
Y w, las ponderaciones de cada bien o servicio.

La repercusion de cada grupo i-esimo (i=1, 2,..., 8) en la variacion global del
I.P.C. desde 2007 a 2008:

93




o _Al.w, _(125,9-100).367,2

R = Al,.w, _ (132,8 -100).100,12

L= =9,51% . —3,284%
Tw, 1000 Tw, 1000
R = A|n3 .w, _(133,4-100).157,3 5 250% R, = An4.w4 _(122-100).76,1 _ L 674%
Tw, 1000 Tw, 1000
R = Alns .w, _(123-100).42,65 _0,081% R = Alns.ws _ (126,5-100).92,35 3 aa7%
Tw, 1000 Tw, 1000
R = Aln7 .w, _(128,4-100).78,15 _ 2,219% R, = Alns.ws _ (134,4-100).86,13 5 963%
Tw, 1000 Tw, 1000
Repercusion
Indice 2007 | Ponderacion | Indice 2008 R = Al .w,
Grupos I w, I+ Al T2
1 1 1 1 Z WI
1. Alimentos,
bebidas y tabaco 100 367,2 125,9 9,510
2. Vestido 100 100,12 132.8 3,284
y calzado
3. Vivienda 100 157,3 133,4 5,254
4. Menaje 100 76,1 122 1,674
5. Servicios
médicos 100 42 .65 123 0,981
y sanitarios
6. Transportesy | 4, 92,35 1265 2,447
comunicaciones
7.
Esparcimiento, 100 78,15 128.4 2,219
ensefianza
y cultura
8. Otros bienes 100 86,13 134.4 2,063
y Servicios
100 1000 128,33 28,33

8
La suma de las Repercusiones ZRi =28,33% es igual a la Variacion Indice

i=1

8
General AL, =) R;:

i=1
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zg:(li+Ali).wi zg:li.wi

AL, =" = =128,33-100 =28,33%

p

M-

W.

8
Wi
i=1 i=1

La PARTICIPACION de cada grupo en la variacion del 1.P.C. viene dada por la
relacion:

P= BL.mo = SR‘ 100 asi P,= 8R2 .100= ;::: .100=11,59%
D AlLw, R, R, ’
i=1 i=1 i=1
Repercusion | Participaciéon Repercusion
Grupos = Asl' | p= sR' -100 e:;:orcrzsnizjoe
1. Alimentos, bebidas y tabaco 9,510 33,57 9,510
2. Vestido y calzado 3,284 11,59 3,284
3. Vivienda 5,254 18,54 5,254
4. Menaje 1,674 5,91 1,674
5. S_ervi_cios médicos y 0,981 3.46 0,981
sanitarios ’
6. Trar!spo_rtes y 2,447 8.64 2,447
comunicaciones ’
7. Esparcimiento, ensenanza 2,219 7,83 2219
y cultura
8. Otros bienes y servicios 2,963 10,46 2,963
28,33 100,00 28,33

LLa REPERCUSION porcentual de cada uno de los grupos viene dado por la
expresion:

ZB:Ii.wi

i=1

R, Al.w,
%R, == “-100 donde L, =

Zn: l.w, Zszwi

i=1 i=1

=100

[

LA VARIACION (en porcentaje) DEL INDICE GENERAL es la suma de las
repercusiones (en porcentaje)
g AL 128,33-100

Z%Ri = 28,33 o también, [ ?.100 = 100 .100=28,33

i=1 -]
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El primer grupo (alimentos, bebidas y tabaco) es el que mas ha influido en la
subida del 1.P.C., suponiendo un 33,57% de la variacion total.
Es decir, en la subida del indice en un 28,33% ha tenido un peso del 9,51%.

De otra parte, el quinto grupo (servicios medicos y sanitarios) es el que menos ha
influido en la subida del IPC, representando un 3,46% de la variacion total.
Esto es, en la subida del indice en un 28,33% ha repercutido en 0,981%.

En la tabla adjunta se reflejan las ventas trimestrales de una empresa en millones
de euros. Desestacionalizar la serie por el método de las medias méviles y el
método analitico de los minimos cuadrados.

Trimestres/Afios | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
Primero 1 2 2 3 =
Segundo 2 3 4 4 7
Tercero 4 5 5 7 8
Cuarto 3 4 3 6 7

Solucién:

METODO DE LAS MEDIAS MOVILES

PRIMER PASO.- Para calcular la tendencia secular de la serie por el método de
las medias maviles, se obtienen primero las medias moviles de tamafio 4 (periodo
de las variaciones estacionales), que al ser un nimero par, seran descentradas y
corresponderan a los periodos intermedios entre cada dos trimestres
consecutivos.

1+2+4+3 _
———  =2,5 entre segundo y tercer trimestre de 2006

2+4+3+2 .
—— = 2,75 entre tercer y cuarto trimestre de 2006

4+3+2+3

4
3+2+3+5

=3 entre cuarto trimestre de 2006 y primer trimestre de 2007
=3,25 entre primer y segundo trimestre de 2007

2+3+5+4 .
—— =3,5 entre segundo y tercer trimestre de 2007
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SERIE DESCENTRADA de medias moviles:

Trimestres / Ahos 2006 2007 2008 2009 2010
Primero-Segundo 3,25 3,75 4,25 6,5
Segundo-Tercero 2,5 3,5 3,5 5 6,75
Tercero-Cuarto 2,75 3,5 3,75 55
Cuarto-Primero 3 3,75 3,75 6,25

Para centrar la serie hay que calcular la media aritmética de cada dos
observaciones sucesivas, de este modo, las medias que iran apareciendo,
respectivamente, seran:

........................ 3+3,25 =3,125 Mz 3,75 Mz 4 M:G,WS
........................ Mzg,,gﬂs M=3,525 4'25+5=4,625 M:G'st
s SRR i P TR L —
2,75+3 _ 5 g5 337375 _5 o5 3T54375 500 354625 pon e,
SERIE CENTRADA de las medias maviles:
Trimestres / 2006 2007 2008 2009 2010
ARos
Primero 3,125 3,75 4 6,375
Segundo 3,375 3,625 4,625 6,625
Tercero 2,625 3,5 3,625 5,25
Cuarto 2,875 3,625 3,75 5,875
La linea que se obtiene al representar .
graficamente la serie de la tabla : |
(t,y,)sera lalinea de tendencia, que s
comienza en el tercer trimestre de 2006y |°]
finaliza en el segundo trimestre de 2010. | ]

Al aplicar el método de las medias moviles, en el esquema multiplicativo

Y =T -E .G . A
aproximacion de T,.C
accidental A,

it !
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SEGUNDO PASO.- La tendencia y la componente ciclica se eliminaran
dividiendo cada dato de la serie original por la correspondiente media mévil:

Y,

it

-rit ° Eit 'Cit 'Ait

= =E,.A, quedando la componente estacional y accidental
Tit'cit Tit'cit
Trimestres / Aios 2006 2007 2008 2009 2010
Primero 2/3,125 2/3,75 3/4 5/6,375
Segundo 3/3,375 | 4/3,625 | 4/4,625 | 7/6,625
Tercero 4/2,625 5/3,5 5/3,625 7/5,25
Cuarto 3/2,875 | 4/3,625 3/3,75 6/5,875
SERIE con las componentes estacional y accidental
Trimestres / Aios | 2006 2007 2008 2009 2010
Primero 0,640 0,533 0,750 0,784
Segundo 0,889 1,103 0,865 1,057
Tercero 1,524 1,429 1,379 1,333
Cuarto 1,043 1,103 0,8 1,021

TERCER PASO.- Se elimina la componente accidental A,, con el calculo de las

medias aritméticas trimestrales, es decir, la media aritmética de cada fila de la
tabla anterior (donde solo aparecia el producto de E,.A,,):

0,640+0,533+0,750+0,784 0,889+1,103+0,865+1,057

2 0,677 2 =0,978

1,524+1,429+1,379+1,333 _ 1,416 1,043+1,103+0,8+1,021 —0,992

4 4

Trimestres / Afos | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 IVBE
Primero 0,640 | 0,533 | 0,750 | 0,784 | 0,677
Segundo 0,889 | 1,103 | 0,865 | 1,057 | 0,978
Tercero 1524 | 1,429 | 1,379 | 1,333 1,416

Cuarto 1,043 | 1,103 0,8 1,021 0,992

1,016
Se calcula la media aritmética de los 0,677+0,978+1,416+0,992 _ 1.016

cuatro valores obtenidos anteriormente 4
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CUARTO PASO.- Se calculan los Indices de Variacion Estacional, expresando
para ello cada uno de los valores anteriores en forma de porcentaje sobre la
media anual, obteniendo:

Trimestres / Afos IVE (%)
Primero (0,677/1,016) 100 = 66,63
Segundo (0,978/1,016) 100 = 96,31
Tercero (1,416/1,016) 100 = 139,41

Cuarto (0,992/1,016) 100= 97,65

Sobre un nivel medio de ventas, la influencia de la variacion estacional produce:

1° Trimestre: (66,63 —100 = —33,37) — un descenso de ventas del 33,37%
2° Trimestre: (96,31 —100 = - 3,69) — un descenso de ventas del 3,69%
3° Trimestre: (139,41 — 100 = 39,41) —» un aumento de ventas del 39,41%
4° Trimestre: (97,65 — 100 =-2,35) — un descenso de ventas del 2,35%

DESESTACIONALIZACION (aplicando el método a la razon a la media movil)
El proceso consiste en dividir cada valor de la serie original por cada Indice de
Variacion Estacional correspondiente, esto es:

Trimestres / Anos 2006 2007 2008 2009 2010
Primero 1/0,6663 | 2/0,6663 | 2/0,6663 | 3/0,6663 | 5/0,6663
Segundo 2/0,9631 | 3/0,9631 | 4/0,9631 | 4/0,9631 | 7/0,9631
Tercero 4/1,3941 | 5/1,3941 | 5/1,3941 | 7/1,3941 | 8/1,3941

Cuarto 3/0,9765 | 4/0,9765 | 3/0,9765 | 6/0,9765 | 7/0,9765

Serie desestacionalizada, aplicando el método a la razén a la media movil:

Trimestres / Afos 2006 2007 2008 2009 2010
Primero 1,501 3,002 3,002 4,502 7,504
Segundo 2,077 3,115 4,153 4,153 7,268
Tercero 2,869 3,587 3,587 5,021 5,738

Cuarto 3,072 4,096 3,072 6,144 7,168
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METODO ANALITICO DE LA TENDENCIA (MINIMOS CUADRADOS)

PRIMER PASO.- Se calculan las medias anuales y,, (medias para cada afio de
k =4 subperiodos)

5,

Y =% t=2006,2007, --- ,2010 medias anuales

ot

Trimes / Anos 2006 2007 2008 2009 2010
Primero 1 2 2 3 5
Segundo 2 3 4 4 7
Tercero 4 o) o) / 8
Cuarto 3 4 3 6 7

Ye2006 =25 | Yezo0r =355 | Va8 =355 | Yezo00 =5 | Yer010 = 6,75

SEGUNDO PASO.- La tendencia media anual T,, se obtiene ajustando una recta
de regresion a los afios (t,,t,, --- ,t.) y alas medias anuales y,, donde

t=(t,,t,, - ,t): T, =y, =a+b.t

o6 » Y2007 2 = 1a010 2006 2007 2008 2009 2010
= medias anuales 2,50 3,50 3,50 5,00 6,75

t20
Yot

Por el método de los minimos cuadrados, resulta: a=-2003,75 y b=1

conloque, T, =Y., =—2003,75+t t=(t,q,tp» - »t,y) » Fesulta pues:

Tendencia media anual
006 7 Y007 7 1 Yo010 2006 2007 2008 2009 2010
T.,=—2003,75 +t 2,25 3,25 4,25 5,25 6,25
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TERCER PASO.- A partir de la tendencia media anual T,, se obtiene el valor de
la tendencia para los distintos subperiodos, segun la expresion general:

= k+1|b : : ] -
T.=T,+ [i—T} m tendencia media anual para los subperiodos k-ésimos

donde,
t = Afo (2006, 2007, ..., 2010)
I = subperiodos donde se calcula la tendencia (trimestral i =1, 2, 3, 4)
k = Numero total de subperiodos ( datos trimestrales k = 4)
b = Pendiente de la recta de regresion = 1

SERIE DE LA TENDENCIA

K=4 |t 2006 2007 2008 2009 2010
trimestres
Primero 1 1,875 2,875 3,875 4,875 5,875
Segundo 2 2,125 3,125 4,125 5,125 6,125
Tercero 3 2,375 3,375 4,375 5,375 6,375
Cuarto 4 2,625 3,625 4,625 5,625 6,625
Trimestre Primero 2006: T, ,o0s =2,25+ |:1 - ﬂ:| %— 1,875
Trimestre Segundo 2006: T, 540 = 2,25+ |: } —=2,125
Trimestre Tercero 2006: T, 5006 = |: :| %— 2,375
Trimestre Primero 2007: T, 50, =3,25+| 1— % %— 2,875
[ 4+1]1
Trimestre Primero 2008: T, ,o0s =4,25+| 1 5 |2 =3,875
Trimestre Primero 2009: T, 5000 =4,25+| 1— % %— 4,875
Trimestre Primero 2010: T, ,,,, =5,25+( 1 —% %— 5,875
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W EMTAS DE EMPRESS

Serie con los datos originales y
serie suavizada de tendencia

Q T T 1T 1T 1T T°T1 L T T T T 171

1.2006 42006 32007 22008 12009 42009 3.2010

CUARTO PASO.- Para eliminar la tendencia y la componente ciclica se divide
cada termino de la serie original entre el correspondiente termino de la serie
tedrica de tendencia.

SE ELIMINA LA TENDENCIA Y LA COMPONENTE CICLICA

Trimestres / Afos 2006 2007 2008 2009 2010
Primero 1/1,875 2/2,875 213,875 3/4,875 5/5,875
Segundo 2/2,125 3/3,125 4/4,125 4/5,125 716,125
Tercero 4/2,375 5/3,375 5/4,375 7/5,375 8/6,375

Cuarto 3/2,625 4/3,625 3/4,625 6/5,625 716,625

Sefalar que, en el esquema multiplicativo, al aplicar el método de los minimos
cuadrados, lo que se obtiene es una aproximacion de E;,.A,, , yaqueen el

periodo que se considera (un afo) es suficientemente pequefio, pudiendo suponer
que la componente ciclica esté incluida en la tendencia secular, puesto que en un
periodo tan corto no da lugar a que se manifiestes plenamente las variaciones
ciclicas.

COMPONENTES ESTACIONAL y ACCIDENTAL

Trimestres / Afos 2006 2007 2008 2009 2010
Primero 0,533 0,696 0,516 0,615 0,851
Segundo 0,941 0,960 0,970 0,780 1,143
Tercero 1,684 1,481 1,143 1,302 1,255

Cuarto 1,143 1,103 0,649 1,067 1,057
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QUINTO PASO.- Para eliminar la componente accidental, calculamos para
cada trimestre la media aritmética de los valores obtenidos por trimestres (filas)
en la serie anterior con las componentes estacional y accidental.

0,533+O,696+O,z16+0,615+0,851 _0,642 0,941+0,96+0,597+0,78+ 1,143 _0,959

1,684 +1,481 + 1,:43+1,3oz+ 1,255 _1,373 1,143 + 1,103+o,(;49+ 1,067 +1,057 _ 1,004
Trimestres / Anos | 2006 2007 2008 2009 2010 IBVE
Primero 0,533 | 0,696 | 0,516 | 0,615 | 0,851 0,642
Segundo 0,941 | 0,960 | 0,970 | 0,780 | 1,143 | 0,959
Tercero 1684 | 1,481 | 1,143 | 1,302 | 1,255 1,373
Cuarto 1,143 | 1,103 | 0,649 | 1,067 | 1,057 1,004
0,994

Promedio anual de las cuatro medias aritméticas:
0,642+ 0,959+ 1,373 +1,004

4

=0,994

SEXTO PASO.- Se calculan los Indices de Variacion Estacional, expresando
para ello cada uno de los valores obtenidos (medias aritméticas por trimestres)
en forma de porcentaje sobre la media anual, obteniendo:

Trimestres / Aios | IBVE IVE (%)
Primero 0,642 (0,642/0,944) 100 =64,59
Segundo 0,959 (0,959/0,944) 100 = 96,48
Tercero 1,373 (1,373/0,944) 100 =138,13

Cuarto 1,004 (1,004/0,944) 100 = 101,01

En definitiva, sobre un nivel medio de ventas, la influencia de la variacion
estacional produce:

1° Trimestre: ( 64,59 — 100 =-35,41) — un descenso de ventas del 35,41%
2° Trimestre: (96,48 — 100 =-3,52) — un descenso de ventas del 3,42%
3° Trimestre: (138,13 =100 = 38,13) — un aumento de ventas del 38,13%
4° Trimestre: (101,01 -100 =1,01) — un aumento de ventas del 1,01%
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DESESTACIONALIZACION (aplicando el método a la razon a la tendencia)
El proceso consiste en dividir cada valor de la serie original por cada Indice de
Variacion Estacional correspondiente:

Trimestres / Afios 2006 2007 2008 2009 2010
Primero 1/0,6459 | 2/0,6459 | 2/0,6459 | 3/0,6459 | 5/0,6459
Segundo 2/0,9648 | 3/0,9648 | 4/0,9648 | 4//0,9648 | 7/0,9648
Tercero 4/1,3813 | 5/1,3813 | 5/1,3813 | 7/1,3813 | 8/1,3813

Cuarto 3/1,0101 | 4/1,0101 | 3/1,0101 | 6/1,0101 | 7/1,0101

SERIE DESESTACIONALIZADA, aplicando el método a la razon a la

tendencia
Trimestres / Afos 2006 2007 2008 2009 2010
Primero 1,548 3,096 3,096 4,645 7,741
Segundo 2,073 3,109 4,146 4,146 7,255
Tercero 2,896 3,620 3,620 5,068 5,792
Cuarto 2,970 3,960 2,970 5,940 6,930
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