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INTEGRALES INMEDIATAS

Q== Calcular J‘(3x +4)? dx

Siu=3x+4 —~ du=3dx —~ dx=1/3du

J.(3x+4)2dx=%ju2du:%u3+ C:é(3X+4)3+ C

ax

2

— X -1

Q= Calcular J‘

J. X dx=1J. 2% dx=%L(x2—l)+C:Lx/x2—1+C

x> -1 21 x*-1

Q== Calcular J‘ se\n&\/_

senx/;dx [N —2dcosf=sen&d

1
dcos\/_z—z\& 7

Ser]\/;dx =—2 dcosf=—2003\/; +C
N

V2 CalcularJ‘ dX2
9+x

dx 1 dx 1/3)dx 1 X
5= —_— ——~ —=—arctg—+C
9+Xx 1+(x/3)° 3 1+(x/3)7° 3 3

Q= Calcular ledx
X

Siu=Lx du:d—x
X

2 2
J.—dx—J.udu:u—+C:(LX) +C
2 2




‘aﬁ CaIcuIarJ‘ dx
N

dx _1J‘ dx _J‘ WA g X
Va-x2 2} 1-(x12)* ) 1-(x/2) 2
Ux?
%E CalcularJAe de
X
u:x—l2 = du=-—dx - %:——du
1/x
: 3dx=—1 e'du=—te'+C=—1e¥ 1 C
X 2 2



INTEGRACION POR PARTES

Q== Calcular J‘cosx e *dx

u=e” = du=-e*dx
dv=cosxdx = Vv =senx

jcosx e *dx = senx e* +J‘senx eXdx e

u=e” = du=-e*dx . . x
senx e *dx =—-cosx e — | cosx e*dx
dv=senxdx = Vv =-C0OSX

. J.cosx e *dx = senx e — cosx e~ —J.cosx e *dx

, _ , - e
2-.-cosx e “dx = senx e*—-cosx e’ jcosx e *dx = > (senx — cosx)+C

Q== Calcular J‘Lx dx

u=Lx = du—d—x
B X jodx=xLx%:xLxx+C
dv=dx = v=x

Q= Calcular jL(a2+x2) dx

2X dx
a’+x° jL(a2+x2)dx:xL(a2+x2)—j

u=L@*+x*) = du=

2
azzxxz dx @
dv=dx = v=x *

2 2 2
22X gy = (2— 2a Zjdx:Zx—Z & ax=2x-2| —F __ox 2aarctgX
a® +x a® +Xx a® +Xx 1+(x/a) a

® '[L(a2+x2)dx=xL(a2+x2)—2x+2aarctgi +C
a




Q== Calcular J‘arctgx dx

dx

u=arcigx = du 1+X2 J‘arctgx dx:xarcth—J‘lx dX2 zxarCth—%L(1+X2)+C
+ X

v=dXx = v=X

xarcsenx
‘aEl Calcular
J(@-x )3

dx

V1-x?

dv=x(1-x*)*?dx = v=(1-x*)"

u=arcsenx = du=

X arcsenx 3 arcsenx—j dx  arcsenx — ArgThx +C
\’ 1 X )3 l— X2 1[1_ X2
Adviértase ArgThx = 1 LlJr X =L, /1+ X
2 1-x 1-X
Lx
Q= Calcular j ———dx
(1-x)
u=Lx:>du:d—):( J‘ Lx dx — 2 Lx 5 dx ®
)32 T v .
dV:(l— X)—3/2dx — V=2(1_X)—]J2 (1 X) 1-x X A/1—X
1-x=u?® dx=-2udu dx du 1++41-x
=-2 =-2ArgThyl-x =-L|—/——=
—1-U? } _[ 1-x 1-u? 1-VJ1-x
dx — 2Lx o dx  2Lx +2L1+\/
- X)S’2 Ji—x XV1-x 1-X 1-v1-x




Q== Calcular J-arccotgx dx

—dx
1+ x?

u=arccotgx = du=

dv=dx = v=xX

jarccotgx dx=x arccotgx+'[1x dX2 =X arccotgx+% L1+x*)+C
+ X

= CamMarjx 4-5x dx
u=x = du=dx
dv=,4-5xdx = V=J‘ 4—5xdx:—%(4—5x)‘°”2

[ t=4-5 _
4-Bxdx=| (4-5%)" dx = L | e2gr=—2 (a-5x)"
dt=—5dx| 5 15

15 15

t=4-5 -
(4-5x)*? dx ={ X} !

- = t3/2dt=_£(4_5x)5/2
dt=-5dx 5 25

® X 4—5XdX:_£X(4_5X)3/2_ 4 (4-5x)%2+C
15 375

e

Q&= Calcular J.x3 e™ dx

u=x?> = du=2xdx

dv=xe® dx = v:—%e



QE Calcular J-ezx senx dx

2X 2X
u=e” = du=2e“ dx
e senx dx=—-e**cosx+2| e*cosxdx @
dv =senx dx = v =-cosx

2X 2X
u=e” = du=2e” dx
e? cosx dx = e?* senx—2 ] e* senx dx
dv =cosxdx = v =senx

@ J‘e2x senx dx=—e? cosx + 2 e** senx —4-.‘ e* senx dx

2X
e
5'[ e senx dx=—-e**cosx +2e* senx jezx senx dx = ?(2 senx —cosx) + C



CALCULO INTEGRAL: FUNCIONES RACIONALES

‘a@ CalcularJ- ist dx

x> —4x+8

El numerador es de un grado menos que el denominador, se trata de un logaritmo

X+1 1| 2x+2+4-4 1 2x -4 1 2X+6
2—dx=— Z—dx:— 2—dx+— 2—dx=
X —4x+8 2 X —4x+8 2| Xx*-4x+8 2| Xx*-4x+8

S R Sl SV [ SRR YAV P\ P TR

2] x"-4x+8 x> -4x+8 2

|- dx 3 dx 3 dx 21 dx B
X’ —4x+8 x’—4x+8 J4+(x-2" 4)1+[(x-2)/2]

1 1/2 dx 1 X-2
=— > = arctg——
2)1+[(x-2)/12] 2 2

e Restulta 2)(;1dx:1 2 g X_2+C
X —4x+8 2 2 2

2

Q== Calcular j dx

X2 +2x+1

Numerador y denominador son del mismo grado, se puede dividir la funcion:

2
2X—de 1_22X—+1 dx = x — 22)(—+1dx °
X +2x+1 X +2x+1 X +2x+1
La integral 22)(—+1dx: 22X—+2dx— zd—X:
X +2x+1 X“+2x+1 X +2x+1

=1
=L(¢* +2x+1) — | (x+)?dx = L(x* +2x+1) __(XJF?

2

dx=x—L(x2+2x+1)—i+C

e Endefinitiva: -
X“+2x+1 X+1



3 2
= CaIcuIarJ-X X X+ gy

X“+1

Se divide la funcion subintegral al se el numerador de mayor grado que el denominador

3 2
X +x2 x+1dx= 4D 2x+1 (x+2) dx— 2X dx — Sx _
X“+1 NG x>+1 X“+1

2

:X?+2x—L(x2+1)—arctgx+C

4
Q== Calcular J‘ X

d
= (x*+1)° X

a) Se trata de una funcién racional, que queda:

4 2 2
%dx; 1_% dx=x_ %dx
(x*+12 x“+12 (x“+12)

Aplicando el método de Hermite:

2x*+1 Ax+B d[Cx+D
2 2 o2 Tl 2
(x*+1 Xx“+1 dx| x°+1

Derivando e identificando coeficientes, resulta:

2x°+1=Ax*+(B-C)x*+(A-2D)x + (B+C)

A=0 A=0 D=0
B_C_2 A=0 D=0

> B-C=2 > 3 -1
A-2D=0 B=— C=—/

B+C=1 2 2

B+C=1
[ 2x2 +1 3| dx X 3
———WX=e |\ =" +—arctgx
(x + 1) 21 x°+1 2(x°+12 2(x*+1) 2

2X°+1 X 3
dx =x-— ﬁdx= x+———arctgx+C
(x +1) (x“+1) ( +1) 2

b) J‘( > dx se puede resolver mediante integracion por partes:
x?



u=x3 du = 3x%dx

X X 1|dz 1
dv=——dx V=|-——FG—7FdX==|F5G="F7F—
x*+12 2]z 2(x°+1)

x* x> 3| x*dx x> 3 1
——— Xt - | 5= = i + =11- 5 |dX =
(x*+1 2(x°+1) 2 ) x°+1 2(x°+1) 2 1+ X

—x° 3 3 1 -x* 3 3
=+ =X - = —dXx=|———— + =X — —arctgx+C
2(x°+1) 2 2)1+x 2(x+1) 2 2
; -x° 3 2x°+3x _ X
Obsérvese, ——— + —x="—"———=x+——
2(x3+1) 2 2(x+1) 2 (x2+1)

4

= Calcularj j( dx
x"=1

X4

Se divide la funcion subintegral —;
X

4
J‘Xj( ldx:"‘(1+ x41 1jdx:J‘dx+J‘X41 1dX:X+_[x41 1dx °

Para calcular j

dx se descompone el polinomio (x* — 1) por Ruffini:

x*—1

1 1 A B Cx+D
2 = 2 = + T
X"—=1 (X-D(x+)H)(x*+1) x-1 x+1 X“+1

Operando e identificando coeficientes:
1=AX+D(X* +1) + Bx=1)(x*+1) + (Cx+D)(x-D(x+1)

six=1 1=4A A=1/4 B=-1/4
six=-1 1=-4B
Si X=i 1=-2(Ci+D)

C=0

1=-2Ci-2D —
{D=—1/2

e En consecuencia, resulta:

x* 1 1| dx 21| dx 1 dx
——dx=||1+— dX=X+—|—-1—-Z|>—==
Xx"=1 X" -1 41 x-1 4)x+1 2| x+1

=x+1L(x—1)—1 L(x+1)—1arctgx+C: X + L“;/X_l - 1arctgx+C
4 4 2 x+1 2

10



CALCULO INTEGRAL: FUNCIONES IRRACIONALES

@E Calcular JAl+\/_

. . . t=4X
Irracional simple: cambio x=t*> { \/_

dx =2tdt
3
J‘ A J‘tsdt :2J‘(t2—t+l—i)dt::2[\/7 —L(1+\/;) +C
1+\/7 1+t 1+t 3
dx
Q== Calcular | ———
o e

Irracional simple: cambio x=t* - VX
dx = 4t°dt

jy;%i§:4 ;fi_ jtm—4j@+f5Jm=4R&4L@&!Q]+C

Q== Calcular J-‘/X—H dx
x-1

2 —
Irracional lineal: cambio X—Jrl:t2 X:t2+1 dx:%
x-1 -1 (t°-1
_ 2
X_+1 dx = % dt ®
Vx-1 (-1
—2tdt

Considerando d(tzl J = se integra por partes:

(t° -1

u=2t = du=2dt

—2t -2t 1 1
dv=———-dt => v=|——-dt=|d —|=
(t* —1)° j(ﬁ—nz j (F—lj =1
_ 2
A oo for 2 ) - 2L [zt 2t of dt
(t? 1) (t*-1)° -1 Jt?-1 t*-1 =

= t22t1+ 2ArgTht+C = /x*-1+2ArgTh /x_+:1L +C
— X_

1



2 X+1
2t \/x—l 2(x-1x+1 >
Operando: = = =4/x° -1
P -1 X+l .  2]x-1
x—-1

3
X~ dx
Q== Calcular

Jai+x?
Irracional binomia tipo jxk (b+ax") dx donde k=3 h=2 p= —%

x2 =t2-32

Siendo k—+1: 2 entero, se hace el cambio a® +x? =t?
h xdx =tdt

3 2 .2 3 [(a2 243
x> dx =J‘(t ta )t dt:J‘(tz—az)dt:%—a2t+C=M—a2 ’a2+x2 e

\/az + X2 3
Q=== Calcular __GX
(9 +4x%)>"

— 9+ 4x*)*"?dx

_“(9+4x 2y j( )

Irracional binomia tipo J‘xk (b+ax") dx donde k=0 h=2 p= —g
Donde kT+1+ p=-2 entero, se multiplica y divide por x"™ = x**? = x°

2\-5/2 2752
I (9+4x2)‘5’2dx=J‘x‘5%dx="‘x‘5 (9+?X j dx @
X X

2 2 _ 2 _ay-1
S A o

Se hace el cambio -3t (2 —4)*?dt

81

I P (t2—4)dt=—i (t—2—4t—“)dt=—i - is +C=
81 81 81| t 3t

12

2\—5/2
® j x‘5[9+4xj dx=—— | (2= 4)2 2 t (12— 4) 2 it =



4

1 X x®
Sy - +C
8l /9+4x> 243 /(9+4x?)

Q=== Calcular j

dx
XA/ X2 +4x -4

Se trata de una integral del tipoIR[x, Jax® +bx + c:l dx que cuando a> 0 se transforma

en una integral racional con el cambio /ax’+bx+c =, ax+t

2
U +ax—4=x+t > X +ax-4=x+2xt+t2 x::”L;t
t=Xx*+4x-4 - X

_2(-t*+4t+4)

(-2t +4)*
2 42
VX +4x -4 = art L Ztrdatyd
4-2t 4-2t

47 47 2(\?1\44\4»\Olt 2 at
X,X +4x— 4 4+t M M - 4+t 1+(t/2)2_

2 — —
=I (1/2)dt —arctg£+C= X2 +4x—4 X+C

= arct
1+ (t/ 2) 2 2 2

Q= Calcular dx

(x+1)/—4%x% +5x +9

a<o0
Se trata de una integral del tipoJ‘R[x, Jax® +bx+ c:l dx que cuando {

se transforma
c>0
en una integral racional con el cambio /ax® +bx+c =tx+./c

_ 2 _ 22 _
\/—4x2+5x+9:tx+3 s 4x +5x+§ t° X +6tx+§ o x:5 62t
~4x+5 =t*x + 6t 4+t

2 _ _ g2
(x+1)=$ \/—4x2+5x+9=t(5 62tj+3=Lt2+12
4+1 4+1 4+t

13



R 2_ [
5-6t . _2(3t-5t-12)

X =

441t (4 +1t%)°

j dx (A€ aef 230512
(x+1)y/-4x2+5x+9 J (*-61+9) (BE+5txl2)  (44+EF

_ 5 ZL:_Z dt2: 2 Co 2X c
t* ~6t+9 (t-3)* t-3 J=4x% +5x+9 —3(1+X)

\/—4x2+5x+9—3
X

Siendo \/—4x?+5x+9=tx+3 i t=

Q== Calcular dx
(X=2)\/-X*+5x-4

1 METODO

dx . 1
gue con el cambio
(h+kx)"yax® +bx+c h+kx

P(x)dx

Se trata de una integral del tipo “‘

se transforma en una integral

1 1
—=t X=2+¥ = dX=—t—2dt

t? t

2 ) 2
Z1 2t +t-1
w/—x2+5x—4=\/—(2+%] +5(2+%j—4=\/2t +t-1_ o'+

t? dt=

dx t dt
J‘(X—Z)\/—x2+5x—4 j J2trt+t-1 j«/2t2+t—1

Completando el cuadrado de (2t* +t-1):

2 2 2
2 sto1a( et S L (A8 L g 9 98I
2J2) 8 (2y2) 8 8 8 3

]
®=—2\3/§ dt

2 =_2f“‘ dt2 =_E“‘ dt2 _

14

siendo P(x) un polinomio de grado n.
Jax®+bx+c

=t



=—£ Arg Ch (4“1) + C
2 3

Deshaciendo el cambio t=i resulta:

—‘/25 ArgCh( 2K ) +C

3X—-6

dx
_“(X—Z)\/—X2+5X—4_

2 METODO
. : 2 a<0
Se trata de una integral del tipo R[x, Jax® +bx + c} dx que cuando c<0 se transforma

en una integral racional con el cambio +/ax®+bx+c =t(x—Xx,) siendo x, una raiz de
ax’+bx+c=0

Siendo (—x*+5x—4)=—(x—-4)(x-1) se puede hacer el cambio:

—(Xx=-4)(x-1)=t*(x-17>
=X +5x-4=/-(x-H(x-)=t(x-1) - 44

X =
1+t?

f“;m Calcular "-«/4x2+3x—5 dx

Es una integral del tipo -“«/axz +bx +c dx que multiplando y dividiendo por

. P(x)dx :
Jax? +bx+c dx se transforma en una integral (x) siendo P(x) un
Jax®+bx+c

polinomio de grado n, que se resuelve planteando la igualdad:

POgdx  _ Q(x).yax*+bx+c + K dx
Jax?+bx+c Jax? +bx+c

Q(x) es un polinomio de grado (n-1). Para calcular las constantes hay que derivar
ambos miembros de la igualdad.

2 J—
J‘\/4x2+3x—5 dx = | 2EH3X20 iy (Cx+D).ax?+3x—5 + E

J4X? +3x-5

j dx
J4x2+3x-5

Derivando la expresion:

15



4x*+3x-5 8x+3

=C /4x*+3x-5 + (Cx+D)

E

JAX*+3x-5

4% +3x—-5=C (4x% +3x—5) + (Cx+D) (4’(;3) L E

(8C =4

C=1/2
Identificando coeficientes: ) % C+4D=3 (BN D=3/16
3 E=-89/32
-5C+ 2 D+E=-5

Resultando:

\JAX*+3x -5 dx :(£x+i)«/4x2 +3x-5 - —=
2 16

Completando el cuadrado

2 2 5
4x*+3x-5 = (2X+§) _@ — [8X+3j _@ =g 8X+3 1
4) 16 4 16 16 || /89

con lo que,

@J dx 1
32) Jax?+3x-5 2

8x+3 2_1 2} Ju-1
)

0] '.-\/4x2+3x—5 dx =(%x+%j.w/4xz+3x—5 V89 Arg Ch(M

16

16

89 J‘ dx
32 ) \/4x? +3x-5

1j dx 1 (ﬁls)du_@ArgCh
\/ 16

/80

2/4x% +3x-5 ’ J4x2+3x-5

J+c



CALCULO INTEGRAL: METODO DE HERMITE

== CaIcuIarJ‘ et

X
(x* —6x +13)?

Aplicando el método de Hermite:

2x -1 Ax+B d Cx+D :
7 2= 37 t a0
(x*=6x+13)° x°-6x+13 dx|x"-6x+13

efectuando la derivacioén, se tiene:

2x -1 _ Ax+B +C(x2—6x+13)—(Cx+D)(2x—6)
(x> -6x+13)> x*-6x+13 (x> —6x+13)°

simplificando,
2x —1=(AXx+B)(X* -6x+13)+C(x* -6x+13)—(Cx+D)(2x - 6)
2Xx-1=Ax®+x*(-6A+B-C)+x(13A-6 B-2D)+(13B +13C+6D)

Identificando coeficientes:

A=0
B-C=0 B=C
-6A+B-C=0
-6B-2D=2 — -6B-2D=2
13A-6B-2D=2
13B+13C+6D=-1 26B+6D=-1
13B+13C+6D=-1
5 23
A=0 B=C=— D=——
8 8

En consecuencia:

0 2x -1 dX:J‘ 5/8 .. i{(S/S)x—(ZS/S)}dX:

(x* —6x +13)° x* —6x+13 Jdx[ x*-6x+13
__ 5x-23 5[ dx
8(x*-6x+13) 8 ) x*-6x+13

Completando el cuadrado: (x* —6x +1) =4+ (x —3)?

dx dx dx 1 (x—sj
—2 dX: > = > :_arctag
X°—6x+13 4+(x-3) 1+[(x—3)/2] 2 2

. 2x -1 5x—-23 5 x-3
Finalmente, > >dx = 5 +—arctag +C
(X®—6x+13) 8(x“—6x+13) 16

17



Q== Calcular 2X+3 ~ dx
X (X*+x+1)

Aplicando el método de Hermite:

X+3 A Bx+C d| Dx+E :
2 2=, T2 e e (i)
X(X“+x+1D)° x x+x+1 dx|x"+x+1

efectuando la derivacion, se tiene:

X+3 A Bx+C D(x +X+1)-(Dx+ E)(2x+1)

2 RV
X(X“+Xx+1)° X x+x+1 (X* + x+1)

simplificando
X+3=AX*+ X+1)* +(Bx+C) x(X* + Xx+1)+D(X* +x+1) - (Dx + E)(2x+1)
X+3=(A+B)x*+ 2A+B+C) x*+(BA+B+C-D)x*+ (2A+C-2E) x+ (A+D-E)

Identificando coeficientes:

A+B=0 B=-A
2A+B+C=0 A+C=0 C=-A D=A
3A+B+C-D=0 + {2A+C-D=0 — |A-D=0 > {A-2E=1
2A+C-2E=1 2A+C-2E=1 A-2E=1 2A-E=3
A+D-E=3 A+D-E=3 A+D-E=3
A2 B__2 c_.> p.> g_1

3 3 3 3 3

En consecuencia:

mj x+3 jsm; +I ~(5/3)x-(6/3) , . .[ [6/ax+aja}x
X (X +x+1) X2+ x+1 dx| X+ x+1

51 dx 5 Xx+1 5x+1 5 5x+1 5 X+1
=—|— -] ———dx+ —————=—1L —= 5
3 X 3 X+ x+1

2 2 - + 2
X+ x+1 3(x*+x+1) 3 3(x*+x+1 3

. 2x+1 dx :i 22x+2 dx— (2x+1)+1d :i (22x+1) dx+1 : 1 dx —
X“+X+1 21 X +x+1 21 xX*+x+1 2 X +x+1 21 X +x+1

1 1 1 1 1
=—L X2+X+1+— —dX: L X2+X+1 P= —dX i
5 L ) jz VE( ) 2jﬁ+x+1 W

21 X +x+1

18



Completando el cuadrado:
2 2
(X* + x+1) :§+(x+1j _3 g4 (2212
4 2) 4 J3

2.
S Pt B pls ey
+ X+
3

Finalmente,

st g2t _Em)_ggzﬁamtg(”“}cz

X (X% + x+1)° 3(x*+x+1) 3 3 J3
5 5x+1 5 > 5 2x+1

=T Ix + ——— = JL(X*+ x+1)- arctg| —— |+C
3 3(xX*+x+1 3 ( ) 3.3 g( /3 j

. dx
L Calcular | ——
e I(L+%f

Aplicando el método de Hermite:

1 Ax+B d|CX*+Dx*+Ex+F .
23 T 272 (i)
(1+x7) 1+ X dx (1+x%)

efectuando la derivacion, se tiene:

1 _Ax+B+(3Cx2+2Dx+E)(1+x2)—4(Cx3+Dx2+Ex+F)
(1+x%)°®  1+x° (1+x?)®

simplificando
1=(AX+B)(1+x%)*+ (3Cx* + 2Dx + E)(1+x*) — 4(Cx® + DX* + Ex+ F)
1=AXx*+(B-C) x*+(2A-2D) x>+(2B+3C-3E) X’ + (A+2D-4F) x+ (B+E)

Identificando coeficientes:

A=0
B-C-=

S A=D=F=0 B=C A=D=F=0
2A-2D=0

—~ <s5B-3E=0 — B=C=3/8
2B+3C-3E=0
B+E=1 E=5/8

A+2D-4F =0
B+E=1
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En consecuencia:

(i)J‘ dx '(3/8)dx+ji[(B/S)x3+(5/8)x}dx

@+x?)° ) 1+x° dx (1+x?)?

dx 3 dx 3x*+5x 3 3x*+5x
== =+ —— =—arctgx + ————+C
(1+x7) 8) 1+x° 8(1+x")” 8 8(1+x7)

20



INTEGRALES TRIGONOMETRICAS

== CaIcuIarJ‘ o

1+ cosx
t=tgx
, 2
Se puede hacer el cambio ,
COSX = ——
1+cosx = 5 1+t
+1 2
dx =——dt
1+t

2
dx _ (2/1+t)2dt= t=t+C=tg£+C
1+ cosx (2/1+1t%) 2

. : X
e Tambiéen se puede considerar: 1+cosx = 2COSZE

Adviértase,

X X X X X X » X » X
COSX = COS| —+— |=C0S—.CO0S——Sen—.Ssen— =Ccos” ——sen” —
2 2 2 2 2 2 2 2

X X X X X X
COSX = c:oszz—sen2 5= COSZE—(l—COS2 —) = 200525—1 > 14+cosx=2cos’=

Por tanto, dx = (1/22)dx =tg(x/2)+C
1+ cosx cos“(x/2)

dx
COSX

Q=== Calcular j

1-t? 2
2 dx = 2
1+t 1+t

. . X
Haciendo el cambio: t:th COSX = dt

dx (ZIMz)dt_z dt
cosx J@-t/1f) J1-t

1 1 _A B
1-t* (A-t)(1+t) 1-t 1+t

Identificando coeficientes:

A-B=0 1
1=(A-B)t+(A+B) > - A=B==
A+B=1 2
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jlf_zdt j“z J. — L@-t)+L(L+t)+C=

_Lﬂ C- Ll+th/2+C
1-t 1-tgx/2

© Considerando como impar en cosx se puede hacer el cambio:

COSX = /1-sen’x =1-t2

senx=t dt
cosxdx=dt = dx=
1-t?

dx _ dtZ:L1+t+C:L1+th/2+C
COSX 1-t 1-t 1-tgx/2

Q= Calcular jcos3x dx

jcos3x dx = jcoszx cosx dx =J‘(1— sen®x) cosx dx = J.cosx dx —J‘senzx cosx dx =

1
= senx — Esen3x +C

- 4
“:}m Calcular J.sen X dx

=c0s* X —(1-cos®*x)=2cos*x -1

Siendo, €0s2x =Ccos(X+X) = CoS® X - sen’x = , , ,
=(1-sen°x) - sen“x =1-2sen“x

2 1+ cos2x
- COS"X=——
=2c0s"x—-1 2
COS2X = ) >
=1-2sen°x >, 1-cos2x
sen‘’x=———

2
J.sen“x dx = j(%] dx = %J.(l— 2C0S2x +c0s? 2x)dx =

:ix—isen2x+1 COSZZXdXIEX—ESEHZXﬁ-E (M)dx:
4 4 4 4 4 4 2
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:lx—lsen2x+1 +l (:os4xdx=1x—lsen2x+1x+i 4cos4dx dx =
4 4 8 8 4 4 8 32

:Zx—%sen2x+lx+isen4x+c

Senx cosx
dx sen’x + cos? X sen®x cos® x
= dx=] —dx+|] ——dx =
Senx cos x Senx cosx Senx cos x Senx cosx

senx COS X senx
= dx + dx =—-Lcosx+Lsenx+C =L +C=Ltgx+C
COS X senx COS X

Q== Calcular j R

Q@=a Calcular j 19X 4x

1+ sen?x

dt , sen’x  sen®x t
t=tgx x=arctgt dx=—3 t°= — = : >  senx =
1+t cos“X 1l-sen“x 1+ t2
t* 1+2t°
1+sen’x =1+ ——="—""—
1+t 1+t

tgx t () dt t 1 4t 1 )
L L = | o gpdt=7 L0200
1+ sen?x (1+2t%) ;Az(f 1+2t3) 4] 1+2t 4

:% L(1+2tg°x)+C =L¥1+2tg°x +C

Q== Calcular J‘ £

COSX — Senx
2dt 2t 1-t?
t:tgi X =2arctgt dx= d2 senx = ~ COSX = -
2 1+t 1+t 1+t

1-t2 2t 1-t2-2t
1+t% 1+t° 1+t

J‘ dx [ 2dt _ [ d ZJ' dt

COSX —Senx —t2—2t+1;/,/ff= Z+2t-1 | (t+1?-2

COSX—Ssenx =
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1 1 A B
(t+1)2—2_(t+1—\/27)(t+1+\/27)_t+1—ﬁ+t+1+ﬁ

e e 4 e Aol g 1
entricanao coerticientes [EN - =
1++2)A+(1-+/2)B=1 242 22

® —of__ @ _ 1y d 1} a _
t+°-2 2 )t+1-v2 V2 )t+1+42

X
t+1442| 1 tg}*“‘/ﬁ
t+1- */_ */5 tgx+1-+/2

2

L|t+1 f|+ L|t+1+f|+c_ L =TVe +C

NA

‘?EI Calcular JAsenf’x cos? x dx

J‘senf’x cos® x dx = jsenx sen’x cos® x dx = Jsenx (1-cos® x)* cos® x dx =

= | senx (1-2cos® x + cos” x) cos® x dx =

= | senx coszxdx—ZJ‘senx cos4xdx+J‘senx cos® x dx =

= —icos3 X +gcos5 X —10057 Xx+C
3 5 7

Q&= Calcular J.sen5x cos4x dx

b -

sen(5x +4x) =sen5x cos4x + W

sen(5x —4x) = sen5x cos4x —W sen5x cos4x = %(sen 9x + senx)
sen9x + senx = 2 sen5x cos4x

jsen5x cos4dx dx = %J‘(sengx +senx)dx = —%cosgx—%cosx +C
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Q== Calcular J.tg3x dx

u=tgx Xx=arctgu dx= du2
1+u
3 2 2
tg®x dx = u ~du = (u— u Zjdu:u——iL(l+u2)+C:tgx
1+u 1+u 2 2
2 2 2
_ox 1, 12 rc=X, L) costx+c=19%, | cosx+C
2 2 Cos“X 2

25

— % L(1+tg°x)+C =



INTEGRALES FUNCIONES HIPERBOLICAS

Q== Calcular J‘Sh5x Sh3x dx

El producto de la funcidn subintegral se convierte en una suma:

Ch(5x+3x)=Ch5x.Ch3x + Sh5x.Sh3x
Ch(5x-3x)=Ch5x.Ch3x-Sh5x.Sh3x
Ch8x—-Ch2x=2Sh5x.Sh3x

J.Sh5x Sh3x dx=%J.(Ch8x—Ch2x) dx :%ShSX _ %Sth e

Q@=a Calcular j ShX_ v
S

+Shx

Se parte del cambio general de las integrales hiperbdlicas:

2 42
t=ThX o dx=2%  shx=-2L  chx=2l  gigpyx-tr2irl
2 1-t 1-t 1-t 1-t
Shx e 2t 2dt _ 4tdt
dx = g 5
1+Shx —t?+2t+1 \ 1-t? (-2 + 2t +2)(1—-t%)

Descomponiendo en fracciones simples la funcién racional:

41 A+Bt C D
— 2 2y 12 T
(-t +2t+1)(1-t°) t°+2t+1 1-t 1+t

Identificando coeficientes:
4t=(-B-C+D)t’ + (-A+C-3D)t* + (B+3C+D)t+ (A+C+D)

A=-2 B=0 C=D=1

[ 4tdt —2dt
©) 2 2N 2 +
J (T +2t+D(1-t%) —-t°+2t+1 1+t

:_2‘ dt +J‘ J‘ - J‘(l/f)dtj J‘
J2-(t-17 1+t 1+t

= -2 Arg Th(

1+t

+C

Tj Li-t/+L+t|l+C=— fArgTh(t 1)+|_

2
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Deshaciendo el cambio t = Thg

ThX_-1

2
N

1+Shx

J' Shx dx =—+/2 Arg Th

+ L

1+ Th=

1-Th—
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CALCULO INTEGRAL: FUNCION GAMMA

==

1
Q== Calcular J (Lx)* dx

0

0

Se lleva a una integral I'(p) :j x"e™ dx con el cambio:
0

x=e' = dx=-e'dt
Ix=-t = x=1 = t=0
x=0 = t=w

1 0 © ©
j(Lx)“dx:j —(—t)“etdt:J‘ (—t)“etdt:J‘ t*e'dt=T(5)=4!=24
0 ) 0 0

1
‘aEI CaIcuIarJAWL(l/x)dx
0

Se hace el cambio

- dx =—e'dt
0
o0

X X X
Il
o R o

L—=-Lx=t =

Il
Ul d
WO

1 0 ©
J.§/L(1/x)dx=J‘ —iﬁe‘tdt=J‘ t”3e‘tdt=1‘(%+1j:1“(ﬂj
0 © 0

3

i g _Ey2
= CalcularJ- x* e dx
0

Se hace el cambio

dx = ——t Y% dt

25
5x2:t|—>x:T = |X=w = t=o
g Xx=0 => t=0

28
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Por tanto,

2
j x*e™ dx =
0

1

50./5

|

5

2

J

_ 3 =
200\ 5
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CALCULO INTEGRAL: FUNCION BETA

ﬂ;@ Calcular J‘ ‘/1_Txdx
j =X ax =j X% (1-x)"? dx = B(Eé) _ DA/2DET2) -
N x i 2'2 r()

Se considera

| a

N

q-1=7 > q=2
2 2
Adviértase que [(1/2)T(3/2) = r@) 1 r(%j _ = % Jr=2
1
Q=== Calcular J‘ 1- x5 dx
0
dx = —t45 dit
5

Se hace el cambio: x*=t —» x=t¥° = x=1= t=1
X=0 = t=0

1 1
[1_X5 dXzi t74/5 (1_t)1/2 dtziﬁ(i, Ejzir(]./S) F(3/2)
0 5J, 5'\5"2) 5 T1(17/10)

4 1
p-1l=—— > p==
Se considera 5 5

q-1=2 > q=>
2 2

Por recurrencia: T'(6/5) = (g - j F[g _1j - (%j F(%)

1
Resultando: 1 x5 dx L(6/5)T(3/2)
0 r(17/10)
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e
n

Q) CalcularJ‘ 1dx
0

dx = =t dt

Se hace el cambio; xX*=t —» x=t® = J|x=zw = t=w
x=0 = t=0
Resultando:

* * 1213
J‘ dxszij‘ t dt:iﬁ(i gjzlr(1/3)r(2/3):11_(1/3)1_(2/3)
o 1+x° 3 ), 3

1+t 3°\3'3) 3 ')

Se ha considerado

2
Q=== Calcular j (4 —x?)*?dx
0

2y _ _52 _ 2312 _ 4302 _523/2: _X_23/2
(4—X)—4{1 (2)} > (4-X%) 4 {1 (2)} 8[1 4}
J:) (4—x2)3’zo|x:8j0 [1—’% dx

) dx =t Y2 dt
Se hace el cambio: XI:t B x=2t2? = {x=2 = t=1
X=0 = t=0
2 2 5,32 1
24\3/2 X 12 o 15
(4-x7)""dx=8 [1——} dx=8] t7°(1-1t) dt:BB(—,—j
4 2’2
0 0 0
p-1 L > pzl
donde 2 2
q—l—E = q—E
2 2

j (4—x2)"2 dx = SB(%’ gj _ gl ?(g)(s '2) _ar@i2)r(512)=3n

{m/ 2)=4/n

I(5/2)=(3/2)(3/2)=(3/2)(1/2) T(1/2)=(3/4)Jx
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3/2

Q) CalcularJ‘ V Senx

= , (5+3cosXx)

Funcion trigonométrica racional, haciendo el cambio:

dx = 2dt2
1+t
2t ~t
t:tgi > X =2arctgt{senx=—- COSX= >
2 1+t 1+t
X=m > t=00
x=0mrH t=0

operando en la funcién subintegral:

Jsenx 2R (4t) T 2Vt (@4tt)
(5+3cosx)*? 5+3(1—t2 T/z [8+2t2j3/2
1+1t? 1+t

_ 21/2 t]J2 (1+ t2)—]]2 _ t1/2 (1+ t2)
23/2 (4+t2)3/2 (1+ t2)73/2 2 (4+t2)3/2

con lo que

e[ R [t
o (5+3cosx)*? \&(4+t )3 N (4+t )3/2 =

_J’w t¥2 dt C1f7 2t )
o 42 (1+1274)" 8), (1+t274)"

haciendo el cambio

, t? = 4u dt=u™? du
Uztzl—>t—2U t=0 > U=
@2 = J2u [t=0 > u=0
® 12
(o) = _ttdt 2 u' u? du -
C(rtzra)” C (@ w™

=§J‘(1‘iu) :iﬁ(g gj (%)

p-1=-1/4 — p=3/4

En la funcion ,
PP q){ +q=3/2 — q=3/4
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(“)J‘ Jsenx ; —QB(E gjzﬁr(sm)r(sm) _

X_ L]
, (5+3cosx)*? 8 \4°4) 8 '(3/2)

V2 [r@/a))  J2[r@/4a V2 [r@/af  [rE/a]

8 (1/2)T(/2) 4 TI(1/2) 4 Jn 242n

/2
Q&= Calcular j 8
= .+ tgX

dx

J. Juox ), fsenx/cosx

J “comrtor3a(33) (23

2p-1=-1/2 — p=1/4
29-1=1/2 +— q=3/4

n/2
J‘ (senx)™? (cosx)"?dx =
0

En la funcion B(p, q){

2n
= CalcularJ- sen®x dx
0

Como se trata de una potencia par de sen X, se tiene:

j sengxdxz[j sen xdx}ZB(% %) ()

2p-1=8 > p=9/2
20-1=0 B> g=1/2

L

16

En la funcion B(p, q){

Por recurrencia: B(gj = ZE%EF[EJ =
2) 2222 \2

105 \/—
5 (9 1) r(9/2)rasr2) _ _35
P2 2)=2 r(5) 4! "4

2n
(o) | sen®xdx= 3 T
0 64
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CALCULO INTEGRAL: DERIVACION DE UNA INTEGRAL PARAMETRICA

= X

_ senx
Q== Calcular J‘ dx
0

[e'e]

Se parte de la integral Izj e

0

. SENX
X

dx ®

Siendo Im(e™) =Im(cosx +i senx) = senx

derivando respecto al parametro a

ﬂ:J‘ _x e 38X gy =j -e ® senx dx:lmu‘ —e ¥ e” dx]:
da X
0 0 0
. ) —(a-i)x _ 1 ) i\ a—(a-i)x _
_Im[J- -e de_Im[—,J. —(a-i)e de_
0 a-1J,
Im(i_JA —(a—i)e @™ dx Jlm(i_ e(a‘)xj :Im(—i_j:
a—i), a-l 0 a-l

[ 1 ) [ a-+i } {a+i} -1
:—Im o :—Im S — :—Im S
a—i (a-i)(a+i) 1+a*] 1+a’

resultando

%:J‘ e SeMX g, 1 I:J‘ -1 da=-arctga+C
0

Para a = « se tiene:

® | :j de=0=—arctagoo+C=—g+C = C:g
0

a=ow

El calculo de la integral pedida cuando a=0:

senx senx
® dx=I,,=| e® dx=-—arctg0+~="
0 X 0 X 2 2
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® 2
_ sen®x
Q== Calcular J‘ dx
0

sen?ax

X2

Se parte de la integral Izj dx ®

0

Derivando respecto al parametro a

dl “ 2X senax cosax N 2 senax cosax ’ sen2ax
— = > dx = dx=] ————dx (e)
da o X o X o
x:L dx:ﬂ
2a 2a
haciendo el cambio: 2ax=t = |[X=o > t=w®
Xx=0m~ t=0
(.)J' senZaXdX:J‘ sentdtzﬁ
o X o t 2
En consecuencia, ﬂ:E = Eda:£a+C
da 2 2 2

o0

Para a =0, se tiene: ® Ia_O:j 0dx=0=0+C —» C=0

0

Para el célculo de la integral solicitada, se particulariza para a=1

® 2
sen®x T
® Ia=1=J- 2 dx ==
s X 2
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1
Q= CalcularJ‘ X (Lx)" dx

0

1

Se parte de la integral Izj x?dx =

0

a+l L

X
a+l

1
o a+l1

derivando sucesivamente respecto al parametro a:

a [ . d( 1 1 1
—=1 xX'Lxdx=— = > = >
da J, da\a+1/ (a+1)° (a+)

o1 —

z -1 ] I
di: xa(Lx)de=i 12 _ 2.13: 2.3
da o da|(a+D)" | (a+1)” (a+]d)
1 [ 2 ] -3.21 -3

T = Xa(LX)st=— _|= . .4= .4
da” J, al(a+1)’ ] (a+1)" (a+)

dl =J' X (L) dx:g{ 2 3} (-1)" nt
a o da| (a+1) @+

Para a=1 se obtiene el calculo solicitado:

d"l
da"

a 1
_1\" | _1\n ]
=1 x*(x)"dx| =] x(Lx)"dx= =1 n1| _ () ln-
a do o @, 2"

a=1

E = Calcular J‘ L(1+—2j dx
X
0

Derivando respecto al parametro a:

® © 2 © 2 ® 2 . 0
a L(1+a—2j de= | 220 gx—o| BIX gl oo 9t g
da X , l+a’/x , 1+(@l/x) L1+t

(0]

™ O

dt
. 1+t2

dt=2arc tgt:Z[arc tgg} :2(——Oj=n ®

X lo
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dt = —2 dx

X2

e cambio t=— 1 | x=0 > t=w

X |

X=0 = t=0

@ 2 @ 2
® i L(1+a—2j dx=n = J- L(l+a—2j dx:jnda:na+c
da X X

0 0

@ 0

Paraa=0: L(l)dx:J‘ 0dx=0=0+C —» C=0
0

(0]

@ © a2
con lo que, L(1+—2] dx=na
X

(0]

1
== Calcularj i) dx

2
, 1+X
: L(1+ax) fixa)= %
Se parte de la integral 1= ;2 dx donde X )
1+ X L1+a)
0 f(aa)=————
l+a

Derivando respecto al parametro a, teniendo en cuenta que el limite superior
de integracion es también funcion del parametro.

d [ L(1+ax) dX_J’a X gy, L2+ a’)

4 2 2y OX+ 2
daJ, 1+x , (+ax)(@+x%) l+a

Resulta una integral racional en x, que se resuelva mediante descomposicion
en fracciones simples:

X A Bx+C

= it x=(A+aB)x*+(B+aC)x+(A+C
(1+ax)(1+x?) 1+ax 1+x° ( )X+ yx+( )

Identificando coeficientes:

A+C=0 (A=-C
B+aC=1|B+aC=1 = B-=
A+aB=0|aB-C=0

1 a -a
2 C= 2 A= 2
1+a 1+a 1+a

de donde,
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) X 1 (" adx 1 ) (x+a)
- dx = > + 5 S-dx =
, (@+ax)(@+x%) 1+a” ), l+ax 1l+a 1+ X

0

-1 ! a dx 1 ¢ x dx a ! dx
= 2 + 2 2T 2 2
1+a o l1+ax 1+a o 1+x* 1+a 0 1+ X

a a
L(A+x%)|. +
( )|° 1+a?

1 a
= L(1+ax)|. +
1+a? ( )|°

arctgx|, =

_1
2(1+a’%)

=S _12 L(1+ a2)+ A o
1+a 2(1+a%)

2
L(1+a?)+
( ) 1+a?

arctga =

_ 2
= L(1+?)+ L —L(1+a%)+ .
l+a 2(1+a%) l+a

arctga

L1 -
a ( +azx) dx = L(1;2a2§+ 1 - L(1+a2)+—a -arctga+ Ly .
dajJ, 1+x +a 2(1+a%) l+a +a

d |"L+ax) g 1 a2y,

— arctga
daJ, 1+x° 2(1+a%) 1+a° 2

En definitiva,

L(Lazx)dx: {—ZL(1+a2)+ azarctga}da:
o 1+x J [2(1+a%) 1+a

1 a
=] ———L@+a*) da+ arctgada=1 +1, ee
J2@+a?) ( ) J‘1+a2 ¢ vz

1 1 a
=] ———L(1+a®’)da==L(1+a*)arctga-— arctg a da
! J.2(1+a2) ( ) 2 ( ) ¢ J.(1+a2) g
2a

u=L(1+a? du=————

( ) 1+a?)

_ da 1
v=———— v=-arctga

2(1+a%) 2

1
ee =| +| ==L(1+a*)arctga— | ———arctgada + ada+C
2o ( ) g (1+a?) J 1+ a2
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L1
| = (;azx)dx=£L(l+a2)arctga+C
o 1+x 2

Paraa=0: Ia_O:j 0dx=0=0+C -»C=0
0

Por tanto: 1= Md = L(1+a2)arctga
o 1+ x?

Paraa=1: |a_1:j L1(-1++X)d 2L2 arctgl——L\/_
X

Q== Calcular Ltg)z(dx
= o X(A+X%)

arctgax

Se parte de la integral I=
> 2 _.‘ X (1+ x?)

0

Derivando respecto al parametro a

J' X:J‘m dx
da da ,%Gﬁx)aﬁa%g) , (@+x%) (1+a’x’)

Resulta una integral racional en x, que se resuelva mediante descomposicion
en fracciones simples:

1 _Ax+B+Cx+D
(A+x*)(1+a’x?) 1+x* 1+a’x’

Identificando coeficientes:

1=(@*A+C)x*+(@’B+D)x*+ (A+C)x+ (B+D)

2 —_—
ig+g‘g C=-A D=1-B A-0  C=0
Z g J 2A-A=0 S a1 &
4+ = 2 =] =
a’B+1-B=0 a’-1 a’-1
B+D=1
de donde,
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di d [ dx -1 7 dx a © adx
P = + =
da daj, (1+x*)@+a’x*) a’-1] 1+x* a°*-1] 1+(ax)’

-1 a - an T

= arc tagx|,+ arc tagax|,= + =

a’-1 9%(5 a’-1 9ax|; 2@°-1) 2@ -1 2@+l
d_ _ e S o (ol e =X L(a+1)+C
da J, @+x7)(1+a’x") 2(a+l 2)a+l 2

La constante C se calcula particularizando paraa=0:
|a_0=j 0 dx:O:g L@M)+C — C=0
0

Para calcular la integral solicitada se particulariza para a=1:

L[ actex g
=), x@+x®) 2

= CalcularJ‘ e "X dx
Sea I(a,b):j e XX gy

Derivando respecto al parametro b

Ib _ ﬂ _ i e—ax2+ bx dx = X e—ax2+ bx dx .
9b 9b) -

Haciendo arreglos para integrar con mayor comodidad:

. x e gy = T2 | _oax e ettbx gy =t (—2ax+b—b) e ¥+ dx =
» 2a ) 2a ) |

_= (—2ax+b) e 2o dx+L e X dx  ee
2a ) 2a )

siendo: —- (—2ax+b) e ¥ dx -t srafld g
2a ) | 2a
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.o | =9 _ Xe—ax2+bx dle e—ax2+bx dx:il
» 2a ) | 2a

! ' 2
bh_b — Iidb: Ldb:> L:b—+C
| 2a | 2a 4a

Para calcular la constante C se particulariza parab =0:

o0 , ®
'—'b_o=Lj e dx = L\/E=O+C = ch\/E
s a __va

® dondej - dx = 2‘[ e dx= \/_J‘ t%e dt_%F(UZ):
o a

Por tanto, Ll= —+L\/7 L) = [l L\/7 — |l=<n/a "/
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