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ANALISIS

a.sen(x)—xe"
2

1. Sabiendo que lim es finito, calcula el valorde ay el

x—0 X

de dicho limite.

Solucion:

I a.sen(x)—xe* tHoetl i 3:€0S X —(e* +xe*) LHorital

x—0 XZ x—0 2X

LHépital lim —2:5€n x—e'—(e"+xe') lim —2-S€n x—2e"—xe* -2 1
x50 2 50 2 B 2 B

El parametro a puede ser cualquier nimero real.

2. Sea la funcién f definida por f(x) = para x=z—-1y x#1

2

a) Halla una primitiva de f.
b) Calcula el valor de k para que el area del recinto limitado por
el eje de abscisas y la grafica de f en el intervalo [2, k] sea In(2),

donde In denota el logaritmo neperiano.

Solucién:

a) Se trata de integrar una funcién racional cuyo denominador tiene

raices reales simples. Por tanto, se descompone en fracciones simples:

2 2 __A B _AX+1)+B(x-1)
-1 (x=1)(x+1) x-1 x+1  (x=1)(x+1)
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2=A(x+1)+B(x-1) — 2=(A+B)x+(A—B)

A+B=0
Identificando coeficientes: ~ A=1,B=-1
A-B=2
Por tanto:
2 1 1 -1
> dx=| ——dx— dx=|n|x—1|—|n|x+1|:ln—x ‘
x -1 x—1 Xx+1 x+1

es una primitiva de f(x).

b) En el intervalo [2, k] la funcidn f(x) es positiva:

A:j 221dx:ln2 > [In(x—l)—ln(x+1)]§:In2 >
2 X —
- [Ink—1)—=In(k+1)]-[In(2-1)-In(2+1)]=In2

k—1 2
— In(k=1)=In(k+1)+In3=In2 AN [l
Jlr{k+1 /3

3k—3=2k+2 >

x2+11x
x> —2x*—2x+12

3. Calcule la siguiente integral indefinida j

Solucidn:

Se trata de una integral racional. Se hallan las raices del denominador

utilizando la regla de Ruffini.

! 2 212 x}—2x* —2x+12=
-2 -2 8 -12 ,
| 1 ‘ ) ‘ 6 ‘ 0 =(x+2)(x"—4x+6)

Descomponiendo en fracciones simples:

x+11x  x*+11x __A |, Bx+C
X°—2x>=2x+12 (x+2)(x*—4x+6) x+2 x —4x+6




x* +11x _A(X*—4x+6)+(Bx+C)(x+2)
(X +2)&=4X +6) (X +2)&=4X+6)

x> +11x=A(x* —4x+6)+(Bx+C)(x+2)

Identificando coeficientes:

1=A+B 1=A+B
1=A+B
11=-4A+2B+C > {11=-7A+2B =
11=-7A+2B
0=6A+2C C=-3A
A=-1
-2=-2A-2B
B=2
11=-7A+2B
C=3

2
x> +11x dx=J. 1 dx+j 2x+3 It

J X’ —2x*—2x+12 X+2 X’ —4x+6
[ -1 2x + 2x—4+7
dx =—Inlx +2| - X+3 dx = —ZX dx
J x+2 X" —4x+6 X" —4x+6

?(_idx: 22)(—_4dx+ z;dx (2)
X —4x+6 X —4x+6 X —4x+6

2x—-4

————dx=In X2 — 4x + 6|
X —4x+6

F 7 J‘ 7 7/2
———d ———dx= > dx
J xX°—4x+6 2+(x—-2) 1+[(x—2)/\/§]

u—E > du—d—x 2
= V2 V2| - ! dez(zﬁ)arctgu:
2J 1+u 2
dx=~/2 du

2
+11 7 -2
(1) = Xz X dx=—Inlx+2|+In x> —4x + 6|+ —=arc tg X
X —=2x"—=2x+12 \/5




J' x> +11x dx—ln|x2_4x+6|+ 7 arctg X—2 C
X2 —2x2 —2x+12 | x+2 | 2 2

4. Dadas las rectas y =3x+b y la parabolay =x’.

a) Calcula la abscisa del punto donde la recta tangente a la parabola es
paralela a la recta dada.

b) Calcula el valor del parametro b para que la recta sea tangente a la
parabola.

Solucién:

a)y=3x+b — m=3 y=x" > y'=2x

La pendiente de la recta tangente en un punto es la derivada
de la funcidon en dicho punto. De otra parte, por ser la tangente

paralelaay=3x+b, deben tener la misma pendiente. Es decir:
y'=2x=3 B X :g

La abscisa del punto en el que la recta dada es paralela a la

3
tangente es x = >

b) El punto de tangencia (x, x°) es (g, %} Sustituyendo en la

ecuacion de la recta, se obtiene:

9 3 9 9 9
y=3x+b —» —=3.—4+b B b=—-—=—
4 2 4 2 4




5. Con el simbolo Inx se representa el logaritmo de un nimero positivo x
cuando la base del logaritmo es el nimero e. Sea f la funcién que para

un numero positivo x estd definida por la igualdad f(x) =4 x Inx

Obtener razonadamente:

a) El valor de x donde la funcién f alcanza el minimo relativo.

b) La ecuacién de la recta tangente a la curva y=4xInx en el punto (1, 0)

c) El drea limitada entre lasrectasy=0,x=ey x=e’ yla curva y=4x Inx

Solucion:
a) f(x)=4x Inx

Para hallar los extremos relativos se iguala a 0 la primera derivada:
. 1 4,1
f'(X)=4Inx+4x. ==4(nx+1)=0 > Inx=-1+ x=e ==
X e

Con la derivada segunda se verifica que se trata de un minimo.

f"(x)=ﬂ > f"(1)=4e>0 minimo
X e

b) La pendiente de la recta tangente en un punto es la derivada de la
funcion en dicho punto:

f'(X)=4(nx+1) +— f'()=4=m
La ecuaciéon de la tangenteen (1,0): y—0=4(x—-1) — y=4x—4

c) En el intervalo (e, e?), la funcion f(x) es positiva, por tanto:

2 2

A:J‘ 4x|nxdx:4J‘ xInxdx:(4I):2 donde I:jxlnxdx (1)

1
u=Ilnx — du=—dx

X
I:J-xlnxdx: , |=
dv=xdx \J.\Q:V:J‘xdx:%
2 3
=| fudv=uv— | vdu :X—Inx— X—.idx=
2 2 "X




(1) Finalmente, el area pedida:

e’ Xz XZ ¢’ 2
A:j 4x|nxdx:4{?lnx—j} :[sz Inx—xz]e =

=[(2e4 Ine’ —e“)—(Ze2 Ine—ez)]zz. e*. 2—e*-2e’ +¢€’

A=(3e"-e’) U’

x*+1
x?—1

dx

6. Calcula la siguiente integral de una funcidén racional j

Solucidn:

Al ser del mismo grado numerador y denominador se divide:

41 2 241 2
Xz =1+— — Xz dx=1}|1+ > dx —
X -1 X -1 X -1 X -1

2 ]
sz+1 dx = (1+ 22 jdx: x+2j 22 dx=x+I (1)
X" =1 o x° =1 x"—1

La integral I=| — dx esracional y sudenominador tiene raices

x -1

simples, por lo que se descompone en fracciones simples:

2 2 A B _AK+D+B(x-1)
x*—1 (x—=1)(x+1) x—-1 x+1 x> —1

2=A(x+1)+B(x—1)

= A=1 B

Il
|
[y

Si x=1 1+ 2=2A
Si x=-1 —» 2=-2B

En consecuencia:



2 1 1 -1
=) 5—— dx=] —— dx— —— dx=Inlx-1|-In|x+1]+C, —In|2—= +C,
x =1 x—1 x+1 x+1
Finalmente:
-1 -1
{In +C}—x+|nx—+c
x+1 x+1
x> +1
6. Calcula la siguiente integral de una funcidn racional j 1 dx
X J—

Solucion:

Al ser del mismo grado numerador y denominador se divide:

2 2

+1 2 2
X2 =1+— = X d = (1+ jdx —
x°—1 X -1 x> —1 x*—1

2 d
X2+1 dx= (1+ 22 jdx: X +2
X" =1 J x° =1

(1)

La integral I=| — dx esracional y sudenominador tiene raices

X =1

simples, por lo que se descompone en fracciones simples:

2 2 A B _AKD+BK-1)
x*—1 (x—=1)(x+1) x-1 x+1 x*—1

2=A(x+1)+B(x—1)

— A=1 B

I
I
[y

Si x=1 +— 2=2A
Si x=-1 —» 2=-2B

En consecuencia:

2 1 1 -1
=) 5—— dx=] ——dx— ——— dx=Inlx-1]-Inlx+1]+C, —In|2—= +C,
x°—1 x—1 Xx+1 Xx+1
Finalmente:
1 _
{In +C}—x+lnx—+c
Xx+1 Xx+1




ax+b

7. a) Dada la funcién f(x)= calcula los valores de a, b, ¢ sabiendo

cx—1
1 , .
que x =5 es una asintota vertical y que y=5x—6 es la recta tangente

a su grafica en el punto correspondiente x=1.
Para los valores a, b, ¢ calculados, iposee f(x) mds asintotas?

b) Enuncia el teorema del valor medio del calculo diferencial. ¢Se puede

. . ., 1
aplicar, en el intervalo [0, 1], este teorema a la funcidn f(x):z—? En
—X

caso afirmativo, calcula el punto al que hace referencia el teorema.

Solucion:
a) f(x) = ax+b
cx—1

. 1 , .
e Si x :E es una asintota vertical de f(x):

lim ax+b:ioo > 1c—1:0 = c=2 f(x):axer
x>1/2 cx—1 2 2x—1

e Si y=5x—6 es tangentea f(x) para x=1. f'(x)=5 +— |f'(1)=5

f(x):ax+b o f,(x):a(Zx—l)—Z(:jXer): —a—2b2 — [F)=—a—2b
2x—1 (2x—1) (2x—1)
—a—2b=5 (1)
y=5x—-6 = y=-1
Para x =1 el punto de tangencia: +
P 8 fx) = 2XFb f(l)=a+b
f(l)=a+b=-1 (2)
) ) —a—2b=5
Resolviendo el sistema: —~ b=-4 a=3
at+b=-1
f(x):ax+b s f(x):3x_4
2x—1 2x—-1
Asintota horizontal: lim 3X_4:§ = y:E
xoto 2x—1 2 2




Teorema de los incrementos finitos o de
Lagrange o del valor medio

Sea f(x) una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b]
’o y derivable en el intervalo abierto (a, b), entonces existe,
al menos, un punto c € (a, b) de modo que verifica:

f(b) —f(a)

f'le)=

> es continua en R-12} +— Es continua en [0, 1]
—X

- f'(x)= es derivable en R-12} > Es derivable en (0, 1)

(2—x)’

Segln el teorema del valor medio existe c €(0, 1) tal que:

1
f1)=——=1
1-0 (2—c) 2 2 1 1
f0)=———==
-0 2
1 1 ) ) \/—
(2—c)2:5 > (2-¢)'=2 > ¢ —-4c+2=0 > c=2%+2

Comoce(0,1) B c=2-2

8. Dibuja y calcula el area de la regidn limitada por la grafica de la
parabola f(x)=—x’ y la recta normal a la gréfica de f(x) en el punto
correspondiente a x =1.

(Nota: para el dibujo de las graficas, indicar los puntos de corte con

los ejes, el vértice de la parabola y concavidad o convexidad).

Solucion:

a) La pendiente de la recta tangente a la parabola f(x) = —x> es
la derivada f'(x)=—-2x +— f'(1)=—



La normal es perpendicular a la tangente, por tanto la pendiente

1
delanormales: —2.m'=-1 m':E

El punto de corte parax=1es (1,—1)

La ecuacion de la recta normal: y+1=

N |

31
Xx-1) B y=——+—X
(x —1) y=-2+3

3 3
3 1 , x=0 > y=—— 10,——
La normal y:—5+5x corta a los ejes 2 2

y=0 — x=3 (3,0)

Y
. 1 Igualando las ecuaciones se
3 1 — calculan los puntos de corte:
1-1

f 3 9 -1 3 1

Iy 5 X =—=+=x > 2 +x-3=0
3 9

Los puntos de corte son: (1,-1) y 5T

El drea de la zona sombreada:

1 1
A:J- [—xz —(—§+1xﬂ dx:j (—xz —1x+§j dx =
3 2 2 3 2 2
2 2

[x3x23}1(113j(2799j1252
=|———4Zx| ==+ || === |==u
3 4 2| 3 4 2) \24 16 4) 48

N[ w



» a+In(l—-x) six<O0
9. Dada la funcién f(x)=< , ,
x“e six=0
(donde In denota logaritmo neperiano) se pide:

a) Calcular lim f(x) y Iin) f(x).

b) Calcular el valor de a, para que f(x) sea continua en todo R.

c) Estudiar la derivabilidad de f y calcular f', donde sea posible.

Solucion:

a)

a+In(l—x) six<O0
fix)=<, _ )
x“e™” six>0

lim f(x)= lim [a+|n(1—x)]:a+oo:+oo

X——00

2
lim f(x)= lim [xze_X]: im X = lim 2 _

X —>+00 X —>+00 X —>+00 ex L'Hopital x —>+o ex L'Hopital

) 2 2
= lim —=—=0
L'Hopital x>+ @* oo

b) Para que f(x) sea continua en todo RR:

lim [a+|n(1—x)]:lirrgJ [xze_x]:f(O):O — a=0

x—0

1 . 0
_ In(1—x) six<O0 1—x SIX<
c)Sia=0 > f(x)=1 , 50 f'(x)= 5
X" e Si x> x( X—x) Gix>0
e

La derivabilidad en x=0: f'(07)=-1#f'(0")=0 +— f(x)noes

derivable en x =0, es derivable en R —{0}

e Si a#0 tampoco es derivable en x =0 por no ser continua en
dicho punto.



10. a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Aplique el teorema de Bolzano para probar que la ecuacion
cos x=x"—1 tiene soluciones positivas.

c) ¢Tiene la ecuacidn cos x=x>—1 alguna solucién negativa?
Razone la respuesta.

Solucion:

Teorema de Bolzano o teorema de la existencia de raices

Si una funcion f es continua en el intervalo cerrado [a, b]

)
ke

R

f es continua en [a, b] y signo [f(a)] #signo [f(b)] = Tce(a, b)/f(c)=0

y el signo de f(a) es distinto del signo de f(b), entonces

existe, al menos, un ce(a, b) de modo que f(c)=0

b) Las soluciones de la ecuacidon cosx=x’—1 coinciden con los

valores de x que hacen cero la funcién F(x)=x’>—1—cosx

F(x)=x>—1—cosx es continuaen R por ser composicidn de

funciones continuas.

2 2
F(Ej:n__l_£<0 F(gj:%—1<0

6/ 36 2

T T
Por el teorema de Bolzano J ce (E' Ej tal que F(c)=0, ces una
solucidén positiva de la ecuacion dada.

c) F(-n)=(-n)* —1—cos(-n) =1’ —1—(-1)=n* >0
F(0)=-1-1=-2<0

Por el teorema de Bolzano 3 c'e (—m, 0) tal que F(c')=0, c' esuna
solucién negativa de la ecuacidon dada. En consecuencia, dicha

ecuacion si tiene alguna solucidn negativa.




11. Un agricultor hace un estudio para plantar arboles en una finca.
Sabe que si planta 24 arboles la produccién media de cada uno de
ellos sera de 600 frutos. Estima que por cada arbol adicional plantado,
la produccion de cada arbol disminuye en 15 frutos.

a) éCual debe ser el numero total de arboles que debe tener la huerta
para que la produccion sea maxima?

b) éCual es esa produccion?

Solucidn:

ne arboles frutos del arbol
a) Se trata de optimizar: 24 = 600
24 +x - 600 —15x

Funcién de produccién: y = (24 +x).(600 —15x) = —15x°+ 240x + 14400
Para calcular el maximo se iguala a cero la derivada primera:
y'=-30x+240=0 +— x=8

Con la derivada segunda se verifica que se trata de un maximo:
y"=-30<0 +— maximo

b) y =(24 +8).(600—-15.8) =15360

La produccidon maxima es de 15360 frutos.




12. a) Enuncie el teorema de Bolzano. Probar que la funcién f(x) =x*> +2x -4
corta al eje OX en algun punto del intervalo [1, 2]. ¢ Puede cortarlo en
mas de un punto?

X+2 e
b) Calcula lim (—j

x—0 2

X +x+2

Solucidn:

Teorema de Bolzano o teorema de la existencia de raices

N,

e
2

f es continua en [a, b] y signo [f(a)] #signo [f(b)] = Tce(a, b)/f(c)=0

Si una funcion f es continua en el intervalo cerrado [a, b]

y el signo de f(a) es distinto del signo de f(b), entonces

existe, al menos, un ce(a, b) de modo que f(c)=0

f(x)=x> +2x—4 es continuay derivable en R.

f(1)=-1<0 f(2)=8>0

Por el teorema de Bolzano 3 ce (1,2) tal que f(c)=0, es decir,

f(x) corta en c al eje OX.

Como f'(x)=3x>+2>0 para todo valorde x > f(x) siempre es

creciente, luego no puede cortar al eje OX mas que en un punto.

1/x

) X+2 . Ly . oo

b) E=lim (2—j =e" esunaindeterminacién del tipo 1
x>0\ X" +X+2

donde A =Ilim (i—lj ,%:nm 1 1

x>0\ X2 +X+2 X2 x-0 X2 4x+2 2




13. De una funcidn, f, se sabe que es derivable en todos los puntos de
la recta real y que su derivada verifica f'(x) > 3 para todo x.
Ademas f(1) =1. ¢ Hay suficientes datos para asegurar que f(21) >61?

Razona la respuesta.

Solucidn:

Teorema de los incrementos finitos o de
Lagrange o del valor medio

Sea f(x) una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b]

‘ ’f y derivable en el intervalo abierto (a, b), entonces existe,

al menos, un punto c € (a, b) de modo que verifica:

f(b)—f(a)

f'(c) =

Como la funcidn f es derivable en todos los puntos de la recta real,
también es continua, luego cumple las hipdtesis del teorema de los

incrementos finitos o de Lagrange en el intervalo [1, 21]:
o f es continua en [1, 21] o f es derivable en (1, 21)

Se puede afirmar que existe un niumero ce (1, 21) que verifica:

f(21)—-f(1)

Flo= 21-1

20.f'(c)=f21)—f(1) — [f(21)=1+20.f'(c)

Siendo f'(c)>3 +— 20.f'(c)>60

Asi se obtiene: f(21)=1+20.f'(c)>1+60 > |f(21)>61




14. Demuestra que V x > 1 se verifica la siguiente desigualdad:

Inx 21
x+1
Solucién:
, . 2(x—1
Se estudia la monotonia de la funcién: f(x)=Inx— ( . )
X+

f,(x)_l_Z(x+1)—2(x—1) X 42x+1-4x  (x—1)
X (x +1) X (x+1)° X (x+1)
La funcidn es estrictamente creciente V x > 1, dado que para estos

valores f'(x) es positiva, con lo cual:

2621 o s x> 221

x>1 B f(x)>f(1)=0 — Inx—
X+1 X+1

15. a) Enuncia el teorema de Rolle.

b) Calcula b para que f(x) =x> —4x + 3 cumpla las hipétesis del

teorema de Rolle en el intervalo [0, b]. ¢ Dodnde cumple la tesis?

Solucidn:

. Teorema de Rolle

’-Si f es una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b)-\

5 <
_ \'/ con f(a) = f(b), entonces existe algun punto ce (a, b) tal
\que f'(c)=0.

b) f(x) es continua y derivable en R, por tanto, es continua en [0, b]

y derivable en (0, b), cualquiera que sea el valor de b.

Para que se verifique la hipétesis del teorema de Rolle en [0, b],

ha de tenerse que f(a) =f(b):

f(0)=3 b>-4b+3=3

fx)=x>—4x+3= \ =
f(b)=b>—4b+3 b>—4b=0




b=0 novale
b’—4b=0 — b{p’-4)=0 = {b=-2 novale
b=2

Como se considera el intervalo [0, b], ha de ser b>0.
Por tanto, el teorema de Rolle se cumple en [0, 2].

o Las hipdtesis del teorema se verifican:

f'(x)=3x"-4=0 - xzzg > x==

i

2
Se cumple en c:ﬁe(O,Z)

16. Sea el tridngulo rectangulo, en R?, de vértices O(0, 0); A(x, 0)

y B(x, y), x>0ey >0, estando el vértice (x, y) sobre la elipse de

ecuacion x° +2y° =2 tal como indica la figura. Calcula cual ha de ser

el vértice (x, y) para que el triangulo rectdngulo tenga drea méaxima.

N

Solucion:

. _ 1
La funcidn a optimizares S :E Xy

Utilizando la relacion x> +2y° =2, se obtiene la expresion:

N~ _y\/2—2y2_\/2y2—2y4
x=42-2y* > S= = >

2

Optimizando la funcion:

4y-8y' _ A (1-2y) |(1-2y})

W= a4.2y* -2y* :h\\(\/z—zyz J2-2y?




S'(y)=0 > 1-2y°=0 > y==

1
2

. 1 .
Solo se consideray = ﬁ' dado que ha de ser positiva.

La segunda derivada S":

; [ay@a-2y)]
—Ay\2-2y* —
Y Y 2.J2-2y?

y 4y° —6
5"(y) = = y oV

(,/2—2y2 )2 (2-2y%) y2-2y°

1 , ..
S"(—)< 0 > Lafuncién S(y) presenta un maximo paray=—

J2
El vértice (x, y)= (\/m y):(l’ %)

ﬁ‘l—\

17. Se considera la funcion f(x)=e* +Inx, x (0, ) donde In denota el
logaritmo neperiano.
a) Estudiar la monotonia y las asintotas de f(x).
b) Demostrar que la ecuacién x’e* —1 tiene una Unica solucién c en
el intervalo [O, 1].

c) Deducir que f presenta un punto de inflexién en c. Esbozar la gréfica de f.

Solucidn:

a) f(x)=e*+Inx Vxe(0, )

Para estudiar la monotonia se utiliza la derivada primera:

NN S et
X X

>0 pues xe(0, ©) — |f(x)essiempre creciente

o Estudio de las asintotas:

lim f(x)=lim (e* +Inx)=— > Hay asintota vertical en x=0

x—0" x— 0"

lim f(x)= lim (e*+Inx)=0o0 > No hay asintotas horizontales

X —>+00 X —>+00




Como no hay asintotas horizontales se analiza si existen asintotas oblicuas:
Asintotas oblicuas: y=f(x)=n+mx

« 1
o f(x) . e +Inx - € +; No hay asintotas
m= lim —= |lim = lim =0

X+ Y X —> +00 X L'Hépital x —>+o0 1 oblicuas

b) Sea F(x)=x"e* —1 una funcién continua y derivable en R,
por tanto en [0, 1]

Siendo F(0)=-1<0 y F(l)=e—1>0 —leoremaBolzano , 5. q q)

tal que F(c)=0, es decir, c es solucién de la ecuacién x°e* —1=0
& Falta probar que es solucién unica:

Suponiendo que h>c fuera otra solucién de la ecuacién x’e* —1=0,

se tendria F(h)=0. Aplicando el teorema de Rolle en el intervalo [c, h],

existiria un punto de(c, h), y en consecuencia, de(0, 1) tal que F'(d)=0

x=0¢(0, 1)

F'(x)=2xe* +x’e* =xe*(2+x)=0 =
x=—2¢(0,1)

Hay un razonamiento analogo para h<c

En consecuencia, c es solucidn Unica

1
c) fx)=e"+Inx — f'(x)=e"+= Y )
X
1 x’e*-1 1
f'x)=¢" - ="—5—=0 b x’e'-1=0
X X
Por el apartado anterior 3 ce(0,1) tal que y <
c’e—1=0, es por tanto un punto de o1
inflexion de f(x).




.. J ., X
18. Calcula el dominio y representa graficamente la funcion f(x) :In—l
X +

Solucion:

e Dominio de f(x): La funcidn f(x) existe si L1> 0
X +

. ) X
Un punto conflictivo es x =—1, pues anula al denominador de ——

x+1
Otro punto conflictivo es L:O  x=0
x+1
S
X X+1 | x+1
El signo de X enlos intervalos 1
x+1 (o= — | — +
gue determinan los puntos hallados: (-1,0)] — + —
O« + | + | +

Dominio f(x) =(—o0, —1) U(0, + )

e Cortes con el eje OX:

y=0 InL:O > L=1 H x=x+1 — 0=1absurdo
x+1 x+1

No corta al eje OX

y= lim In L:In 1=0

e Asintotas horizontales e x4l = |y=0

y= lim InL:Inlzo
xo>-o  x+1]

) X ) X -1

lim In——=In lim ——=Iln| — |=®
, . Xx—-1" X+1 x—>-1 xX+1

e Asintotas verticales

. X , X
lim In——=Inlim ——=In(0")=-o0
x>0"  x+1 x>0" x+1

Hay asintotas verticales en yen



. - X
e Crecimiento y decrecimiento dey :In—lzlnx—ln(x+1)
X+

:1— 1 1 >0 si xe Dom f(x)

X x+1_x(x+1)

Por tanto, f(x) es siempre creciente, no hay maximos ni minimos relativos.
e Concavidad y puntos de inflexion:

y = 1 = "—M
X* +x (x> +x)°

-1
=0 > 2x+1=0 B x=7eDom f(x)

y" no existe

+ | I
y U—Il 6/\

No hay puntos de inflexion.

e Representacion grafica:




20. Sea f la funcion de variable real definida mediante la expresion
2X

x*+1

a) Determine el dominio de continuidad, simetrias, corte con los ejes

f(x) =

y asintotas de la funcién f.
b) Calcule, si existen, los extremos relativos y absolutos, e intervalos
de crecimiento y decrecimiento.

c) Calcule, si existen, los puntos de inflexidon de f.

d) Dibuje la grafica de f.

Solucién:

2X
x> +1

a) f(x) = = xX*+120 = Domf(x)=R
La funcion f(x) es continua en todo IR, por tanto
no tiene asintotas verticales.

2X

lim —
X—+0w ¥ +1

e Asintotas

=0 +— y=0esunaasintota horizontal

2(—x)  -2x
(—x)’+1 x*+1
la funcidn es simétrica respecto al origen.

e Simetrias: f(—x)= f(x) — Como f(x)=—f(x)

) ejeOX: y=0 — x=0

e Corte con los ejes § = (0, 0) punto corte
eje OY: x=0 — y=0

b) Para estudiar el crecimiento y los extremos relativos se iguala a cero

la derivada primera:

2(x* +1)—2x.2x _ —2x"+2
(x> +1)° (x> +1)°

f'(x) = =0 B -2x*42=0 b x=%+1

f(x) — - _

f(x) ™~ —1I — 1I\

La funcidn decrece en (—o0,-1)\U(1,+ o) y crece en (-1,1)

Presenta un minimo relativo en (-1, —1) y un maximo relativo en (1,1),

ya que coinciden con los extremos absolutos.



c) Para calcular los puntos de inflexién se iguala a cero la derivada segunda:

_—2xP+2

flx)=—=2 s f..(x):—4-X-(x2+1)2—(—2x2+2).2.(x2+1).2.x
(x*+1)

(x> +1)*

B M[—4x(x2+1)—4x(—2x2+2)]_ —4x° —4x+8x>—8x _
- r - -

(x> +1) (x> +1)°
3 _ x=0
S XTIy 4 —12x=4x(¢ -3)=0 =
(X +1) X:i\/g

f'(x) = | + | = | +
CNORIUEYAV I,
Hay puntos de inflexiéon en (0, 0) , (—ﬁ,éj y (\/g,gj

La grafica de la funcion:

21. a) Enuncie la regla de Barrow.

b) Determine el drea comprendida entre las curvasy=x> e y =x
y la recta que pasa por los puntos (2, 4) y (4, 2).

Solucidn:

7] Sifes continua en el intervalo [a, b] y F es
7 cualquier primitiva de f, F'(x) = f(x), entonces:
|

Y b
| § Jf(x)dxz[Hx)]Z:Fcb)—Fca)



b) La ecuacidn de la recta que pasa por los puntos (2, 4)y (4, 2):

-2 y-4
AT s SN y=6-Xx
4-2 2-4

Los puntos de corte entre las dos curvas y la recta:

y =x* 2 2002 1\ _ puntos
{y=& = = l)_OH{(O,O)y(ll)

U2
{y—x - X2+x-6=0 { puntos

y:6—X (2!4)y(_3!9)
= t
V=YX e 13xi36-0 H{ PURIoS
y:6—X (9’_3)y(412)
El area pedida es la zona rayada:
Y\6
=X
14 (2.4)
13
(4, 2) y=w§
%) .
.(11’1) y=6-x
+ + —_— ' + + 4 ; + : X
6 -5 -4 3 2 -1 1 2 3 4 5 6
-1
9|
3.

A= .Z[XZ_\/;]dx +J‘4[(6—X)—\/;]dx=

o2

2 4 4
= )@dx—j\&dx+j(6—@dx—j\&dx:
1 2 2

vl




2 4 4
szdx+j (6—x)dx—j Jx dx =
1 2 1

i 21V T2 T 7 14 11
:[—} +[6x——} —{—x?”z} =—+6-"—="17
3, 2L, 137 |73 3 3

22. Calcula el area de la regidén limitada por la grafica de la parabola de

ecuacién y’> =x y el segmento cuyos extremos son los puntos P(1,—1) y Q(4, 2).

Solucidn:

La ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(1,—1) y Q(4, 2):

——=—— P y=x-2

P(1,-1) (-1)7’=1

Los puntos Py Q pertenecen a la parabola y* =x
Q4,2) 2°=4

La grafica de la parabola y la recta:

y=><—2/
1-3

El area de la zona pedida es:

Azu.:(\/;—O)dx—AQ%B]+U.01[0—(—\/;)]dx+AP§Bj:




4 1
:|:£X3/2:| —£+|:£X3/2:| +£:E_2+£+1:2_—4’5 uZ
3 0o 2 3 A 3 3 2 6

23. Estudiar la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones:

1 x|
a) f(x)=—— b) f(x) =
)= ) fl) =
Solucion:
1
—— si x<0
1 J1-x
a)f(x)—1 ||— .
+iX — si x20
1+x
Continuidad:

eSi x#0 > f(x)escontinua al estar formada por dos funciones

continuas en los intervalos en los que estan definidas.

lim f(x)=Ilim L:1

Xx—0" x=>0 1—x

1
lim f(x)=lim ——=1
x—>0" x—>0 14X

lim f(x)= lim f(x)=f(0) > es continua en x=0. Por tanto, es continua en R
x—0"

x—>0"

Derivabilidad:

e Si x#0 es derivable.

-

si x<0

si x<0
f(x)= — f'(x)=
si x=0

(1—x)?

(1+x)

=
= |
=

si x>0

=
+
x

eSi x=0: f'(07)=1# f'(0')=-—1 — No esderivableenx=0

La funcidn f(x) es derivable en R —{0}



—X
b) f(x) = |X| _ x> —1

X -1 X
x*—1

si x<0

si x>0

El dominio de la funcion: Dom f(x)=R —{-1,1}

Continuidad:

eSi x#0, x#-1, x#1 lafuncidon es continua, dado que esta

formada por funciones continuas en estos puntos.

eEn x=-1y x=1 lafuncidon no es continua, no se encuentra

definida en estos puntos.

lim f(x)=|irrgJ ——=0
eEn x=04{""" mex -l
A =i e 10

lim f(x)= lim f(x)=f(0) + es continuaenx=0.
x—0"

x—>0"

Por tanto, es una funcién continua en R —{-1,1}

Derivabilidad:

eSi x#0, x#-1, x#1 lafuncion es derivable, siendo:

_ x+1
> Xl si x<0 (xz—l)z si x<0
flx)=4" ~ B fx)={"
2 §ix>0 XL x>0
x" =1 (X" —1)

eEn x=-1y en x=1 lafuncidon no es derivable, no se encuentra definida.
eEn x=0: f'(07)=1=# f'(0')=-1 — Noesderivableenx=0

La funcion f(x) es derivable en R —{-1,0,1}



24. Calcula los siguientes limites:
2 2n
. n°—3 . T 2
a) lim > b) lim xcos| ———
x=>+o | n°4+2n X—+0o0 2 X
Solucioén:

2 2n

) n-—3 . o .

a) lim > es una indeterminacion del tipo 1%
x>+o { nN°+2n

2 2n
) n°—3 2
lim > =e
x=>+o | nN°+2n

2 2
donde, A= lim r; 3 —11{2n= lim M:—4
x>+ n°+2n

2n

, n’>—3 L 1

Por tanto: Iim > —e =—
X—> + 0 n +2n

2 , :
b) lim x cos[g——) es una indeterminacioén del tipo .0

X—>+®© X
T 2 —2 (
cos| ——— <, Sen
(2 x) X 2

: T 2 :
lim x cos| ——— |= lim ——=—=~ = |im
X =+ 2 X X =+ 1 L'Hopital x -+ -1

x X

2
= |im Zsen(ﬁ——jzz
X—>+00 2 X



>
cos| —X
2

a (1, 3) tal que f"(a) = . Menciona el resultado teérico empleado

25. Dada la funcién f(x) =xe , demuestra que existe un valor

y justifica su uso.

Solucién:
f(x) :xems[:xJ

Fi :ecos(:x) o Sen( T ecos(;x) _ e[zj [1_ X ( n Xﬂ
2 2 2 2

f"(X)=—£sen(£x)ews(2Xj 1—n—xsen(£xﬂ+
2 2 i 2 2
cos(nx)|: TT (TC j TEZX (TE j:|
+e ‘?/|——sen| —x |- cos| —x | |=
p 2 4 2

COSGXJ_ i (n ){ X (TE j} T (n j T X (TE )
=e ——sen| =x [{1———sen| =x |p——sen| =x |- cos| =x | |=
. 2 2 2 2 2 2 4 2

f(1)=—n+ 2 ~—0,67

oel(l,3) = 4
F3) =+ o

4

2

~10,54

Como f"(x) es continua por ser composicidon de funciones continuas,

verifica el teorema de los valores intermedios o teorema de Darboux.

o Es decir, f"(x) en el intervalo (1, 3) toma todos los valores intermedios
2 2

entre f(1)=—n+% y f(3)=7t+37T

TCZ 2
Como —n+7<n< T+

= Jae(l,3)/ f'la)=n



26. Calcula el area limitada por la parabolay :\/Exz, la circunferencia

x* +y> =1y el eje OX, que aparece rayada en la figura.

ap
N

Solucidn:

Se calculan los puntos de corte de la circunferencia y la parabola:

o

x*+y>=1

=

x*=1/2
> xX2+2x'=1 > 2x*+x*-1=0 >

y=+2x

% i
_ El punto de cortees | —, —
kﬂl y=0 2 2

2

A:J-Z(\/EXZ—O)dx+J. (\/1—x2—0)dx (1)

0

N

V2 3
J‘ﬁd:ﬁ(?) :Q(QJ a4

0 2

1
24 6

1
o“-f\/l—x2 dx con el cambio de variable x=sent
2
2

dx=costdt
2 (ﬁj m
x=sent — Jx=— > t=arcsen|— |=—
2 2 4
T
x=1 t:arcsen(l)zz

N[a

L L L L
2 2 1+cos2t
V1-x>dx=| +/l1-sentcostdt=| cos’tdt=|] ———dt=
.[ﬁ J. J. .[ 2
2 4 4

4



T

1(:2 1 sen2t 2 1|ln (m 1 o
== | (1+cos2t)dt==|t+ S e |
2] 2 2 % 2| 2 4 2 8

4

2 .
1 1 1
(1) A:jzﬁxzdx+j i dx=—+l-Z=|F_ 2
0 2 6 8 4
2

8 12

27. A) Enunciado de la regla de Barrow.
1
B) Sea f(x)=J. N dt,yseanabeR"
1

Demuestre que f(a.b)=f(a) + f(b)

Solucion:

" Sifes continua en el intervalo [a, b] y F es
57 cualquier primitiva de f, F'(x) = f(x), entonces:
|

* b
| ; jf(x)dx=[F(x>]‘;=F(b>—F(a>

B)f(x)zj %dt=(|nltl)j=|nx

Se tiene que demostrar: In(a.b)=Ina+Inb

A=Ina a=e’
Sea{ > > ab=e*.e’=e*® > In(a.b)=A+B

B=Inb b=e®

entonces: In(a.b)=Ina+Inb

28. A) Definicién de funcion continua en un punto. Definicién
de derivada de una funcidén en un punto.
B) Estudie la continuidad y la derivabilidad de la funcidn:
x*-9
— Six#3
f(x)=<9 x—3 en el puntox=3
6 six=3

Solucidn:




Una funcién es continua en un punto x=a sise verifican
las condiciones siguientes:

Que exista lim f(x) Que exista f(a) Que lim f(x)=f(a)

X —=a
La derivada de una funcidon fen el punto x=a
se representa por f'(a) y es igual al limite
. fla+h)—f(a
f'(a)= |Im7( )~ 1)
h—0 h
Sidicho limite es un niUmero real, existe y es finito, /i

se dice que f esderivable en a.

2

i X#3
B) Para que f(x)=9 x—3 X sea continuaenx=3

6 six=3

debe verificarse: lim f(x)= I|m f(x) =1(3)

X—>3" x—3

2 +3
lim f(x) =lim X 9—Ii (x )M—Ilm (x+3)=6="1(3)
x—3 x—3 x—3 x—3 M x—3

f(x) es continua, y =x+ 3. En consecuencia, es derivable para

todo xe R, suderivadaes y'=1

29. a) Calcular el valor de los pardmetros p y q para que la curva
de ecuacién f(x) =x> + px +q, presente un minimo relativo
en x=1y pase por el punto (-2, 0).
Hallar, si los hubiere, otros puntos extremos de la funcién,
indicando si son maximos o minimos.
b) Esbozar la grafica de la funcidn anterior y hallar el drea de

la region finita limitada por dicha funcion y el eje OX.

Solucion:
a) f(x)=x>+px+q — f'(x)=3x"+p
e Con un minimo relativo en x=1 se tienef'(1)=

f'X)=3x"+p — f'(1)=3+p=0 > p=-3




e Como f(x)=x>—3x+q pasa por el punto (-2, 0):
0=-8+6+q = q=2
Sea la funcién f(x)=x>-3x+2 — f'(x)=3x"-3

f'(x)=3x>-3=0 = x==1 puede tener extremos.

£103) f'"'(-1)=-6<0 +— en (-1,4) tiene un maximo
=6X
f'(1)=6>0 +— en (1,0) tiene un minimo

b) Para calcular los puntos de corte con el eje X de la

funcién f(x)=x> —3x+2, hay que resolver 0=x> —3x +2

1 0 -3 2
1 : % _21 _é Corte con el eje OX: (1,0)y (-2,0)
1 1 2
. 1 _% 0 Corte con el eje OY: (0,2)
|10

Area regién sombreada:

1
Azj [ (X —3x+2)-0]dx= (1,4 |
-2

4 2 1
_ X__im} _
2 i

L4
1
- ——3+2j—(4—6—4):
2
27
:—u2



30. En los juzgados centrales de una determinada region ha comenzado
una campana para ahorrar papel concretada en la funcién:

e 0 si 1<x<100

Alx)=9 1 ,
—5x+8 si 100<x <390

Donde x es el numero de dias transcurridos desde el inicio de Ia
campafiay A es el numero de miles de hojas ahorradas:
a) Estudiar si la funcién es creciente o decreciente.
b) ¢ Qué sucede cuando han transcurrido 100 dias desde el inicio
de la campaiia?
c) éEn qué momento el ahorro es de cinco mil hojas?

Solucidén:

0,02e% si 1<x<100 A'(x)>0 en (1,100) creciente

a) A'(x) = 1 _
2 & 100<x<390
50 X A'(x) <0 en (100, 390) decreciente

b) Para x =100 la funcidn A(x) es discontinua, dado que:

) . 1
lim e =e®> # lim | ——x+8 |=6
x—>100" x —100* 50

La discontinuidad es de salto finito: e*> = 7,389

Transcurridos 100 dias desde el inicio de la campaiia, la bajada
de hojas ahorradas es de 7389 -6000 =1389 hojas

In5
00X _ 5 — 0,02x=In5 > x:0n02:80,47
c) A(5)= ’

Liig=s o Lu-3 s x=150
50 50

Desde el comienzo de la campana, entre los dias 81 y 150 hay
un ahorro de 5000 hojas.
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