Estadistica Ciencias Ambientales
Facultad de Ciencias
Univeraidad Autdnoma Departamento de Matematicas
de ihadrid Profesor: Santiago de la Fuente Ferndndez

ANALISIS VARIANZA UN FACTOR
ANOVA |


http://www.estadistica.net/index.html
http://www.estadistica.net/index.html



http://www.estadistica.net/index.html

(}Fij _3_‘?") = (}Fij _?i-) + [?i- =¥ _]

N .. SR T
desviarion desviaciotes desviacionss
total itra - grupos entre - grupas

Para defenderse con los conceptos de ANOVA:

Sean k grupos de observaciones yy donde:

1 = repregenta al grupo
| = representa el orden dentro del @rupo

En otras palabras V. es la observacion |-¢sima dentro
i

del i-ésimo nivel del factor explicative.
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Por GRUPOS: se halla §,s y %) =

. 1 k . 1 1
Analizamos los datoes Vo= — > 1;, 5:,12 = STV — i ¢
: k = 11—1H !
por Grupos y Totales (en conjunto)
;i ~ 1 & : 1 Fu _ SCR
o Sf = S - 1|gi2 = T‘}_‘l}rij_}ri-lz -
: n-k = n-k FH5 n-k

i=l =1

CONJUNTO (todos los datos): Se halla Ve ~ g2 (cuasivarianza muestral o varianza estandar)

¥
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EE("U_}"F .
@ _ itljs SCT
¥ n-1 n-1
SCT SG_R aCE

Adviertase que

entonces: (SCE = SCT - SCR) , siendo los gradoes de libertad de la variacion explicada [(n - 1) - (h - k) = (k - 1)]

Fuente de variacion Suma r.?ualer'adas gr:udcrs de Varianza Test F Snedecor - R®
desviaciones libertad
Explicada 3 SCE
- e a—
(entre grupos) SCE (k-1 i k-1 ‘
Residual .2 _ SCR S SCE
peteue SCR (n-K) S; = F= = R="—
(dentro de los grupos) n-k S; SCT
2 SCT
Total SCT (n-1) i
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La Idea del Test ANOVA es comparar la variabilidad entre las medias

con la variabilidad en el experimento (variabilidad dentro de cada grupo)

Se estable lahipotesisnula H, : 1y = ps = .0 = py

las medias son iguales en todes los grupes

frente a la hipotesis alternative,

las respuestas medias son distintas en al menos dos grupes:H_ @ p; = p,

SE

Se acepta Hy cuande F = [g—g] .3 Fﬂ_(kqj’(n-k)

T

en caso contrario se rechaza, aceptando la hipatesis alternativa

Una de las opciones mas utilizadas
es el Test de Bonferroni

Cuando se rechaza la hipétesis nula con el test ANOVA,
se busca qué grupos son distintos entre si realizande
COMPARACIONES MULTIPLES (Pruebas Post Hoc)

dos a dos.

"
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Para comparar los grupos dos a dos, aplicamos el tests de Bonferroni
utilizando el intervale de confianza:
r_ Ty

Ic(lli—l'j) = {l?i-—?j-.li t[
__ y

R
zc}[ﬂ'kj "n, n.

es decir,

J,—, T o 1 1 ;
b 3002 03

El test de Bonferroni fija un nivel de significacion total [%c] . donde

4
¢ = numero de contrastes, est decir, el nimero de tests [Z] que hay que realizar

“~F Siel CERO no se encuentra
en el intervale, las medias

k
para comparar todos los pares de medias. Estoes, ¢ = [l]

no son iguales

r_ Ty

Serialar que puede ocurrir que se rechace la hipotesis nula H
en ANOVA y que no se encuentren diferencias en ningun par
de medias al aplicar el test de Bonferroni.
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ANALISIS DE LA VARIANZA

Es conocido que una variable aleatoria ¥ se puede considerar como suma de una constante p y de una variable aleatoria €, que
representa el error aleatorio: Y, = U + g;

Este modelo se adapta bien a datos de distintas ciencias (astronomia, geodesia, etc.), pero en problemas ambientales, bioldgicos,
industriales es demasiado simple.

Una generalizacion natural que se adapta bien a muchos fenémenos ambientales es el modelo lineal.

Supongamos una variable Y en donde presumimos saber que influyen una serie de factores o causas asignables (a, b, c, d, ..., k).

En esta linea, si Y es el rendimiento de una variable de trigo, las causas asignables pueden ser el grado de la humedad del suelo, la
temperatura, los fertilizantes, etc. En una primera aproximacién podemos admitir que todos estos factores (a, b, c, ..., k ) son
aditivos, y podemos escribir: Y = a+b +c+ ... +¢

siendo ¢ el efecto llamado causas no asignables o de azar.

Si los factores (a, b, ¢, d, ..., k) se mantienen constantes las medidas de Y representardn variaciones que podrdn atribuirse a un gran
ndmero de pequefias causas no distinguibles entre si, que es lo que conocemos como variacion aleatoria o el azar.

En definitiva, si disponemos de un experimento en que medimos Y a niveles diferentes de uno o mads factores, el conjunto de medidas
obtenidas no serda homogéneo, sino que estard formado por dos o mds grupos.

Ronald Fisher (1923) introdujo una técnica, conocida como Andlisis de la Varianza, para contrastar esta heterogeneidad, para ver si
tales factores provocan la variacién que se trata de estudiar, o bien, se debe atribuir dicha variacién al efecto del azar.

En otras palabras, la técnica del Andlisis de la Varianza trata de separar las componentes de la variacién que aparecen en un conjunto
de datos estadisticos

VARIANZA DE UNA MUESTRA HETEROGENA

Supongamos dos muestras de dos poblaciones distintas con distintas medias, pero con la misma varianza. Parece fdcilmente
comprensible que si se mezclan las muestras la varianza aumenta considerablemente - <« Sean dos muestras de extension 2, la
primera formada por (9, 11) y la sequnda por (19, 21), cuyas medias respectivas son 10 y 20, siendo las varianzas 1 y 1.

Si tomamos una muestra con todos los valores (9, 11, 19, 21), la media es 15 y /a varianza 26 (muy superior a 1)>> - .

Esta simple observacion es el punto de partida del método conocido como Andlisis de la Varianza, utilizado para contrastar la
hipotesis: "varias poblaciones normales de la misma varianza tienen distintas medias".



[ MODELOS LINE HLES}
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DISENO DE EXPERIMENTOS

Variables explicativas
cualitativas

x.

.

REGRESION

l

Variables explicativas

cuantitativas

[ MODELOS LIMEALES EENERALIZADDS]

1. Se compara UN tratamiento en DOS poblaciones
2. Se comparan DOS tratamientos en UNA poblacidn

[‘U’ARIABLE 5 NORMALES ]

./\

Comparacion de las Comparacion de las
Desviaciones Tipicas Medias

A

Varianzas Iguales Varianzas Distintas

!

Test F de Fisher-Snedecor Test t de Student

!

Test t de Student

[UARIABLES NO NGRMALE&]

Tablas de Contingencia

f Pearson, Krushal-Wallis,
Mann-Whitney, Wilcoxon




1. Se comparan K tratamientos en UNA poblacién
2. Se compara UN tratamiento en K poblaciones

[‘U’ARIABLE S MORMALES ]

./\

Varianzas Iguales

ANQOVA

Varianzas Distintas

O\

Transformar | | Test no paramétricos
variable de homogeneidad

:

l

[UARIABLES NO NGRMALE&]

Test No paramétricos

h 4

AMOVA f Pearson, Krushal-Wallis,

Mann-Whitney, Wilcoxon

f Pearson, Krushal-Wallis,
Mann-Whitney, Wilcoxon




Comparacion de K Poblaciones o Tratamientos

M1 la respuesta media del fratamiento Ty

La hipétesis nula Ho: pg = p2 = .... = g

(La respuesta media es la misma en los k tratamientos).
La hipétesis alternativa Hq: Wi # W paraalgdni# j

Mk la respuesta media del tratamiento Ty

]
2 m
= o]
3 2
3 5
= =)
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SE APLICA + &
n, T, Y,
n, T2 ?2
n individuos



PRINCIPIOS DEL DISENO EXPERIMENTAL

Realizar un experimento es variar las condiciones que afectan a las unidades experimentales y obtener una variable de respuesta.
Cada medicidn de la variable de respuesta serd una observacion experimental, y su nimero total es el tamaio del experimento.

Llamamos tratamientos o factores a aquellas condiciones experimentales que aplicamos a distintos niveles, y que producen valores de
la variable de respuesta, a priori, distintos. El experimento se efectla para comprobar si los tratamientos tienen efectos.
Llamaremos unidades experimentales a la cantidad minima de material experimental susceptible de recibir un tratamiento a un nivel
cualquiera.

En definitiva, en un experimento se aplican uno o varios tratamientos o factores a distintos niveles a ciertas unidades
experimentales. El resultado de cada observacion elemental es un valor de la variable de respuesta.

ELECCION DE LOS 'I' NIVELES DE LA VARIABLE EXPLICATIVA

e Niveles Fijos, cuando los distintos tfratamiento o poblaciones son seleccionados por el experimentador.
Por ejemplo, se trata de estudiar el efecto sobre la prolongacién de la vida de distintos medicamentos. Los medicamentos son
elegidos por el experimentador.

e Niveles Aleatorios, cuando los distintos tratamiento o poblaciones son seleccionados al azar entre todos los posibles.
Por ejemplo, cuando se trata de estudiar el efecto de un contaminante sobre distintas razas de perros. Podemos seleccionar al
azar los perros de toda la poblacidn y clasificar luego por las razas que, al azar, han aparecido.

En las propiedades estadisticas del Andlisis de la Varianza unifactorial no hay diferencia entre la seleccion fija o aleatoria de los
niveles.



DISENO DE EXPERIMENTOS - Las variables explicativas son cualitativas -

e ANALISIS DE LA VARIANZA UNIFACTORIAL.- Analizay compara el comportamiento de una variable continua Y en distintos
niveles (poblaciones o grupos o tratamientos) de un factor (variable explicativa).
Ejemplo: La produccion de un cultivo en parcelas iguales con distintos fertilizantes.

e ANALISIS DE LA VARIANZA CON DOS FACTORES.- Analizay compara el comportamiento de una variable continua Y en

distintos niveles de varios factores (variables explicativas) y las posibles interacciones entre ellos.
Ejemplo: A/tura de una especie de drboles en distintas regiones y distintos climas.

MUESTRA ALEATORIA

Sea Yj; el resultado que obtendremos en la j-ésima observacidn dentro del i-ésimo nivel del factor explicativo:
1=1,2,..,K

j=1,2,...,n;, siendon, el tamafio de la muestra en el nivel i - ésimo

Cuando todas las muestras tienen el mismo tamario el disefio se llama EQUILIBRADO o BALANCEADO.
las observaciones se realizardn al azar e independientemente unas de otras.

ESTIMACION DE PARAMETROS

I.C(u-)z y, £t i donde S :L S (y--—y)2
i i. (n=1) 9é Vﬁ{; r n—Il ] ij i.

J

i=1 j=1

|.C((52) = [(Q—I)S? : 2(n—|)Sf ] donde S, = ﬁ Zk: 5 (Yij_l_/i.)2

X(n=1);0/2 L(n=1);[1-(a/2)]



ANALISIS DE LA VARIANZA: CLASIFICACION SIMPLE DE OBSERVACIONES

representa al grupo
representa el orden dentro del grupo

Sean 'k’ grupos de observaciones Y;;, donde {j

El modelo es yj; = p; + &, en donde ¢;; es N(O, G), 0, lo que es lo mismo, se supone que las observaciones de la clase E; proceden de

una poblacién N(u, ) en que o no depende de i, tratdndose de contrastar la hipétesis nula H:

Ho: Las medias L; son iguales, es decir, que no hay diferencia significativa entre
los distintos grupos o clases.

Seria el caso, por ejemplo, de ver si hay diferencia entre las piezas producidas por 'k' mdquinas distintas, o por una mdquina en
distintas épocas, o los rendimientos de distintas variedades de trigo, o los de una misma variedad sometida a tratamientos distintos,

etc.

Clases muéstrales T T, . T; . Tk
1 yi1 Y1 . Yit .. Ykt
2 Y12 Y22 .. Yiz .. Yk2
J Yij Y2j - Yij . Ykj
: yln1 y2n2 Yin, Ykn,
Medias < o - =
muéstrales Y1 Y2 - Yi N Vi
Medias
poblacionales H Ha Hi Hi




El origen del nombre Andlisis de la Varianza esta en que se puede considerar la varianza total descompuesta de la siguiente forma:

(yij —37..) = (yij —)_/i.) + (Vie—Ye.) Zk: _ [(y., Vi.) + (Vi —37..)]2 -

desviaciones desviaciones i=1j=1 i=1 j=1
intra—grupos entre—grupos
kDN ) K nj k nj )
S N RS SRS 3 W VRS S 30 W\
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
SCT SCR SCE
k nj
SUMA DE CUADRADOS TOTAL (Variabilidad de todos los datos): SCT = Z Z (yIJ y")
i=1 j=1

k N
SUMA DE CUADRADOS EXPLICADOS (Entre-Grupos): SCE Z (Vi, “VYeo )2 variabilidad debida a que hay distintos niveles del factor
i=1 j=1
r.]I

SUMA DE CUADRADOS RESIDUAL (Intra-Grupos): SCR = (yij —Vi,)z Variabilidad interna dentro de cada nivel

0 M?\_

1j=1

TEST ANOVA

La Idea del Test ANOVA es comparar la variabilidad entre las medias con la variabilidad en el experimento
(variabilidad dentro de cada grupo)

H,: Las respuestas medias son iguales en todos los grupos < Hg: py = p, = ... = py
Hq: Las respuestas medias son distintas en al menos dos grupos <> H,: p; # p; paraalgdni,j



Fuente de variacién Suma cuadrados  |grados de Varianza Test F de R® = Coeficiente
desviaciones libertad Fisher- Snedecor | de Determinacidn
Explicada ap SCE
_ g2 - &
(entre grupos) SCE (k-1) ° k-1 Ao
Residual ~» SCR Se » SCE
3 _ >R F= 2t _ >~k
(dentro de los grupos) SCR (n-k) St n—k SE R SCT
22 _ SCT
Total SCT (n - 1) Sy = m

/7 §2
Para realizar el contraste de hipétesis bastard tener en cuenta que el cociente {%J sigue una F, 1) (n_k) de (k-1) y (n-K)
r

grados de libertad para un nivel de significacién fijado o. De esta forma, podremos concluir:

§2
e Seacepta H, cuando F = [g—;j < Fa,(k—l),(n—k)
r
82
e Se rechaza H, cuando F = §—§ > Fy (k-1),(nk)
‘

El p-valor asociado al contraste se define como el minimo nivel de significacién con el que la hipétesis nula seria rechazada en favor
de la alternativa.

COEFICIENTE DE DETERMINACION

~

S? no sirve (porque depende de las unidades de medida) para explicar la variabilidad en la respuesta. Para ello se utiliza el coeficiente

de determinacion (R2 = SCE SCT)’ proporcion de la variabilidad observada en los datos que queda explicada por el modelo




COMPARACIONES MULTIPLES

Cuando al aplicar el test ANOVA se rechaza que las medias son iguales, se trata de encontrar qué grupos son distintos entre si
haciendo COMPARACIONES MULTIPLES ( Pruebas Post hoc) dos a dos.

Para ello, existen varias opciones, siendo la CORRECCION DE BONFERRONI la que mds se utiliza.

e Cuando existe evidencia para rechazar la hipétesis nula, cabe preguntarse si son iguales los niveles medios de los grupos (i, j).

Ho: mi=n; Hy:pi# pj conun nivel de significacion a

. . ‘yit - yjo
Se rechaza la hipdtesis nula cuando > t
. %) (n=k)
g L, )
— ~ |1 1
G wy) = {@i- ORI AT ;T}
i j

La varianza se estima con los datos de los DOS grupos y de los otros grupos, se utiliza la varianza residual.

k
e Si hay evidencia para rechazar la hipétesis nula y deseamos encontrar qué grupos se diferencian entre si, habra que realizar (

tests para comprobar todos los pares de medias.



PRUEBAS Post hoc: TEST DE BONFERRONI

Para comparar los grupos dos a dos, aplicamos el test de Bonferroni, utilizando los intervalos de confianza

R A TN A L=t BSR "E  EN PN oey

! J

El test mdltiple de Bonferroni fijando un nivel de significacion total (% j donde ¢ = nimero de contrastes, est decir, el nimero de

C

Kk Kk
tests (2] que hay que realizar para comparar todos los pares de medias: C = (2)

Sefialar que puede ocurrir que se rechace la hipdtesis nula Ho en ANOVA y no se encuentren diferencias entre ningin par de medias
aplicando el test de Bonferroni.

El test de Bonferroni es muy conservador, especialmente cuando 'c' es grande. Pueden aplicarse otros contrastes mdltiples: Test de
Tukey (cuando el disefio es equilibrado), test de Scheffé (cuando los famafos muestrales son diferentes, coincide siempre con
ANOVA), test de Dunnett (cuando hay un grupo control), test de Duncan, ..., etc.

~ (1 1
S, | —+— } , cuando el CERO no se encuentra en

) (-0 " n; n,

Al aplicar el Test de Bonferroni, IC(;,ti —uj) = {(Vi- _ Vj,) + t(

el intervalo, rechazamos la hipétesis de que las medias son iguales.

Santiago De la Fuente Fernandez [m
Departamento de Matematicas

TIf : 434914573023 ~EIEYET
e-thail: santiago. delafuente@uan es
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DISPOSICION DE LOS CALCULOS:

2
n, nj
Familia . S G L2 {Z yijJ 2. Yij
ndimero Observaciones n; Jg, Yij E‘ Yij i1 Vi = j=1
n, ' n;
n, 2 nj
n n
; s , y
1 Y11, Y120 - Yin, n D Vi D Y1Zj (n W;J - ,Z:; 1j
=1 i=1 Yie =
ny ny
n, 2 n2
n n
2 2 . Yoi
2 Yo1.Y22, - Yan, n, D Yai D ygj {jl yZJJ B E 2j
=1 i=1 -_— Yoo =
n, Ny
n Ny 2 Nk
k nk .
k Y1 Ykas - Ykn, Ny > Yk Yij E Y] = Eyk]
j=1 i=1 Yke =
Ny Ny
k nj nj
2
K 2 2V < n i |2V
_ i=1 j=1 N o2 Z yij — 1 j=1
n—zni N 2 ZYij k &= Y..—EZ 0
i=1 _ 1 ' i=1 i=1 -7 i=1 i
Yee =— ZZ ylj i=1 ni
N iZ1j=1

El cdlculo de las desviaciones cuadrdticas se abrevia con el artificio conocido: [ SCT = SCE + SCR ]



e SUMA DE CUADRADOS TOTAL (Variabilidad de todos los datos):

Nj

SCT:Zk: (yu 7--)2 = Ekl (Yﬁ + Ve, —ZYijV..) = ZZYﬁ + Zzyg. - Zk: 2YijVeo =

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1j=1
k nj k nj k nj k nj
= Y > yi + nyi, ZZ = >3 yi + v - 2y.(ny.) = XX yi - nya,
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
k nj
Z Z
Voo = 1
n
2
k i k ni (;lz yljj
Por tanto, SCT = ZZ (yij —37,,)2 = Z yﬁ — + suma de cuadrados total
i=1 j=1 i=1 j=1
e SUMA DE CUADRADOS EXPLICADOS (Entre-Grupos):
d 2 < 2 K (2 2
SCE = Z (ylo 7..) = zn (ylo _yoo) —> ZZ (yio + yoo - zyio yoo) =
j=1 i=1 i=1 j=1

>

M= LD~

K k K K
V. + nyi, - 2V 2.0 Vi = Zniyizo + nys, - 237..Zni37i. = zniy'z - ny.,

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

1]

Por tanto, SCE

suma de cuadrados explicados (Entre-Grupos)




ANALISIS ESTADISTICO: ANOVA (Contraste de igualdad de medias)

El objetivo es averiguar si los tfratamientos empleados son significativamente diferentes, esto es, si hay una diferencia significativa
entre los efectos producidos por los tratamientos.
Para la aplicacion del Andlisis de la Varianza con un solo factor (ANOVA I) se tienen que verificar las siguientes hipétesis:
e Que las poblaciones donde proceden las muestras sean normales.
Es decir, la variable y; sigue una distribucién normal N(ui, ) para cada i.
e Que las citadas poblaciones tengan la misma varianza (hipétesis de homocedasticidad)

e Linealidad. esto es, que la diferencia de los datos a su media, en cada hivel del factor, se distribuyen alrededor del cero (Grdfico
de los Residuos)

¢ Que las muestras hayan sido elegidas al azar
Se tendran k poblaciones normales: N(u, ), N(u2, o), ...., N(uk, o)
y se pretende contrastar la hipétesis nula H, frente a la alternativa Hi.

H,: Las medias poblaciones de donde proceden las muestras soniguales. & H,: p; = p, = ... = py
Ha: Las medias poblaciones de donde proceden las muestras NO son iguales. <> H, i p; # p; paraalgini,j

NOTACION:

K = nimero de tratamientos

ni = nimero de elementos que tiene la muestra a la que se aplico el tratamiento j.

h = nimero total de elementos observados

yij = valor que toma la variable de respuesta en el elemento i-ésimo de los que se aplicé el tratamiento |



1°. Se someten 24 muestras de agua a 4 tratamientos de descontaminacion diferentes y asignados al azar. Para cada muestra se mide
un indicador de la calidad del agua (cuanto mds alto esta el indicador, mayor es la calidad del agua).
En el experimento, el mds efectivo es el tratamiento 3, pero ¢estamos seguros de que los tratamientos no son iguales?.

T1 T2 | T3 | T4
62 63 | 68 56
60 67 | 66 62
63 71 | 71 60
59 64 | 67 61

65 | 68 63
66 | 68 64
63
59

Solucion.- En un principio, parece ser que el fratamiento mds efectivo es el 3. Para asegurarnos que los indicadores medios sean
realmente distintos hacemos un test ANOVA.

T | T2 | T3 | T4 - 1N _ . 1 N o
62 | 63 | 68 | 56 Yie = ;Z yii 1=12,..,n; s = n__lZ(yij—yi.)
60 | 67 | 66 | 62 =L PR
63 | 71 | 71 | 60 , ,
59 | 64 | 67 | 61 ESTIMACION POBLACIONAL DE LOS PARAMETROS:
65 | 68 | 63 1 U _
66 | 68 | 64 Hi = F.Ziyii = Yie
| j:
29 1 i _ 2 1 A2
59 St = >3 vy -V f = P > (n; - 1)5;
Yie 61 | 66 | 68 | 61 N—K ixdj n—-K ia
§? 333 8 | 28| 685




1& 18
y“ = _ZyIO = yoo: _Zy“ = 64
Kid 4ia

§ - 1 [(4-1)(333)+(6-1)(8)+(6-1)(28)+ (8-1)6:85)] =56 ~> SCR — zk; nZ (Vi ~ V..

" 24-14 2 2

Nj

2 Z (Yij - 7..)2

~ e 4 n;
§2 - A — — 14,7826087 > SCT = 33 (v - V.. = (14,7826087)(24 1) = 340
B i1 j=1
sCT SCR SCE
k N 2 k nj " k n;j )
Adviértase que IZI & (yij B y“) - E & (yIJ yi-) + é o (Vie = Veu)
g2 - €T 32 _ SCR g2 _ SCE
Y on-l " -k ¢ T k4

4 nj A
SCE = 3> (Vie~V..)” = SCT — SCR =340-112 = 228 - S? = SCE _ 228 _ 46
=i=he ° k-1 3

Q2
E_ S—Z _ 76 _i357 Reo SCE_228_
S 56 SCT 340

=112



Cdlculos:

2 .
n, ni
n. n;
' N2 Yii 2 Vi
2 Vi 2. Vi {%”j oA
j=1 j=1 _ je —
n; n;
TI [62-60-63-59 244 14894 14884 61
T2 |63-67-71-64-65-66 396 26176 26136 66
T3 |68-66-71-67-68-68 408 27758 27744 68
T4 [56-62-60-61-63-64-63-59 488 29816 29768 61
n 4 n i ’
4 i i ..
Sy, =153 | XY yi-oeess | |2V .. 64
i—1j-1 i=1j=1 > = 98532
i-1 N

[é% Yij

24

scT= 3> v} —[

]2
2
(1536) = 98304
24

4

Ziw

i=1j=1

i=1j=1

2
| k
— 98644 -98304=340 / SCE= Y -

SCT = SCR + SCE = SCR = 340-228 = 112

|

4

Ziw

i=1j=1

JZ
=98532 — 98304 = 228

i=1 nj




Fuente de variacién Suma ?ua.d rados gr"ados de Varianza Test F - R?
desviaciones libertad
Explicada ) ) a2 _ SCE _ 228 _ a2
(entre grupos) 5CE = 228 (k-1) =3 Se = k-1 3 =76 F = §_g — 76 = 1357
Residudl R e 112 oo20| & o SCR _112 _ . St 96
(dentro de los grupos) ) (n-k)= " n-k 20 " R? = _gg_llf_ =%= 0,67
> SCT 340
Total SCT = 340 (n-0=23| S = S 14,78

Se establece la hipdtesis nula H,: no existe diferencia significativa entre los tratamientos.
=
afirmando que no todos los tratamientos son iguales, con una fiabilidad del 95% (nivel de confianza).

Se rechaza H, cuando  F= [ J 2 Foy (ka1),(n-x) = F =1357 2 Fygs,3.00 = 3,0984. Por tanto, se rechaza la hipétesis nula,
El porcentaje de variabilidad explicada es del 67%.

e Al rechazar la hipétesis nula Ho existe evidencia estadistica de que al menos una de las p; es diferente de las otras medias. Cabe
preguntarse entre que medias hay diferencia significativa.

Para comparar los grupos dos a dos, aplicamos el test de Bonferroni, utilizando el intervalo de confianza

1C (i —ny) = {(Vi-yj.)"' t(%c),(n_k)ér nil+ni}

J

El test mdltiple de Bonferroni fija un nivel de significacién total (%Cj' donde ¢ = nimero de contrastes, es decir, el nimero de

contrastes que hay que realizar para comparar todos los pares de medias: C = sz =6



IC (- py) = | (Fio - Vol £t g L1 | s2=56 = [5 = [5.6 =2.367 ]
| [%c} [n -k} n; n; |
‘4" ) e 0,05 . . .
Cc = L= 6 — e ] = B = (1,005 . En consecuencia, E':'-':":'j (24-4) = tn,nnj;zn = H.E—’l:ﬂ]
Limites de confianza (95%)
_ _ _ _ - = . Tioi -:; N 1 Limite inferiar Limite superior
i- Tratamiento | j - Tratamiento | Yie = Yje rrar Tipico 3, I I ty aos.0 = 2.843 to,005,20 = 2.845
-5 1527 -9.3443 - 0,6556
-7 1527 -11.3443 -2.6557
0 1499 -4.122 4122
T2 T1 5 1527 0.£88¢ Q2443
T2
T3 -2 1366 -5.886 16886
T4 5 1278 1364 8.636
T3 T1 7 1527 2.656 i1.344
T2 2 1366 -1.886 5.6886
T3
T4 7 1278 3.364 i0.636
T4 T1 0 1449 -4.122 4122
T2 -5 1278 -8.63¢6 -13464
T3 -7 1278 -10.636 -3.364
T4

Los tratamientos mds efectivos sonel 2y el 3




Introduciende los tratamientos.sav - SPSS Editor de datos

datos en S5P5S Archivo  Edicion  Wer Datos  Transformar BMElREGE Graficos  Ublidades  Wentana 7
Informes »
A7) w
H |§| .| £ | | ':l E? | # Estadisticos descriptivos 3
Tratamiento Tablas L
Muestras | Tratamier‘ltd B Comparar medias 3 Medias. ..

2 100 B0 00 Modelo lineal general » Prueba T para una muestra. ..
E 1 :EII:I 53 :|:||:| r;ﬂndellns.mixtcus : Eruel;a I para muestras in?eeendlijentes. .

1 100 5900 arrel aEIDnES . aras ras relacionadas. ..
—— Reqgresian » AMOYA de un Fackor,.,
_5 200 b3,00 Loglineal (3 ! ! ! :
) 0 67,00 Clasificar L% Bl ANOVA de un factor ﬁ|
7 200 71,00 Reduccion de datos vl o
=l 200 B4 ,00 Escalas 3 Dependientes:

g 2,00 55 00 Pruebas no paramétricas (| & Tratamiento
ﬁ 200 AR 00 Series kemporales (3 E Pegar |
1] 300 G300 Aupetyivends = Restablecer |
E 3I|:||:| B I|:||:| Respuesta moltiple [
— ' - andlisis de valores perdidos. .. Cancelar |
% ggg ;; 33 Muestras complejas [ S Apuda
15 300 68,00 P
16| 300 £&,00
F 400 £5 00 Contraztes | FPost hoc... | Opciones |
18 400 £2,00
E 400 B0,00
E 4,00 61,00
ﬂ 400 B3,00
E 400 B4 ,00
E 400 B3,00
E 400 59,00

= -

3
Y Vista de datos 4 Vista de variables f 1 | |

, de un Factor SPS5 El procesador eska preparado
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!_mmrn de un factor

Dependientes:

A Tratamiento

]

Factar:

D |® Muestra

Azumienda varanzas iguales

[ DS [ 5-M-E

[v Bonferrani [ Tukey

[ Sidak [ Tukepb

[ Scheffe [ Duncan

[ REGWF [~ GTZ2deHochberg
[ RE-GWQ [ Gabriel

Mo azumiendo varianzas iguales

[ T2 de Tamhane

[ T3 de Dunnett

ANMOVA de un factor: Comparaciones miiltiples post hoc

[ "wWaller-Duncan

[ Durrett

[ Games-Howel

[ C de Dunnett

I:::untinuarl Cancelar | Apuda |

Contrastes | Fozt hoc... | Dpciones... |
Mivel de significacion; |05
Pruebas post hoc
Comparaciones miltiples
Variable dependiente: Tratamiento
Bonferrani
Intervalo de confianza al
595%
Diferencia de Lirnite
(h mMuestra (1) Muestra medias (-0 Error tipico Sin. Lirnite inferiar superiar
1,00 2,00 -R,00000*% 1527453 023 -9.4712 - 52488
3,00 -7.00000* 152753 o -11,4712 -2 52488
4,00 ,on0oo 1,44914 1,000 -4.2418 42418
2,00 1,00 5,00000* 1827483 023 288 94712
3,00 -2,00000 1,36626 953 -5,4892 1,9992
4,00 5,00000* 1,27802 005 1,2591 8, 7408
3,00 1,00 7.0o0o0* 1,827483 0 25288 11,4712
2,00 2,00000 1,36626 953 -1,9892 599492
4,00 7.0o000* 1,27802 o0o 3,2691 10,7408
4,00 1,00 ,on0oo 1,44914 1,000 -4.2418 42418
2,00 -5,00000% 1,27802 00a -8, 74049 -1,2591
3,00 -7.00000% 1,27802 ,o0o -10,74049 -3,2591

*. La diferencia entre las medias es significativa al nivel .05,
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2°. De un cierto producto se tomaron 12 muestras lo mds parecidas posibles y se dividieron en 5 familias de 4, 2, 2, 3, 1 muestras,
que se almacenaron bajo diferentes condiciones. Se trata de ver con los datos de hidratacién de la tabla adjunta si hay diferencias
significativas entre los métodos de almacengje.

Método 1 2 3 4 5
8,3 74 | 81 79 71
7,6 71 | 6,4 95

8,4 10,0
8,3
Solucién.-
n, 2 n;
n. n
~ i i N y__
Método | Contenido de agua % Tamanonn.'\ues‘rr'a D Vi > yﬁ [; y”j _ E !
' =1 j=1 =
J n; | ni
1 8,3-76-84-83 4 32,6 266.1 265,69 8,2
2 74-7.1 2 145 105,17 105,13 7.3
3 8.1-64 2 145 106,57 105,13 7,3
4 79-95-10.0 3 27.4 252 66 250,25 91
5 7.1 1 71 50,41 50,41 7.1
. 2
5 5 ni 5 nl 2 ZI y
n=>n=12 | »>y;=961 | > y;=78091| 5 |&70 y =78
i1 i1 1 i1 P =776,61
i=1 n;




5 N 2
5]
U= ] 7696

12

5 n 2 . 2 5 n 2
5 1, ZZ Yi K Z Yi ZZ Yi
scT= Y y2 - 2=/ _780,91-769,6=1131 / SCE= Y |~ 2 | MZE 7 _77661-769,6=7,01
i=1j=1 12 = n;
SCT = SCR + SCE = SCR = 1131-7,01 = 4,30 ) )
Fuente de variacion Suma cuadrados | grados de Varianza Test F
desviaciones libertad de Snedecor
Explicada SCE= 7,01 k-1) =4 é§ _ SCE _ 7,01:1’75
(entre grupos) k-1 4 .
Residual ] ] x2 SCR _ 430 _ _SE 175
(dentro de los grupos) SCR =430 (n-ky=7 S = n-k 7 0.1 - = §f 061 280
Total SCT=11,31 (n-1n=11| S = SCT _ 1181 g
n-1 11

Se establece la hipétesis nula H,: no existe diferencia significativa en los métodos de almacenaje.

S
St
significativa entre los métodos de almacenaje con una fiabilidad del 95% (nivel de confianza).

Se acepta H, cuando F= ( j < Fy(k-1),(n-k) = F =286 < Fyp54,7 = 4,1203. Por tanto, se acepta que no hay diferencia



3°. Quince personas que se instruyen en un programa técnico son asignadas en forma aleatoria a tres tipos diferentes de instruccion,
todos los cuales se relacionan con el desarrollo de un nivel especifico de habilidad en la lectura de copias heliogrdficas.
La puntuacion de las pruebas de rendimiento, al concluir la especializacién, se presentan en la tabla adjunta, junto con la puntuacién
media de desempefio asociado a cada enfoque de instruccion. ¢Existe diferencia significativa entre los métodos de instruccion

empleados?.
Método ., Puntuacion todas |Puntuacién media
) > Puntuacién de la prueba
instruccion las pruebas de las pruebas
A 86 79 81 70 84 400 80
B 90 76 88 82 89 425 85
C 82 68 73 71 81 375 75
Solucion:
ni 2 ni
n. n.
. » tamafio muestra : N2 > yi > Vi
Método | Puntuacién prueba . E Yii E‘ Vi {jl uj gi o =
n; n;
A 86 -79-81-70-84 5 400 32154 32000 80
B 90-76-88-82-89 5 425 36265 36125 85
C 82-68-73-71-81 5 375 28279 28125 75
n, 2
3 3N 300, Vi B
n :Zni =15 Zz y;; =1200 Z Z yij =96698 | 3 (jl 'J] y =80
i=1 i=1j=1 i=1 j=1 > A2 =06250
i=1 i




3 m 2
5]
S 1 96000

3 n, 2
3, {ZZ yil} . (
SCT= > v§ - ':“:115 = 96698 - 96000=698 / SCE= |7 | -
i=1j=1 —~ |

3 N 2
{ZZ yijj
i=1j=1
= 96250 — 96000 = 250

SCT = SCR + SCE = SCR = 698-250 = 448

Fuente de variacién Suma cuadrados | grados de Varianz Test F
ariacio desviaciones libertad arianza de Snedecor
Explicada SCE= 250 | (k-1)=2| 82 =t 20 5
(entre grupos) k -1 2 A
Residual ~» SCR 448 S§ 125
= - = = = = F = 8 — - =
(dentro de los grupos) SCR = 448 (n-ky=12 S n—k 12 373 Sf 37,3 335
Total SCT =698 (n-1)=14 éf, = SC—T = @ = 49,6
n-1 14

Se establece la hipétesis nula H,: no existe diferencia significativa en el método de instruccion, es decir, no existe diferencia
significativa en las medias muéstrales

S
St
significativa entre las medias muéstrales, con una fiabilidad del 95% (nivel de confianza).

Se acepta H, cuando F= ( j < Fo(k-1)(n-k) = F =335 < Fygs.0.10 = 3,8353. Por tanto, se acepta que no hay diferencia



4°, La tabla adjunta representa el promedio de palabras mecanografiadas por minuto en diferentes mdquinas, por individuos
asignados aleatoriamente sin experiencia previa en estas mdquinas, después del mismo periodo de instruccion. ¢Es significativa la

media de palabras por minuto lograda por las tres mdquinas, con un nivel de significacién del 5%?.

Mdquinas Promedio palabras por minuto
1 79 83 62 51 77
2 74 85 72
3 81 65 79 55
Solucion:
( ni 2 ni
n. n.
. Promedio tamafio muestra N N2 > yijJ Yij
Mdquinas palabras/minuto i Vi E‘ Vi i=1 Yy, = e
n; n;
1 79-83-62-51-77 352 25504 24780,8 70,4
2 74 -85-72 231 17885 17787 77,0
3 81-65-79-55 280 20052 19600 70,0
n, 2
3 M 3 N ) Z Yii _
n= Zni =12 | Y yij =863 > Z yij =63441 P ' y = 72,47
i=1 i=1 j=1 _— = 62167,8
n;

2
yU}
B =63441-62064,1=1376,9




k
SCE= Y
i=1

i

{inz Yij

i=1j=1

n;

Jz
=62167,8 - 62064,1=103,7

SCT = SCR + SCE = SCR = 13769-1037 = 12732

Fuente de variacion Suma cuadrados grados de Varianza Test F
desviaciones libertad de Snedecor
Explicada SCE = 1037 k-1) =2 ég _ SCE _ 103,7 5185
(entre grupos) k-1 -
Residual ) _ a2  SCR 12732 S 5185
(dentro de los grupos) SCR =1273,2 (n-k)=9 |S; = K 9 = 14147 | F = éf = 14147 =0.
Total SCT=1376,9 (n-1=11 §§ = ‘:C-I; = 13;5'9 = 12517

Se establece la hipdtesis nula H,: no existe diferencia significativa entre las tres mdquinas.

Q2
Se

Se acepta H, cuando F= ( j < Fo(k-1)(n-k) = F =037 < Fyps.0.9 = 4,2565. Por tanto, se acepta que no hay diferencia

St
significativa entre las tres mdquinas en términos de velocidad de mecanografia, con una fiabilidad del 95% (nhivel de significacion del
5%).

En realidad, debido a que la varianza explicada (entre grupos, marca de la mdquina) es menor que la varianza residual (dentro de los
grupos, error de muestreo), podemos observar que la variabilidad entre las tres mdquinas es menor que la variabilidad esperada, dado
que no existen diferencias entre las marcas de las mdquinas.



COMPARACION DE POBLACIONES

El Test ANOVA trata de comparar la variabilidad entre las medias con la variabilidad en el experimento (variabilidad
dentro de cada grupo).

5°, 61 62 63 F1 F2 F3
20 22 24 45 8 15
19 22 24 0 30 44
20 22 23 10 38 2
21 22 25 25 12 35
Medias 20 22 24 20 22 24
muestra o o i ;
n; ! h o2 Yij — =\
Grupo ! Z yl] Z y” — j=1 ! Z nI (yIO - yoo)
j=1 j=1 Yie = i=1
n;
61 | 20-19-20-21 4 80 1602 20 4(20-22)°
62 |22-22-22-22| 4 88 1936 22 4(22-22)
63 | 24-24-23-25| 4 96 2306 24 4(24-22)
3 = 264
ET= SR >y : 2
- >y y? = 5844 &M | SCE=3ni(Vi.-V..) =32
> 'Z yJ I=1j=1 Yee = 3 - i=1
Y., = |—1lel 29




2
2 Ni
nj nj n; 2
muestra 2 S Zyi.
Grupo n; Z Yij Z‘ Yi {Z yu} (J'—l ]j
j=1 j=1 =1
N;
61 20-19-20-21 4 80 1602 6400 1600
G2 22 -22-22-22 4 88 1936 7744 1936
G3 24 -24-23-25 4 96 2304 9216 2304
g r;, yij = 264 n 2
i=1j=1 3 N N2
2 >y
i y© = 5844 3 [-: 'JJ
3y Vi EE ’ > ’ln_ 5840
= =| =1j=1 —2 i=1 i
12
k n;j k nj B k nj ’ k nj ’ k nj 5 k ”
Z (ylj yoo) = Z (ylj yio) + Z (ylo - yoo) = Z (yu _7..) = Z (yu _yio) + Z I’-ll (ylo yoo)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
SCT SCR SCE SCT SCR SCE
2
Yij > 2Yi
3 N 3 3 |“ . j
SN _ =1 “1j=1 264
SCE = > 3 (Vie V) = 20 (Vi -Va) = D~ - = _ a0 - B4 _ g
i=1 j=1 i=1 i-1 M n
3 N 2
S 3 & E:l §1Yij
SCT = Y3 (yi-vo.f= DD y2 - 2E — 5844 — 5808 = 36 / SCR = SCT — SCE = 36 — 32 =
i=1j=1 i=1 j=1 n




SCT =

SCR =

SCE =

Nj

Il
[N
—
Il
[N

nj

k Nj

_ (Yij_y..)z = | (yij_yi.)z . |

2
1j=1 i=1j=1 i=1j=1

f S i - 7..)

k Nj

SCT SCR SCE

(vi Vo P = (20-22)% + 19-22)2 + (20-22)? + (21-22)* +

+ (22-22)% + (22-22)% + (22-22)% + (22-22)* +
+ (24-22)% + (24-22)% + (23-22)%2 + (25-22)®> = 36

>3 (yi-Vif = (20-20)% + 19-20)2 + (20-20)2 + (21-20)2 +

[EEY

i1 j=

nj

i=1 j=1

(Vi —)7..)2 = n; (V. —7..)2 =

+ (22-22)% + (22-22)% + (22-22)% + (22-22)*> +
+ (24-24)% + (24—24)* + (23-24)* + (25-24)° = 4

4.(20-22)% + 4.(22-22)% + 4.(24-22)?

=1

32



Test ANOVA

Fuente de variacign | 2UMma cuadrados | grados de Varianza Test F de R? = Coeficiente de
desviaciones libertad Fisher- Snedecor Determinacion

Explicada ScE=32 | 3-1=2 | 82 =2CE_32_1p

(entre grupos) k-1 2 A

Residual ~» SCR 4 S2 16 , SCE 32

CR=4 12-3= Sy = =—=0444 | F,.g= =2 =——=36 | R“"= ——=—=0,
(dentro de los grupos) S ? ' n—-k 9 29 Sf 0,444 SCT 36
Total SCT=36 12-1=11 éi = SCT :§:3,27
n-1 11

Sea la hipdtesis nula Ho: Las respuestas medias son iguales en los tres grupos.

Con una fiabilidad del a. = 0,95 (95%) se acepta H, cuando Fy_y) (n_k) = [

I:2;9:

a2
Se

== _-36>F
St

0,444

a2
Se
a2
Sr

16

j < Fa’(k_l),(n_k), entonces:

0,05; 2; 9 = 4,2565

Se rechaza la hipotesis nula, afirmando con una fiabilidad del 95% que las respuestas medias son distintas en al menos dos grupos.
El porcentaje de variabilidad explicada por el modelo es del 89%.

Andlogamente, el andlisis en el otro grupo:




muestra o o i 3
n. | I y
Grupo ! 2. Vi > Y?j - 2. ni (Vie -y
j=1 =1 o= =1
|
F1 45-0-10-25 80 2750 20 4(20-22)
F2 8-30-38-12 88 2552 22 4(22-22)
F3 15- 44 - 2 - 35 96 3390 24 4(24-22)
3 M
BTt R 3 0 s, 3
- Oy =8692 | 2V , | SCE=2"n; (Vi -V..)" = 32
> Ty i=1j-1 Yoo =737 7 i=1
_ i=1j=1 29
12
2
muestra o Ji i i y2
. 2 ii
Grupo n, Z_: Yii (Z yUJ il
=1 j=1
n;
F1 45-0-10- 25 4 80 6400 1600
F2 8-30-38-12 4 88 7744 1936
F3 15- 44 - 2 - 35 4 96 9216 2304
3 M
i =1 i= 1 Nj
| (3
n; 2 i
3 i Z - = 5840
N z ) yi- = 69696 = |




k nj B k nj B k nj 5 k nj ) k N Kk 5
Z (ylj yoo) = Z (ylj ylo) + Z (ylo yoo) = z (ylj yoo) = z (ylj ylo) + Z n| (ylo yoo)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1l j=1 i=1
SCT SCR SCE SCT SCR SCE
[ni ]2 k nj 2
_ Zyij (Z 2 Yi j
3 N 3 3 ]
' = _ =1 =1j=1 69696
SCE = 33 (Vie-Vaa = 30 (Vi -Vo )P = > = — 5840 — 2222 _ 32
i=1 j=1 i=1 i-1 N n 12
3 N 2
kK nj 3 n |21 zly”
SCT = 35 (vi-Vu = DD v2 ) ~ 8692 — 5808 = 2884
i=1 j=1 i=1 j=1
SCR = SCT - SCE = 2884 — 32 = 2852
Test ANOVA
Fuente de variacign | Suma cuadrados | grados de Varianza Test F de R? = Coeficiente de
desviaciones libertad Fisher- Snedecor Determinacién
Explicada SCE - 32 3.1=2 §§ _ SCE _32 _ 16
(entre grupos) k-1 2 &2
; St 16 2 _SCE _ 32
Residual CR = 2852 12-.3:9 |8 = SCR 2852 3169 Foo= =5 =7--=005R :
(dentro de los grupos) SCR = ST " nh-k 9 S; 3169 SCT 2884
Total scT=2884 [12-1=11| S& = SCT_36 597
n-1 11




Sea la hipdtesis nula Ho: Las respuestas medias son iguales en los tres grupos.

32
Con una fiabilidad del a. = 0,95 (95%) se acepta H, cuando Fy_y) (n_k) = [é—g) < Fa,(k-1),(n—k). entonces:
r
Fo_Se_ 16 oo = 4,2565
2,9 ég 316,9 ! = 10052 9 J

Se acepta la hipdtesis nula, afirmando con una fiabilidad del 95% que las respuestas medias son distintas en al menos dos grupos.

El porcentaje de variabilidad explicada por el modelo es del 1%.



ESTADIsTICA
Tercer Curso de CC. Ambientales (Universidad Auténoma de Madrid)

MODELOS DE DISENO DE EXPERIMENTOS (ANOVA DE UN FACTOR)

1. En un experimento realizado para comparar la capacidad pulmonar en nifios, adultos y ancianos, se han obtenido los siguientes
resultados:

Nifios 8,4 7,6 7.9 8,0 8,1
Adultos 8,7 8,1 8,5 8,2 8,0
Ancianos 74 78 7,3 7,6 8,0

Hacer un estudio completo.

2. Las precipitaciones caidas en un pais han disminuido de manera preocupante durante el dltimo afo. Antes de tomar ninguna medida
se decide hacer un estudio previo para saber el descenso de las lluvias se produjo de forma homogénea en todo el pais. Para ello se
seleccionan aleatoriamente cinco estaciones meteoroldgicas en cada una de las cuatro regiones del pais, obteniéndose los siguientes
porcentajes de disminucion de las precipitaciones en cada una de ellas:

Regidn Este Region Norte Region Oeste Regidn Sur
10,4 12,8 11,2 13,9
12,8 14,2 9,8 14,2
15,6 16,3 10,7 12,8
9.2 10,1 6.3 15,0
8,7 12,0 12,4 13,7

(a) Proponer un modelo para comparar los porcentajes de disminucién de las precipitaciones en las 4 regiones.
(b) Representar los datos grdficamente mediante diagramas de puntos y cajas. ¢Se verifican las hipétesis?.
(c) <En qué zona parecen haber disminuido mds las precipitaciones?.

(d) Obtener la tabla ANOVA.



(e) Contrastar la hipétesis nula de que las medias de disminucién del porcentaje de lluvias en el pais fueron las mismas en las cuatro
regiones (fomar a = 0,10).
(f) Efectuar comparaciones entre las medias de las diferentes regiones con un nivel de confianza global del 90%.

3. En un estudio sobre la efectividad de los métodos para dejar de fumar se quiere saber cudndo la reduccién media en el nimero de
cigarrillos diarios difiere de un método a otro entre hombres fumadores. Para ello se hace un experimento con 12 fumadores que
consumian 60 cigarrillos diarios. Se aplica cada uno de los métodos a 4 de ellos seleccionados aleatoriamente. El nimero de cigarrillos
que deja de fumar cada individuo es:

Método I Método IT Método TIT
50 41 49
51 40 47
51 39 45
52 40 47

(a) Contrastar mediante el andlisis de la varianza que la reduccién media en el nimero de cigarrillos es igual para los tres niveles con
un nivel de significacién a = 0,05

(b) Construir los intervalos de confianza para la diferencia entre las medias con un nhivel de confianza conjunto de 0,95. ¢Qué
conclusiones se pueden obtener?.

4. A continuacién se muestran los datos recogidos por las inspecciones en cuatro gasolineras elegidas aleatoriamente. Los valores de
la tabla reflejan los milimetros que faltan para completar un litro en distintas mediciones sobre el mismo surtidor de cada gasolinera.

Gasol. C 17,80 18,00 17,98 18,20 18,00 17,99 18,10 17,90
Gasol. R 18,01 17,75 18,00 17,77 18,01 18,01 18,12 18,20
Gasol. S 18,10 17,92 18,01 17,88 18,30 18,22 18,56 18,10
Gasol. V 18,05 18,01 17,94 18,23 18,20 18,00 17,84 18,11

Contrastar la hipétesis nula de que la cantidad de gasolina que se sirve por litro no depende de la gasolinera.



5. Completar la siguiente tabla ANOVA correspondiente a la comparacién de 4 grupos con 4 observaciones por grupo:

Fuente de variacién | Suma cuadrados | Grados libertad Varianzas Test F | p-valor
Entre Grupos 5,91

Residual 54

Total

6. En un bosque préximo a una incineradora los drboles no crecen con normalidad. Se piensa que unos nuevos abonos americanos y
australianos pueden ser la solucién. Para ver si es efectiva esta medida se utiliza el abono americano en un tercio de los drboles, el
abono australiano en otro tercio y para el tercio restante no se utiliza ningdin abono. Después de 3 meses se han obtenido los
siguientes resultados sobre el crecimiento en centimetros de 60 drboles en total:

Abono americano V1. = 6,57 sZ = 0,70
Abono australiano Ve = 5,30 s5 = 0,65
Sin abono Vi, = 3,20 Sg = 0,50

A un nivel de significacion a = 0,01 ¢Se puede afirmar que se obtienen diferencias en los resultados?. En caso necesario, efectuar una
comparacién de los crecimientos medios, con un nivel de significacién conjunto de 0,15.

7. Enun estudio sobre la incidencia del cdncer en la garganta se van a analizar los resultados obtenidos en 10 ciudades de mds de
100.000 habitantes, en otras 10 ciudades de menos de 100.000 habitantes, y en 20 pueblos. En cada poblacién se registra la variable
Y = 'Nidmero de casos detectados por cada 100.000 habitantes'. Los resultados obtenidos se resumen a continuacion:

y g2
Ciudades grandes 120 105,2
Ciudades pequefas 110 95,3
Pueblos 70 101.8



(a) ¢Aportan estos datos evidencia estadistica de que el habitat influye en la incidencia del cdncer de garganta?. Dar una respuesta
razonada, con una confianza del 90%, indicando el modelo y la metodologia estadistica empleada?.

(b) Suponiendo que la varianza es la misma en cada uno de los tipos de poblacién, dar una estimacion insesgada de dicha varianza?.
(c) Hallar intervalos de confianza para estimar simultdneamente las diferencias entre incidencias medias de la enfermedad en los
tres tipos de poblacién, con una confianza conjunta del 70%. ¢Qué soluciones estadisticas se pueden obtener sobre la incidencia
media en los tres tipos de poblacién?.

8. Se estudia fia influencia de los ingresos familiares en la tasa de mortalidad en 60 ciudades distintas. Para esto, consideramos tres
niveles de ingresos (bajo, medio y alto) y obtenemos los siguientes resultados:

Nivel

Bajo n,=4 Y1, = 866,243 s? = 3394,596
Medio n, =40 Y,. = 935,785 s% — 3024,844
Alto ng =16 Y3. = 970,321 55 = 4198,795

(a) Describir el modelo a usar en el andlisis de los datos y las hipétesis asumidas.
(b) Construir la tabla ANOVA y decidir, a un nivel 0,01, si el factor influye en la tasa de mortalidad.
(c) A nivel de conjunto a = 0,05, ¢entre qué niveles del factor se detectan diferencias significativas?.



1. Enun experimento realizado para comparar la capacidad pulmonar en nifios,
adultos y ancianos, se han obtenide los siguientes resultados:

Con el SPSS)
-\"'\-\.\_\_\_\_\_\_'_'_'_ﬂ_,.r"-

Mifos 64 76 7.9 8.0 61
Adultos 87 81 85 82 80
74 78 7.3 7.6 80

ANOVA de un factor

Ancianos

Nifios 874 7'6 e B 8'1 8'00
Adultos 8'7 8'1l B*s . 8'2 8 8'30
- I Ancianos 7'4 7'8 7'3 7'6 8  7'62
Nifdos Nincs Adultos Ancianos
Media 8 gra 762
Error tipico 0413 0'13 - Q13
Mediana 8 g'2 716
Moda #N/A #N/A #N/A
Nesviacidn e 0r2% 0'29 0'29
Varianza de 0'085 0'085 0'082
Curtosis 0'89 -1'60 -1'54
Coeficiente 0'00 0'61 B Fe 5
Rango 0's B g
Minimo 76 _ 8 413
Maximo 8'4 gy 8
Suma 40 41'5 381
Cuenta 5 5 5

Nivel de con 0*'36 0'36 0'36
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Analisis de wvarianza de un factor

RE SUMEN

= Grupos  Cuenta ___ Suma __ Promedio  varianza _
Nifos o 40 8 0'085
Adultos 5 41'5 - 8'3 0'085
Ancianos L S5 L T162 0'082

W

ANALISIS DE VARIANZA

Wlw

Variacion  SumaCuad. G. 1. MediaCuad. o p-valor =ik,
Entre grupos 1116 2 0T58 6191 DiXOL 3'89
Intra grupos T Vel 12 0'084
Total 2 14

Residuos
0'40 -0140 -01'10 000 0'10
0'40 -0'20 0120 -0'10 -07'30
~Q'22 0718 -0'32 ~-0'02 0'38
Residuos tipificados .
1,38 -1,38 ~,35 ,00 , 35
138 -,69 -, 69 =35 -1,04

-,176 : ,62 . =1,10 -,07 Lir3d



CALCULADORA: Total En cada Grupo
Nifios 8.4 7.6 79 8.0 8.1 V.. = 15 Vie =8 31 =0,085
Adultos 8.7 8.1 8.5 8.2 8.0 o Y,.=83 | §-0085
, §2 2015495 | —-
Ancianos 74 7.8 7.3 7.6 8.0 Y3, = 1,62 §2=0,082
14

—>yy 1=L2,...n 13
1 7= Tie=8 V;,=83 ¥ 762 —P  Vee= EZ Vie = 797333

i=1

- 11 _1 Z (}1_1 } ie

A

'-:ﬁ"‘\ P

(510,085 1+ (5-1](0.085 ) +(5-11(0,082 || =

l

3
SCR = (15-313

i=1

3
Z( ~ Vuof = 1008
i=

|Inicialmente, podriamos decir que afecta més a los ancianos, luego a los nifios, y después a los adultoes |
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Dates en Conjunte
(Totales) ...

La varianza se puede
descomponer en las

7 SCT .2 _ SCR 2 _ SCE
Sir alwy 32 = — g2 = 1 distintas fuentes que
s la originan
SCR = 15-31" 3 (y; - Voo /' = 1,008
i=1 j=1
i 5
SCT = 11515 S (v — Voo ) = (0154952 1(15 1) = 2.16933

i=1 i=1
! y | @ _ SCE _ 116133
® k-1 2

=05 8(]665]
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Test ANOVA

Fuente de variacign | 2UMma cuadrados | grados de Varianza Test F de R? = Coeficiente de
desviaciones libertad Fisher- Snedecor Determinacidn
Explicada SCE=116133 | 3-1=2 | § = >CE _0 580665
(entre grupos) k-1 5
Residual a2 Se 0,5806 > SCE
- - 3= — Frooip= ==——+=6913 | R“= ——=0,5353

(dentro de los grupos) SCR=1008 | 15-3=12 S =0084 412782 0,084 SCT
Total SCT=216933 | 15-1=14 | S = % =0,154952

[ -

e L

Sea la hipotesis nula Ho: iy = fig =}ig

Se acepta H, cuando F(k—l), (n-k) =

las respuestas medias poblacionales
son iguales en los tres grupos

)

S
4_-::1’2

k
L A

-

= Fo (k-1 (a-%)

-

12

S
Siendo F,. ;= —£=6913 > Fyg5.,p; = 38853

Con una fiabilidad del 95% se rechaza la hipstesis nula, concluyendo

S

T

que existe diferencia significativa entre las medias poblaciones

de los tres grupos.

La proporcién de la variabilidad observada que se explica en el modelo es del 53,53%. (R*= 0,5353)

Habiendo rechazado la hipétesis nula, realizamos comparaciones multiples (Pruebas Post hoc) para analizar si existe diferencia

entre algdn par de medias. Para ello, se realiza el Test de Bonferroni, fijando un nivel de significacion total o = %C
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Para com parar los grupoes dos a dos, aplicamos el tests de Bonferroni
utilizando el intervale de confianza:

1 1

o) = 5 (g ol

es decir,
- | - 1 1
T | | %7 v+ Lo i e
| (1y u])s{}i._y]..+ [/] L i+111}

El test de Bonferroni fija un nivel de significacion total {%c] . donde ¢ = nimero de contrastes, es decir, el numero de fests

k
[ ] que hay que realizar para comparar todos los pares de medias.

2 —_—————
L t(n,n%}u toops,12 = 3.05 ]G{}

Sefialar que puede ocurrir que se rechace la hipotesis nula H, en ANOVA vy
que no se encuentren diferencias en ningin par de medias al aplicar

el test de Bonferroni.
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1C(y, —uj) =1 (v - Vj-) + t(y

20} (0-K)

\

Test de Bonferroni
Variable Dependiente: Indicador de Salud

Error tipico
—

~ (1 1

S, |[—+— = IC(ui—uj)z

Ny N,

(V. _ ;) + (3,055)(0,2898) %%}

Error tipico

Diferencia de medias

Error tipico

Intervalo Confianza

Intervalo Confianza

. . = ' A 1 1 i
Edad () Edad () (yi° - yj°) Sy n. + n. signatura Limite Inferior Limite Superior
|
Nifos Nifos
Adultos -0,30 0,1832 0,383 - 0.8596 0,2596
Ancianos 0,38 0,1832 0,181 -0,1796 0,9396
Adultos Nifios 0,30 0,1832 0,383 - 0,2596 0,8596
Adultos
Ancianos 0,68 0,1832 0,09 0,1204 1,2396
Ancianos Nifos -0,38 0,1832 0,181 - 0.9396 0,1796
Adultos -0,68 0,1832 -1,1895 -1,2396 -0,1204
Ancianos

Santiage De la Fuente Fernandez
Departamento de Matemadticas

TIf: +34-01 4073023

e-thiail: sattiago. delafuente@uam es

LE MAUII
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ANOVA de un factor

Este Norte Oeste Sur

104 218 At 1 258

tz'e g5 e 9'8 1.8 %2

15'6 16'3 10677 128

Bt TeEtd 5'3 1h

gy 12 124 1.3

Este Norte Hegte sur

Media 11734 13v08 10108 1395
Error tipic 1128 1'04 1'03 0'36
Mediana 10'4 1248 2 e 139
Moda #N/A #N/A #N/B #N/A
Desviacidn 2'86 2733 - 23l 0'80
Varianza de gl174H Btk BY347 01637
Curtosis -0'45 0700 212 1706
Coeficiente 0'92 AR = 43a -0*'11
Rango &5 b2 (i I
Minimo g 1041 613 1278
MAxXimo 158 16%3 1274 i5
Suma 5617 65'4 50'4 69'6
Cuenta 5 5 3 5
Nivel de co 3455 24890 2'87 0'995
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Analisis de varianza de un factor

RESUMEN
Grupos Cuenta Suma Promedio Varianza

Este 5 567 334 81178

Norte 5 6574 13108 57837

Qeste 5 504 10'08 53447

sur ) 69'6 {102 Bl 34
ANALISIS DE VARIANZA |
Variacion SumaCuad. G.1. MediaCuad. F p-valor F critica
Entre grupo 44'65 3 14788 #3704 0'06 324
Intra grupo 78'40 16 4'90

Total 123405 19

W



\

Metodo I Metodo I1 Metodo ITI
50 41 49
51 40 47
51 39 45
52 40 47

Media

Error tipico

Mediana

Moda

Desviacién estandar
Varianza de la muestra
Curtosis

Coeficiente de asimetria
Rango

Minimo

Maximo

Suma

Cuenta

ANOVA de un factor

T TE TET
51 a0 - - 47
040824829 0'40824829 0'81649658
51 40 47

51 40 47
0'81649658 0'81649658 1'63299316
0'66666667 (0'66666667 2'66666667
1'5 1'5 1'5

0 0 0

2 2 4

50 39 45

52 41 49

204 160 188

4 4 4

W
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Enilisis de swarianza de un. factor

RESUMEN
T 4 204 = 0'66666667
iT 4 160 40 0'66666667
4 A RAE 4 188 47 2'66666067
ANALISIS DE VARIANZA
Origen de las variaciones suma cuad. g. 1. Media cuad. F _ p-valor F critica
248 2 124 93 9'7484E-07 4'2564947

Entre grupos

Dentro de los grupos 12 & 338355

260 gl

Total:
W



ANOVA de un factor

C 17180 18'Q0 17'98 1§'20 18'00 17°'9¢ 18710

34 180T LA 18'00 L 18'01 I8"01 18'12

S 18'10 17762 18'01 17788 18'30 18'22 18'S6

v 18105 187041 17'94 1823 18720 -18700 17'84

C R S T

Media 17'99625 17'98375 18%13625 180475
Erragr tipice 0'04233951 0'05477022 0'07842051 0'04604927
Mediana 17'995 18701 1857 18'03
Mcoda 18 18101 18'1 #N/A
Desviacion estandar 0'11975421 Q15491357 02218067 0713024702
Varianza de la muestra 0701434107 00239058821 0'04919821 0'01696429
Curtosis 0778217453 =0'37158966 QT'7330535 -0Q*5397822
Coeficiente de asimetria 0'124305106 -0'5040196 0'90803357 -0'0402797
Rango 0'4 0r45 0'68 0'39
Minimo 178 17078 Pl 17484
Maximo LTHEYZ Lgr2 18'56 18123
Suma 143197 143'8B7 145709 14438
Cuenta 2 e g g
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Andlisis de wvarianza de un factor

RESUMEN
Srupos Cuenta Suma Promedio Varianza
& 8 143'97 171489625 O OT4ZA4T07T
R g8 143'87 1798375 0'023¢c9821
S 8 14509 1Rl 9825 0'04910821
v a8 144"'38 1870475 0'01696429
BNALISIS DE VARIANZR
w_ oL
Origen de las variaciones Suma cuad. G.1l. media cuad. e p-valor E critica
Entre {II'I_]'I:CI':: 0711515938 2 0'03838646 1'46S831301 0'24421884 2'94668527
Total 0'84667187 3l
Santiago De la Fuente Fernandez
Departamento de Matematicas [—m

TIf : 434914573023 &Lt MAUD
e-thail: santiago. delafuente@uan es
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