Estadistica Ciencias Ambientales
I

e Facultad de Ciencias
Uninaraidad dutdnema Departamento de Matematicas
de thadrid Profesor: Santiago de la Fuente Fernandez

ANALISIS VARIANZA MULTIFACTORIAL
ANOVA [I CON INTERACCION


http://www.estadistica.net/index.html
http://www.estadistica.net/index.html

ANALISIS DE LA VARIANZA CON DOS FACTORES E INTERACCION

Modelo: YEj=u+ai+Bj+(aB);j+U i=12, ---,1I =12, - J

Yij = representa la respuesta de la variable en el i-ésimo nivel del FACTOR 1 (OL) y en el jésimo nivel del FACTOR 2 (B)
Kij = E(yij ) = ut+a; +ﬁj +(OLB)iJ- es el valor medio de Yij

O; = representa el efecto que sobre la media global L tiene enel NIVEL i el FACTOR 1 (OL)

ﬁj = representa el efecto que sobre la media global W tiene en el NIVEL j el FACTOR 2 (B)

(OL B)ij = representa el efecto de la interaccion entre el NIVEL i del FACTOR 1 (OL) y el NIVEL jdel FACTOR 2 (B)

U = es la variacién aleatoria de las YEj (igual para todas).

Supondremos que U sigue una distribucién N (O, G), lo que implica que Yij sigue una distribucién N (Hi\]/ G)
I
=1

I
i =1

o =iﬁj =Z(°°B)ij =é(aﬁ)ij =0

J=1 i
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Yijk e N (u + Q; + Bj + (OL B)ij,' 62) independientes

El origen de la descomposicién de la varianza total, donde K = nij

. By \ L
(yijk_yooo) = (yijk_yijo) + (yijo _yioo _yojo+yooo) + (yioo_yooo) + (Vojo_yooo)

SCT
1IK-1
I J K ) I J K
Z(Yijk_yon )2 = Z Z(yijk_yij. )2 +
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1
SCR
1J(K-1)
| J K 2 | J K | J K
£ 3 D Ve View ~Voo#Vera) + 22D (Viee=Vars)? + D23 (Vajo = Veue)?
i=1 j=1 k=1 o=l jEL k=l 0=l =L k=l /
SCE(ap) SCE(at) SCE(B)
(1-1)(3-1) -1 J-1

operando, resulta:



i (Yijk ~Yeeo )2 =

i=1
I

M- 2]-
M= 1M~

(Yijk—Vij.) + kii()’ij. ~Yieo —V.j.+7...)2 + JKi(Vi..—V...)Z + |Ki(7.j.—)7...)2

i=1 j=1 k=1 ) |=1 =1 i=1 .
SCR SCE(ap) SCE(a) SCE(B)
1J(K-1) (1-1)(-1) -1 J-1

SCT = SCR + SCE(ap) + SCE(a) + SCE(B)

SCT = Variabilidad total de todos los datos
SCR = Variabilidad debida a los factores

SCE (OL B) = Variabilidad debida a las interacciones
SCE(a) = Variabilidad debida a los distintos niveles del Factor 1
SCE(B) = Variabilidad debida a los distintos niveles del Factor 2



TABLA ANOVA: ANALISIS ESTADISTICO

Fuente

variacién Suma cuadrados grados libertad Varianza Test F
l a2
_ Y 22 _ SCE(a) S
Factor (ct) SCE(a)—JKiZl:(yi..—y,,,) (1-1) §2 = (1-1) F, é
S0 v ) ;2 _ SCE(p) S5
Factor (B) SCE (ﬁ)= I KZ(yoJo - yooo) (‘]_1) SB = FB = ?
=1 (J_l) Sy
SCE(ap)= ) .
| ] 22 SCE(ap Sap
., _ _ S — _
Interaccién | _ Z(Vijo ~Viee = Voie +)7...)2 (1-1)(J3-1) op (1-1)(J-1) Fap é?
im1 j=1
S ah 2 SCR
Residual SCR = ZZ(yijk ~ Yije )2 1J(K-1) St=—"T"
i—1 j=1 k=1 13(k-1)
I J K
Total SCT = ZZ(yijk ~Yeoo )2 lJK-1
i=1 j=1 k=1

ANALISIS ESTADISTICO: Contraste del Efecto de cada factor

Hy:oy=a,=--=0,=0
H;: Algina; #0

ELFACTOR1 (&) NO INFLUYE

Ho:Br=Bo= -~ =Py =0
Hy: AlginB; =0

ELFACTOR 2 (B) NO INFLUYE

Hy: Algin (aB);;#0
NO HAY INTERACCIONES




ESTADISTICOS DE CONTRASTE:

Hoiay=ay=--=0,;=0 H,:By=PBy=--=P;=0 HO;(aB)ijzo Vi, j
H;: Algin a; #0 Hy: AlgunB; =0 H, : AIgUn(aB)ij;tO
ELFACTOR 1 (00) NO INFLUYE EL FACTOR 2 (B) NO INFLUYE NO HAY INTERACCIONES
Se acepta la hipétesis nula cuando: Se acepta la hipdtesis nula cuando: Se acepta la hipétesis nula cuando:
S? §§ 32 ;

—_ o _ o

Fo = §2 < Fa, (1-2), 13(k-1) Fg = a2 < Fa, (0-1), 13(k-2) Fup = &2 < Fa, (1-2)(3-2), 13(k-1)
r r

Cuando se rechaza la hipdtesis nula H, se pueden hacer pruebas simultdneas entre todas las posibles parejas de niveles en cada
factor. Uno de los tests mas empleados en las Pruebas Post hoc es el Test de Bonferroni.

CONDICIONES DEL ANALISIS ESTADISTICO ANOVA

NORMALIDAD .- Los datos obtenidos en cada nivel de los factores se ajustan razonablemente a una distribucion normal.
- Yij sigue una distribucién normal N (uij’ 0‘) Vi, ] -
HOMOCEDASTICIDAD.- La variabilidad de los datos en cada nivel de los factores es similar (contraste de igualdad de
varianzas) - 6’ = Var(yij) Vi, |
LINEALIDAD.- Los residuos (diferencia de los datos a su media, en cada nivel de los factores) se distribuyen alrededor del cero.

E(U)=0

INDEPENDENCTIA - Las observaciones se realizan de forma independiente unas de otras (disefio de la obtencidn de datos).

_En caso de existir desviaciones significativas sobre estos requisitos, los resultados posteriores pueden ser incorrectos.




Une de las opciones mas utilizadas en las Pruebas
Post hoc es el Test de Bonferreni

Se realizan comparaciones simultaneas entre
todas las posibles parejos de niveles en cada factor.
Para ello se construyen Intervalos de Confianza:

Diferencia Error Tipico

Y EACTOR 1 e
= o (1,1
IC((II —fij): (_Yi--_}'j--) i t[.;._-J,-‘g.:'l; (I-11J-11 Sr T—i_T

Diferencia Error Tipico

FACTOR 2 medias
: 8 ~ 1 1

I1C(B; —B;)= (?-i-—?-j-) T aperI-110T-1)8e [T T

donde '¢' es el nimere de contrastes, esto es, el numere (kN
: 4
de tests que hay que realizar para comparar todos los pares de medias ¢ =

.-?
L

Cuande el CERO no se encuentra en
el Intervale de Confianza, se afirma
que las medias no son iguales.
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EYSENCK (1974).- En un estudio sobre memoria verbal se seleccionaron al azar 50 personas mayores y 50 jovenes (Factor 1: Edad).
Dentro de cada uno de estos grupos se asignaron, al azar, 10 personas a 5 distintos grupos a los que se les presenté una misma lista
de 27 palabras. A cada uno de los 5 grupos se les dieron las siguientes instrucciones (Factor 2: Método).
Grupo 1 (Contar): Se les pidié que contasen el nimero de letras de cada palabra. Grupo 2 (Rimar): Se les pidié que rimasen cada
palabra con otra. Grupo 3 (Adjetivar). Se les pidié que a cada palabra le asignasen un adjetivo. Grupo 4 (Imaginar): Se les pidié que a
cada palabra le asignasen una imagen. Grupo 5 (Recordar):Se les pidié que memorizasen las palabras.

I-2 J=5 K=10

Factor 1 (Edad)

FACTOR 2 (Método) J=5

Contar Rimar Adjetivar Imaginar Recordar
9 7 11 12 10
8 9 13 11 19
6 6 8 16 14
8 6 6 11 5
Mayores 10 6 14 9 10
I=2 4 1 11 23 11
6 6 13 12 14
5 3 13 10 15
7 8 10 19 11
7 7 11 11 11
8 10 14 20 21
6 7 11 16 19
4 8 18 16 17
6 10 14 15 15
Tévenes 7 4 13 18 22
6 7 22 16 16
5 10 17 20 22
7 6 16 22 22
9 7 12 14 18
7 7 11 19 21

K=10



A los 4 primeros grupos no se les dijo que deberian recordar las palabras. Finalmente, tras revisar la lista 3 veces, se recogio el
ndmero de palabras recordadas por cada grupo (variable respuesta).

Factor 1 (Edad)

J

a una observacion por casilla.

Para ello, realizamos la media de cada casilla.

Pasamos de 11;; observaciones por casilla

I-2 J=5 K=10 Contar Rimar Ad jeECaiTOR ‘ (IﬁAni;?::: T Recordar medias por filas
Ml V=7 | ¥i20=69 | V=11 | i =134 | 5 | ¥1.=1006
Jivfnzes V216 =65 | Y220 =76 | V3. =148 | yp4, =17,6 Yo =19,3 Yaee =1316
mcif:::nz‘;" Veie = 6,75 | Va2 =7.25 | Va30=12,9 | Voge =155 | Vo5, =15,65 Yeeo =116
Vs =11,61 62,,=2667,79 s2,, = 2694,74 SCT = 2694,74
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|
SCE(a)=JK Z(y,,, Veeo)? =5. 102 Vieo = Veous ) _50[1006 11,61)? (13,16—11,61)2]= 240,25
i=1

J 5
SCE(B)=1 KZ(y,j, ~Veee)? = SCE(B)= 2.102(7,,-, ~Vuur)? = 20 {(6,75—11,61)2 +(7,25-1161)% +
=1 =1

+(12,9-11,61)%+(155-11,61)° + (15,65—11,61)2} = 1514,94

I 2 5
SCE O('B = KZZ(VW ~ Yieo _y°j° +y“0)2 :lOZZ(yljo ~ Yieo _yojo +yooo)2 =

i=1 j=1 i=1 j=1
=1o{ (7-10,06 - 6,75+11,61)? +(6,5—1316 — 6,75+11,61)* +(6,9—10,6 — 7,25+11,61) * +
+(7,6-1316—-7,25+11,61)° +(11-10,06—12,9+11,61)* + (14,8—1316 —12,9+11,61) * +
+(13,4-10,06—155+11,61)* + (17,6 -1316 —155+11,61)* + (12—-10,06 —15,65+11,61) * +
+(19,3-1316-15,65+11,61)° }: 10.19,03 = 190,3

SCT = SCR + SCE(ap) + SCE(a) + SCE(B) — SCR = SCT — SCE(ap) — SCE(a) — SCE(B)

SCR = SCT - SCE(ap) — SCE(a) — SCE(B) = SCR = 2694,74 - 204,25—1514,94—-190,3 = 785,25



TABLA ANOVA: ANALISIS ESTADISTICO

Fu.e nT? Suma cuadrados grados libertad Varianza Test F
variacion
~p 240,25 240,25
Factor (a) | SCE () = 204,25 1—1=1 S2 = (-1~ 24025 | F, =" " "=2754
. 378,74
Factor (B) | SCE (B)=1514,94 J-1=4 -1 37874 | - = 4341
- 4758
Interaccién |SCE(ap)=1903  |(1-1)(J-1)=4| SZ;= % = 47,58 Faup = g 7pp = 45
~» 78525
Residual | SCR = 785,25 1J(K-1)=90 | Sf= “op =872

Total SCT =2694,74 IJK-1=99

SCT = 2694,74 (Variabilidad total de todos los datos)
SCR = 785,25 (Variabilidad debida a los factores)

SCE (aB) = 190,3 (Variabilidad debida a las interacciones)
SCE(OL) = 204,25 (Variabilidad debida a los distintos niveles del Factor 1)
SCE(B) = 1514,94 (Variabilidad debida a los distintos niveles del Factor 2)




ANALISIS ESTADISTICO: Contraste del Efecto de cada factor

Hoiay=ay=--=0,;=0 H,:By=PBy=--=P;=0 HO;(aB)ijzo Vi, j
ELFACTOR1 (@) NO INFLUYE ELFACTOR 2 (B) NO INFLUYE NO HAY INTERACCIONES

ESTADISTICOS DE CONTRASTE:

ELFACTOR 1 (o) NO INFLUYE ELFACTOR 2 (B) NO INFLUYE NO HAY INTERACCIONES
Se acepta la hipétesis nula cuando: Se acepta la hipétesis nula cuando: Se acepta la hipétesis nula cuando:

s2 S5 S

_ o B
Fo = §2 < Fo, (1-2), 13(k-1) Fg = 52 < Fy, (3-2), 13(k=1) Fup = gzﬁ < Fa, (1-0)(3-2), 13(k=1)
r
S Sp Sap
o
Fa 82 == 27 54 > 3 96 FO 05 1 90 FB == §_2 == 43,41> 2,49 == F0’05’ 4’ 90 FG-B == §2 == 5,45 > 2,49 == FO,05, 4’ 90
r r

Se rechazan todas las hipdtesis nulas. En consecuencia, influyen los factores.
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Estadisticos descriptivos

Medias marginales estimadas

YWariakle dependiente: Palahras 1. Edad
Edad Método Mediz Desv. tip. I
1,00 1,00 7,0000 1,82674 10 Estimaciones
2,00 B,8000 21377 o Yariahle dependiente: Palahras
3,00 11,0000 2,49444 10 Intervalo de canfianza al
4,00 13,4000 450185 10 5%,
5,00 12,0000 3, 74166 10 Lirnite
Total 10,0600 400719 50 Edad Media Errortip. | Lirite inferior | superior
200 1,00 £,5000 143372 10 1,00 10,060 A0 9264 10,856
2,00 7.6000 1,95505 10 2,00 13,160 401 12,364 13,956
3,00 14,8000 3,48967 10
4,00 17,6000 | 2,58058 10 2. Método
4,00 19,3000 2 BEETA 10 Estimaciones
Total 13,1600 5,78654 50 Yariahle dependiente: Palahras
Total 1,00 £,7500 161815 20 Intervalo de confianza al
2,00 7.2a00 2022490 20 05%,
3,00 12,8000 383777 20 Lirnite
4,00 18,5000 417385 20 Métoda Media Errartip. | Limite inferior | superior
5,00 15,6500 490193 20 1,00 6,740 B33 5,482 8,008
Total 11,6100 5181049 100 2,00 7,250 633 5,842 8,508
3,00 12,900 B33 11,642 14,158
4,00 15,500 B33 14,242 16,758
5,00 15,650 B33 14,392 16,508
Pruebas de los efectos inter-sujetos
Yariahle dependiente: Palahras
Suma de
cuadrados Media
Fuente tipo 1l gl cuadratica F Significacion
Modelo corregido 1945 45042 ] 216,166 26,835 Rulalu]
Intersecion 13479210 1 | 13479,210 | 167Y9,536 oo
Edad 240,250 1 240,250 28 836 oo
Métoda 1514940 4 378735 47 191 oo
Edad * Método 180,300 4 47 875 5,928 oo
Error 722,300 a0 8,026
Total 16147000 100
Total correnida 2667 790 85

a. R cuadrado = 729 (R cuadrado corregida= 703
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Comparaciones por pares

Yariahle dependiente: Palahras

Al comparar simultaneamente la diferencia de medias por

el Test de Carle Emilie Bonferreoni, con un nivel de confianza del 95%

Intervalo de confianza al 95
% para diferencia”

Diferencia
entre Lirmnite
i Metodo () Método | medias (-0 Errartip. | Significacion® | Limite inferior | superior
1,00 2,00 500 596 1,000 A -3,078 2078
3,00 -G, 1460% ,0HE ,oon -8,728 -3,4872
4,00 -8 750 LT 0o -11,328 6,172
5,00 -8,900* 806 oo -11,478 -B,322
2,00 1,00 500 896 1,000 A-2078 | 3078
3,00 -5 Ba0* 046 ,oon -8,228 -3.072
4,00 -8 250% LT 000 -10,829 -5,672
4,00 -8,400* 086 oo -10,978 -5,822
3,00 1,00 6, 140% 046 ,oon 3472 8728
2,00 A, BAH0* 046 ,oon 3072 8,228
4,00 -2,600* Rzl 047 -5178 - 022
a,00 -2, 7a0* 006 0za -5,328 -172
4,00 1,00 a8, 7a0* 046 ,oon 6172 11,328
2,00 g 350% 1T 0o 5,672 10,829
3,00 2600 806 047 o2z 8,178
5,00 -14a0 846 1,000 A -2 728 2428
a,00 1,00 8,900 046 ,oon 6,322 11,478
2,00 g 400% LT 0o 5,922 10,978
2,00 2, 7a0* 086 bza J72 5,328
4,00 a0 296 1,000 A 3478 2728

Baszadas en las medias marginales estimadas.
* La diferencia de las medias es significativa al nivel 049,

a. Ajuste para comparaciones mltiples: Bonferroni,

Se verifica que la diferencia de medias es significativa, con una significacion de 0,05
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Para cambiar el tipo de variable ...
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Comparaciones por pares

Yariahle dependiente: Palabras

Intervalo de confianza al 95
Diferencia % para diferencia’
entre Limite

i Metodo () Método | medias (-0) Errartip. | Significacion® | Limite inferior | superior
Adjetivar Contar f,1450* ,396 ,o0o 3,572 8,728
Imaginar -2,600* ,346 047 -5,178 - 022

Fecordar -2, 7a0* ,896 028 -5,328 -172

Rimar 5,650* ,896 ,o0o 3,072 8,228

Cantar Adjetivar -f,1480* 396 ,o0o -8,728 -3,a72
Imaginar -3, 740" ,89E ,o0o -11,328 -6,172

Recordar -8,800* 896 ,oon -11,478 -6,322

Rimar -400 ,896 1,000 -3,078 2,078

Imaginar Adjetivar 2,600* RE ]S 047 022 5,178
Caontar 8,7a0* ,396 o0o 6,172 11,328

Fecordar - 140 396 1,000 -2,728 2,428

Rimar 8,2a80% ,896 ,o0o 5,672 10,828

Recordar  Adjetivar 2. 740" 806 028 J72 5,328
Contar 8,900+ ,896 0o 6,322 11,478

Imaginar 140 ,B96 1,000 -2,428 2,728

Rimar 8,400* ,346 ,o0o 5,822 10,878

Rimar Adjetivar -5, 650" 295 o0o -8,228 -3,072
Contar 500 396 1,000 -2,078 3,078

Imaginar -g8,2a0" ,896 ,o0o -10,828 -5,672

Fecordar -3,400%* 896 ,o0o -10,8748 -5,822

Baszadas enlas medias mardginales estimadas.
* La diferencia de las medias es significativa al nivel 04,

a. Ajuste para comparaciones maltiples: Bonferroni.
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