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REGRESION LINEAL MULTIPLE

Las técnicas de regresion lineal multiple parten de k+1
variables cuantitativas, siendo Y la variable de respuesta y

(x,, .... ., %) las variables explicativas.

Se trata de extender a las 'k' variables las técnicas de la regresion
lineal simple. En esta linea, la variable Y se puede expresar mediante
una funcién lineal de las variables (x,, .... , X,)

{Y: Bo + Bix; + Pox, +0 + Py X

Para ello, dispondremos de un modelo de probabilidad (la Normal)-

El experimentador fija los valores de las X y obtiene 'al azar' los
correspondientes Y.

[Modelo: Y=0B,+BX + B X+ + B X + U]




REGRESION LINEAL MULTIPLE - MUESTRA ALEATORIA
Modelo: Y= B, + B, X, + B, X, +-- + B X, + U

Sea la muestra aleatoria:

Y, =B+ B X + B X+ + B Xy +w; =1,2,-+,n)

1?1 e N (BO + Bl Xl s o Bk Xk" G:) independienTes, (i=1, ,,,,, n)
u, ¢ N (0, G:) independientes, (i=1, ...., n)
Y, I Xy o X ) ([ Bo u
Y, I Xy, o Xy || By u,
= | . . . . T
Yn_ l Xln le _Bk _un

Y = XB+U X = matriz del disefio



Hipotesis comunes entre regresiones lineal y multiple:

® Normalidad

B Homocedasticidad
® Linealidad

m Independencia

Requesitos adicionales de la regresion multiple:

mn > k+l

El modelo depende de (k+2) parametros. Para que la regresion tenga
significado debe haber un ndmero suficiente de datos.

m Ninguna X es combinacion lineal de las otras (colinealidad)
Si alguna de las X; es combinacion lineal exactade algunas de las
otras X;, el modelo puede simplificarse con menos variables
explicativas. También hay que considerar si alguna de las X; esta
fuertemente correlacionada con otras.



DATOS - ESTIMACION DE LOS PARAMETROS
Y, = By + B Xy + B Xy +o0 + B Xy +

e =Y, Yi=Yi—

Y = X[_)) + U donde X = matriz del diseno
Datos | Y Xl Xy La nube de puntos estd en un
1 Y| Xy X 4 espacio de dimension (k+1).

” Dificil de visualizar para k>2
Yo X2 Xk2
: : : : A ¢ o A
L p=(XX) XY
n y., Xln an X'= matriz transpuesta
{ A A A A
Bo + By Xy + Py Xo; +-00 + [-)’kxki)

n
D 5 |
o —= S. = E e.2 varianza residual
1 R i



NOTA. - Al igual que en regresion simple, necesitamos estimar la varianza G~
del error aleatorio U.

Un estimador razonable, en un principio, es la varianza de los errores de
prediccion (también denominados como residuos del modelo).

' n
2 1 2
no

Sin embargo, este estimador es sesgado para o”, lo que significa que
E(Es2 )# o’

El sesgo se define como la diferencia entre la media del estimador
y el verdadero valor del parametro que se quiere estimar.

Utilizamos, por tanto, la varianza residual para estimar G°, que si es un
; ; 2 ; 2
estimador insesgado de G, es decir, centrado en torno a G




RELACIONES ENTRE LAS VARIABLES

A

B=(X'X)' XY
V=Xp=X(XX)'Xy=HY

H matriz de la proyeccion

Idempotente: HH = H

La matriz H cumple las propiedades | Simétrica: H' = H
Rango: rango (X) = rango H = k+1

El error de prediccion se puede escribir en forma matricial:

™ n
e=Y-Y=Y-HY=(I-H)Y
~
La expresion Y — H Y indica que la matriz H (idempotente) Tr‘anfforma el vector
de las observucionesY en el vector de valores ajustados (prediccion) Y . siendo la

regresion una proyeccion.

o~
El modelo regresion Y — H Y proyecta el valor de observaciones sobre el subespacio

vectorial de las columnas de la matriz X (subespacio de las variables independientes). .

El vector de residuos es perpendicular a cada columna de X y al vector de prediccion Y



INTERPRETACION GEOMETRICA

El método de los minimos cuadrados, en el espacio formado por las variables,
es equivalente a encontrar un vector en dicho espacio que se encuentre lo mas
cercano posible al vector de las observaciones.

Vector de
observaciones y

Y es la proyeccion ortogonal

de Y sobre dicho espacio
Espacio X  Vector de valores ajustados P

/

Subespacio vectorial
generado por la columna X (vectores columna variables explicativas)




Demostracion B = (X' X)_l XY
Y=XB+U

El correspondiente modelo ajustado serd: Y = XB
U=Y-Y=Y-XB
Denominando S a la suma de los cuadrados de los residuos:
u
o ! 2 ~ ~ ~ ﬁz = ~
SZUU:[“L“D ,lln] * — Zui
» '=l

(A' = matriz transpuesta A)

o

s= (v xpj(v-xp)= XYV
— Y'Y-BXY-YXB+BXXB =
= Y'Y-2BX'Y +BX'XPB

[ Un escalar es igual ]




S=(Y-XB)(Y-XB)=Y'Y-2BXY+BXXp

Para minimizar S se aplica el criterio minimo-cuadratico, derivando respecto ﬁ

25 aX'Y+2X'XB=0 = X'XB = X'Y

3p

X'X) ' (XX)p=(XX)'XY
- B=(X'X)'X'Y




DISTRIBUCION de
B=(

X'X)' XY
Hemos visto que
X

~

V=XB=X(X'X) X|Y=HY

matriz de proyeccion

m El vector de observaciones Y se distribuye segin una normal multivariante de
media X y de matriz de varianzas covarianzas G°1I

,
YeN (X B_.,, O I)
O B es combinacion lineal de las componentes del vector Y, por lo que se

distribuye segin una variable aleatoria normal, donde su media y matriz de
varianzas y covarianzas sera:

EB)=E[(X'X)"XV|=(XX)"XE(Y)=
— (X' X) -l X' XB — B B es un estimador centrado de [3



Var () =Var[(XX)? XY] = (X'X) ' X' Var(Y) X(X'X) ' =
=(X'X)" X'g® X(¥ \)‘l_c (XX~

Be N(B.,, G’ (X'X)_l)

¢ Con el ajuste de minimos cuadrados:

=Y; —Yi =i _(@+ Xli T XZi T +@de)

parametros estimados del modelo

~ 2 ’ -1
Bi € N (Bl . O qii) qii es el elemento i-esimo de la diagonal principal (X'X)

~ l n
La estimacion de 62 se hacia mediante la varianza residual S; = —Z e

~

De forma que estimaremos la varianza de [’)i € N([}i_ qu“] mediante S; q;;

El error estandar de Bi viene dado por: SE(ﬁ J= e = qll SR N
m-k-1)S;

-

Se demuestra que 5 A Kipet
(o

-



Contraste t - Student

Los parametros del modelo esﬂmado [3 gN(B G q”) siendo q.. el elemento i-ésimo
de la diagonal principal (X' )()

s

De forma estdndar, se obtiene B — B ~ N (0,1)

G./ di;
. . N(0.1)
Una variable t de Student con k-grados de libertad, se define t, = 0
; e
. . 42 k
Considerando que (n-k _ 1)Sg ~ 7(1:1—1;—1 resulta:
o2
Bi — Bi
C./ q;; B. —PB.
t= - s "!31 Bl & I-n—l{—l
\/ I m-k-DS;  Seifau
n-k-1 o

Planteando la hipétesis nula H: 3, = 0 frente a la hipétesis alternativa H_ : 3, % 0

es decir, si el valor del parametro en la poblacion es cero o no. En otras palabras,
si la variable X. influye sobre la variable respuesta Y.



Siendo t = P‘;B‘ ~ t
Sk +/ b

el valor del parametro en la poblacion es cero. Esto es, la variable X. no influiria

11, Al establecer la hipotesis nula Ho: B.= 0 es decir,

sobre la variable respuesta Y.

Bajo la hipotesis nula, siendo [3, = 0, resulta: t== b,

m ~ l-n—k—l

B En definitiva, siendo la hipatesis nula H: B.=0
Aceptamos la hipotesis nula cuando el valor del estadistico t proviene de una t, , ,
Para n > 30 se acepta la hipétesis nula H; cuando ‘t ‘ <2

En caso contrario, se acepta la hipdtesis alternativa H, y se concluye que la variable
i-ésima influye en la respuesta.



INTERVALOS DE CONFIANZA para [3,

fa) t __I_ !
Estimacion de los parametros: l?) = (X X) X Y X'= matriz transpuesta

I1C_, By = (Bi t

q

i+ L1+
Z(Yi _j}i)2
S, ==

: n—-k-—1

(n — Kk —l);or,/2

S
r \Xqi+l.i+l

)

I

o e
1= elementos de la diagonal principal (X X)

Desviacion tipica (error tipico)
i)

estimada de ﬁ



INTERVALOS DE CONFIANZA para f3,

~

' _l !
Estimacion de los pardmetros: l3 — (X X) X Y X'= matriz transpuesta

ICI__G' (Bl) B Bi s t(n—l{—l);(x/2 Sl‘ \fqi+l.,i+l

. . " _1 o
Q;.1 i.1 = elementos de la diagonal principal (X'X) Desviacién tipica estandar (error tipico)

~

CONTRASTES DE HIPOTESIS

Hipotesis nula HO Z Bi =0 Xi no influye en Y

Hipotesis alternativa H 1 - Bi + () Xi influye en ¥

Se acepta la hipétesis nula H, , con un nivel de confianza (1 - O) cuando el 0 se
encuentra en el intervalo de confianza.

En caso contrario, cuando el 0 no cae en el intervalo de confianza, se acepta la
hipotesis alternativa H,, y en consecuencia, Xi influye en Y

{Este contraste es equivalente al contraste de la t+-Student para cada BIW




DESCOMPOSICION DE LA VARIABILIDAD

n n
SCT =3 (v, ~v) = 3 [ 5+ G ~¥7]-
i=l =l

2

11 11 11

~ 2k ~ - 2 7 5 ~ n -

= E Vi —¥;) + E Vi —Y¥) +2§ Vi =¥V —Y)
i=1 i=l1 i=1

Z(Y. Z()’. y) + 2.y —
=1
SCT SCE SCR

Suma cuadrados total Suma cuadrados explicada Suma cuadrados residual

| £ (}?i B .‘_T):
SCE _ b2
SCT -

Z(}ri a }_'T)z

i=l

S

Coeficiente de determinacion R” =



ANALISIS de la VARIANZA - TABLA ANOVA
Z(.‘-?i a .T): = Z(-{l _ IT): i Z(Fi . fl ):

SCT SCE

SCR
(n-1) grados libertad k grados libertad (n-k-1) grados libertad
Variacion Suma cuadrados g.l Media cuadratica F -Snedecor
1
Explicada| SCE=>'(¥. - V)" |k SCE/k
;(' i / _ SCE/k
n j . SCR/(n-k-1
Residual | SCR =3 (y, - §,)° |n-k-1| SCR/(n-k-1) i )
=1
n y
Total SCT = Z(-‘-"i -v) | n-1
i=l

Se establecen las hipotesis:

H,:B,=B,=---=B, =0 el modelo no es explicativo

H, : al menos un B, #0 el modelo es explicativo

A un nivel de confianza (1- o) se rechaza H, si F 2= Fk, m-k-1)a




COEFICIENTES de DETERMINACION - F de Snedecor

. SCE Z(Fi ~-¥)

i=l1

X Sy, -v2
=1
_ SCE/k _SCE SCT n-k-1_p> 1 mn-k-1_
SCR/m-k-1) SCT SCR k SCR Kk
SCT
R | . n-k-1 _ R’ | 4, n—k—l: R- ., n-k-1
SCI'-SCE  k I-R* Kk 1-R*  k
SCT
F - R- n-k-1

1-R- k




RESUMEN de los CONTRASTES

Contraste Conjunto
F-Snedecor

Contrastes Individuales
t-Sudent

Conclusion

Modelo explicativo

Todas las X. son explicativas

Tomamos todas las Xi

Modelo explicativo

Algunas X. son explicativas

Nos quedamos con las X.
explicativas

Modelo explicativo

Ninguna X. es explicativa

Posible Multicolinealidad
revisar el modelo

Modelo no explicativo

Todas las X. son explicativas

Posible Multicolinealidad
revisar el modelo

Modelo no explicativo

Algunas X. son explicativas

Posible Multicolinealidad
revisar el modelo

Modelo no explicativo

Ninguna X. es explicativa

El modelo no explica ¥




I Estimacion de la respuesta media de Y para los valores

(xm o Mo , X,) de las variables explicativas.

Yo=Bo+ Bix;p+ ByXp + + By X0

( 71y
X
| 1o
I1C =]V =t S (1 X X e X )(X'X)_l X
1-a 0  (m-k-1) {1/2 r 10 20 kO 20
\ \ \*ko/ )

I Prediccion de un nuevo valor de Y para los valores

(xm ¢ Wgss , X,,) de las variables explicativas.
4 (1) A
X
\ i 10
LB o= | S5 by nafe™ “(1 g el Xko)(‘“‘) 20
\ \ \k0/





