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VARIABLE ESTADISTICA BIDIMENSIONAL

Cuando se consideran situaciones en la que el estadistico realiza la observacién simultanea de dos
caracteres en el individuo, se obtienen pares de resultados.

Los distintos valores de las modalidades que pueden adoptar estos caracteres forman un conjunto de
pares, que representamos por (X, Y), y llamaremos variable estadistica bidimensional.

Los dos caracteres observados no tienen por qué ser de la misma clase, pudiendo presentarse
distintas situaciones:

= Dos caracteres cualitativos: El sexo y color del pelo de una persona.
= Dos caracteres cuantitativos: El peso y la estatura de una persona.
= Uno cuantitativo y otro cualitativo: La profesién y los afios de servicio.

Las variables (X, Y) que representan los valores de dos caracteres cuantitativos, pueden clasificarse:

e Xdiscreta e Y discreta: Nimero de hijos y nimero de hermanos de una persona.
e Xcontinua e Y continua: Perimetro craneal y perimetro toracico de una persona.
e Xdiscreta e Y continua: Hijos de una familia y estatura del padre.

e Xcontinua e Y discreta: Temperatura y pulsaciones.

ORDENACION DE LOS DATOS: TABLA DE DOBLE ENTRADA

El par (X, Y) es la unidad del estudio y dos pares serdn repetidos solo cuando sus respectivas
componentes sean iguales. De otra parte, el nUmero de modalidades que adopta el caracter X no
tiene por qué ser el mismo que el que adopta el caracter Y:

X:(X11X21"'1Xk) Y:(ylly21'“1ym)

Para ordenar los datos se utiliza una tabla de doble entrada donde tengan cabida los k valores
distintos de la variable X y los m valores distintos de la variable Y. En la tabla se puede expresar el
nimero de veces que se repite cada para de valores posibles (x;, yj) formado en el producto

cartesiano de los dos conjuntos numéricos.

TABLA DE DOBLE ENTRADA

Y
X Vi Y2 Yi Ym N = ndmero total observaciones
X1 N1 N1z Nim ) ]
n; = frecuencia absoluta, niumero de
X n n n .
2 21 22 2m veces que aparece repetido el par
(Xi, Vj)-
XI .................. . nij nlm . .
La frecuencia relativa del par se
. N
define: f; =—-
N
Xk Nk1 N2 Nkm
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DISTRIBUCIONES MARGINALES

Y
X Y1 Y2 Yj Ym Mie
Xq Ny L) N1j Nim Nie
X Ny, 1Y) Ny; Nom Nye
X N ) N Nim Nie
Xk N1 N2 Nij Nim Nke
k m
N, j Ne1 Ne2 N Nem N=2n.=>n,;
i=1 =1
k m
2.2 XNy
_i=1j=1 _ vakvi ;
ar; = Syx = @3 — 8.8y = @& — X.Yy (covarianza)

X Xq X3 X; Xk
ni. nl. nz. ni. nk.
ni.
fio = flo fzo flo fko
N
k k 5
S ke S,
o=l i 2
dp =X= dyy = My, = Sy = 3y — (ay)

e DISTRIBUCION MARGINAL DE LA VARIABLE Y

2 —\ 2
= a,, — (x)

Y Y1 Y, Yi Ym L
N = Zn .j
Nej Neq Ney Nej Nern =1
m
f J _ n oj f.]_ f.z f.J f.m ZfOJ = 1
° J—l
m m )
2 Vi, 2.Yin,,
— = j=1 —
301:\’:J N 02:J N Mg, :5\2/ :5‘02_(301)2 = aoz_(y)2

n. .
Las variables (X, Y) son independientes cuando: ﬁ=(nﬁj(

°)

N.:

N



Si (X,Y) independientes +—> Syx =0
Sis,=0 — (X,Y) No independientes

e DISTRIBUCION CONDICIONADA DE LA VARIABLE X para un valor Y=y,

Y n
X yl yz yj Ym ie
X1 N11 N | ... Ny; Nim Nie
X2 Na1 Ny | ... Ny; Nom Nye
Xi Ni1 N2 | ... njj Nim Nie
Xk N1 M2 | ... Nk . Nk Nio
k m
Nej Neq Ney Nej Nem N:Zni. :Zn.J
i=1 =1
X X X3 X; Xk
n(X/Y=yj) M1j n2j Nij Nj f(x/y:yj):M
oj
f(X/Y=y;)) fi; f; fij fij

e DISTRIBUCION CONDICIONADA DE LA VARIABLE Y para un valor X =x,

Y
X Y1 Y, Yj Ym Nje
X1 N11 N | ... Ny Nm Nie
X2 N21 N | ... N2; Mom N2e
Xi Ni1 Niz Njj Nim Nie
Xk N1 M2 | ... Nkj e Nkm Nke
k m
Nej Neq Ny Nej Nem N=Zni, =Z:n,J
i=1 =1
Y Y1 Y2 Yj Ym
n(Y/X=x;) Nig Nz Njj Nim f(Y/XZXI)Zn(Y/X:Xi)
Nie
FY/X=x) fig fip fi fim




MOMENTOS

Se define el momento respecto al par de valores (c, v) de érdenesry s:

k m

ZZ(Xi _C)r(yj -v)® Njj

M rs (c’ V) — i=1 J:].

N

Tienen especial interés dos casos particulares para los valorescy v

MOMENTOS RESPECTO AL ORIGEN (c, v) = (0, 0)

k m

i=1 j=1

ZZ(Xi _O)r(Yj _O)S N z

k

_i=lj=1

m
D xi.yj.n

ij

rs

N

N

de interés son los particulares:

k m
ZZ(Xi_?)r(Vj_V)S N
_i=lj=1
mrs - N
de interés son los particulares:
k m
ZZ(Xi—X) (Yj_y) N
i=1 j=1 .
My =Sy = N =s,, Covarianza

MOMENTOS CENTRALES O RESPECTO A LAS MEDIAS (c,v)=(x,y)

k m k m
ZZ(Xi _i)z(yj _V)o n;; ZZ(Xi _i)znij

-1 j=1

—

_ =l =l

k
_i=l

My =

N N

2
_SX

N

varianzade X

k m o o k m k m 11
ZZ Xi -Yj - Mjj ZZ Njj Zin L
g —=1i= ==L 3. —i=Li=t
00 N 11 N
k m . k m Kk k m o 1 k m m
DI I IR T D XiMi DI I I TN TLS
- i=1 j=1 _i=lj=1 _ =l =% lag = i=1 j=1 _i=lj=1 _ =l _y
10 N N N 0 N N N
k m , 0 k m 5 Kk k m 0 2 k m 5 m 5
DIDIERSLIDIP I DX, 2Ny 2DV DN,
3 _ i=1 j=1 _ i=1 j=1 _i=l 3 _ i=1 j=1 _ i=1j=1 _ =1
20 N N N 02 N N N




k m k m m
ZZ(Xi_R)O(yj_V)Z n;; ZZ(yj_V)znij Z(yj_V)z N,j
=1 ] _ it 2

me, = = = =s. varianzadeY
02 N N N Y

0 Se demuestra facilmente que, m,, =s, = = . =a;; —Ay.3g; =31 —X.Y
k m k m
Z:Z:(xi =X) (y;—Y) n; ZZ(XI V=X Y Xy X)) ng
— _ =1 =1 i=1 j=1 _
My Sxy - N = N =
k m k m k m k m
ZZXI LRRL szi' Mjj ZZVJ n; ZZ”U
_ =l =l _ 5 i=1 j=1 X i=1 j=1 + Xy i=1 j=1 _
N N N N
k m Kk m k m
ZZXI Yi - N zxi'ni- ZyJ N ZZ”U
i=1 j=1 — =1 — j=1 — — =1l j=1
= -y - X. + X.y =
N N N N
=a;; — Y.X— X.y +X.y =a; — X.Y =2a;; — 8.3

DEPENDENCIA ENTRE LAS VARIABLES (X, Y)

Al observar dos caracteres en cada individuo se presenta el problema de determinar la existencia de
algun tipo de dependencia entre ellos. En este sentido, conviene destacar dos tipos de dependencia:

= Dependencia funcional: Entre dos variables X e Y existe dependencia funcional cuando hay una
expresion matematicas que las relacione. Por ejemplo, los radios de una circunferencia (X) y las
longitudes (Y).

= Dependencia aleatoria: Entre dos variables X e Y existe dependencia aleatoria cuando no existe
una expresion matematica que las relacione. Por ejemplo, la edad de los nifos (X) y la edad (Y).

Sefialar que existen variables entre las que no existe ningln tipo de dependencia, lo que conlleva a
decir que los dos conceptos anteriores no son complementarios.

REGRESION O AJUSTE

La observacidn de una variable estadistica bidimensional (X, Y) comporta la representacién de los
puntos obtenidos en una nube o diagrama de dispersion. El problema general de regresion se plantea
en el intento de ajustar una funcidn de ecuacidn conocida (recta, pardbola, exponencial, hipérbola,
polindmica, etc.) a la nube de puntos con el interés de poder obtener una prediccion aproximada de
una de las variables a partir de la otra.

Naturalmente, que entre todas las funciones que se pueden elegir para ajustar a la nube de puntos,
hemos de seleccionar la dptima, esto es, la que mejor encaje sobre los puntos que tenemos, para lo
cual recurriremos al método de los minimos cuadrados.

METODO: Dependiendo de la forma que adopte la nube de puntos, en un principio sabremos si
hemos de emplear una recta, una parabola, una funcién mixta, etc.



X X X

Una vez elegida la funcién, se estiman los parametros correspondientes de la misma a partir de los
datos observados. Por ejemplo, si la funcidn elegida es una parabola:

y=a+bx+ cx? hemos de estimar a, b, c

Por ultimo, una vez realizada la estimacion hay que comprobar si efectivamente el ajuste era el
idéneo o no. Para ello se emplean cualquiera de los tests construidos para estudiar la bondad del

ajuste. El modelo mas utilizado es el de la xz (chi-cuadrado).

REGRESION LINEAL MiNIMO CUADRATICA

En el supuesto de que sea la recta la funcidn que mejor se comporta con arreglo a la forma de la nube
de puntos, nos encontramos ante una problema de regresion lineal, distinguiendo entre:

= Recta de regresion de Y sobre X: Obteniendo valores aproximados de la Y conocidos los de la X
= Recta de regresion de X sobre Y: Obteniendo valores aproximados de la X conocidos losde la 'Y

y 3

RECTA DE REGRESION DE Y SOBRE X (x,v) s g

En cada par (X,Y) al valor observado x; le corresponde un

(s , di=v—v.
valor observado y; y otro valor tedrico y; que seria el que = YiT Y]

le corresponderia en la recta como funcién, es decir: &
. Xi, Vi
yi=a+bx irYi
A la distancia entre estos dos valores (tedrico y
experimental), la denotamos por dj =V; -Y;j > X

Para obtener los parametros a y b, se toman las distancias (errores) al cuadrado para que no se
contrarresten los signos positivos y negativos, haciendo minima su suma: M=>_d? =>"(§; —y;)*
i,] 0]

Por otra parte, para simplificar el mecanismo para obtener la recta de regresién de Y (variable
dependiente) sobre X (variable independiente), se descartan multiplicidades y suponemos que cada
par se repite una sola vez.

Considerando que y;=a+bx;, M:dej :Z(a+bxi —yj)2
ij ij

Para hallar los valores de a y b que hagan minima esta funcién hemos de hallar las derivadas,
igualando a cero las ecuaciones resultantes:



SM

:22(a+bxi -y;)=0

Sa ij - %:(a+in_yj):O

M

o “22@+bxi—y))=0 = F(a+bx;—y;)x)=0
ij

ilj

Por las propiedades del sumatorio, se obtienen las ecuaciones normales de la regresion:

Zi:a+bzi:xi—2yjzo Zi:a+bzi:xi:2yj

=

ainerZXiz—ZXiyj:O ain+b2xiz=2xiyj
i i ij i i ij

Dividiendo las expresiones anteriores por N (niUmero total de datos), habiendo supuesto que la
frecuencia absoluta de cada par (X, Y) es la unidad, resulta:

21 in zyl _ B
g p j ) ) a +bx =y
N N N Considerando los momentos, se tiene: _
2 RV
22X 2., a =7—bX
at—+b1 ="
N N N

sustituyendo en la ecuacion ax +ba,y =a,, resulta:

a;p —Xy S
- o v _ 22y _ R _%u _ 2%y
(y—bXx) X+ba,y =a;; — bla,g—x“)=a;;—-Xy B |b= — =
dp ~X Sy
— SX —
a=y-—2rx
2
sX
Finalmente,

sustituyendo los valores obtenidos en la ecuacion de larecta y=a+bx

(2]

x
<
(7]

x
<

— S —
y-y=—3 (x-%)
S

Il
<|
x|

xX N

xX N

X

NOTA.- En el supuesto de que no hubiéramos partido de las hipétesis iniciales para el desarrollo, es
decir, si hay multiplicidades de (x;, y;) y si cada par se repite n;; veces, la ecuacion a minimizar seria

M = Zd%j n
i

ij = Z(a+bxi —yJ)2 nij

ilj



RECTA DE REGRESION DE X SOBRE Y Yt

Si en lugar de tomar las distancias d; sobre las verticales

(esto es, sobre la Y) se toman sobre las horizontales ( sobre la
X) y se utiliza el mismo método de los minimos cuadrados,
por un proceso idénticamente igual se llega a la ecuacion de
regresion de X sobre Y:

COEFICIENTES DE REGRESION LINEAL

s
« LarectaderegresiondeY sobre X: y —V:Lzy (x —x), donde el coeficiente de regresién lineal

X

Xy .
byx =——|es la pendiente de la recta.

>0 creciente
Recta de regresion de Y sobre X, segun el coeficiente de regresion b,, =1 =0 horizontal
<0 decreciente

s
« Larecta de regresion de X sobre Y: x —i=% (y—Y), donde el coeficiente de regresion lineal

Sy
Syx '
bxy =—,| es la pendiente de la recta.
Sy
>0 creciente
Recta de regresion de X sobre Y, segln el coeficiente de regresién b,, =4=0 vertical
<0 decreciente
CORRELACION

Asi como la regresidn estudia la posible prediccion de los valores de una variable a partir de la otra, la
correlacion estudia el tipo de dependencia que existe entre ambas variables, intentando cuantificarla
mediante el calculo de los coeficientes de correlacién.

A continuacién se estudian los coeficientes de determinacion y correlacion lineal.

COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL

= El coeficiente de correlacidn lineal R es un nimero abstracto que determina el grado de ajuste
entre una nube de puntos y una recta de regresion. Se define como la media geométrica de los
coeficientes de correlacion lineal




RELACION ENTRE LOS COEFICIENTES DE REGRESION Y DE CORRELACION

s s
¢ Recta de regresion de Y sobre X: y—y :LZV (x—X), coeficiente de regresion lineal b, =L2y

X SX
. _ . 2 sxy .
(pendiente de la recta), coeficiente de correlacién r= (grado de ajuste)
Sx Sy
b, =X
yx T2 _ 2
s Sy =by, S Sy
S X = Xy yx 2x N byxsi =rscs, b byx =r =+
fo N Sxy =F Sx Sy Sx
Sy Sy

se observa que los dos coeficientes (regresion lineal y correlacion lineal) tienen el mismo signo.

.z — SX — . o . . SX
¢ Recta de regresion de X sobre Y: x —Xx =—2y (y—Y), coeficiente de regresion lineal b, :_2y
Sy Sy
. . . Ny sxy .
(pendiente de la recta), coeficiente de correlacion r = (grado de ajuste)
X Sy
Sxy
Xy T2 2
s Syy =Dy S s
Vb YT L s by st =rses, b by ==X
- Sxy Sxy =F Sx Sy Sy
Sx Sy
los dos coeficientes (regresion lineal y correlacion lineal) tienen el mismo signo.
VARIANZA RESIDUAL
Es la dispersidn de los errores cometidos entre Y4
los residuos, dispersion de la suma de las
distancias de los valores observados ( o (xi,v) o Vi =a+bx;

experimentales) y los valores tedricos (en la recta
de regresion).

* Las diferencias se toman al cuadrado para que
no se puedan contrarrestar los signos positivos y

negativos.
2
2.dijn;
2 B

S e * X
r N O

varianza residual
SIS (2
;d%%
ﬁ:LL__
N

Para simplificar el mecanismo suponemos que el centro de gravedad se encuentra en el origen
(x=0,y=0), conlo que la ecuacién de larecta y=a+bx sereducea y=bx, partiendo que cada

par (x;,y;) se repite una sola vez (descartando multiplicidades).



Con las hipGtesis planteadas: | Sy, = @31 —X Y = ap;

S
(X=0,y=0) b=—2

=2

2
Sx = dy — X =23y

2 2 —2
y

Sx Sy =3 — Y = ap

Con lo cual,

2 N 2 2 2.2 2 2 2 2

fo= ) 2 = ) 2 = : . v.) = : % v
Zd ] Z(VI_VJ) Z(bxl_yl) Z(b Xji VY~ 2bx|yJ) b Zx, + ZVJ - szxlyl
ij ij i i

i, i, i ij

> di; SxF 2§ DX Vi
i e T T
N N N N

X 2 2

Sey | S
2.2 2 _ 2 2 _ x| 2xy 2 2 _
b®s, + sy — 2bs,, =b(bsy - 2s, ) + sy = —| —-s% — sty:l + sy =
X X

2 2
S S S
_ﬂ[ _ ] 2 _ 2w 2 2 O _2[_2]
= Sy T 2Sxy ] T Sy = > TSy =sy |1 s | =Syl
Sy X Sx Sy

La cota maxima de la varianza residual sf es la varianza que tratamos de explicar mediante el
modelo de regresidn, es decir, la varianza de la variable dependiente. En este caso, sf :s\zl , hecho

que sucede cuando r =0, esto es cuando las variables son incorreladas.

La cota minima de la varianza residual sf se obtendra cuando las variables tienen una

dependencia funcional r’=1

- N

S

% variaciones no explicado = 100

<N

S

Una forma de definir el coeficiente de determinacién: r’> =1—

INTERPRETACION COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL

Se hace una interpretacion a partir de la relacién con la varianza residual sf =s§ (1—r2):

Las dos rectas son perpendiculares y las variables son INCORRELADAS

Todos los puntos se encuentran situados sobre la recta de regresion, existiendo
entre las dos variables una DEPENDENCIA FUNCIONAL (recta de regresion
creciente).

Sir=0 = sfzsf, y byx=0y b, =0.

Sir=1 = s>=0.




. Sir=-1 = s’=0.
Todos los puntos se encuentran situados sobre la recta de regresion, existiendo

entre las dos variables una DEPENDENCIA FUNCIONAL (recta de regresion
decreciente).

e« Si -1<r<0 6 O0<r<1 O<r<l

Las variables estan tanto mas correladas en cuanto el coeficiente
se aproxima mas a -1 6 1, respectivamente.

En ambos casos, existe una DEPENDENCIA ALEATORIA entre las
variables.

Resaltar que no puede darse el caso de que una recta byxy>0 & r>0& b, >0
de regresion sea creciente y la otra decreciente by <0 < r<0< by, <0

DESCOMPOSICION DE LA VARIABILIDAD:
COEFICIENTE DE CORRELACION - VARIANZA RESIDUAL

Sea y; el valor tedrico que corresponderia en la recta de regresion de Y sobre X: y; =a+bx;.

Elevando al cuadrado la descomposicion (y;—y)=(y;—Y)+(y;—Y), se obtiene:
=0

2

SCT=2(yi =) =2 [vi=V)+(H =] =2 (=90 + 2 (% =9)° +2 2 (vi = %)% -V)

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n n
Observemos que, Z(yi -y )-(yi—Y) :Z(yi —a—bx;).(a+bx;-y)=
i=1 i=1

:azn:(vi—a—bxi) + bzn:xi(yi—a—bxi) +y i(yi—a—bxi)

i=1 i=1 i=1
=0 =0 =0
4 2 4 2 : 2
conlocual,  D(yi-¥)? = DAvi-V) + > (%i-v)
i=1 i=1 i=1
SCT SCR SCE
suma cuadrados total suma cuadrados residual suma cuadrados explicada

scT SCR SCE n ) n
n n n Z(yi_yi)z Z(Vi—y)z

Por otro lado, D (y;=¥) =D (y;=¥)>+2.(%;-v)> = 1=+ + L
- . . Y0t Y-y

=1 =

SCR/SCT  r2_scE/scT

Una vez estimado el modelo es conveniente obtener una medida acerca de la bondad del ajuste
realizado. Un estadistico que facilita esta medida es el Coeficiente de Determinacion (r2 ), que se



>-)?

SCT n
Dyi-v)?
i=1

define: |r

El Coeficiente de Determinacion permite, ademas, seleccionar entre modelos clasicos que tengan el
mismo numero de regresores, ya que la capacidad explicativa de un modelo es mayor cuanto mas

elevado sea el valor que tome este coeficiente.

2
X 5 varianza residual
SCR i~ Vi) /N : SRR
Deotraparte, r’=1 - —— = 1 — M =1- S—; = sf=s$(1—r2)
SCT Ylyi=vF/N 2
2

Sy

Considerando la recta de regresidon de Y sobre X, el coeficiente de determinacion r? puede
expresarse:

2 2
Z Sﬂ(x —Y) Sﬂ M ) coeficiente correlacién
A2 i
rz = Z(yl _Y) = Si = i N = Sxy (rd r:—SXy
2 2y Syi-v  sisk Sy Sy
N

El coeficiente de correlacién lineal r es un nimero abstracto que determinara el grado de ajuste entre
una nube de puntos y una recta de regresién. Se define como la media geométrica de los coeficientes

de regresion lineal:

Adviértase que si la varianza residual es cero, sf =0, se tiene, sf =s$ (1—r2) =0 1-r*=0

2 _ —
conlocual, r* =1 = s, =%s, s,
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