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DISTRIBUCION NORMAL BIVARIANTE

(funcién de densidad conjunta)

Se dice que dos variables aleatorias continuas X e Y se distribuyen seguiin una distribucién normal bivariante

2
c c
(X,Y)=N [Mx} , X XY si su funcién de densidad conjunta es:
Hy Oxy O

1 - [cs\zf(x—ux)2 + 0§ (y—py)? - 2 oxoy plx — px)(y - Hy):|

foy) = NEEISY
270Gy Gy A/ 1—p°

Siendo la forma cuadrética Q(x,y):

1 2 2 2 2
Q(xy) = I:GY (x=py) + oy (y—py) —2 o050y p(x — py)ly - HY):|:

ox oy (1-p’)

1O (y=my ) (= )y — py)
(1-p?) o " oy 2P Ox Oy :|

- X—
También, puede expresarse: Q(x,y) = (x—py, y-—py) = 1 [ l‘-x)

Y~ Uy
1 1
1 ->Q(x,y) 1 -=Q(xy)
f(x,y) = e ? Y ———e ? Y
271Gy Gy +/1—p? 27 |2|
- . Oxy
E(x)=py E(y)=py, Cov(x,y) = oyy Coeficiente de correlacion: p=

Gy GOy

Matriz de varianzas y covarianzas:

Var(x) Cov(x,y) 0>2< Oxy
Cov(x,y) Var(y)

D =Var(x,y) = [

2.2 2
‘_2‘_0-XGY_GXY

2
(2)‘1 1 Ox  Oxy
- 2. 2 2 2
Ox Oy — Oyy Oy

Oyxy

2
Oxy Oy

A partir de esta funcién de densidad conjunta se deduce:
* Las distribuciones marginales son distribuciones normales: X ~N(py,c6yx) Y ~N(py,oy)

= | as varianzas condicionadas son constantes:
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Var(Y|X =X) = 0'5 (1-p% Var(X|Y=y) = ci 1-p?)

" Sip=0 — f(x,y) =f(x).f,(y) > Lasvariables son independientes (estdn incorreladas)

_1 {(x-ux)2 + (v-uv)z] _1 (x—px)? _1(x-wy )
fy) =———e 2L o @ oL e? o L 2 o |-
2TGy Oy 27Oy 21Oy

f1(x). f(y)

Si X e Y son variables aleatorias independientes > p=0

Oxy

p= donde o,y = E(XY)—E(X) E(Y) . Cuando X e Y son variables aleatorias independientes siempre

Gx Oy
se verifica que E(XY) = E(X) E(Y)

0 10
= Dos variables aleatorias continuas X e Y con una distribucién bivariante (X,Y) = N( [0} , {0 1] ]

tienen una funcién de densidad conjunta:

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

1, 2 2 1 2 1.2
ey 1 —x R
= e 2 —e 2 = fi(x).fi(y)

f(x)_iez -
'y_Zn _\/2_1: \/2_75

* Toda variable aleatoria X ~ N(u,c) puede expresarse X =+ 6.z, donde z ~N(0,1) . La generalizacién

de esta propiedad en dimensién p > 1 permite definir la distribuciéon normal multivariante.

Se dice que X =(x,y)" tiene una ley normal bivariante con pardmetros p = (py, uy)t y matriz de
0')2< Oxy
2

Oxy O3

2
X c c z
y Ky oxy Oy J\&

donde z, y z, son variables aleatorias independientes con ley N(0,1).

varianzas-covarianzas ¥ = Var(x,y) :[ ], y se denotara X ~N, (u, 2) sf

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR
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REGRESION LINEAL: Las esperanzas condicionadas (lineas de regresién)

Normal bivariante

Las técnicas de regresion lineal simple Distribuciones condicionadas

parten de dos variables cuantitativas:

Una variable explicativa y otra variable Y/X=x es una N(Bo+p1X , 5)
de respuesta. 40

La ecuacién de larecta y= B, + B, x 30
trata de explicar la variable y mediante
valores de la variable x. Para ello, se
dispone de un modelo de probabilidad 10
(ley normal) y de n pares de datos (x;, ;)

E(Y/X=x)

que provienen del modelo establecido.

10 X 30 40
Yy = Bo+Bi1X es la recta de regresion de Y sobre X

2
uxi| Ox Oxy
’

La distribucion conjunta (X,Y) = N, (1, X) = N, |: 5
Oxy Oy

Uy

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

c Oxy
E[Y[X=x] = py+ pElx-pa = py+ — (i)
X X

c Oxy
ELX[Y=y]= m+ o Xly—m) = mer — ()
Y Y

Var[Y|X=x:|=0'$ (1—p2) Var[X|Y=y:|=cs)2( (1—p2)

E[Y[X=x] ~ N[uv+ p L (k=) o (1—p2)j
X

E[x|y=y] ~ N[Mx +p %(v—uy), o (1—p2)}
. Y

FUNCION DE REGRESION

E[E(Y|X)] = E(Y) E[E(X|Y)] = E(X)

Var(Y) = E[Var(Y|X)] + Var[E(Y|X)]
L ot

Esperanza Varianza
de las varianzas de las esperanzas
A . AC
Si Y, =AX;+ B, Y,=CX,+ D donde A,B,C,DeR — Pyy, = m Px.x,
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TECNICAS DE REGRESION LINEAL SIMPLE
La regresion lineal simple parte de dos variables cuantitativas (x, y) : Tratando de explicar la variable de
respuesta (y) mediante una funcion lineal de la variable explicativa (x) representada por la recta

y=Bo+ ByX
Para lo que se dispone de un modelo de probabilidad (Ley Normal) y de n pares de datos (x;, y;) que

provienen del modelo establecido.

Una variable aleatoria Y, cuando el investigador fija los datos (x;) y obtiene los

Modelo |

correspondientes (y;)
Y=B,+B;x+U dondeU= N(0, o)
Dos variables aleatorias (X, Y), el investigador obtiene al azar los valores (x;, y;)

(X, ¥)= Ny (py, 4,,0,,0,,p) — (Y|X=x)zN Bo+ Byx, 034/1-p°
%,—J

c
Y= Bo+ Bix;+y; Y, = N(By+ B;X%,0) independientes i=1,2, ... ,n u;~ N(0, o)

Normalidad: u, ~ Normal

Linealidad: E(u)=0
Bajo el supuesto )
Homocedasticidad: V(u;))=0c

Muestra Independencia: u; independientes

aleatoria

Representa el valor medio de la respuesta (y)
%) cuando la variable explicativa (x) es cero.

Representa el incremento de la respuesta media (y)
1| cuando la variable explicativa (x) aumenta en una unidad.

ESTIMACION PUNTUAL DE LOS PARAMETROS DE LA REGRESION
Gauss propuso en 1809 el Método de los Minimos Cuadrados para obtener los valores [§0 y [31 que mejor
se ajustan a los datos: y; = Bo + ﬁl X;:

El método consiste en minimizar la suma de los cuadrados de las distancias verticales entre los datos y las
estimaciones, es decir, minimizar la suma de los residuos al cuadrado.

ieiz = i(yi -9 = Z[yi — (Bo + By xi):l2
i=1 i=1

n
i=1
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Recta de regresion estimada: y = Bo + [§1x
A
residuos: \
e q- =N & _ Covixiyi)
ei - Vi vi - LN T . ’ Bl o V o
- . eI : i ar(x;)
= Vi_Bo_lei "“*-.N\ Q @ e ® n
T ; 6) 2. (%= %) (y;—Y)
P @ =1
e ' n
¢ > (x—x)
1 i=1
Po= ¥V — By X S

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Covarianza: Cov(x,y) = oyy =

Coeficiente de correlacion lineal: p =

D =X ly, - V)
i=1

n—-1

Dependiente de las unidades de media de las variables.

Oyxy

Gy - O,

No depende de las unidades de media de las variables.

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Varianza residual: o2

Cuasiarianza residual: s?

n
2

D¢

i=1

zn:(yi - 91)2

i=1

n n

Coeficientes de regresion

7 Zn:(yi_ 9i)2
_ i=1

n—2 n-2
N (]
Intercepto: B, =y - LZY X
X
: A Oxy
Pendiente de la recta: B, = —
GX

HIPOTESIS DEL MODELO DE REGRESION LINEAL SIMPLE

Normalidad: Los errores siguen una distribucién normal u; = N(0, o)

Homocedasticidad: La varianza de los errores es constante Var(y,) = c

2

Linealidad: Los residuos se distribuyen sin forma alrededor del cero

Independencia: Las observaciones son independientes E(u; u;) = 0

Homogeneidad: El valor promedio del error es cero E(u;) = 0

es una medida de la dependencia lineal.

= estimador sesgado y maximo verosimil de ¢?

estimador centrado y maximo verosimil de ¢°

Portal Estadistica Aplicada: Regresién Lineal Mdltiple - Inferencia Regresién Multiple 7
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INFERENCIAS SOBRE EL MODELO DE REGRESION

Habiendo obtenido estimaciones puntuales de los coeficientes de regresion, utilizando Intervalos de
Confianza (IC) se pueden obtener una medida de precisién de dichas estimaciones.

Utilizando Contrastes de Hipodtesis se puede comprobar si un determinado valor puede ser el auténtico
valor del pardmetro.

o 1 X2

IC; _o(Bo) =[Bo £ toyz noz -S|+ 5 n.o,=(n-1).s,
n  n.o,

~ 1
Icl—u(Bl) = l31 x t()L/Z,n—Z -Sp - 2}
n.oc,

|c1_a(cz) _ (n2— 2) .sf ’ (r21— 2).53
Xa/2,n-2  X1-a/2,n-2

Ho : B, = 0 No hay relacién lineal

CONTRASTE PARA LA PENDIENTE DE LA REGRESION
H:B, 20

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Con un nivel de significacion o se rechaza la hipétesis nula H, si el cero no se encuentra en el intervalo de

1

2
n.o;

confianza IC, _,(B,;) = ﬁl t te n2-S -

‘—/_/
Error tipico

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

B,
Se acepta la hipdtesis nula H, si el estadistico de contraste t,, = 1 S tesa no2
Sy -
" \n.c?
Se acepta la hipdtesis nula H, si p—valor = o, = 2. P(tn_2 < tp/Z) > o
. |Ho:Bp=0
CONTRASTE PARA EL INTERCEPTO DE LA REGRESION
Hi:Bp#=0
.,. , » Bo |
Se acepta la hipdtesis nula H, si el estadistico de contraste t,,, = < tes2 n-2

Se acepta la hipétesis nula H, si p—valor = a, = 2. P(tn_2 < tp/Z) > a

Portal Estadistica Aplicada: Regresién Lineal Mdltiple - Inferencia Regresién Multiple 8
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ESTIMACION DE UNA RESPUESTA PROMEDIO Y PREDICCION DE NUEVA RESPUESTA

= Estimar el valor medio de la variable Y para un cierto valor X = x,

_ . 1 (x,— X)°
IC; _o(Y) :[yo * ta/Z,nZ'sr'\/_+o—J n.o,=(n-1).s,

n n.oc.

* Predecir el valor que tomara la variable Y para un cierto valor X = x,

n 1 (x,— x)°
ICl—a(y|X0)=(y0i ta/zln_z.sr.\/1+;+:‘TJ n.ze(n—l).Sx
* Ox

CONTRASTES DE LA REGRESION (ANOVA): Descomposicién de la variabilidad en la regresion
Vi= Bo+ ByX + y;

Yi= Bo+ Bix+ € I Yi=§’i+(yi—§’i) N (v;—7)=(91—7)+(vi—\7i)
—_— [S——

Yi Yi— Qi

. _ 4 2 . SCT = Suma de cuadrados total
D= = D H-v+ D ly— 9>
i=1 i=1

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

SCE = Suma de cuadrados explicada

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

SET SEE = S(V:R SCR = Suma de cuadrados residual
TABLA ANOVA
Suma de cuadrados | Grados Libertad Varianza Estadistico p-valor
. SCE
SCE =) (- V)’ 1 S s
i=1 - 1=
n - I ﬂ i SCR / n-2
SCR :;(yi_ yi) n_z_sr
n .
SCT =) (vi— V)’ n-1
i=1

Se establece el contraste:

Ho, : El modelo de regresién no sirve para explicar la respuesta
H, : El modelo de regresidn sirve para explicar la respuesta

Se rechaza la hipdtesis nula H, con un nivel de significacion o si F > F, ; _5

SCE
Coeficiente de Determinacién (proporcién de variabilidad explicada por la regresion): R* = ST
Cov(x,
En regresion simple: R=p = M SCR =n o'f, (1—p2)
Oy - O,

Portal Estadistica Aplicada: Regresién Lineal Mdltiple - Inferencia Regresién Multiple 9
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DISTRIBUCION NORMAL MULTIVARIANTE (p-dimensional o p-normal)

Si en lugar de una variable, se consideran un conjunto de variables (X;, X,, ..., X;) que siguen
conjuntamente una distribucion normal se obtiene una distribucién normal multivariante.

La funcidén de densidad multivariante tiene la siguiente expresidn:
1 —5 (=R = (o)
—e
J2n)P |2

donde p es el vector tedrico de medias y 2 es la matriz tedrica de varianzas-covarianzas definida positiva.

f(Xy, Xy s Xp) =

(x—p)tZ -1 (x —p ) = Cuadrado de la distancia del punto x al centro de la distribucién p.

La distribucién normal multivariante es una generalizacién de la distribuciéon normal univariante.

X

X,
Asi, el vector x es una generalizacion del escalar X: X =

X
El vector p es una generalizacién de la media E(X,) Ky
tedrica p de la distribucion univariante. E(X,) [T
Media o centro de gravedad poblacional
multivariante. E(Xp) || M

La generalizacién de la varianza escalar o no es un vector sino la matriz de varianzas-covarianzas ¥ , esto
se debe a que la matriz de varianzas-covarianzas recoge, ademas de las varianzas de las p variables, las
covarianzas entre cada par de variables. Su expresién es: X = E(x —p)(x —p)*

E(x, — 1,)° E(X, = 1y)(X) = ) eveenne. E(xy — 1) (X, — 1)
E(x, — X, — E(X, — )% e E(x, — X, —
2 — E(X—u)(X—u)t — ( 2 ”’2)( 1 ”’1) ( 2 u’Z) ( 2 ”’2)( p ”’p) _

E(xp — Hp)(Xg — 1) E(Xg — B) (X = ) oo E(x, — 1p)°

I Gy Oy wweee Glp_ En la diagonal principal de la matriz X aparecen las
Gy OF e o, varianzas tedricas de las p variables. Fuera de la diagonal

= P principal aparecen las covarianzas entre cada par de

...................... 2 ‘| variables.

| Op1 Opz  weeeee Oy | Sefalar que la matriz de covarianzas es simétrica.

Teniendo en cuenta que el coeficiente de correlacion lineal poblacional es:

E(X. —u. )X, —u. . Oy
( i ul)( i ul) = I se obtiene Gij=pijcicj

Pij =
\/E(Xi—ui)zE(Xj—uj)z 0; Oj

Portal Estadistica Aplicada: Regresidn Lineal Multiple - Inferencia Regresién Multiple 10
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(o P12010;  eerverrenn P1pC1 G,
. . 2
Sustituyendo, resulta la matriz T = P21 0,0, Oy e P2p 2 Cp
de varianzas-covarianzas: | ccciieer eeeeecsiees ceeveinreens eeensseneeens
Pp10p 01 PpaOp Oy  eveererens o,
Si todas las variables tienen una varianza poblacional igual a la L PR P1p
unidad, la matriz de varianzas-covarianzas queda simplificada. P 1 . P2p
La matriz R, es la matriz de correlacién poblacional, y se L
corresponde con la matriz R de correlacién muestral. Por Ppa  wee 1

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Para indicar que el vector X de dimensidn p tiene una distribucién normal multivariante con media p y
matriz de varianzas-covarianzas 2 se utiliza la notacién: X~ N, (u, X)

Al considerar una variable aleatoria univariada Y definida como una combinacién lineal de X,, X,, ..., Xp s

setiene Y = a'X, donde a‘ =(a,, a,,...,a,)" es un vector de constantes, entonces:
E(Y) = a'p Var(Y) = a'Xa

Estos resultados pueden generalizarse al caso en que A es una matriz de constantes px m. En este caso,

A'X esun vector mx 1,y tiene un vector de medias y matriz de varianzas-covarianzas:
E(A'X) = A'p Var(A'X) = A'Z A

TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE MULTIVARIADO

Si las filas de la matriz de datos X representan una muestra de una variable aleatoria multivariada X con
E(X) = p y Cov(X) = X, entonces la distribucién asintética de X es una normal multivariada con

. . . . 1
vector de medias | y matriz de varianzas-covarianzas —X .
n

ESTANDARIZACION MULTIVARIANTE

Si X~ Ny(p, 2) y se define Y = Z72(X— ) entonces (Y,, Y,, ...,Y,) sonindependientes N(0, 1)
Consecuencias de la Estandarizacion:

*Si X~ Ny(pn,2) - E(X)=pny Var(X)=2Z puestoque X= 2y +

e Ladistribucion (X—p)* 7! (X—p) = xf, puesto que (X—p)' =7 (X—p) = Y'Y

Portal Estadistica Aplicada: Regresidn Lineal Multiple - Inferencia Regresién Multiple 11
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DISTANCIA DE MAHALANOBIS

Si X=(Xq, X5, wey Xp)t es un vector con media | y matriz de varianzas-covarianzas X, la distancia de

Mahalanobis de X a p se expresa:

dua(X, 1) = (X= )" 27 (X - p)

* Ladistancia d,, es adimensional y coincide con la distancia euclidea entre los datos estandarizados de
forma multivariante.

* Ladistancia d,, tiene en cuenta las diferentes variabilidades y correlaciones de las variables.

* Ladistancia d,, bajo el supuesto de normalidad se distribuye como una xf,

COMBINACION LINEAL MULTIVARIANTE

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Si X~ N, (u, X) cualquier combinacion lineal b*X = by X; + by X, + ... + b, X, = N(b*u, b*Z b)
Tambiénsi b'X ~ N(b'p, b'Z b) Vb — X = N (n, X)

X—p)' 27 (X—p) ~ %

i (1, Z) contefhye [Z[>0 - PlC-p) =™ (X-p) < 42, ]|=1-a

X(Zx,p = Cuantil superior de orden o

by X; +.oo 4+ by X,

— Las g combinaciones lineales BX=| —————————— tienen una
g X1 + .o 4 by X,

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Si X~ Nj(u,X) y By,

distribucién N, (Bp,B X BF)

Si X= Ny(u,Z)y d,,, esunvectorde constantes, (X+d) ~ N, (pn+d, X)

Portal Estadistica Aplicada: Regresidn Lineal Multiple - Inferencia Regresién Multiple 12
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INDEPENDENCIA MULTIVARIANTE
Al particionar X = N, (u, ) todos los subconjuntos X, tienen una distribucién normal.
Particionando X, py X — Xy = N, (uy, 2y;)

Xy J(ax1) By |(ax1) (@xa) (2, | Zg; )(ax(p—aq))
X; J((p—a)x1) Hy ) ((P—a)x1) (P-a)xa)(Zy; | Zp) ((P-a)x(p-aq))

donde, X, = Var(X;), X,, = Var(X,) , X;, = Covar(X,,X,), X,, = 2'1:2 = Covar(X,, X,)

5 Si Xi(q;x1) ¥ Xy(q,x1) Sonindependientes — Covar(X;,X,) = 04, g,)
<

2

E X Hq Zn | 2

5 Si X=|-—|~Ng .o, ||~ ||~ | —— || = X;y X, sonindependientes < %, =0
o

z X, 253 2y | 2y

o

{0

g

=

& Xy Hq Zy, |0
2= | N || [ 1

w

5 X, M2 0 | 2y

w

s |

<

E DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS MULTIVARIANTES
L

E X Hq Iy | Zg,

§ Si X=|—-=|=Ny||-——|,|—- | -— con|222|>0 — Ladistribucién condicionada
5 X, 293 2y | 2y,

E(Xy|X; =%,) = py + 21,25 (6, — )

(X1| X, = xz) es una distribucién normal con parametros: )
Var(X1| X3 =%3) = Zgy = Zyp g 2y

Analogamente,
E(X| Xy =%;) = py + 2y 7 (g — py)

(X2| X, = x1) es una distribucién normal con pardmetros: »
Var(X2| Xy =%) = Zgp = T Zqp gy

CONTORNOS DE UNA NORMAL MULTIVARIADA
Siendo A, A,, ..., xp los valores propios de X y €1,€,,€, los correspondientes vectores propios,
donde Zej =X;e;, j=1,2,..,p ,el contorno dado por {x: (X-p)t >t (X—p) = cz} es una elipsoide

centrada en p y cuyos ejesson tc./A;e;
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La densidad normal multivariada tiene un valor maximo cuando la distancia cuadratica
(x—p)" > (x— u) =0, es decir, cuando x = . Por tanto, el punto p es el punto de méxima densidad, o

la moda, y también es la media.

Las curvas de nivel de una distribucién multivariada se utilizan para construir Intervalos de Confianza
multivariados:

P{(X—p)' 2 X-p) < 42, | = 1-a

SiY=ZX"*(X—p) y A esunamatrizderangop — Y'AY=y>

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR
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MODELO DE REGRESION LINEAL MULTIPLE

La regresidon multiple tiene como objetivo analizar un modelo que pretende explicar el comportamiento de
una variable (enddgena, explicada o dependiente), que se denota como Y, utilizando la informacién
proporcionada por los valores tomados por un conjunto de variables explicativas (exégenas o
independientes), que se denotan por X;, X,, ..., X, .

Las variables exégenas como la enddgena son cuantitativas.

El modelo lineal (modelo econométrico) viene dado de la forma:

Y=Bo + B1X; + ByX; + .. + B X, +u
Los coeficientes (parametros) by, b,, ..., b, denotan la magnitud del efecto que las variables explicativas
(ex6genas o independientes X,,X,, ..., X, tienen sobre la variable explicada (endégena o dependiente)
del modelo. El término u se denomina término de error del modelo.

Se dispone de un conjunto de T observaciones para cada una de las variables endégenas y exdgenas, que
permite escribir el modelo de la forma:

Y = Bo + lelt + Bzxzt + ...+ Bpxpt +u t=1,23,.,T

Que aparezca un término independiente (no necesaria) en el modelo puede interpretarse como la presencia
de una primera variable X, cuyo valor sea siempre 1.

Se aborda el problema: Suponiendo que la relacién entre la variable Y y el conjunto de variables
Xy, X;, .-, X, €scomo se ha descrito en el modelo, y que se dispone de un conjunto de T observaciones

para cada una de las variables (la endégena y las exégenas), écdmo se pueden asignar valores numéricos a
los parametros b,,b,, ..., bp en base a la informacion muestral?. Estos valores se conocen como

estimaciones de los parametros.
El modelo lineal se formula bajo las hipétesis:

» Lasvariables X, X,, ..., X, sondeterministas (no son variables aleatorias), ya que su valor es un valor

p
constante que proviene de una muestra tomada.

= Lavariable u (termino de error) es una variable aleatoria que verifica:
HipStesis de homocedasticidad: u ~ N(0,o) con varianza o no dependiente de t
Hipétesis de no autocorrelacién: Cov(u;,u;) =0 Vi,j i# ]

= lavariable Y es aleatoria, ya que depende de la variable aleatoria u

= Se supone que todas las variables X que son relevantes para la explicacion de la variable Y, estan
incluidas en la definicidon del modelo lineal.

= Hipétesis de independencia: Las variables X;,X,, ..., X, son linealmente independientes, es decir, no

existe relacion lineal exacta entre ellas. Cuando no se cumple, se dice que el modelo presenta
multicolinealidad.

= Hipdtesis de normalidad: A veces se considera que los residuos sean normales para todo t.
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ESTIMACION DE LOS PARAMETROS
Sea la muestra aleatoria: Y, =B + B, Xq; + B, X5, + -+ + B X, +u; (i=1,2, -+ ,n)

En forma matricial: Y=XB+U siendo X = 'matriz del disefio’'

Datos Y X]_ x2 see Xk
La nube de puntos estd en un
1 Y. X X X1
! u 2 e espacio de dimensién (k +1).
2 Y, X12 X5 cee X2 Es dificil de visualizar para k > 2
. . . . . n Y
. . . . cee . B=|:x‘x:| X'Y donde X' esla
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
n Y, X1n X2n vee Xin matriz transpuesta del disefio
n n n n
2
qu quxiz see inlxik ZXilYi
i=1 i=1 i=1 —
n n n n
2
inzxu zxiz see zxizxik ZXiZYi
donde, X'X=| i=1 i=1 i=1 , X'Y=| i=1
° ° ° °
° ° ° °
. . see . °
n n n n
i=1 i=1 i=1 i=1

Cada uno de los coeficientes [, representa el efecto de la variable independiente sobre la variable

explicada. Es decir, el valor estimado B, indica la variacién que experimenta la variable dependiente

cuando la variable independiente X; varia en una unidad y todas las demdas permanecen constantes.

Cuando el modelo tiene término independiente, las matrices anteriores se simplifican con las expresiones:

n ZXiz ink Zvi

i=1 i=1
n n n n
2
inz Xia oee inzxik ZXiZYi
X'X=]| i=1 i=1 i=1 ) X'Y=| i=1
° o L4 []
o o L4 . []

[ ]
n n n n
ink inkxiz s inzk inkYi
i=1 i=1 i=1 i=1
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n
= ~ _ A A A A A Sz _ 1 2
Ui=Y =Y =Y —| Bo+ By Xy + B Xy + -0 + By Xy O=%= " 1 2\
i=1

En un principio, para estimar la varianza del error aleatorio U, parece razonable utilizar la varianza de los
errores de prediccién, también denominados residuos del modelo.

- apge ~ 1 - - ~
Es decir, parece razonable utilizar 6% = = E u? . Sin embargo, este estimador es sesgado E(6?) # 6*

n
i=1

1
Por tanto, se utiliza como estimador: S2 = 1 E u?
n — [—
i=1

DEMOSTRACION (Y =XB+U — B=[x'x]"X'Y)

Sea Y =XB+U, el correspondiente modelo ajustado sera Y= Xﬁ ,conlocual, U=Y-Y=Y -XB

Denominando S a la suma de los cuadrados de los residuos:

d, n
S=U'U= [01,62, coe ,ﬁn] | = Zﬁi U' matriz transpuesta de U

° i=1

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

s=[ Y=XB] [Y=XB] = Y'Y=BX'Y=Y'XB+B'X'XB = Y'Y= X' V=XV +BX'XB =
un escalar es igual a su transpuesto

B'X'Y = X'Yp

= Y'Y=2B'X'Y+B'X'XB

~

Para minimizar S se aplica el criterio minimo-cuadratico, derivando respecto de 3:

;B = —2X'Y4+2X'XB=0 = X'XB=X'Y - [XX] (XX)B=[xX]"x'Y - B=[x'x]" X'y
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DISTRIBUCION b e N[ B, o2 [x'x]™")

a) Las estimaciones de los parametros vienen dada por la expresion [3 =|:X'X:| Xy , siendo X' la matriz

transpuesta del disefo.

b) El vector de observaciones Y se distribuye segin una normal multivariante de media X3 y de matriz

de varianzas-covarianzas o1, es decir, Ye N(XB,O'2 ).

c) B es combinacidn lineal de las componentes del vector Y, por lo que se distribuye segin una variable
aleatoria normal, donde su media y matriz de varianzas-covarianzas sera:

E(ﬁ)=E([X'X]_1X'Y)=|:X'X:|_1X'E(Y)=|:X'X:|_1X'XB:B — B esun estimador insesgado de B

Var () = Var( [x'x] ™" x! Y) =[x'x] 7 x [var(n ] x[x'x] 7 =[x'x] 7 x" 2 X[x'X] " = o2 [X'X]

d) Con el ajuste de minimos cuadrados: u,=Y,—Y, =Y, —[Bo + ﬁl Xy + ﬁz Xyi+ -0 + ﬁK Xgi ]

A

B; € N( B, 0'2qi+1,i+1) ,donde q;,, ;,, son los elementos de la diagonal principal [X'x]"l

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Andlogamente, la covarianza Cov(B;, B;) = cszqmli+1

e) La estimacién de la varianza residual o se hace mediante S; = ko1 E u?, pudiéndose
n j— p—

i=1

comprobar que el estimador es insesgado: E[ SZR] =0’

. (n—k—-1) S
f) Bie N( B, ® qm,m) , se demuestra que TR % Ynk-1
Se obtiene, _ BB ~N(0,1)
G\ i+1,i+1
Bi —Bi
N(0,1) G\ Gis1,is1 BB

h) Siendo t-Student: t, =

—— ,resulta t = = Rt
/lxi \/ 1 (n—k-1)S2 S/ s, iv1
k

(n—k-1) c
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CONTRASTE DE HIPOTESIS [t - Student]

Se plantea si la variable X; influye sobre la variable de respuesta Y. En otras palabras, si el valor del

parametro en la poblacién es cero o no.

Se establece la hipdtesis nula Hy: B, =0 frente a la hipotesis alternativa H;: 3, #0

~ ~

Pi— B B

Sryf Jis1,is1 Sry/ Gis,is1

estadistico |
experimenta -
,_pJ% estadistico
n tedrico
]3. —
1

— <t
Sk A\ Qit,iv1 5 (n=k-1)

Si n> 30, se acepta la hipétesis nula H, cuando |t | <2.

El estadistico observado t = . bajo la hipodtesis nula resulta, t =

Se acepta la hipétesis nula H, cuando . En caso contrario, se rechaza.

En caso contrario, se acepta la hipétesis alternativa H, , concluyendo que la variable X; i-ésima influye en la

respuesta.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

CALCULO DEL COEFICIENTE DE CORRELACION PARCIAL

En un modelo de regresion lineal multiple, Y = By + B, X; + B, X, + -+ + B, X, , se puede calcular
facilmente el coeficiente de correlacién parcial entre la variable de respuesta Y y una variable regresora X,
controlado por el resto de variables regresoras.

Para ello se utiliza el contraste individual de la t respecto a la variable X, y que se define como:

a

B; ,
t=— =12,k
SR A Qis,iv1

t2

t? +n—(k+1)

Obteniéndose la relacién: R3;. =

donde C= { 1,2,..,i—-1,i+1,..,k } conjunto de indices de todas las variables regresoras excepto el

indice i-ésimo.
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INTERVALOS DE CONFIANZA DE LOS PARAMETROS ﬁi

. . ) A B T . . .
Las estimaciones de los parametros vienen dada por la expresion 3 =|:X X] X'Y (siendo X' la matriz
transpuesta del disefio).

n

(v — 9;)2
1

Por otra parte, f3; N(B, 6’ Qs i+1), donde la varianza residual o2 se estima por $2 = -——— I
: —

donde q;,, ;,; son los elementos de la diagonal principal |:X'X:|_1.

IC, o (B;) = |:Bi t ta/2, (n-k-1) R 4/ Dix1,i+1 }

CONTRASTE DE HIPOTESIS - INTERVALOS DE CONFIANZA
Hipdtesis nula: Hy: B, = 0 (X; noinfluye enY) Hipétesis alternativa: H, : B; # 0 (X, influye enY)

Se acepta la hipétesis nula H, (X; no influye en Y), con un nivel de significacién (1—a), cuando el 0 se

encuentra en el intervalo de confianza. En caso contrario, se acepta la hipotesis alternativa.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Este contraste es equivalente al contraste de la t-Student para cada B,

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA VARIANZA DE LOS RESIDUOS

(n-k-1)S:  (n—-k-1)S; SCR SCR
IC , = 2 r 3 =172 ’ 3
N Xo X, o Xo X, a K
5 (n—k-1) 1-5 (n—k-1) 5,( k-1) 1-35. (n—k-1)
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DESCOMPOSICION DE LA VARIABILIDAD

=0
n n 2 n n rn " A
SCT=) %=V’ =D [ (%=¥)+ (-] = D (0 =¥)2+ D (F=9+ 2D (% -¥).(%-V)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
i(vi—V)z = i(vi—?i)z + i(ﬁ—?)z
i=1 i=1 i=1
SCT SCE SCR

sumacuadrados total sumacuadrados explicada sumacuadradosresidual
(n—1) gradoslibertad k gradoslibertad (n—k—1) gradoslibertad

Zn:(vi—?i)z Zn:(?i—V)z
i=1 i=1

= +
D=2 Y (%=
i=1 i=1

%,—/ %,—/
SCR/SCT R? = SCE/SCT

Zn:(Yi-V)2= Zn‘,(vi—?i)% i(ﬁ—?f 51
i=1 i=1 i=1

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Una vez estimado el modelo es conveniente obtener una medida acerca de la bondad del ajuste realizado.
Un estadistico que facilita esta medida es el Coeficiente de Determinacién R?, que se define:

El Coeficiente de Determinacidén permite, ademas, seleccionar entre modelos clasicos que tengan el
mismo numero de regresores, ya que la capacidad explicativa de un modelo es mayor cuanto mas elevado
sea el valor que tome este coeficiente.

Por otra parte, el valor coeficiente de determinacidn crece con el nimero de regresores del modelo. Por
ello, si los modelos que se comparan tienen distinto nimero de regresores, no puede establecerse

comparacion entre sus R?

En este caso debe emplearse el coeficiente de determinacion corregido R?, que depura el incremento
gue experimenta el coeficiente de determinacién cuando el nUmero de regresores es mayor.

R? = 1_M - 1_(n—_1]|:1_R2:|

SCT /n-1 n—k-1
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ANALISIS DE LA VARIANZA: TABLA ANOVA

Variacién Suma cuadrados Grados libertad Media cuadratica F-Snedecor
n SCE
Explicada | SCE= Z(Y‘ _9)? c e
' o SCE/K
~ SCR/(n—k-1
Residual | SCR= Y ¥ V)2 K1 SCR /(n )
—Zl:( -Y) n—k- SR
i=
n
Total SCTZZ(YI_V)Z n—1
i=1

CONTRASTE DE HIPOTESIS

Hipétesis nula: Hy: B; = B, = :-- = B, = 0 el modelo no es explicativo

Hipétesis alternativa: H;: Almenosun B, # 0 el modelo es explicativo

A un nivel de confianza (1—a) serechaza Hy si F 2 F,.\ (n_k_1

RELACION F-Snedecor - COEFICIENTE DE DETERMINACION

Coeficiente de determinacién: R? = SCE = =1
SCT L 5
D%-V)
i=1
Distribucidon F-Snedecor:
B SCE/k _ SCE SCT n-k-1 R2 1 n-k-1 R2 1 n-k-1
SCR/(n—k—-1)  SCT SCR~  k "SCR "k " SCT-SCE =k
' SCT SCT
2 2
_ R 12nk1: Rz.nkl o F= Rz.nkl
1-R k 1-R k 1-R k
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RESUMEN DE CONTRASTES

Contraste Conjunto
F-Snedecor

Contrastes Individuales
t-Student

Conclusion

Modelo explicativo

Todas las X; son explicativas

Se toman todas las X;

Modelo explicativo

Algunas X; son explicativas

Modelo explicativo

Ninguna X; es explicativa

Modelo no explicativo

Todas las X; son explicativas

Modelo no explicativo

Algunas X; son explicativas

Modelo no explicativo

Ninguna X; es explicativa

Se toman las X; explicativas

Posible Multicolinealidad (revisar el Modelo)
Posible Multicolinealidad (revisar el Modelo)
Posible Multicolinealidad (revisar el Modelo)
El modelo no explica Y

PREDICCION EN EL MODE

LO DE REGRESION

Una vez estimado y validado el modelo, una de sus aplicaciones mas importantes consiste en poder
realizar predicciones acerca del valor que tomaria la variable dependiente en el futuro o para una unidad

extramuestral.

Esta prediccion se puede realizar tanto para un valor individual como para un valor medio, o esperado, de
la variable dependiente, siendo posible efectuar una predicciéon puntual o por intervalos. Su calculo se
realiza mediante las siguientes expresiones:

AN

explicativas ?o = ]30 + [31 X0t l§2 Xy + -+ + BK Xxo

~

ICE(Yo) == YO + t

- T

Intervalo de confianza para un valor medio de Y para los valores (X;q,X,0, **++* » Xio) de las variables

/2, (n—k-1) Sk (1 X0 Xy =

X
Xeo) (X'X) 7" [ Xy
[ ]
[ ]
[ ]
X

Portal Estadistica Aplicada: Regresidn Lineal Multiple - Inferencia Regresién Multiple 23



[
UAM ASIGNATUTA ... Grupo........oooooooeeei

. . Apellidos ... ... .. ...
Universidad Auténoma Pelldos .. Nombre .....................................
de Madrid Ejerciciodel dia ...
Intervalo de confianza para un valor individual de Y para los valores (X;q,X59, =+ » Xio) de las

A

variables explicativas Y, = By + B; X190 + B2 X50 + -+ + By Xko

X
/ 1 -1
ICeivy) = | Yo £ tosa,(nk-)S% |1+ (1 Xyo Xy -+ Xko) (X'X) X50
[ ]
.
X

2
Oy SYX1 SYXZ SVX1 = SX1Y
MATRIZ DE VARIANZAS-COVARIANZAS: VC = | S, . 02 S, | 1Syx = Swy
szy SX2 X1 Giz SX1X2 = SXZ X1

Los coeficientes (B,,,) vienen dados, respectivamente, con signo negativo (—), por el cociente de los

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

adjuntos (Syx1 »Syx, ) entre el adjunto de 0'5 :
o
g .~ VC, . VC, L s
é B, =- VCl B,=- VCZ Bo=Y-B1 X, =B X,
@ y y
2 2
= c S Sxyy  Sxix S c
s donde, VC,=| =+ % ve,, =—-| 7 ve, = | ™
< Yy 2 YX1 S 2 yX2 2
E SX2 X1 GXZ X2y GXZ SXZ y SXZ X1
z
= - L - 2 2 |CV|
S Coeficiente de determinacion mdltiple: R*= r/, , =1- —
z 172 c- C
5 y Cvy
chx1 ] VCYX2

Coeficientes de correlacion parcial: r,, , = ———— Yxpx, = T T
VVCyy Ve VVCyy Ve,

siendo, VC, = VC,, , VCq =VCy, , VC, =VC,,,
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MATRIZ DE CORRELACIONES
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La matriz de correlaciones de las variables explicativas R, esta formada por los coeficientes de
correlacion lineal simple:

1 rYx1 ryxz ryxl - rxly S S
R,=|r 1 donde <, =T, r, = —2* r, =—"2
x = | "xqy X1X9 1251 X2y yxg yxg
G\ Oy, G\ Oy,
rxzy rxle 1 rxlxz - rxle
2 2
fowe T oo = 2Ty oy, T
. . . .z AT X X X X7 X1 X
Coeficiente de determinacién multiple: R? = rfxlxz = Yo VAR AR
1-r
X1 %2

En la regresion lineal multiple surge el problema de que exista una correlacidn lineal simple perfecta entre
dos (o mas variables) explicativas, ya que esto implica que una (o mas) columna(s) de la matriz X de
observaciones son combinacidn lineal de otra(s), con lo que el rango de esta matriz X se reduce.

En un principio el rango de [X'X] es p (numero de variables explicativas), pero si existe alguna
combinacidn lineal entre las columnas de X, entonces el rango es menor que p, con lo que el determinante

de |X'X| =0, lo que impide calcular la matriz inversa [X'x]"l , Y en consecuencia el vector de coeficientes
B= [X'x]'l X'Y queda indeterminado.

Analizando la matriz de las correlaciones R, se decide si existe o no multicolinealidad:

= Si
= Si

RX|= 0 — Existe multicolinealidad

Rx| ~ 0 — Existe cuasi-multicolinealidad o multicolinealidad imperfecta

En caso de multicolinealidad se requiere modificar el modelo o realizar algun tipo de transformacién que la
elimine.

El coeficiente de correlacion simple esta basado en la suposicidn de la aproximacion a la distribuciéon normal
bivariante. Si se tiene mas de dos variables, el modelo basico para la correlacién multiple, seria una
ampliacion de esta distribucion, denominada distribucion normal multivariante (p-Normal).

Si hay tres variables, habra tres correlaciones simples entre ellas, r,, ., , Iy, x, 7 fxx,.y - EStOS

coeficientes miden la relacidn lineal que existen entre estas variables, dos a dos, sin tener en cuenta la
posible influencia de la tercera.

La correlacidn parcial se define como la correlacién entre dos variables si las demas variable no varian, es
decir, el valor de las demas variables son fijos. El coeficiente de correlacion parcial r,, ,, ,esla

correlacion entre la variable Y e X; siendo constante el valor de la variable X, . Es decir, mide la
correlacion entre la variable Y e X; que no sea un reflejo de sus relaciones con la variable X,

' o — Fyy . T, Fo .T

. . .7 . X X X1 X X: X9 X

Coeficientes de correlacién parcial: ., =2 Y% nb Y %%
-,

r Ny, ~
Y Xq.Xy 2 2 YX2. X3 2 2
Ja-ra-r,) Ja-2)a-r,)

Portal Estadistica Aplicada: Regresidn Lineal Mdltiple - Inferencia Regresién Multiple 25



UAM

Universidad Autonoma

de Madrid

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Asignatura. ... Grupo..........oooviii
Apellidos ... Nombre....................................
Ejercicio del dia ...

p - Normal

Portal Estadistica Aplicada: Regresidn Lineal Multiple - Inferencia Regresién Multiple 26



UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

[
UAM ASIGNATUTA ... Grupo........oooooooeeei

Apellidos .. Nombre

Universidad Auténoma
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Sea X una variable aleatoria con distribucion normal de media cero y varianza 1, e Y una variable
Q’) aleatoria de forma que la distribucidn de Y condicionada por X = x es normal de media x y
varianza 1.
¢La variable aleatoria bidimensional (X,Y) sigue una distribucién normal bidimensional?

0 o= L fon=tvpo.fw
PR

f1(x)
1 2
1 - (y—x
flyjx) = —e 2
(y|x) -
. 1 (x-py)? . 2
3 _x
f(x) = e’ 91 - ¢ 2
210, 2n
1 2 X 1 9 2
1 -5 0-x* 1 - 1 - +2d-2xy)
f(x,v)=ge2yx.ﬂe2=ge2y T k) er?

Que se corresponde con la densidad de una normal bidimensional con vector de medias
(E(X) =0, E(Y) =0) y matriz de varianzas-covarianzas

) ~ Var(x) COV(XIY) _ 11
Z_Var(X,Y) - (COV(XIY) Var(Y) j_ (1 zj

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional con funcién de densidad:

6 \/3 —x2-3y?

fix,y) = ~— e (x,y) eR?

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Calcular el vector de medias, la matriz de varianzas-covarianzas y coeficiente de correlacién.

1

2 2, 2 2
1 T2 2142 ["2("‘”1) +o1(y-1) —201029(X—H1)(Y—H2)]
f} f(x,y) = —e *e1o2 (7P

A 276,06,/ 1-p

Igualando coeficientes, se tiene:

1
=./3 =0 =0
20,0, ,—1—p2 \/— My 7]

éci 1-p) =1

1

205 (1—p2) = 5
2p 1 B

0,06, 2(1-p?)

1
Operando se obtiene: o2== o=
2
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3

W es (50,45) y matriz de varianzas-covarianzas X = (2 2]

Sea (X,Y) una variable aleatoria con distribuciéon normal bidimensional cuyo vector de medias

4
U=4X+Y
V=X+4Y

Se consideran las variables aleatorias: {
Calcular: P(U>= 250) y P(V=220)
La matriz de varianzas-covarianzas de la variable aleatoria (U,V) viene dada por:
ﬁ 2*=(4 1) (6 2] (4 1) _ (116 74]
1 4)\2 4){1 4 74 86
En consecuencia, las medias y varianzas de las variables aleatorias (U,V) son:

{u=4x+v {uu=4x50+45=245 62 =116
9

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

V=X+4Y My =50+4x45=230 o =86

P(U> 250) = P U-245, 0-245 1 _ P(z> 0,464) = 0,3228
J116 J116
V-2 220-2

P(V>220) = P 30 ,220-230 ) _ P(z> —1,0787) = 0,8599
./ 86 ./ 86

Se sabe que las rectas de regresion de una variable aleatoria normal bidimensional (X,Y) son:

4 3
.\ y y=2+x,y=4+ EX y la suma de las varianzas es 2.

Calcular la matriz de varianzas-covarianzas de la variable aleatoria (X,Y), asi como el vector de medias.

ﬂ Recta de regresidonde YsobreX: y — p, = p 92 (x—p,)
i 1
Recta de regresién de X sobreY: x— p, = p 2 (y—u,)

G,
Por otra parte, la pendiente de la recta de regresion de X sobre Y es mayor que la de Y sobre X. En
consecuencia, y =2 + x es la recta de regresidon de X sobre Y, con lo que:

o
PG—1=1 - X=pp+y-p) > x=y+p-—p = p—p, =-2
2

3
De forma analoga con la recta de regresion de Y sobre X: y=4 + EX -

% _ 3 - y= +—3—(x— ) - y—ix+ -3 = _3 =4
p51 10 M 10 My 10 M 10 g} F] 10 My
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My — My = -2

Resolviendo el sistema: —

3
—EM1+H2=4

El valor de varianzas y coeficientes de correlacion se obtiene resolviendo el sistema:

O 2
11 - = = | =
P o, P 10 P 10
2
o, 10 o; 10
2402 = 20 6
G1+0;=2 ol+—02=2 - o =", o3=—
_ L 13 13
o
2
3
2 La covarianza: Cov(x,y) = 6, = G, = p G, 0, = | ixﬁxi _5
o . ’ -
o 10 13 13 13
I
0 6
% La matriz de varianzas-covarianzas: Y — 13 13
£ LS
= 13 13

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Entre las parejas en las que hombre y mujer trabajan, la distribucién conjunta de los salarios
mensuales (X,Y), expresados en euros, se ajusta a una distribucion normal bivariante con los

(5

X (salario de los hombres) , X ~N(1720,100); Y (salario de las mujeres) , Y ~N(1420,80); p=0,71

siguientes parametros:

a) Salario medio de las mujeres cuya pareja tiene un salario de 1800.

b) Probabilidad de que la mujer gane mas que su pareja, cuando el salario del hombre es 1700.

c) Probabilidad de que la mujer gane menos que su pareja, cuando el salario del hombre es 1800.
©
™ N3
E[Y|X=x] =+ p Z_i(x_ul) — E[Y|X=1800] = 1420+ 0,71 x%(1800 —1720) = 1465,44

a) Lalinea de regresion de Y sobre X proporciona los valores medios de la variable Y cuando X
toma el valor concreto x. En el caso de la distribucion normal bivariante, se tiene:

b) P(Y>1700|X =1700)
Las distribuciones condicionadas se distribuyen normalmente:
' c
E|:Y|X=x:|=u2+ pc—z(x—ul) Var[Y|X=x]=c§(1—p2)
1

80
100

E[Y|x=1700] = 1420 + 0,71« (1700 — 1720) = 1408,64
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Var[Y[X=1700] = 80’x(1-0,71%) = 3173,76 — o = 56,3361

(Y|X) ~ N(1408,64, 56,3361)

Y —1408,64 S 1700 -1408,64
56,3361 56,3361

P(Y >1700| X = 1700) = P( j =P(z>5,17) = 0

c) P(Y <1800|X =1800) donde (Y|X)~ N(1465,44, 56,3361)

Var[ Y|X=1800] =80%x(1-0,71%) = 3173,76 — o = 56,3361

|x

Y —1465,44 < 1800 -1465,44
56,3361 56,3361

P(Y <1800 X = 1800) = P( ): P(z<5,94) = 1

Dada una variable aleatoria (X,Y) con distribuciéon normal y funcién de densidad:

(6

2 92
T fxy)=ke TV VY(x,y)eR?
a) Cacular el valor de k y matriz de varianzas-covarianzas.

b) P(-0,4<Y<0,4|X=3)

ﬂ a) La funcién de densidad de una variable aleatoria normal con vector de medias p = (p,, 1,),

@ varianzas 62 , 62 y coeficiente de correlacién p” , viene dada por:

1 2 2 2 2

———— 5 |02 {x-W)" + o1 (y-w) -20c10;p(x — pg)ly — p3)

) =L retapuy AU el et )
chlcz\/l—pz

Igualando coeficientes, se tiene:
Hi=H, =0
p=1/\/§ : O12 =01 =p016;= lXiXE:l
5 Vg 77 7
c1=4/7
ol=2/7 X~N(0,2/~7) Y~N(0,42/7)

k=7/2n

La matriz de varianzas-covarianzas: ¥ —

Nk N
NN N R

b) P(-0,4<Y<0,4|X=3)

Las distribuciones condicionadas se distribuyen normalmente:
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E[Y|X=x] = u, + p%(x—ul) var[Y|X=x] = 62 (1-p?)
1

2

E[Y[x=3]=0+ ixg(s-o) :%

V8 2
J7

Var[Y|x=3] =%x(1—%) =% - "yx:%

(Y|X) = N(0,75, 0,5)

—0,4-0,75 _Y-0,7 4-07
P(-0,4<Y<0,4|X=3) p( 0,4-0,75 _Y-0,75 _0,4-0,75

0,5 - 05 0,5
P(0,7 <z <2,3) = 0,2420-0,0107 = 0,2313

) =P(-2,3<2<-0,7) =

Sean cuatro variables independientes: X ~N(0,2) , Y ~N(0,4) , Z~N(0,6) , V~N(0,8).

W& Sedefinen las variables aleatorias: <T,=X+Y+Z
T,=X

Calcular la funcién de densidad de la variable aleatoria tridimensional (T,, T, , T;)

2 Matriz de varianzas-covarianzas de la
‘.‘; variable aleatoria (X, Y, Z, V) 2=

O O o N

o & O
o OO O O
0 O O O

0

La matriz de varianzas-covarianzas de la variable aleatoria (T, , T,, T;) es: T = AZA!

2 0 0 0)(1 11

1111 20 12 2
* . 0 4 0 0|1 10

X =(1110 =112 12 2
0 0 6 0|1 1 0

1 000 2 2 2
0 00 8){1 0O

En consecuencia, la variable aleatoria (T;, T,, T,) sigue una distribucién normal tridimensional N, (p, X)
20 12 2

con vector de medias p = (0, 0, 0) y matriz de varianzas-covarianzas | 12 12 2
2 2 2
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Dada la variable aleatoria normal tridimensional (X;,X,,X;) con funcién de densidad:

“ 48 (2 2 2
f(X11X21X3) — —3e (x] +2x5 +3x3) V(XI,XZ,X3)€R3
\/ 8T

Cacular la matriz de varianzas-covarianzas.

f} Funcién de densidad: (X, X X ) = 1 e—%(x—p)tz_l(x_u)
\“ . 1, 2, cee p -_——_—
' (2m)° | Z|

Se debe verificar: —% (x—p)Z 7  (x—p) =— (x> +2x2 +3x%)

0 100 2 00
Donde, p=|0 y%Z=02 0| > Z=(0 4 0| > |Z|=48
0 0 0 3 006
1/2 0 0
> t=| 0 1/4 o0
0O 0 1/6

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Sea X = (X1,X2,X3)t un vector aleatorio con ley normal de media p = (-1,1,0)" y matriz de

“ 10 1
varianzas-covarianzas > = |0 3 1

11 2

a) Encontrar la ley de la variable aleatoria Y = X; +2X, — 3X;

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

X
b) Encontrar un vector a(2x1) para que las variables X; y X; — a (XZJ sean independientes
3

c) Calcular la distribucién X; | (X, , X, )"

1
f} a) lavariable aleatoria Y = X; +2X, — 3X;=| 2 [(X; X, X;) siendo b=(1,2,-3)"
il -3

Como X ~N,(u,X) — lavariable aleatoria Y=b'X ~ N(b'u, b*'Z b)

-1
E(Y) =E(b'X)=b'p=(1 2 -3)| 1 |=1
0
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10 1
Var(Y) = Var(b*X) =b'Eb=(1 2 -3)|0 3 1|l 2 |=13
11 2

X,

X J = X; —a,; X, — a, X3 sean independientes
3

b) Sea a=(a,,a,)" tal que X; — (a, az)[

Como independencia, bajo el supuesto de normalidad, equivale a incorrelacién (p = 0), hay que
encontrar un vector Cov(X;, X; —a; X, —a,X;) =0

1 1 01 1
0 = Cov(X;, X; —a; X, —3,X;) =(1,0,00X | -3, | = (1,0,0)|0 3 1||-a;|=1-a, > a,=1

En consecuencia, todo vector a=(A,1) A €R hace que las variables X; y X; —a; X, —a,X; sean

independientes.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

¢) Ladistribucion [X3 | Xy, Xz)t} es una normal univariante con media y esperanza:

10 1
X, Ky -1 0 3 | 1 2(12)(12) | 2:(12)3
X=X, |#Ns(u,X) donde p={p, |=| 1|y Z2=|-— | ——|=| -- | --
X3 K3 0 1 1] 2 3y | Zs

-1 X1—
E(X, | (X1, %,)7) = p3 + Z3(12) Z(12)(12) ( j
X3~ Wy

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

-1
Var (X, | (X1, Xz)t) = X33 — Z3(12) Z(12)(12) 2(12)3

Guimonr)-oets o) 3 (27)- 6 of) )00 (i)

m x4 x4 2
17372 3

Var(x3|(x1,x2)t)=2—(1 1)((1) (;J_IGJ=2—(1 1)((1) 133}[3:2—(1 1/3)(3:

Il

N

I
VR
(BN

+
w| K,
N—
Il

wI(N

1 2 2
Por tanto, |:X3 | (Xl,Xz)t:| ~ N(xl + EXz + 3 Ej
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Sean (X;,X,,X3,X,) vectores aleatorios independientes con ley N, (i, Z), donde p = 1,2)' y
1 0,1
@ Y-
0,1 2

’

1 1 1 1
a) Encontrar la ley del vector aleatorio Y = le - ZXZ + ZX?’ - ZX4

b) Funcién de densidad del vector Y

c) Calcular la correlacién correspondiente a la matriz de varianzas-covarianzas 2. Cambios que se
producen en la densidad de Y al variar el valor de p = Corr(Y,, Y,)

6 a) El vector Y tiene una ley normal bivariante con media y matriz de varianzas-covarianzas:

PN

1 1 1 1 1 1 1 1 | S | A VA 1
E(Y)=E| =X, — =X, + =Xs — =X, | = —E(X,)— =E(X,)+ —E(Xs)— =E(X,) = = - =+ =-EZ -0
¥) (41424344) 4(1)4(2)4(3)4(4) 4 4 4 4

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
VY)=V| =X, = =X, + =X, — =X, | = —V(X,)+ —V(X,)+ —V(X3)+ —V(X,) = =X
(Y) (41424344) 16(1) 16(2) 16(3) 16(4) 2
. - 1
En consecuencia, Y ~ N, (O, ZEJ
1 —lvt(lf‘)_lv 1 t g1
b) Funcién de densidad del vector Y: f(Y,,Y,) = e 2 \4 =Te_2yz Y
D

1
2 2
\/( ) 4

. . . 1 01
c) La matriz de varianzas-covarianzasdeYes ¥ = LO L 5 ]

0,1
Coeficiente de correlacién: p=—12 = =0,071
6,.06, 1.2

= Analisis del coeficiente de correlacién en la densidad:

. . . - 1 2
Siendo la covarianza o,, = p 6, G, , lamatriz X puede escribirse ¥ = [ \/_p]

2p 2
3
Variacién total: Traza (X) =3 no depende de p 2
. . 1
Varianza generalizada:
'=0 > [3| “
p°=0 > =2
[Z[=20-p) =1, 1
pP=1-|Z|=0
-2
A medida que aumenta la correlacién p disminuye la .
dispersion global. 15 1 -05 0 05 1 15
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Cuando p =0 la superficie es la clasica campana de gauss, en la posicidn marcada por el vector de medias
de la distribucién.

p = 0.071 p=0.8

0.8
0.6
0.4
0.2 £ :
IR 2
7l ﬂ”"j\
0
; i

{TARS
A ”?Q.".Qs
AR

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

2
0

p
[+ 4
< 2 0 2 2 0 B 2 0 2
o]
o
w
w
3
@ 2 2 2
5
< 0 (o) 0 0
w
>
% 2l p=-02 2l p=-0,5 -2
g -2 0o 2 -2 e -2 0o 2
=2
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t.l Sean Y, e Y, variables aleatorias independientes con ley N(0, 1).
W Seanlasvariables X; =2Y, - Y, +3 y X, =Y, +Y,+5
a) Hallar la funcién de densidad de (X, , X,)

b) ¢Cémo se distribuye la variable Z=3X; + 4X, — 1?

-

g bidimensional estandar:

() [0 )

Por otra parte, (X, , X,) se puede expresar en funcién de (Y, , Y,):

X= = + ,esdecir, X=B.Y+ C
X, 1 1)1Y, 5

X 3 51
Por tanto, X sigue una distribucion normal bidimensional: X = 1 = N, )
X, 5/(1 2
2 -1)\(0 3 3
= + =
=11 1]lo 5 5
2 -1)\(1 O 2 1 51
2,=B.X,.B'= = matriz definida positiva
1 1 0 1)l-1 1 1 2

b) Lavariable Z=3X, + 4X, — 1 se puede expresar en funcién de (X, , X,):

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Z=3X,+4X, - 1= (3 4)[;(1}— 1
2

Z sigue una distribucion normal unidimensional: Z = N(28, 101)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

=03 4)p-1=(3 4)@)—1=28

o2=(3 4)Z, (3 4) =(3 4) G’ ;) Gj = 101
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2) (4 1 2
.12 Sea (X;,X,,X3) una variable aleatoria con distribuciéon N;([1],|1 1 2
3)\2 29

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

a) Sea una nueva variable tridimensional tal que {Z, = 3X; — X, + 2X;

Demostrar que (Z,,Z,,Z;) sigue una distribucién normal tridimensional y obtener sus pardmetros.

b) Sea una nueva variable Z, = 3X; — X, + 7X, . Probar que (Z,,Z,,Z5,Z,) es una nueva variable
cuatridimensional y calcular su esperanza y su matriz de varianzas-cuasivarianzas.

c) Sea otra nueva variable Z, = X; + 3X, — 4X;. ¢Es (Z,,Z,,Z) una normal tridimensional?

ﬂ a) La variable tridimensional Z = (21,22,23)t puede expresarse como una transformacion lineal de

B X = (X, X,,Xs)'

Z, 1 -2 3)\(X; 1 -2 3 . .
Las filas son linealmente
Z,|=]3 -1 2]||X% Z=B.X rangoB)=|3 -1 2|=3 > _ .
independientes
1 -2 3)\(2 9
p,=B.p={3 -1 2||1|=|11
-1 2 2)(3 6
-2 1 2 1 3 -1 73 69 52
¥,=B.X.B'=|3 -1 1 2||-2 -1 2 |=|69 83 41| definida positiva
-1 2 2 2 9/)\3 2 2 52 41 48

b) La variable cuatridimensional z* = (21,22,23,24)t también es una transformacion lineal de X:

z, 1 -2 3
1 *
Z; B 3 -12 X 7*— g*. x £ nosigueuna distribucién normal porque tiene una
Z, -1 2 2 2 componente mas que X
Z, 3 -1 7,3

. . - *
Esperanza y matriz de varianzas-covarianzas de Z :

1 -2 3 9

. . : 122 11
EZ)=E@.X) =B EX) =| " _|l1|=|
3 1 7)) 26
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-2 3
4 1 2 1 3 -1 3
* * * * t 3 _1 2
V(z') = V(B".X) = B.V(X).(B")! = L 9 2 11 2|[-2 -1 2 -1|-=
2 29 3 2 2 7
3 -1 7
73 69 52 | 194
73 69 52
69 83 41 | 193 ey _
= ampliacién de la matriz calculada X, = |69 83 41
52 41 48 |141
52 41 48
194 193 141 | 528
c) éEs (Z,,Z,,Z5) una normal tridimensional?
2°=1:2,=3X%X, - X, + 2X, Z,|=13 -1 2 ||x,| z°=8°.X
1 2 3
8 =]3 -1 2|=0 > rango(8%)=2 Z,=12,-27
1 3 4
En consecuencia, Z° no es una normal tridimensional.
Esperanza y matriz de varianzas-covarianzas de z°:
1 2 3 2 9
T B . u={3 -1 2 |[|1]|=]|11 E(Z5) = E(Z,)— 2E(Z,)= 11-2.9= —7
1 3 -4/\3 _7

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Var(Z) = Var(Z, — 2Z,) = Var(Z,) + 4Var(Z,) — 4Cov(Z,,Z,) = 83 + 4.73 — 4. 69 = 99

Cov(Z,,Zs) = Cov(Z,,Z, — 2Z,) = Cov(Z,,Z,) — 2Cov(Z,, Z,) = 69 —2.73= —77

73 69 |-77
Var(z°)=| 69 83 |-55

—77 -55 | 99
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Las calificaciones del primer parcial de Instrumentos Estadisticos se distribuyen como una normal

.13 de media 4 y desviacidn tipica 1, y las del segundo parcial como una normal de media 6y
desviacion tipica 2. Suponiendo que las notas de ambos parciales siguen una distribuciéon normal
bidimensional, siendo 0,8 el coeficiente de correlacién.

Un alumno aprueba la asignatura si la media aritmética de ambas calificaciones es al menos 5. Hallar la
probabilidad de que en un grupo de 8 alumnos sdlo haya 3 que aprueban la asignatura.

Sea X = "Calificacién del primer parcial", X ~ N(4, 1) e Y = "Calificacién del segundo parcial", Y = N(6, 2)

“; conp=0,8
Oy, = P X Oy x O, = 0,8x1x2=1,6

La distribucién conjunta de X e Y es una normal bidimensional

o) ellak e )

(X +Y) es una normal unidimensional:

X+Y=(1 1)();} ~ N[(l 1)(:], (1 1)(1,16 1"16] Gﬂ =N(10,8,2) o=./8,2

Probabilidad de que un alumno apruebe:

X+Y X+Y-10 _ 10-10
P(%ZS)zP(X+Y21O [ } >0) = 0,5

Va2 = 82

Siendo U = "Numero de alumnos que aprueban entre ocho", U ~ B(8, 0,5)

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

8 35
PU=3) = 3 0,57 0,5° =0,21875

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR
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Cierta enfermedad produce muertes anualmente, las mujeres siguen una ley N(p, 4), mientras
.14 que los hombres siguen una N(100, 5), el coeficiente de correlacién entre ambas variables es de

0,8. Se conoce que la probabilidad de que el nimero total de enfermos que mueren al afio sea

superior a 300 es de 0,5. Suponiendo que la distribucidn conjunta es una normal bidimensional,
considerando un periodo de 10 aios, calcular la probabilidad de que 8 afios el nimero de mujeres que
mueren sea superior a 195.

Sea X = "NUmero de mujeres que mueren al afio", X = N(u, 4) e Y ="Ndmero de hombres que mueren al

Sa 20", Y~ N(100,5) con p = 0,8
Oy =pPx0Oyx o,=08x4x5=16

La distribucién conjunta de X e Y es una normal bidimensional

o) i) i 22

(X +Y) es una normal unidimensional:

X+Y=(1 1)(§]zN|:(1 1)(130)(1 1)(12 iiJGH=N(u+1oo,73) c=,73

Probabilidad de que el total de enfermos muera al afio:

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

_ o, 5 200-p

oo

P(X+Y > 300) = P|:X+Y_(“+1OO) 5 300 - (n+ 100)}

200 —
—”=0 — pw=200 — X~ N(200,4)

NG

P(X > 195) =P{

X—-200 > 195 - 200

2 } = P(z<1,25) = 1-0,1056 = 0,8944

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Siendo U = "8 mujeres mueran entre 10", U ~ B(10, 0,8944)

10 8 )
P(U=8) = 8 0,8944" 0,1056° = 0,2055
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.1 Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional, donde X sigue una distribucién normal N(0,1) yla
distribucion (Y| X =Xx) sigue una normal N(ZX -3, 12)
a) Demostrar que la distribucién (X, Y) es una normal bidimensional.

b) Obtener la distribucién marginal de laY y el coeficiente de correlacién entre X e Y.

Sea X = "Numero de mujeres que mueren al afio", X = N(u, 4) e Y ="Numero de hombres que mueren al
‘.‘; afio", Y = N(100, 5) con p = 0,8

1 1 ry—@x-3)P
1 e‘;" 1 2.12 [v-(2x-31] _

f(x,v)(X,V) = fx(x). f(y‘xzx)(Y) = \/ﬂ . We =
1 [16x*+y?—4xy - 12x + 6y + 9

1 o 2 12

21 ./12

= Sefalar que dos variables aleatorias continuas X e Y se distribuyen segtn una distribucién normal

2 1
G; O© -=Q(x,
bivariante (X,Y) N[ {M} , |: 1 12}} con funcién de densidad f(x,y) = 1 e ? .

M, Gy G% 21 \/ﬁ

donde Q(x,y) = (x—p; y-—u,) ! (X_ulj
Y-,

E(Y) = E[E(Y[X=x)] = E@X-3) = 2E(X)-3 = — 3
Var(Y) = E[Var(Y|X)] + Var[E(Y|X)] = 12+ Var[2X- 3] = 12+ 4Var(X) = 12+4x1 = 16
| — | —

Esperanza Varianza
de las varianzas de las esperanzas

0 1 o 1 o
conlocual, (X,Y)~N , 12 donde X = 12 |Z| =12

O
c,; 16

- - -7 0 1 2
La distribucién de (X,Y) = N, 31712 16

2}‘1[ X j_16x2+y2—4xy—12x+6y+9

vy+3) 12

=12 - 16-0, =12 - o, =2

1
Se comprueba que Q(x,y) = (x y+3) |:2

2
b) Coeficiente de correlacion: p = B+ B 0,5
c,0, 1.4
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La funcién de densidad de una variable aleatoria (X, Y) se expresa:
kfyy(xy) —-0,5<x<02 05<y<1

0 en el resto

s
- f(x,y) (x,y) =
donde fj, ) es la funcion de densidad de una variable normal bidimensional de media 0 y matriz de

varianzas-covarianzas l.

a) Calcular la funcion de densidad de (X, Y)
b) Hallar las funciones de densidad marginales de Xy de Y
¢) Calcular la esperanza de (V | U+V= 2)

t} a) Para hallar k se considera: I I fix,v)(x,y)dxdy =1 , resultando:
=—0dy=-w0

2 da

= 1 2 2 1 5 1 5

o 1 -lezeyy 1 Sre o1 Jly

D f(x,y) = —e 2 = e ? e 2 = fi(x).f(y)

o

o 27 A 2T A 2T

& 0,2 1 1 2 2 0,2 1 1 1 5
: 1 -lu2ey?) 2 q ! 1 -3

i 1=I I k.—e2 ' dxdy=k.I —ezxdx.j ~ e 2’ gy =

@ ——05dy=05 2T x=-0,5 2T y=0,5 2T

o

o

=

k.P(-0,5<2<0,2).P(0,5<2z<1)=k.(1-0,3085 — 0,4207). (0,3085 — 0,1587) = 0,04 k
1
k=——=25
0,04
1. 2 2

25 - )
222" _05<x<0,2 05<y<1

con lo que, fy vy (x,y)=142n

0 en el resto

b) Funciones de densidad marginales:

1 1. 2 2 1 5 1 1 5
25 - (x“+y7) 25 - 1 -
fx(x)=j —ezx ydy= .ezx.j e2y dy

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

y=05 2T 2T y=0,54/2T '
1 5 1 5 1 2
25 - 25 - 3,745 -
- e 2 .PO5<z<1) = .e 2 . (0,3085 — 0,1587) = e 2
A 2T A 2T A 2T
)
3,745 --
, 32072 _p,5<x<0,2
Marginalde X: f(x) =4 /2%
0 en el resto
Analogamente,
0,2 1 .2 2 1. 0,2 1 .2
(% 25 - Pey?) 25 - ' 1 - -
fYM:I —ezx ydx=—.e2y.j .ezxdx=
x=-05 2T 27 x=-05+/ 27
1 - . 1 5 )
25 - 25 - 6,77 -
- e2’ . pO5<2<1) = e 2’ . (1-0,3085 — 0,4207) = e 2’
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1 2
6,77 - v
. ——e 2 05<y<1
Marginalde Y: f,(y) =1./2n
0 en el resto

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

b) Para calcular E(V | U+V= 2) se necesita hallar la distribucién conjuntadeV y de U+V

100 R e 7 B | R SR |

c
E(V | U+V= 2) coincide con la recta de regresion: E[V| U+V= x] = uy+ \/2(U+V) (X—Buiy)

(U+V)

1
E(v|u+v=2)=o+5(2—0) =1

En determinado pais, la renta y el consumo anual (en cientos de euros) de una familia, (X, Y), siguen
@? una distribucién normal bidimensional de medias py = 100 y py = 90, y de varianzas 0)2( =900 y
05 = 625. Se sabe que sélo el 10% de familias se endeuda anualmente.

a) éQué porcentaje de familias ahorra el 20% de su renta anual?
b) éQué porcentaje de familias tiene un consumo anual superior a 15. 000 euros?
c) Hallar el consumo esperado de una familia que tiene una renta anual de 56.000 euros

6 a) Denotando la renta (X) y el consumo (Y), se tiene:
o
La diferencia entre la renta (X) y el consumo (Y) es mayor o igual que el 20% de X: P(X — Y > 0,2X)

El 10% de las familias se adeuda anualmente: P(X< Y) = 0,10

. 100) (900 oy
Segun los datos: (X,Y) = N, ,
90 )'{oyy 625

= P(X-—Y> 0,2X)=P(0,8X—Y >0)= P(T>0)

Se necesita conocer la distribucién de la variable T=0,8X — Y

. X
La variable T en forma matricial: T=0,8X — Y = (0,8 - 1) [YJ , sigue una distribuciéon normal

unidimensional T~ N(—10, J1201-1,6 cxy)

| 100
E(T) = (0,8 —1)[90J =.80-90 = -10

900 oyy |(0,8 0,8
v(T) = (0,8 -1) = (720~ oy 0,80y - 625) L | = 1201~ 1,60y,
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" Calculo de lacovarianza 64y : P(X<Y)=0,10 —» P(X-Y<0)=0,10=P(W<0)=0,10

X
Denotando por W =X—Y , en forma matricial: W= (1 -1) [Y}

Se necesita conocer la distribucion de W:

100
E(W) = (1 —1)( 90] =10

viw) = (1 -1) 200 Oy [ ! J (900 625)( 1 J 1525 2
= - = ~ Oxy Oxy~ = — “Oxy

W~ N(10, /1525 20, )

W - 10 0-10 - 10
P(W<0) =P < =Plz< = 0,10
J1525-20,, ,[1525- 20, [1525- 20,
10 10
Plz2> =0,10 - =1,28 > o, = 731,98

[1525 - 20, [1525 - 20,,

= Ladistribucién T~ N(—1o, J1201- 1,6 cxy) = N(—1o, J1201 - 1,6.731,98) = N(-10, 5,46)

1 -1 1
P(0,8X — Y > 0) = (T > 0) = p| 1+ 10 50710 ¢ _f, 10 |_
5,46 5,46 5,46

P(z<1,83) = 1-0,0336 = 0,9664

P(X — Y > 0,2X)

En consecuencia, el 96,64% de las familias ahorra mas del 20% de sus ingresos.

b) Las distribuciones marginales de una distribuciéon p-dimensional son normales unidimensionales. En
este sentido, el consumo anual (Y) sigue una distribucién N(90, \ 625) = N(90, 25)

Y- 90 S 150- 90
25 25

P(Y > 150) = P{ } = P(z> 2,4) = 0,0082

El 0,82% de las familias tiene una renta anual superior a 150.000 euros.
100 900 731,98

c) (X,Y) = N, ,
90 731,98 625

La curva general de la regresion de Y sobre X coincide con la recta:

E[Y[X=x] = py + %(x—ux)

X
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731,98

E[Y|x=560] =

(560 —-100) =

464,12 (46.412 euros)

La prediccion efectuada es muy fiable al tener un coeficiente de correlaciéon elevado:

Oxy 731,98
= 0,976 (97,6%)
ch Oy «/90 0.,/625

(18

-

Sea una variable aleatoria (X, Y) = N, |:[

i

1

-1

|

a) Hallar el coeficiente de correlacionentre X y X+Y y P(X+Y <5 |X >4)

b) Calcular las rectas de regresionde U y V, siendo U =2X+Yy V =X-Y

Lonla)o=(i 7

(6 3G

5 (1 0)(1 -1 1ot_1o
Y711 1)l-1 4 )1 1) |1 1

&

-1
1 4

I

11
01

)l

10
0 3

|

X -1 1 0
~ N , - © =0 — X y X+Y sonindependientes

X+Y-— 1

P(X+Y <5|X >4) =P(X+Y ss)=P[

o evmasemau: (1]<(1 )|
= 3G
GG 6 -6
W55 7))

™M
Il

|

SERNE

} = P(z <2,31) = 1-0,0104) = 0,9896
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o ~ c 1 1 3
Regresiéon de U sobreV: U= p, + #(V—uv) =0-=(V+3)=-=-V-—
o, 7 7 7
. ~ Ouv 1 1
RegresiondeVsobreU: V= p, + —(U-p,)=-3-—-(U-0)=-3-—-U
y 4 4
. o Guv -1
Se observa que apenas existe relacion lineal: p,, = = = —-0,1889
Oy-Oy 2. ﬁ

Se pretenden estimar los gastos en alimentacion de una familia en base a la informacién que
proporcionan las variables regresoras "ingresos mensuales" y "nimero de miembros de la
familia". Para ello se recoge una muestra aleatoria simple de 15 familias, cuyos resultados se

%

o

g facilitan en la tabla adjunta. (El gasto e ingreso se expresan en cien mil euros).

&}

z Gasto Alimentacion Ingresos Tamaiio

g 0,43 2,10 3

5 0,31 1,10 4

t 0,32 0,90 5

2 0,46 1,60 4
1,25 6,20 4

% 0,44 2,30 3

o} 0,52 1,80 6

2 0,29 1,00 5

2 1,29 8,90 3

- 0,35 2,40 2

& 0,35 1,20 4

= 0,78 4,70 3

2 0,43 3,50 2

s 0,47 2,90 3
0,38 1,40 4

6 En forma matricial: Y =XB+U , ﬁ = |:X'XZ|_1 X'Y, donde X' matriz transpuesta

i,
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0,43 1 21 3
0,31 1 11 4
0,32 1 09 5
0,46 1 16 4
1,25 1 62 4
0,44 1 23 3
0,52 1 1,8 6| (B, u,
Y=[029 [=XB+U=|1 1 5(|By |+ |y
1,29 1 89 3|(B, Usg
0,35 1 24 2
9 0,35 1 12 4
3 0,78 1 47 3
: 0,43 1 35 2
§ 0,47 1 29 3
E 0,38 1 14 4
g Aplicando el criterio de los minimos cuadrados ordinarios MCO, la funcién que mejor se ajusta a los datos

es la que minimiza la varianza del error U, lo que conlleva a un sistema de ecuaciones normales:

(15 15 15
ZYi = NB, + Bllei'l' BZZXZi
i=1 i=1 i=1

15 15 15 15
ecuaciones normales MCO 1< leiYi = BOZX1i + BIZXii + [3ZZX1i X
i=1 i=1 i=1 i=1

15 15 15 15
2

ZXZi i = Bozxzﬁ' BlleiX2i+ Bzzxm

i=1 i=1 i=1 i=1

S

Con estos datos, se obtiene:
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Y, Xy Xyi Xii Xii Xy Xy Xy Y X5 Yi
0,43 2,1 3 441 9 6,3 0,903 1,29
0,31 11 4 1,21 16 44 0,341 1,24
0,32 0,9 5 0,81 25 4,5 0,288 1,6
0,46 1,6 4 2,56 16 6,4 0,736 1,84
1,25 6,2 4 38,44 16 24,8 7,750 5
0,44 2,3 3 5,29 9 6,9 1,012 1,32
0,52 1,8 6 3,24 36 10,8 0,936 3,12
0,29 1 5 1 25 5 0,29 1,45
1,29 8,9 3 79,21 9 26,7 11,481 3,87
0,35 2,4 2 5,76 4 4,8 0,84 0,7
0,35 1,2 4 1,44 16 4,8 0,42 1,4
0,78 4,7 3 22,09 9 14,1 3,666 2,34
0,43 3,5 2 12,25 4 7 1,505 0,86
0,47 2,9 3 8,41 9 8,7 1,363 1,41
0,38 1,4 4 1,96 16 5,6 0,532 1,52
8,07 42 55 188,08 219 140,8 32,063 28,96

-

15 15 15

ZYi = NB, + Blzxn"‘ Bzzxm

i=1 i=1 i=1

15 15 15 15 15[30 +4ZBl +55[32 = 8,07
Zxﬁvi = BOZXH+ 312x§i+ [322x1i X, —  {42B,+188,08p, +140,08p, = 32,063
i=1 i=1 i=1 i=1

55pB, +140,08p, +219B, = 28,96
15 15 15 15
ZXZiYi = Bo szr" B, anxzﬁ' B, ini
Li=1 i=1 i—1 i—1

en forma matricial,

A

X'X A [x'x]™* X'Y
(15 42 - 55 ) (B, 8,07 Bo)| ( 136 -0002 -0,282)( 807 )
{42 188,08 1408 | [B, | = |32,063| = [P, | =|-0,092 0,016 0,013 32,063
55 140,8 219 | (B, 28,96 B, ~0,282 0,013 0,067 ) |28,9
Bo 0,16
[31 =10,149| —» Y=-0,16+ 0,149 X, + 0,077 X, + Residuo (Modelo regresion lineal)
B, 0,077

A partir de la ecuacion Y, = By + B, Xy, + B, X;; se obtienen las predicciones y residuos asociados

u; =Y, — Y, alas observaciones muestrales.
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De este modo, para la primera observacion (Y, = 0,43 ; X;; =2,1 ; X,; =3), se tiene:

Y =-0,16 + 0,149 (2,1) + 0,077 (3) = 0,3839
u, =Y, - Y, = 0,43-0,3839 = 0,0461

En esta linea, considerando todos los puntos muestrales, se obtiene:

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Predicciones: Y, | Residuos: u; =Y, -V, u? = (Y, - Y)?
0,3839 0,046 0,0021
0,3119 -0,002 0,0000
0,3591 -0,039 0,0015
0,3864 0,074 0,0054 De donde, la suma de cuadrados
1,0718 0,178 0,0318 RESIDUAL, es decir, la variabilidad de
0.4137 0.026 0.0007 Y respecto a la recta ajustada sera:
0,5702 -0,050 0,0025 15
0,374 20,084 0,0071 SCR=» (¥, - ¥)? = 0,0721
1,3971 -0,107 0,0115 i=1
0,3516 -0,002 0,0000 SCR 0.0721
St = =~ = 0,006
0,3268 0,023 0,0005 15—2-1 12
0,7713 0,009 0,0001
0,5155 -0,086 0,0073 S, = /0,006 = 0,0775
0,5031 -0,033 0,0011
0,3566 0,023 0,0005
15
Z:(Y1 ~¥,)* = 0,0721
i=1
INTERVALOS DE CONFIANZA PARAMETROS DEL MODELO (1-a) =0,90
= |ntervalo de confianza para la varianza
n-k-1=15-2-1=12 $;=0,006 S;=0,0721 xj 9512 = 21,026 x{gs512 = 5,226
L 16(6?) = (h-k-1)S; = (h-k-1)SF | _ SCR SCR _ [0,0721 . o,o721} _
% A R A 21,026 * 5,226 |
x% (n—k-1) x1—%, (n—k—1) X% (n—k-1) x1—%, (n—k—1)

= [0,0034 ; 0,0138] — 0,0034 <c”<0,0138

Portal Estadistica Aplicada: Regresion Lineal Multiple - Inferencia Regresion Multiple 49



[
UAM ASIGNATUTA ... Grupo........oooooooeeei

Apellidos .. Nombre

Universidad Autonoma
de Madrid Ejercicio del dia

= Varianza de los estimadores del modelo ﬁ € N( B, o? |:X'X:|_1) :

1,36 -0,092 -0,282
[x'x]™* = |-0,002 0,016 0,013
-0,282 0,013 0,067

qi+1’i+15eIementode[X'X:|_1 s% Qis1,is1
(1,36 \ (0,00816
var(B) = o®[x'X] " ~ sz[x'x]™ = (0,006) 0,016 - 0,000096
0,067 0,0004

J

Var(Bo) =0,00816 = Og, = 0,00816 = 0,0903
de donde se deduce, | Var(B,)=0,000096 = op, = 0,000096 = 0,0098
Var(BZ) =0,0004 > Cp, = 0,0004 =0,02

* Intervalo de confianza para los parametros: 1C,_, (B;) = [ﬁ, t to/2, (nke1) Sk A/ Fis1,ie1 ]

B, 0,16 ,/0,00816
By | = (0,149 , \ Srzz Qit1,iv1 = |/ 0,000096 v Yas2,n-k-1= To0s,12 =1,782
B, 0,077 ./0,0004

IC,_, (Bo) =|:—0,160 + (1,782)1/0,00816] = [-0,321; 0,001 ]

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

IC,_, (B,) =[ 0,149 + (1,782) ./ 0,000096:| =[0,1315; 0,1665 | (Ingreso)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

IC;_q(B,) =[ 0,077 + (1,782),/0,0004 | = [0,0414;0,1126] (Tamafio)

= Contraste de Hipétesis individual para X, (tamafio familiar)

Se plantea si la variable X, (tamafio familiar) influye sobre la variable de respuesta Y (gastos). En otras

palabras, si el valor del parametro en la poblacién es cero o no.

Para ello, se establece la hipétesis nula Hy: B, =0 frente a la hipétesis alternativa H;: B, #0.

n A

El estadistico observado t = m, bajo la hipdtesis nula, resulta: t = B—Z
Sk +/ a3 Sgy/ U3
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donde, B, =0,077  Syds; = (0,0775),/0,0004 =0,00155  tg 45 1, = 1,782

B 0,077
El estadistico experimental t= B = =49,

S/ U33

Siendo |t| > 1905 1 S€ rechaza la hipétesis nula, afirmando, con un 90% de fiabilidad, que el nimero de

miembros de la familia influye en los gastos de alimentacién.

Se observa que en el Intervalo de Confianza para 8,: IC,_,(B,) = |:0,0414 ; 0,1126:| no se encuentra el
cero, con lo que se rechaza la hipétesis nula H,: 3, =0, concluyendo que el nimero de miembros de la

familia (tamafio) si influye en los gastos de alimentacién (Y).

“ Partiendo de la Informacion:

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Y; Xqj X3j
1 2 17
3 1 15
4 3 13
6 4 10
7 5 9
10 8 8
15 7 6
16 9 5
18 11 3
20 12 4

a) Estimar el modelo de regresion

b) Obtener una medida de fiabilidad del ajuste lineal

c) éQué parte de la variabilidad de Y queda explicada a través del plano de regresion?
d) Calcular los coeficientes de correlacién lineal simple

ﬁ a) En forma matricial: Y=XB+U , [3 =|:X'X:| “xry , donde X' matriz transpuesta

Portal Estadistica Aplicada: Regresidn Lineal Multiple - Inferencia Regresién Multiple 51



UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

[
UAM ASIGNATUTA ... Grupo........oooooooeeei

Universidad Auténoma Apellidos ... . Nombre ....................................
de Madrid Ejerciciodel dia ...
1 1 2 17
3 1 1 15
4 1 3 13
6 1 4 10
7 1 5 of[B %
Y= 10 =XB+U= 1 8 8 By | + |y,
15 1 7 6| \P =
16 1 9 5
18 1 11 3
20 1 12 4

- . . L - . A v~y
Los coeficientes B, estimados bajo la condicién minimo cuadratica, vienen dados por: 3 =|:X X:| X'y

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

1 2 17
1 1 15
1 3 13
111 111111 170 P 0 0 22 w0
[X'X]=| 2 1 3 4 58 7 9 11 12 1 Z Z:sz 514 405 | = |X'X|=30294 =0
17 15 13 10 9 8 6 5 3 4 90 405 1014
1 7 6
1 9 5
111 3
1 12 4]

Adviértase que cuando la matriz es singular, es decir, cuando |X'X| = 0, no existe matriz inversay, en
consecuencia, las estimaciones de los coeficientes B quedan indeterminadas.

Esto ocurre porque existe multicolinealidad entre X; y X, , esto es, que existe una relacién lineal entre estas
variables. Para ello se calcula la regresidon de X; sobre X, y su correspondiente coeficiente de correlacién

lineal serd 1.
10 62 90 10 62 90| [357171 -26418 —21150
[X'X]=|62 514 405| = Adj[X'X]=Adj|62 514 405|=|-26418 2040 1530
90 405 1014 90 405 1014| |-21150 1530 1296
10 62 90 , [357171 -26418 -21150| [11,7902 -0,8721 -0,6982
[x'x]" =|62 514 405 |= 30004 | 26418 2040 1530 |=|-0,8721  0,0673  0,0505

90 405 1014 -21150 1530 1296 -0,6982 0,0505 0,0428

De otra parte,

Portal Estadistica Aplicada: Regresidn Lineal Multiple - Inferencia Regresién Multiple 52



Universidad Auténoma
de Madrid Ejercicio del dia

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

1 1 1 11111
[X'Y]=|2 1 3 4 58 7 9 11
17 15 13 10 9 8 6 5 3

=

Bo 357171

B=|B, | =[XX]*X'Y = —~— | ~26418
30294

B, 21150

12

20

—26418

2040
1530

El modelo de regresién sera: Y = 10,32 + 0,93X; — 0,67X,

UXM ASIONACUTA ...

Apellidos ..

100
= (843
621
—-21150 (| 100
1530 || 843
1296 || 621

10,32
0,93
-0,67

= También se podia haber realizado teniendo en cuenta las ecuaciones normales minimo cuadraticas:

-

\

Con estos datos, se obtiene:

10 10 10
ZYi = NB, + Bllei"' BZZXZi
i=1 i=1 i=1

10 10 10 10
ecuaciones normales MCO -+ leiYi = ﬁolei + BIZX; + Bzlei Xy
i=1 i=1 i=1 i=1

10 10 10 10

2
szi Y, = Bo ZX2i+ Bllei X5+ By szi
i=1 i=1 i=1 i=1

Y, Xyi Xai Yiz Xii Xﬁi XiiXai | XuYi | X5V,
1 2 17 1 4 289 34 2 17
3 1 15 9 1 225 15 3 45
4 3 13 16 9 169 39 12 52
6 4 10 36 16 100 40 24 60
7 5 9 49 25 81 45 35 63
10 8 8 100 64 64 64 80 80
15 7 6 225 49 36 42 105 90
16 9 5 256 81 25 45 144 80
18 11 3 324 121 9 33 198 54
20 12 4 400 144 16 48 240 80
100 62 90 | 1416 | 514 1014 405 843 621
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10 10 10

ZYi = NBy + Bllei+ Bzzxm

i=1 i=1 i=1

10 10 10 10 10B0+62B1 +90[32 =100

3 leivi = Bo an"‘ Blzxii"' B, anxm - 62B, +514p, +405f3, = 843
i=1 i=1 i=1 i=1

90B, +405B, +1014p, = 621
10 10 10 10
ZXZi P = BOZXZI+ B1ZX1iX2i+ Bzzxgi
Li=1 i=1 i—1 i—1

en forma matricial,

-

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

1 - 1
X'X [X'X] X'y
’ - N n r -\ N —

10 62 90 Bo 100 Bo 357171 -26418 -21150 100
62 514 405 B, | =843 = [Ail = 30294 —-26418 2040 1530 843
90 405 1014 B, 621 ﬁz —-21150 1530 1296 621
Bo 10,32
[31 = 0,93| —» Y=10,32+0,93 X, — 0,67 X, + Residuo (Modelo regresion lineal)
62 -0,67

b) La fiabilidad del ajuste se refleja mediante R® coeficiente de determinacién lineal:

A partir de la ecuacién Y, =B, + B, X;; + B, X,; se obtienen las predicciones y residuos asociados

u, = Y; — Y; a las observaciones muestrales.

De este modo, para la primera observacion (Y, =1 ; X,;; =2 ; X,; =17), se tiene:

Y, =10,32 + 0,93 (2) - 0,67 (17) = 0,79
u,=Y,-Y,=1-0,79 = 0,21

En esta linea, considerando todos los puntos muestrales, se obtiene:
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= 21,7266

Yool % =Y =Y | == (-
1 | 079 0,21 81 0,0441 84,8241 10
3 1,2 1,8 49 3,24 7744 | SCT= Z(Yi ~Y)2 =416
4 4,4 0,4 36 0,16 31,36 i=1
6 | 734 | -134 16 1,7956 7,0756
7 | 894 | -1,94 9 3,7636 1,1236 10 A
10 | 12,4 2,4 0 5,76 576 | SCR= Z(Yl -%,)°
15 | 12,81 | 2,19 25 4,7961 7,8961 =
16 | 1534 | 066 36 0,4356 28,5156
18 | 1854 | -054 64 0,2916 72,9316 -
SCE = Z(Yi —Y)2 =394,3666
20 | 188 1,2 100 1,44 77,44 £
100 416 21,7266 | 394,3666
10
D v-9)
Coeficiente de determinacién lineal: R* = SCE = 1:01 = 394,3666 = 0,948
SCT _ 416
D%-V)
i=1

Coeficiente de determinacidn lineal corregido por el nimero de grados de libertad:

SCR
_ e 21,7266 /7
RE—q_ n-k-1 _ , 21,7266/7 0,933

SCT 416 /9

n-1

c) La parte de variabilidad contenida en Y que queda explicada por el método es precisamente
R%? = 0,948 =94,8%, que es suficientemente alta.

d) Para calcular los coeficientes de correlaciéon lineal simple, se recurre a la tabla anterior, para calcular

medias, varianzas y covarianzas

— _ 1416
Y = == =10 2 = -y = ——-10°= 41,6
N 10 N 10
10 10
2 S
_ — 62 i= _ 514
X, = I ]I'\l = E =6,2 Gil = - Jl-\l - Xf = F_ 6122 = 12,96
10 10
2% 2%
— i= 90 i= = 1014
X, = =2 = ol = —— -% =———-9"=20,4
N 10 N 10
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10
o 3
_ i=1 100 _ 2
= =" =10 o= — — = ——-10" = 41,6
y N 10 y N y 10

i=1 _ 843
m,,, = 'T - XY= o (6,2).10 = 22,3

i=1 __ 621
m,,y = 'T - XY= o (9).10 = —27,9

=1 _ 405
mxlxz = T — X1 X = H - (6,2)-9 = —15,3

Coeficientes de correlacidn lineal simple:

m 22,3
fyy = — = = 0,96
Y o,.0, /12,96 /41,6

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

m _
o= —2¥ _ 27,9 = -0,96

Y 6,.0, 20,4416

r _ mxl X2 _ —15,3

e 5 o, 12,96 20,4

Practica en SPSS

-0,94

is2 problema2.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS

Archivo  Edicidn  ¥er Datos  Transformar EEREESS Graficos  Utiidades  VYentana 7
= [% E » E'? i Infarmes 3 l
| Estadisticos descriptivos 3
10: Tablas 3 Visible: 3 de 3 va
¥ | W1 | Comparar medias 3 } | = = N = =
1 1 > Modelo lineal general 3 |
| Modelos lineales generslizados ¢
2 3 1 Modelos mixtas 3 [
3 a 3 | Correlaciones 3| | [
a3 & 4 Loglineal 3 Estimacion curvilinea. .,
[ 7 g5 Clasificar 4 i, g
= Logistica binaria. ..
6 10 8 Reducodn de dator ' Logistica mulkinomial
Escalas 3 3
i 15 7 Pruebas no paramétricas 2 Driliiak:
8 16 q Seties bemporales 3 Rrobiss:
9 18 11 | Supervivencia’ . b MNolineal...
: Respuesta milkiple 4 Estimacidn panderada. ..
10 20 12 andlisis de valores perdidos.., Minimas cuadrados en dos Fases. .,
11 Muestras complejas 3 i L
= | | Control de calidad » Escalamientn dptima. ..
A | | Curva COR... [
13 ’
14
15 v
4| » \Vista de datos £ Vista de variables / < ¥
Regresidn lineal 5PS5 El procesador sk preparado
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B Regresidn lineal

&
&z

_Q;ie:diente:
Bloque 1 de 1
.lnc_l_ependientes:
— P g
~
ﬂétodo: | Introducir v ..

L

Apellidos

Wariable de seleccidn:

Etiquetas de caso:

Ponderacidn MCF:

Li_gg_disticos...ﬂ [gréficos__. ] [ Guardar... ] [Qpciones...]

Residuos

Coeficientes de reqresidn

[ Intervalos de confianza
[ tatriz de covarianzas

[ Durbinwatzon

[ Diagnésticos por caso

Regresion lineal: Estadisticos

Ajuste del modelo

[] Cambio en B cuadrado

[ Descriptivos

[ Conelaciones parcial y semiparcial

[ Diagnésticos de colinealidad

En el Visor de SPSS, se reflejan los resultados:

Resumen del modelo

R cuadrado | Errortip. de la
Modelo R F cuadrado corregida estimacion
1 G744 [943] [ .833] 1,760
a. Variahles predictoras: (Constante), X2, X1
ANOVAR
Suma de Media
Modelo cuadrados al cuadratica F Sig.
1 Regresidn 394 305 2 197,153 63,612 ,oond
Residual 21,695 7 3,099
Total 416,000 4
a. Wariahles predictoras: (Constante), X2, X1
b. variable dependiente: ¥
Coeficientes®
Coeficientes
Coeficientes no estandarizad
estandarizados 0z
Modelo B Error tip. Beta t Sin.
1 (Constante) 10,318 G045 1,707 13z
EA JH26 487 A7 2027 Joaz
w2 - 673 364 - 471 -1,849 o7

a. Yariahle dependiente:
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En la tabla adjunta se refleja la calificacidon obtenida por una muestra de 12 estudiantes y su relacién con la
inteligencia y la motivacién como variables predictoras..

Nota Inteligencia Motivacién
(Y) (X;) (X;)
4 85 10
5 100 20
8 95 35
7 80 30
10 180 45
6 90 25
6 110 10
7 120 15
4 80 10
4 95 15
6 160 15
9 150 45

1) Coeficientes de correlacién simples, coeficiente de determinacién multiple y ecuacion del plano de regresion.
2) Tabla ANOVA: Andlisis de la Varianza

ﬁ} 1) Tabla de célculo para elaborar la matriz de varianzas—covarianzas

Yi Xyi Xyi Y} Xii Xgi XpiYi | XYy | XXy
4 | 85 10 16 | 7225 | 100 | 340 | 40 | 850
5 | 100 | 20 | 25 [10000| 400 | 500 | 100 | 2000
8 | 95 35 64 | 9025 | 1225 | 760 | 280 | 3325
7 | 8 | 30 | 49 | 6400 | 900 | 560 | 210 | 2400
10 | 180 | 45 | 100 | 32400 | 2025 | 1800 | 450 | 8100
6 | 9 | 25 36| 8100 | 625 | 540 | 150 | 2250
6 | 110 | 10 | 36 |12100| 100 | 660 | 60 | 1100
7 | 120 | 15 | 49 [14400| 225 | 840 | 105 | 1800
4 | 80 10 16 | 6400 | 100 | 320 | 40 | 800
4 | 95 15 16 | 9025 | 225 | 380 | 60 | 1425
6 | 160 | 15 36 | 25600 | 225 | 960 | 90 | 2400
9 | 150 | 45 | 81 | 22500 | 2025 | 1350 [ 405 | 6750
76 | 1345 | 275 | 524 |163175| 8175 [ 9010 | 1990 | 33200
12 ’
D
= g = 6,3333 o) = i=1N v = 228 633337 = 3,5560
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12 12
2
2 2%
_ i= 1345 i= _ 163175
X, = = — 112,0833 o =122 _ %= — 112,0833% = 1035,2430
N 12 1 N 12
12 12
2
S >
- i= 275 i= — 8175
X, = ~——=">=1229167 o> = - X = ————22,9167> = 156,0764
N 12 2 N 12
12
2 9010
Syxy = =l yx, = —— - (6,3333).(112,0833) = 40,9762
N 12
12
2 1990
_ =l _vw = 27Y _ -
Syx, = N VX, = T (6,3333). (22,9167) =20,6950
12
an X)i
i= _ 33200
xixy = = X Xy = — (112,0833).(22,9167) = 198,0873
N 12
o S S
y yxg yX 3,5560 40,9762 20,6950
Matriz de varianzas—covarianzas: VC = | S, | cil Syx, | = | 40,9762 1035,2430 198,0873
S S o2 20,6950 198,0873 156,0764
X2y X2X1 X2

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

La matriz de correlaciones de las variables explicativas R, esta formada por los coeficientes de
correlacion lineal simple:

1 yx1 YX2 S S
_ _ Y Xq _ Y X X1 X2
R, = " 1 Megxs donde Myx, = g e T 5 g Me % i
Yy X1 Y T X2 X1 X
X2y rX2X1 1
S 40,9762 S 20,6950
g, = — o = ' =0,6753 r, =—"2—= ’ = 0,8784
' ©,.0,  +/3,5560+/1035,2430 2 0,.0,, +/3,5560/156,0764
- S
L Sae _ 198,0873 _ 0,4928

2 g,.0,  /1035,24304156,0764

1 0,6753 0,8784
Por tanto, la matriz de las correlaciones: R, =|0,6753 1 0,4928
0,8784 0,4928 1
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Coeficiente de determinacién RY, =r,, = 0,6753” = 0,4560

El 45,6% de la varianza de la nota (Y) queda explicada por el coeficiente de inteligencia (X;)

Coeficiente de determinacion R\Z,X2 = rfxz = 0,8784% = 0,7715

El 77,15% de la varianza de la nota (Y) queda explicada por la motivacién del estudiante (X,)

El Coeficiente de determinacion multiple viene definido por:

2 2
a) r2 - 1_ |CV| b) R2 — r2 — rYX1 + rYXz 2 I'IYX1 rvxz rxlxz
YX1 X2 0_2 C YX1 X2 1-— r2
Yy Tvy X1X2

3,5560 40,9762 20,6950
a) |Ccv| = |40,9762 1035,2430  198,0873 | = 65555,5424
20,6950 198,0873  156,0764

1035,2430 198,0873

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

vy = = 122338,4221
198,0873 156,0764
cv cv 65555,5424
eix, = 1—|2—|= 1—|2—|= 1- =0,8492
o2 C,, o2 C,, (3,5560)(122338,4221)
b 2 Pt W = 2N Ty By, _ 0,67532+0,87842 - 2.0,6753.0,8784.0,4928 _ 0 8492
v 1-r2 1-0,4928° ’

X1 X2

Los coeficientes (B, , B,) , respectivamente, con signo negativo (—), vienen dados por el cociente de los

adjuntos (Syx1 »Syx, ) entre el adjunto de 0'3 :

N VvC n VC n oA _ A _

By=- - B, = - — Bo= Y- B X, — By X,
Ve, vC,

40,9762 198,0873

. 20,6950 156,0764 2296

By=-(-) = = 0,01877 ~ (0,019)
1035,2430 198,0873 122338,4221
198,0873 156,0764
40,9762 1035,2430

. 20,6950 198,0873 —13307,489

B, = (=) = -——"—— = 0,1088 ~ (0,109)
1035,2430 198,0873 122338,4221

198,0873 156,0764

~ j—

Bo= Y- B, X, — B,X, = 6,3333—(0,01877) (112,0833) — (0,1088) (22,9167) = 1,737
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Ecuacion del plano de regresion: V= 1,737 + 0,019 X, + 0,109 X,

2) Tabla ANOVA: Analisis de la Varianza

A partir de la ecuacién de | plano de regresién Y, = 1,737 + 0,019 X, + 0,109 X,; se obtienen las

predicciones y residuos asociados u; = Y; — Y; a las observaciones muestrales.

De este modo, para la primera observacion (Y, = 4 , X;; = 85 , X,; = 10), se tiene:

Y, = 1,737 + 0,019 (85) + 0,109 (10) = 4,420
u,=Y,-Y, = 4 — 4,420 = —0,420

En esta linea, considerando todos los puntos muestrales, se obtiene:

Yo X [ X | Y Ju=Yi-Y [ (602 [u? = (%-Y)? (-V)°
4 | 85| 10| 4420 -0420 5,444 0,177 3,658
5 [100| 20 | 5,790 | -0,790 1,778 0,624 0,295 12 _2
8 | o5 | 35 | 7,328 | 0672 | 2,778 0,451 0,990 SCT=Z(Yi‘Y) = 42,667
7 | 80 | 30 | 6503 | 0497 0,444 0,247 0,029 =1
10 | 180 | 45 [10,012| -0,012 | 13,445 0,000 13,532 1
6 |90 | 25 | 6,146 | -0,146 0,111 0,021 0,035 SCR=Z(Y1—\?1)2 = 6,428
6 [110| 10 | 4,890 | 1,110 0,111 1,233 2,083 i—1
7 |120] 15 | 5621 | 1,379 0,444 1,901 0,506 b
4 |80 | 104327 -0327 5,444 0,107 4,026 | g Z(’A’i )2 = 36,256
4 | 95|15 | 5152 | -1,152 5,444 1,327 1,394 —
6 [160| 15 | 6,372 | -0,372 0,111 0,139 0,002
9 [150| 45 | 9,449 | -0,448 7,111 0,201 9,706
76 |1345| 275 42,667 6,428 36,256
12
D -1
R? SCE _ 1=t 36,256 = 0,849 coeficiente de determinacién multiple
42,667

Tseoto&
D v-V)
i=1

,  SCR _ 6,428

Sz 1 9 0,714 varianzaresidual S; =,/0,714 = 0,845 error tipico estimacion
n_ —_—

— SCR/(n—-k-1 6,428 /9 - o - .
R?=1- /(n ) =1- —/ = 0,816 coeficiente de determinaciéon multiple corregido
SCT /(n—1) 42,667 /11
E/k
SCE/ = 36,256 /2 = 25,389 estadistico observado F de Fisher-Snedecor

T SCR/(n—k-1)  6,428/9
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ANALISIS DE LA VARIANZA: TABLA ANOVA

Variacion Suma cuadrados Grados libertad Media cuadratica F-Snedecor
Regresion SCE =36,256 k=2 36,256 _ 18,128
F= 108'711248 = 25,389
Residual SCR=6,428 n—-k—-1=9 6,428 =0,714 ’
. n-1=12-1=11
i=1

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Se rechaza H,:

CONTRASTE DE HIPOTESIS

F=25,389 > 4,2565 = Fy05. , o

Hipdtesis nula: H,: B; = B, =0 el modelo no es explicativo
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Guia Practica en SPSS

dia

Asignatura...............

archivo  Edicidn  Ver Datos  Transformar | Analizar  Graficos  Ukilidades Wentana 7
g Informes »
E W& m b
Estadisticos descriptivos 4 S
Tablas » Yisible: 3 da 3 v
Mota [Inteligencia| Moty Comparar medias 4 var war war | var .
1 4 g5 1 Modelo lineal general 4
3 5 T 100 - Modelos lineales generalizados  »
:
- - : - - Modelos mixtos 4
3 8 95 = Correlaciones 4 } } !
a7 0| gy e
5 10 180 4 Loglineal » Estimacidn curvilinea. ., N
5} B a0 : Clasificar 4 .
7 g 110 1 Reduccidn de datos 3 Dg[s fed Dl
. i - Logistica multinomial ...
8 i 120 L 4 Crdinal
g 4 a0 4 Prusbas no paramétricas 4 S
0 4 o5 ] Series temporales r ront-..
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Estadisticos descriptivos

Medlia Desviacion tip. N
Hota 6,33 1,969 12
Inteligencia 112,08 33,606 12
Maotivacion 2292 13,049 12 . . :
Correlaciones bivariadas:
Correlaciones
Myx, = Mgy = 0,6753
Mota Inteligencia | Motivacion 1 1
Correlacion de Pearson Mota 1,000 LGTH 878
Inteligencia 675 1,000 493 fyx, = Fxpy = 0,8784
Maotivacion A78 493 1,000
Sig. (unilateral) Nota . 008 000 Nx, = Txgx, = 0,4928
Inteligencia L0008 . 052
Motivacion 000 052 .
N Nota 12 12 12
Inteligencia 12 12 12
Motivacion 12 12 12
Correlaciones parciales:
Ny, = fyx 0,6753 — 0,8784 . 0,4928
rVX1-Xz = Y X1 = Yy X2 X1X22 — ’ 12 ’ = - 0,583
\/(1—ryX2)(1—rX1x2) J(1-0,8784%)(1-0,4928?)
ry)(2 - ryxl rx2x1 0,8784 - 0,6753 . 0,4928
ryxz.xl = 2 > = > > = 0,850
\/(1—ryxl)(1—rX2 ) +(1-0,6753%)(1-0,4928?)

Correlaciones semiparciales:

La correlacién semiparcial entre variables permite conocer el poder explicativo de cada predictor en el
modelo de regresidn cuando éste se incorpora después de otro u otros regresores ya contemplados. De
este modo, se decide si ampliar o no el numero de variables explicativas al modelo en funcién de que los
coeficientes de correlacion semiparcial de éstas (incorporadas de nuevo) sean significativos o no lo sean.

Coeficiente de determinacién semiparcial incorporando variable X, :

2 2 2 2
7 vx, — fex, = 0,8492 — 0,8784% = 0,0776 > 1, (, .., = 10,0776 = 0,279

I'.y.(xl.xz) = ixyx Y. Xy

Coeficiente de determinacion semiparcial incorporando variable X, :

2 _ 2 2 _ 2 _ _ _
N o) = Ty, = Ty.x, = 0,8492 —0,6753° = 0,3931 > 1, (,, x,) = 40,3931 = 0,627
Resumen del modelo El coeficiente de correlaciéon mdltiple al
Rcuadrado | Error tip. de a cu.at:ira.do corregido es una forma de
Modelo R R cuadrade | corregida estimaciin minimizar la suma de todas las
1 922 849 816 845 correlaciones que mantienen las variables
a. Variables predictoras: (Constante), Motivacion, Inteligencia predictoras con el criterio.

Es decir, una forma de aminorar lo inflado que puede resultar dicho coeficiente.

SCR 6,428 .
El error tipico de la estimacion Sﬁ = \/ = \/ 5 = 0,845 representa una medida de la parte

n—k—1
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de variabilidad de la variable dependiente (Nota) que no es explicada por la recta de regresién. En general,
cuando mejor es el ajuste, mas pequefio es este error tipico.

Coeficientes®
Coeficientes no Coeficientes
estandarizados estandarizados
Muodelo B Error tip. Beta t Si0.
1 (Constante) |, 257 885 1,964 081
Inteligencia JO19 L0009 320 2,153 60
Motivacion L1009 L0022 J21 4,847 L0001

a. Variable dependiente: Nota

La tabla de coeficientes proporciona informacion sobre la ecuacion de regresion y sus coeficientes.

La ecuacion representa la regresion de la inteligencia (X, ) y la motivacion (X, ) sobre la nota:

Y = 1,737 + 0,019 X, + 0,109 X,

La nota prevista en ausencia de motivacion y de inteligencia alguna es de 1,737

Sefialar que estos coeficientes no son independientes entre si. De hecho, reciben el nombre de coeficientes

de regresion parcial porque el valor estimado para coeficiente se ajusta teniendo en cuenta la presencia de
variables independientes. Conviene, por tanto, interpretarlos con cautela.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Adviértase que si se hubiera probado en una ecuacidn de regresion simple el efecto de la inteligencia sobre
la nota o bien el efecto de la motivacion sobre la nota, los resultados hubieran sido otros:

a) Ml Regresidn lineal b) Ml Regresidn lineal
.flnteligencia Qe_pendiente: i flnteligencia Qe_pendlente: i
& Mativacion D & Nata & Malivacion E & Nata

Blogue 1 de 1 Blogue 1 de 1

Independientes: Independientes: )
& Inteligencia & Motivacion

Método: _.Introduc:ir v| Métoda: _.Introduc:ir v

‘Wariable de seleccion: Wariable de seleccion:

Etiquetas de caso: Etiquetas de caso

Ponderacion tMCF: Ponderacidn MCP:

E stadisticos... [gréficos__ ] [ Guardar... ] [gpcionegm] Estadisticos... [ﬁréficos... ] [ Guardar... ] [gpciones___]
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a) Coeficientes®
Coeficientes no Coeficientes
estandarizados estandarizados
Maodelo B Error tip. Beta t Sig.
1 (Constante) |, g7 1,594 1,190 261
Inteligencia L0440 J14 T 2,896 016

a. Variable depeniiente: Nota

Un efecto estadisticamente significativo, que no lo es en la ecuacién multiple. Obsérvese la coincidencia
del coeficiente estandarizado (Beta) con el valor de la correlacién bivariada calculado en el cuadro de
correlaciones.

b) Coeficientes=
Coeficientes no Coeficientes
estandarizados estandarizados
Modelo B Error tip. Beta t Sig).
1 (Constante) | 3 595 595 5,536 000
Motivacion 133 023 878 5,814 L000

a. Variable dependiente: Nota

La interpretacion de los coeficientes de la ecuacion de regresion multiple, pues, hay que hacerla con mucha
cautela. Un coeficiente pequeiio no es reflejo de una baja correlacidn entre la variable que lo acompafia y
el criterio sino que puede significar que la informacidon compartida entre dicha variable y otra (u otras)
predictoras del modelo es muy alta.

La recomendacion es, teniendo en cuenta que el modelo se elabora con estos condicionantes, que las
variables predictoras que explican Y sean lo mas independientes entre si, es decir, no mantengan relacién o
colinealidad . Sin embargo, la mayoria de las veces la ausencia total de colinealidad entre ellas es imposible
de satisfacer y por tanto hay que jugar con dicha informacidon compartida entre predictores a la hora de
aportar la interpretacion ultima de la ecuacion de regresion.

El signo del coeficiente de correlacién parcial de una variable puede no ser el mismo que el del coeficiente
de correlacidn simple entre esa variable y la dependiente. Esto es debido a los ajustes que se llevan a cabo
para poder obtener la mejor ecuacidn posible. Aunque existen diferentes explicaciones para justificar el
cambio del signo de un coeficiente de regresién, una de las que mas seriamente deben de ser consideradas
es la que se refiere a un alto grado de asociacién entre algunas de las variables independientes
(colinealidad).

Los coeficientes Beta estandarizados estan basados en las puntuaciones tipicas y, por tanto, son
directamente comparables entre si. Indican la cantidad de cambio, en puntuaciones tipicas, que se produce
en la variable dependiente por cada cambio de una unidad en la correspondiente variable independiente
(manteniendo constantes el resto de variables independientes).

Estos coeficientes proporcionan una pista muy util sobre la importancia relativa de cada variable
independiente en la recta de regresion. En general, una variable tiene tanto mas peso (importancia) en la
ecuacion de regresion cuanto mayor (en valor absoluto) es su coeficiente de regresion estandarizado. En la
tabla se observa que la variable Motivacion es la mas importante.

En funcidn de los coeficientes Beta estandarizados, la ecuacion de regresion seria:
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Y = 0,320X%, + 0,721X,
Los coeficientes son directamente comparables. En este caso, el efecto esperado (en desviaciones tipicas)
de la nota a cargo de la motivacion (X, ) esde 0,721-0,320 = 0,401 desviaciones tipicas mds que el

cambio esperado por el efecto exclusivo de la variable inteligencia (X ).

La pruebas de significacion: Pruebast y sus niveles criticos sirven para contrastar la hipétesis nula de que

un coeficiente de regresion vale 0 en la poblacion.

Hipdtesis nula: H,: B; = B, = 0 el modelo no es explicativo
Hipdtesis alternativa: H;: Almenosun (3, # 0 el modelo es explicativo
Cuando el nivel critico (p-valor =Sig.) >a — se acepta la hipétesis nula.
La variable Motivaciéon presenta un p-valor =0,001 < 0,05 — Con una significacion del 5% no

contribuye a explicar lo que ocurre con la variable dependiente.

VALIDEZ DEL MODELO: EI ANOVA 'y su correspondiente indice F es otra informacidn proporcionada por el
comando regresion en el SPSS para el modelo multiple.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

ANOWAE
Suma de Media
Modelo cuadrados ol cuadratica F Sig. Ho : Ryxl X2 0
1 Regresion 36,238 2 18,119 25,368 L00E
Residual 6,428 9 T14 Sig.=0,000 < 0,05
Total 42,667 11
— Serechaza H,

a. Variables predictoras: (Constante), Motivacion, Inteligencia
. Variable dependiente: Nota

REGRESION POR PASOS: STEPWISE

Hasta ahora el control de las variables utilizadas para construir el modelo de regresidn recae sobre el
propio analista. El analista decide qué variables independientes desea incluir en la ecuacién de regresiéon
selecciondndolas en la lista de variables independientes.

Sin embargo, se encuentran situaciones en las que, existiendo un elevado nimero de variables
independientes, no existe una teoria o un trabajo previo que oriente al analista en la eleccién de variables
relevantes. Este tipo de situaciones pueden afrontarse utilizando procedimientos disefiados para
seleccionar, entre una gran cantidad de variables, solo un conjunto reducido de las mismas, aquellas que
permiten obtener el mejor ajuste posible.

Un analisis pormenorizado sobre los predictores que se trabajan en el ejemplo conduce a afirmar que no
todos son igualmente relevantes. Quizas sea conveniente depurar el modelo de regresién maltiple,
eliminado regresores que no explican mucho sobre la variable Y al presentar una prediccion no significativa.
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B Regresion lineal

Hacia delante
Etiguetas de caso:

Ponderacion MCP:

Estadisticos... [Gréficns... ] [ Guardar... ] [Dpciones...]

Apellidos .. Nombre

églnteligencia .DEPBndIFpllBI
&7 Motivacion \:I 699 Nota
Bloque 1 de 1
2 Restablecer
Independienles:
& Inteligencia ~
ﬁMntwacmn
v
I &tado; Pagos suc. A
“ariable de 3 ' £
\:I | Hacia atras

Calculando la ecuacion de regresion multiple
mediante el método por pasos (stepwise) en
vez de mediante el método "introducir", la
salida obtenida informa desde el principio
sobre la significacion o no de cada variable
predictora en el modelo, calculando el poder
de prediccién del modelo una vez eliminada
aquella variable no relevante en el mismo.

Variables introducidas/eliminadas®

Variables Variables
Modelo | introducidas eliminaidas

Método

Motivacion

1 Por pasos {criterio: Prob. de F para entrar <= ,050,
* | Prob. de F para salir ==,100).

a. Variable dependiente: Nota

La Unica variable contemplada en la ecuacion es la Motivacion, dado que Unicamente su coeficiente
satisface la condicién de tener asociado un p-valor < 0,05.

El coeficiente de correlacién simple (sélo existe dicha variable en la ecuacién) con la nota es de 0,8784
(obtenido en el andlisis de correlaciones bivariadas) y su coeficiente de determinacién es de 0,772.

Resumen del modelo

R cuadrade | Error tip. de la
Madelo R R cuadrado | corregida estimacion

1 B78 JT2 J49 987

a. Variables predictoras: (Constante), Motivacion

ANOWAP
Suma de Media
Maodelo cladraios il cuadratica F Sid.
1 Regresion 32,927 1 32,927 33,807 J000=
Residual 9,740 10 A74
Total 42,667 11

a. Variables predictoras: (Constante), Motivacion
b. variable dependiente: Nota

El modelo resulta significativo con un p-valor = 0,000 (mismo del ANOVA de la ecuacién de regresion

simple Motivacién - Nota)
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Coeficientes®
Coeficientes no Coeficientes
estandarizados estandarizados
Maodelo B Error tip. Beta t Sig.
1 (Constante) | 3595 505 5,536 000
Motivacion L1133 023 A7 5,814 L000

a. Variable depeniliente: Nota

La ecuacidn de regresion es, tal y como se estimaba antes a través del modelo de regresién simple al

eliminar la inteligencia:

Y = 0,3295 + 0,133 X,

Variables excluidast

Estadisticos
de
Correlacion colinealidad
Modelo Beta demtro 1 Sig. parcial Tolerancia
1 Intaligencia 3202 2,153 060 583 J57T

& Variables predictoras en el modelo: (Constante), Motivacion

b. Variable dependiente: Nota

El cuadro presenta informacidn sobre la variable Inteligencia excluida del modelo.

Contiene la correlacion parcial de la inteligencia con la nota (0,583) que se refiere a la correlacién entre
ambas, cuando tanto de la Inteligencia como de la Nota se elimina o no se tiene en cuenta, lo que

comparten con la Motivacion.

El indice de tolerancia es el complementario del coeficiente de determinacién entre inteligenciay
motivacion (variables predictoras del modelo), de tal manera que valores bajos de este estadistico
representan correlaciones altas entre ellas y valores altos correlaciones bajas entre ellas.

IT=1-1r]

indice de tolerancia: 2
172

= 1-0,4928% = 0,7571

Para conocer el poder explicativo de la variable Inteligencia en el modelo de regresién cuando ésta se
incorpora después de la variable regresora Motivacion, se analizar la correlacién semiparcial.

B Regresion lineal

Wariable de seleccidn:

Etiquetas de casa:

Ponderacidn MCP:

N

& Inteligencia Dependiente:
& Mativacion & Nota
Blogue 1 de 1
lnc_lependientes:
| éQInteIigencia ~
E 639 Mativacion :
w |
Meétodo: | Introducir v

Aceptar
Pegar
FRestablecer

Cancelar

Aypuda

regresion

[Jintervalos de confianza

=

[ Matriz de covarianzas

Residuos
[ Durbinwatzon

[] Diagnésticos por caso

Regresion lineal: Estadisticos

Ajuste del modelo

[] Cambio en B cuadrada

L Cancelar
[ Descriptivos
Canelaciones parcial y semiparcial

[] Diagnésticos de colinsalidad

iistadl’sticos...l [ﬁréficos... ] ’ Guardar... ] [Qpciones...]
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Coeficientes®

Coeficientes no Coeficientes
estandarizados estandarizados Correlaciones
Orden
Modelo B Error tip. Beta t Sig. cero Parcial Semiparcial
! (Constante) |, 57 885 1,964 081
Inteligencia 019 009 320 2,153 060 BGTH 583 279
Motivacion 109 022 J21 4,847 001 878 850 27

a. Variable dependiente: Nota

El incremento en la variabilidad explicada de Y al introducir como nueva la variable Inteligencia X, es de
0,279, que indica su correlacién con las notas (Y) una vez eliminada aquella correlacién que éstas
mantienen con la Motivacion.

Por los analisis realizados se sabe que este incremento en variabilidad explicada por parte de la Inteligencia
sobre la Motivacidn no resulta estadisticamente significativa, de ahi que se considera aconsejable eliminar
dicha variable del modelo..

No obstante, con el estadistico F se puede validar la significacion de dicho coeficiente de correlacién
semiparcial:

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

2 2 2 2

0 a) = Moxgx, = ey, = 0,8492 — 0,8784% = 0,0776

A 2

Y. X1%p Y. (x1.%3) 0,8492 — 0,8784

B p—k B 2-1 _ _
Fe— = —1-omass = Y631 <51174=Fops; s
Y . X1X3 _—

R 12-2-1
n—p-1

Concluyendo que la correlacidon semiparcial de la Inteligencia con la Nota no es estadisticamente
significativa. Es decir, la incorporacion de la variable Inteligencia al modelo en el que ya se contemplaba
la Motivaciéon no aumenta significativamente la explicacion de Y.

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR
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El gerente de una empresa estudia las posibles relaciones entre beneficios anuales, gastos en publicidad
anuales y horas extraordinarias anuales de los empleados. Para ello utiliza datos, de estas tres variables,
proporcionadas por algunas empresas del sector.

Beneficios Gastos Publicidad | Horas extras
(millones) (millones) (100 horas)
1,3 0,3 4
3,5 1,5 9
2,8 0,7 6
3 1,1 7,5
3,3 1,2 8
4 2 7
3,7 2 8

Se desea saber:

1) Matriz de varianzas—covarianzas.

2) Matriz de correlacion.

3) éQué porcentaje de la varianza de los beneficios explicaria una funcion lineal de los gastos en publicidad?

4) ¢Qué porcentaje de la varianza de los beneficios explicaria una funcién lineal de las horas extraordinarias
anuales de los empleados?

5) Establecer una relacion lineal que explique anualmente los beneficios mediante los gastos en
publicidad y horas extras.

6) Hallar el coeficiente de correlacion multiple. ¢ Qué porcentaje de la varianza de beneficios queda explicado por el
modelo lineal obtenido en el apartado anterior?

7) Coeficientes de correlacidn parcial de beneficios con gastos en publicidad y de beneficios con horas extras

de los empleados.
8) Coeficiente de determinacién muiltiple.

2

Oy Syu Sy Syxg = Suay
= . . . . _ 2 —
"} 1) Matriz de varianzas—covarianzas: VC= S, o} Sxixs Syx, = Sy
2 S, . =S
szy SX2X1 ze X1 X2 X2 X1
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Tabla Operaciones:
Y, Xyi Xyi Yiz Xii Xii XiYi | X Yi | XXy
13 | 03 4 1,69 | 009 | 16 | 039 | 5,2 1,2
35 | 15 9 [1225| 225 | 81 | 525 | 315 | 135
28 | 07 6 784 | 049 | 36 [ 1,9 | 168 | 42
3 11 | 75 9 1,21 5625 | 33 | 225 | 825
33 | 1,2 8 [1089 | 1,44 | 64 | 39 | 264 | 96
4 2 7 16 4 49 8 28 14
37 | 2 8 |1369| 4 64 74 | 29,6 16
21,6 | 88 | 495 | 71,36 | 13,48 [366,25| 30,26 | 160 | 66,75
7 7
2 2
vyt = 2L6 _ 30857 2=l V= 71,38 _ 3 08572 = 0,6727
N 7 N
7 7
lei ini
x =t 88 _ o2 = = 2 1388 5912 03454
N 7 1 N
7 7
ZXZi ngi
X, = = 49,5 _ 5 0714 o2 ==L _ 366,25 _ 5 07142 = 2,3167
N 7 2 N
7
Yi X1
Sy = '=1N - y%, = 228 _ (3,0857). (1,2571) = 0,4438
7
Zyi Xy
Syxy = ‘=1N - VX, = g — (3,0857). (7.0714) = 1,0369
7
Xqi Xai
Seix, = % - XX, = 66;75 — (1,2571).(7,0714) = 0,6462

Matriz de varianzas-covarianzas: VC =

0,6727 0,4438 1,0369

0,4438 0,3454 0,6462

1,0369 0,6462 2,3167
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2) La matriz de correlaciones de las variables explicativas R, estd formada por los coeficientes de
correlacion lineal simple:

_‘
I

1 r r r

yXq 1293 Y X1 X1y
_ - Syx Syx,
R, = Mgy 1 Mgy donde Ny, = Ny Fyx, = Myxy =
_ OyOx Oy Ox,
rxzy rxle 1 rxlxz - rxz X1
S 0,4438 S 1,0369
g = ——— = =0,9207 r, =—2—= = 0,83067
6,-0y,  +/0,6727./0,3454 6y-0y,  ~/0,6727/2,3167
S 462
Moy, = —b2— = 0,646 = 0,7224
Y2 6,.0,  +/0,3454./2,3167
1 0,9207 0,8306
Por tanto, la matriz de las correlaciones: R, =|0,9207 1 0,7224
0,8306 0,7224 1
3) Se requiere hallar el coeficiente de determinacién entre (Y,X,): R\2/X1 = rfxl = 0,9207> = 0,8477

Es decir, el 84,77% de la varianza de los beneficios (Y) queda explicado por una funcién lineal del gasto en
publicidad (X;)

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

4) Se requiere hallar el coeficiente de determinacién entre (Y,X,): R}, = r;, = 0,8306° = 0,6899

Es decir, el 68,99% de la varianza de los beneficios (Y) queda explicado por una funcién lineal de las horas
extras de los empleados (X,)

5) Hay que determinar el plano de regresién de los beneficios (Y) sobre el gasto en publicidad (X, ) y las
horas extras de los empleados (X,)

Yi= Bo+ By Xy + By Xy

Se tiene como referencia la matriz de las varianzas-covarianzas:

,
Oy Sy Syx 0,6727 0,4438 1,0369
VC=|S,, o2 S, |=]0,4438 0,354 0,6462
1,0369 0,6462 2,3167

SXZV SX2X1 cyiz ’ g ’

Los coeficientes (B,, B,), respectivamente, con signo negativo (—), vienen dados por el cociente de los

adjuntos (Syx1 »Syx, ) entre el adjunto de 0'3 :
- VC - VC ,\ — A _ a”
B, =- — B, =- - Bo=Y-PB1X;— B X,
VCy | VCy
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0,4438 0,6462 0,4438 0,3454
n 1,0369 2,3167| 0,3581 - 1,0369 0,6462 —0,0714
= —(-) = = 0,9360 B, = (-) = - = 0,1866
0,3454 0,6462| 0,3826 0,3454 0,6462 0,3826
0,6462 2,3167 0,6462 2,3167

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)
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Bo= Y- B, X, — B, X, = 3,0857—(0,9360) (1,2571) — (0,1866) (7,0714) = 0,5895

Ecuacion del plano de regresion: V= 0,5895 + 0,936 X, + 0,1866 X,

5e Otra forma de enfocar la situacion, desde la Tabla de operaciones, con las ecuaciones MCO:

[ 7 7 7
NB, + B1zx1i+ Bzzxm = ZYi
i=1 i=1 i=1
7 7 7 7
Bo Zx1i+ B, inﬁ‘ B, leiXZi = leiYi -
i—1 i—1 i—1 i—1
7 7 7 7
2
BOZX2i+ B1ZX1iX2i+ ﬁzzxm = ZXZiYi
| =1 i=1 i=1 i=1

en forma matricial,

7B, +8,8B, +49,5B, = 21,6
8,8B, +13,48pB, +66,75B, = 30,26
49,58, +66,75pB, + 366,25, = 160

A

11
X'X [X'X] X'y
A ~ A r A \  —N—

7 8,8 49,5 Bo 21,6 Bo 3,6687 0,6181 -0,6085 21,6
8,8 13,48 66,75 B, | =130,26| = Bl = 0,6181 0,8648 -0,2412 30,26
49,5 66,75 366,25 B, 160 ﬁz -0,6085 —0,2412 0,1289 160
Bo 0,5895
Bl = 10,9360 | = Y=0,5895+0,936 X, + 0,1866 X, Modelo regresion lineal
[“32 0,1866

6) Coeficiente de correlaciéon multiple:
A partir de la ecuacién de regresién Y, = ﬁo + ﬁl Xy + ﬁz X,; se obtienen las predicciones y residuos

asociados u; = Y; — Y; a las observaciones muestrales.

De este modo, para la primera observaciéon (Y, = 1,3 , X;; = 0,3, X,, = 4), se tiene:

Y, = 0,5895 + 0,936 (0,3) + 0,1866 (4) = 1,6167
u,=Y,-Y, = 1,3 - 1,6167 = —0,3167

En esta linea, considerando todos los puntos muestrales, se obtiene:
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I ST TN I e 8 T Y\ 7 [OOSR
13/03)| 4 (1,6167| -0,3167 3,1887 0,1003 2,1580 - ;( =4
35(15| 9 |3,6729| -0,1729 0,1716 0,0299 0,3448 "
2807 | 6 |23643( 0,4357 0,0816 0,1898 0,5204 7 X
3 111|75(3,018| -0,0186 0,0073 0,0003 0,0045 | SCR= Z(Yl - Yl)z =0,4479
33112 8 |3,2055 0,0945 0,0459 0,0089 0,0144 i=1
4 2 7 |3,7677 | 0,2323 0,8359 0,0540 0,4651 ;
37| 2 | 8 [39543| -0,2543 | 0,3774 0,0647 0,7545 | scE = Z((,i _¥)2 =4,2616
21,6| 8,8 (49,5 4,7086 0,4479 4,2616 =1
7
i
SCE i= 4,2616 . o et
R? = = - 71 = = 0,9051 coeficiente de determinacion lineal multiple
SCT — 4,7086
D=V
i=1
SCR 0,4479 . .
Sz = = 0,112 varianza residual

T h_k-1 4

Coeficiente de determinacién lineal muiltiple corregido por el nimero de grados de libertad:

SCR
R-1- nok=1 _ g 0847974 pp

sCT 4,7086/6

n-1

7) El coeficiente de correlacion parcial entre los Beneficios (Y) y el Gasto en Publicidad (X;) se puede
obtener mediante la expresion:

VC
Myxgoxy = - VC,; = Adjuntos de |la matriz de las varianzas-covarianzas
e e, ve .
Yy X1X1
2
Oy Swa Syx 0,6727 0,4438 1,0369
VC=|S,, ok S, |=0,4438 0,3454 0,6462
S o 1,0369 0,6462 2,3167
Xzy X2X1 Xz
0,4438 0,6462
VC,,. = — = —0,3581
¥ 1,0369 2,3167
0,3454 0,6462 0,6727 .1,0369
yy = = 0,3826 VC, ,, = = 0,4833
0,6462 2,3167 17 1,0369 2,3167
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Coeficiente de correlacion parcial entre Y e X, :
L VCyy, 0,3581
YXg. X2 = =
e VC, VG, 4/(0,3826)(0,4833)

’

7 e El coeficiente de correlacion parcial entre los Beneficios (Y) y el Gasto en Publicidad (X;) se puede
obtener mediante la expresidn:

r _ fyxg = Tyx, Ty
YXq1.X2 2 2
(1_rvxz)(1_rX1X2)

r,; = Elementos de la matriz de correlaciones simples R, de la variable explicativa

g 1 n,, Ty 1 0,9207 0,8306
o Ry=|hy 1 n,,|=1]0927 1 07224 | ,conlocual,
S P 1 0,8306 0,7224 1
% X2y X2 X1
o
=z
§ r _ Tyxs = Tyxy Mg xo _ 0,9207 — (0,8306)(0,7224) _ 0833
L YX1.X2 ’
; Ja-t)a-r,)  |(1-0,8306%)(1-0,7224?)
yxo = Tyxg T _0,8306 — (0,9207)(0,7224)

= 0,613

Andlogamente, se tiene: 1,

) \/(1— 2, )(1-12,)  J(1-0,9207%)(1-0,7224%)

7 e o Los coeficientes de correlacion parcial se calculan también mediante la expresidn:

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

3. t2

t, = P RE(Y,X;; X,) = 5 ' coeficiente de determinacién parcial
/52_q, . ti+n—(k+1)
R i+1,i+1
1y 1-1
[X'X] X'Y

A ’ A N

Bo 3,6687 0,6181 -0,6085 21,6 0,5895
se tenia, [31 = 0,6181 0,8648 -0,2412 30,26 | = |0,9360

Bz -0,6085 —0,2412 0,1289 160 0,1866

elementos q;,1 11

i 0,936
tgastos_publi = 5 Bl = = 3,0075
[s2.q,. i1 V(0,112)(0,8648)
Coeficiente de determinacién parcial:
ts ~ 3,0075
Fe.x, = R (Beneficios,Gastos_Publi; Horas extras) = — gasto_publi = —— = 0,6933
. . tostopuoi + N — (k+1)  3,0075% + 4
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Coeficiente de correlacion parcial:

Myxgx, = R(Beneficios,Gastos_Publi; Horas extras) =.,/0,6933 = 0,833
B 0,1866
Andlogamente, t, .. exras = P, = = 1,5530
- \/sg_qml2+1 |/(0,112) (0,1289)
Coeficiente de determinacion parcial:
t? 1,553
y,.x, = R* (Beneficios,Horas extras ; Gastos_Publi) = — horas extras = > = 0,37615
thoras extras T N — (k+1)  1,533°+ 4
Coeficiente de correlacion parcial:
My xg = R(Beneficios,Horas extras ; Gastos_Publi) = ,/0,37615 = 0,6133
8) El Coeficiente de determinacion multiple viene definido por:
2 2
2 g |cv| RO P 21, Ty Ty
Y X1 X2 2 Y X1 X2 2
Gy ny 1 - rX1X2
0,6727 0,4438 1,0369 ] 1 0,9207 0,8306
VC = | 0,4438 0,3454 0,6462 R, =10,9207 1 0,7224
1,0369 0,6462 12,3167 | 0,8306 0,7224 1
0,6727 0,4438 1,0369
0,3454 0,6462
a) |cv| = |0,4438 0,3454 0,6462| =0,0245  VC, = = 0,3826
vy 0,6462 2,3167
1,0369 0,6462 2,3167
2 _ cv| . (=% . 0,0245
yxax ~ v T2~ - tT T T 4T =Y
172 o, C,y o, C,, (0,6727)(0,3826)
b) 2 N * Tyxy = 20k fyxy T, 0,9207% +0,8306% — 2. 0,9207.0,8306 . 0,7224 0.905
YX9X3 2 - 2 -
1-r 1-0,7224

X1 X2
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Guia Practica en SPSS

roblema3.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS

Archivo  Edicidn Yer Datos  Transformar 2 Graficos  Utiidades  Wentana 7
o " | Informes 3
= = T G " i
[% |: : | Estadisticos descriptivos »
1 : Beneficios 1.3 Tablas 3 Visible: 3 de 3wva
I I »
Beneficios | Gastos f MR medias Var Var Var var A
=3 IModelo lineal general 3
1 | 1,30 30 | Modelos lineales generalizados  #
2 3,50 1,50/ Modelos mixtos b
3 2,80 70 Correlaciones 3 | |
4 3-'0? 11 0_ Loglineal ¥ Estimacion curvilinea. .. =,
5 3,30 1,20/ Clasificar 3 T
| Reduccidn de datos 3 Logistica binsria. .
6 4,00 2,00 Logistica multinomial ...
| Escalas 3 S
7 3,70 2,00 Pruebas no paramétricas 3 ! "_16
I | - Probit...
8 Seties temporales 3
9 Supervivencia L4 Mo lineal. ..
8 Respuesta mltiple r Estimacion ponderada. ..
a 10 Andlisis de valares perdidas... Minimas cuadrados en dos fases. ..
5 11 Muestras complejas b i T
% o i Control de calidad v Escalamienta optima. ..
w St Curva CORL.. [
o 13
1
e 14
E 5 w
z < » \Vista de datos 4 Vista de variables / |% | 7|
o Regresion lineal SPS5 El procesador esta preparado
I
L
o
o - =
= Bl Regresion lineal

fﬁastos_F'ubli D—_EP'ML_.
fHoras_extras I:l & Beneficios p— o
Represion lineal: Estadisticos
Blogue 1 de 1
Anterior 2R Bestabl - - .
2nterior Cosficientes de regresisn— [¥] Ajuste del madela
Independientes: Cancelar Estimaciones Carmbio en B cuadrado
i 5 1 . " Cancelar
& Gastos_Publ "| Intervalos de confianza 4
|:] & Horas_exias : | Matriz de covarianzas Carrelaciones parcial p semiparcial

= Diagndsticos de colinealidad

Métoda: : Introducir b
Residuos
Yariable de zeleccidn: Durbin i atzon

| —

Etiquetas de caso:

[ Diagnésticos por casa

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Ponderacidn MCP:

l ]
E stadisticos. . ’gréficos_.. ] [ Guardar. .. ] ’Qpciones...]
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| Estimaciones |

Ofrece las estimaciones de los coeficientes de regresidn parcial no estandarizados (B) y estandarizados
(Beta), junto con las pruebas de significacion individuales para contrastar las hipétesis de que el valor
poblacional de esos coeficientes es cero.

Coeficienes®

Coeficientes
Coeficientes na estandarizad
estandarizados ns
Modelo B Error tip. Beta t Sin.
1 (Constante) G40 JFid1 820 410
Gastos_Publi ekl 311 3,007 040
Horas_extras 187 20 346 1,553 194

a. variable dependiente; Beneficios

En la columna encabezada por [Coeficientes no estandarizados] se encuentran los coeficientes B, que
forman parte de la ecuacién en puntuaciones directas:

Beneficios = 0,590 + 0,936 (Gastos_Publicidad) + 0,187 (Horas_extras)

Estos coeficientes no estandarizados se interpretan en los términos ya conocidos. Sefialar que estos
coeficientes no son independientes entre si. De hecho, reciben el nombre de coeficientes en regresion
parcial porque el valor concreto estimado para coeficiente se ajusta teniendo en cuenta la presencia del
resto de variables independientes. Conviene, por tanto, interpretarlos con cautela.

El signo del coeficiente de regresidon parcial de una variable puede no ser el mismo que el del coeficiente de
correlacion simple entre esa variable y la dependiente. Esto se produce a los ajustes que se llevan a cabo
para obtener la mejor ecuacion posible. Aunque existen diferentes explicaciones para justificar el cambio de
signo de un coeficiente de regresion, una de las que deben de ser mas seriamente consideradas es la que se
refiere a la presencia de un alto grado de asociacidn entre alguna de las variables independientes
(Colinealidad).

22 Los coeficientes Beta estan basados en las puntuaciones tipicas y, por tanto, son directamente
comparables entre si. Indican la cantidad de cambio, en puntuaciones tipicas, que se producira en la
variable dependiente por cada cambio de una unidad en la correspondiente variable independiente
(manteniendo constantes el resto de variables independientes).

Estos coeficientes proporcionan una pista muy util sobre la importancia relativa de cada variable
independiente en la ecuacidn de regresion. En general, una variable tiene tanto mas peso (importancia) en
la ecuacidn de regresion cuanto mayor (en valor absoluto) es su coeficiente de regresion estandarizado.

Observando los coeficientes Beta del ejercicio, la variable Gastos_Publicidad es la mas importante.
22 Pruebas de significacion: Las pruebas t y sus niveles criticos (tltimas dos columnas de la tabla) sirven

para contrastar la hipdtesis nula de que un coeficiente de regresion vale 0 en la poblacién. Niveles criticos
(Sig) muy pequefios (generalmente menores que 0,05) indican que se debe rechazar la hipétesis nula.

Un coeficiente de cero indica ausencia de relacion lineal, de modo que los coeficientes significativamente
distintos de cero informan sobre qué variables son relevantes en la ecuacion de regresion.
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Observando el nivel critico asociado a cada prueba t, las dos variables utilizadas (Gastos_Publicidad,
Horas_extras) tienen coeficientes significativamente distintos de cero (en todas, Sig < 0,05).

Por tanto, las dos variables independientes contribuyen significativamente a explicar lo que ocurre con la
variable dependiente (Beneficios).

| Ajuste del modelo |

Muestra el coeficiente de correlacion multiple, su cuadrado corregido y no corregido, y el error tipico de los
residuos. También incluye la tabla resumen de ANOVA, que contiene al estadistico F de Fisher-Snedecor

para contrastar la hipdtesis nula de que el coeficiente de correlacion mdltiple Ryxx, = 0

Resumen del moedelo

2 _ _ . . s las
R cuadrado | Emortip aela | R = 0,905 coeficiente determinacion multiple
Modelo R R cuadrado corregida estimacidn — . . . Lo
T FEE a5 857 33464 | R” = 0,857 coeficiente determinacién multiple
a. Yariables predictoras: (Constante), Horas_extras, Gastos_ corregido
Fubli
ANOVAP
.. Suma de Media
El estadistico F contrasta la Modelo cuadrados al cuadritica F Sig.
hipétesis nula 1 Regrasion 4 261 2 2130 159,023 0094
Feszidual 448 L) J12
Ho: Ryyx,= 0 Total 4,709 B

a. Wariahles predictoras: (Constante), Horas_extras, Gastos_Puhli
b. variable dependiente: Beneficios

En consecuencia, permite decidir si existe relacién lineal significativa entre la variable dependiente y el
conjunto de variables independientes tomadas juntas.

El valor de un nivel critico ( Sig < 0,05 ) indica que existe relacién lineal significativa, pudiendo afirmar que
el hiperplano definido por la ecuacién de regresion ofrece un buen ajuste a la nube de puntos.

-

7
SCE=) (%-¥)"= 4,261 gl=k=2
i=1
7
{SCR=)(Y,~¥,)*= 0,448 gl=n-k-1=7-2-1=4
i=1

7
SCT = Z:(Yi—V)2 =4,709 gl=n-1=7-1=6
i=1

\

SCE _ i=1 4,261
SCT / _, 4,709
D v-V)
i=1

5 SCR 0,448
SR —_— =
n-k-1 4

R? =

= 0,905 coeficiente de determinaciéon muiltiple

= 0,112 varianza residual
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= SCR/(n—-k-1 0,448 /4 - e it .
21 - / ) =1- —/ = 0,857 coeficiente de determinaciéon multiple corregido
SCT /(n-1) 4,709/6
SCE /k 4,261/2 - .
= / = / = 19,023 estadistico observado F de Fisher-Snedecor
SCR/(n—k-1) 0,448 /4
2
Relacién entre R? y F: F = {n—k—l} R = 2. _ 0905 _ 19,023
k 1-R? (1-0,905)

Se rechaza la hipotesis nula Hy: B, =3, =0 cuando F 2> Fy.\ (,__1)

| Intervalos de confianza |

Situados en la tabla (Coeficientes de regresion), permitiendo que ademas de obtener una estimacion
puntual de los coeficientes de regresion parcial, se pueda obtener el intervalo de confianza para estos
coeficientes.

Coeficientes®

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Coeficientes

Coeficientes no estandarizad Intervalo de confianza para

astandarizados s B al 95%

Lirnite

Modelo B Error lip. Beta i Sig. Limite inferior | superior
1 (Constante) G580 J6d1 820 410 -1,180 2 369
Gastos_Publi 436 311 B670 3,007 040 07z 1,800
Horas_exiras 187 20 346 1,553 a5 - 147 A0

a. Wariable dependiente: Beneficios

Estos intervalos informan sobre los limites en que se encuentra el valor poblacional de cada coeficiente. Los
limites se obtienen sumando y restando 1,96 (SPSS trabaja por defecto con un nivel de significacién 0,95)
errores tipicos al valor del correspondiente coeficiente de regresion.

Una amplitud grande en los intervalos de confianza indica que las estimaciones obtenidas son poco precisas
y, probablemente, inestables (coas que puede ocurrir, por ejemplo, cuando existen problemas de
colinealidad).

| Matriz de covarianzas |

Muestra una matriz con las covarianzas y correlaciones existentes entre los coeficientes de regresion

parcial.
' Correlaciones de los coeficientes®
Modelo Horas_extras Gastos_Publi
1 Correlaciones  Horas_extras 1,000 - 722
Gastos_Publi - 7122 1,000
Caovarianzas Horas_extras 014 -027
Gastos_Publi - 027 097

a. Variable dependiente: Beneficios
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| Descriptivos |

Ofrece la media y la desviacidn tipica de cada variable y el nimero de casos utilizados en el analisis.

Ademas, ofrece la matriz de correlaciones entre el conjunto de variables utilizadas en el analisis.

En la matriz de correlaciones, cada coeficiente de correlacién aparece acompafiado de su correspondiente
nivel critico (que permite decidir sobre la hipétesis de que el coeficiente de correlacién vale 0 en la
poblacién) y del nimero de casos sobre el que se ha calculado cada coeficiente.

En la diagonal de la matriz de correlaciones aparecen unos, pues la relacién entre una variable y ella misma

es perfecta.
Estadisticos descriptivos

Desviacidn
Media tip. M
Beneficios 3,0857 884587 7
Gastos_Publi 1,257 63471
Horas_exiras 7.0714 1,64388 7

Correlaciones

Beneficios | Gastos_Publi | Horas_extras

Correlacidon de Pearson  Beneficios 1,000 921 83

Gastos_Publi 921 1,000 J22

Horas_extras 831 J22 1,000

Sig. {unilateral) Beneficios A 002 010

Gastos_Publi ooz ; 033

Horas_extras 010 033 .

] Beneficios 7 7 7
Gastos_Publi 7 7

Horas_extras 7 7 7

| Correlaciones parcial y semiparcial |

Esta opcion permite obtener los coeficientes de correlacidn parcial y semiparcial entre la variable
dependiente y cada variable independiente.

Un coeficiente de correlacion parcial expresa el grado de relacidn existente entre dos variables tras eliminar
de ambas el efecto debido a terceras variables. Es decir, los coeficientes de correlacién parcial expresan el
grado de relacién existente entre cada variable independiente y la variable dependiente tras eliminar de
ambas el efecto debido al resto de variables independientes incluidas en la ecuacidn.

Un coeficiente de correlacion semiparcial expresa el grado de relacion existente entre dos variables tras
eliminar de una de ellas el efecto debido a terceras variables. Es decir, estos coeficientes expresan el grado
de relacidn existente entre la variable dependiente y la parte de cada variable independiente que no esta
explicada por el resto de variables independientes.

Coeficientes®

Coeficientes
Coeficientes no estandarizad
estandarizados 0s Correlaciones
Modelo B Error tip. Beta 1 Sig. Orden cero Parcial Semiparcial
1 (Constante) 5490 G641 820 410
Gastos_Puhli 936 AN GT0 3,007 040 921 833 A64
Horas_extras 87 20 345 1,A43 145 a3 613 240

a. Yariable dependiente; Beneficios
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Con los coeficientes de correlacién parcial y semiparcial, aparecen las correlaciones de orden cero, es
decir, los coeficientes de correlacion calculados sin tener en cuenta la presencia de terceras variables (se
trata de los mismos coeficientes que aparecen en la tabla anterior de correlaciones).

Comparando entre si estos coeficientes (de orden cero, parcial y semiparcial), pueden encontrarse pautas
de relacién interesantes: En los datos de la tabla se observa, por ejemplo:

= Larelacién entre la variable dependiente Beneficios y la variable independiente Gastos_Publicitarios
vale 0,921.

= Al eliminar de las variables (Beneficios, Gastos_Publicitarios) el efecto atribuible a las Horas_extras, la
relacién baja a 0,833 (parcial).

= Cuando el efecto atribuible a Horas_extras se elimina sélo de la variable Beneficios, la relacion baja a
0,464 (semiparcial).

Anadlisis que indica que la relacién entre las variables (Beneficios, Horas_extras) tiene mucho menor peso
en la relacion.

| Colinealidad |

Existe una colinealidad perfecta cuando una de las variables independientes se relaciona de forma
perfectamente lineal con una o mas del resto de las variables independientes de la ecuacién.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Se dice que existe una colinealidad parcial, o simplemente, colinealidad, cuando entre las variables
independientes de una ecuacidn existen correlaciones altas.

La colinealidad es un problema, porque en el caso de colinealidad perfecta, no es posible estimar los
coeficientes de la ecuacién de regresion; y en el caso de colinealidad parcial, aumenta el tamafio de los
residuos tipificados y esto produce coeficientes de regresiéon muy inestables (pequefios cambios en los
datos, como quitar o afiadir un caso, produce cambios muy grandes en los coeficientes de regresion). Esta
es una de las razones de encontrarse con coeficientes con signo cambiado: < correlaciones positivas
pueden transformarse en coeficientes de regresion negativos (incluso significativamente negativos) >.

Curiosamente, la medida de ajuste R? no se altera por la presencia de colinealidad, pero los efectos
atribuidos a las variables independientes pueden ser engafiosos.

Al evaluar la existencia o no de colinealidad, la dificultad estriba en determinar cudl es el grado maximo de
relacion permisible entre las variables independientes. Sobre esta cuestiéon no existe un consenso
generalizado, aunque puede servir de guia la presencia de indicios que se pueden encontrar en los
resultados de un analisis de regresion (aunque estos indicios pueden tener su origen en otras causas):

= El estadistico F que evalua el ajuste general de la ecuacidn de regresion es significativo, pero no lo es
ninguno de los coeficientes de regresion parcial.

= Los coeficientes de regresion parcial estandarizados (coeficientes Beta) estan inflados tanto en positivo
como en negativo (al mismo tiempo, adoptan valores mayores que 1y menores que —1)

= Existen valores de tolerancia pequeiios (préximos a 0,01). La tolerancia de una variable independiente
es la proporcion de varianza de esa variable que no esta asociada (que no depende) del resto de
variables independientes incluidas en la ecuacidn. Por ejemplo, una variable con una tolerancia de 0,01
es una variable que comparte el 99% de su varianza con el resto de variables independientes, lo que
significa que se trata de una variable redundante casi por completo.

= Los coeficientes de correlacién estimados son muy grandes (por encima de 0,90 en valor absoluto).
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SPSS ofrece la posibilidad de obtener algunos estadisticos que pueden ayudar a diagnosticar la presencia de
colinealidad. Se trata de estadisticos orientativos que, aunque pueden servir de ayuda para determinar si
existe mayor o menor grado de colinealidad, no permiten tomar una decision clara sobre la presencia o no
de colinealidad.

Los estadisticos de colinealidad se recogen en la tabla de coeficientes de regresion parcial ya analizada
anteriormente, pero ahora contienen informacion adicional sobre los niveles de tolerancia y sus inversos
(FIV).

Coeficientes®

Coeficientes
Coeficientes no estandarizad Estadisticos de
estandarizados 0s colinealidad
Modelo B Error tip. Beta t Sig. Tolerancia FIv
1 (Constante) 590 641 920 410
Gastos_Publi 936 31 B70 3,007 040 478 2,080
Horas_extras 187 120 346 1,543 185 478 2,090

4. Yariable dependiente: Beneficios
El nivel de tolerancia de una variable se obtiene restando a 1 el coeficiente de determinacidn multiple

(1-R?) que resulta al regresar esa variable sobre el resto de variables independientes.

Valores de tolerancia muy pequefios indican que esa variable puede ser explicada por una combinacién
lineal del resto de variables, lo que significa que existe colinealidad.

Los factores de inflacion de la varianza (FIV) son los inversos de los niveles de tolerancia. Reciben este
nombre porque son utilizados en el calculo de las varianzas de los coeficientes de regresion.

Cuanto mayor es el FIV de una variable, mayor es la varianza del correspondiente coeficiente de regresion.
De ahi, que uno de los problemas de la presencia de colinealidad (tolerancias pequefias, FIVs grandes) sea
la inestabilidad de las estimaciones de los coeficientes de regresion.

La siguiente tabla del Visor de SPSS muestra la solucidn resultante de aplicar un analisis de componentes
principales a la matriz estandarizada no centrada de productos cruzados de las variables independientes:

Diagnosticos de colinealidad®

Indice de Proporciones de lavarianza
Modelo  Dimension | Autovalor condicidn | (Constante) | Gastos_Publi | Horas_exras
1 1 2,889 1,000 oo 01 a0
2 087 5,453 A5 53 01
3 014 14,614 85 46 99

a. Variable dependiente: Beneficios

Los autovalores informan sobre cudntas dimensiones o factores diferentes subyacen en el conjunto de
variables independientes utilizadas.

La presencia de varios autovalores préximos a cero indica que las variables independientes estan muy
relacionadas entre si (colinealidad). En este caso, no existe el problema.

Los Indices de condicién son la raiz cuadrada del cociente entre el autovalor mas grande (2,889) y cada uno
del resto de los autovalores (por ejemplo, /2,889 /0,097 =5,453 ).

En condiciones de no-colinealidad, estos indices no deben superar el valor de 15. indices mayores que 15
indican un posible problema, indices mayores que 30 informan de un serio problema de colinealidad.
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La Colinealidad es un problema cuando una dimensién o factor con un indice de condicién alto,
contribuye a explicar gran parte de la varianza de los coeficientes de dos o mds variables.

& Cuando en un conjunto de datos se detecta la presencia de colinealidad, hay que aplicar algun tipo de
actuacion:

a) Aumentar el tamafio de la muestra (es util cuando existen pocos casos en relacién con el nimero
de variables).

b) Crear indicadores muiltiples combinando variables (promediando variables, efectuando un analisis
de componentes principales para reducir las variables a un conjunto de componentes
independientes y aplicar después el andlisis de regresidn sobre esos componentes.

c) Excluir variables redundantes (variables que correlacionan muy alto con otras), quedando con las
que se consideran mas importantes.

(d) Utilizar una técnica de estimacion sesgada, como la regresion ridge.

| Residuos: Durbin-Watson |

Esta opcion permite obtener los coeficientes de correlacidn parcial y semiparcial entre la variable.

El analisis de los residuos proporciona informacién crucial sobre el cumplimiento de varios supuestos del
modelo de regresion lineal: independencia, homocedasticidad, normalidad y linealidad.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

El estadistico de Durbin-Watson (1951) proporciona informacién sobre el grado de independencia existente
entre ellos:

n

Z(ui_ui—l)z DW=~0 si p=1
DW = =2 ~2(1-p) > {DW=~2 si p=0 - : :

Zug DW=~4 si p=-1

i=1

El estadistico de Durbin-Watson oscila entre 0 y 4, toma el valor 2 cuando los residuos son independientes.
Los valores menores que 2 indican autocorrelacién positiva y los mayores que 2 autocorrelaciéon negativa.
Se puede asumir independencia entre los residuos cuando 1,5 < DW < 2,5

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Resumen del modelo®

R cuadrado Error tip. de la Durhin-
Modelo R R cuadrado corregida estirmacion Watson
1 9514 805 857 33464 1,833

a. Variables predictoras: (Constante), Horas_extras, Gastos_Publi
b. Variable dependiente: Beneficios

DW = 1,933, valor que se encuentra entre 1,5y 2,5, se puede asumir que los residuos son independientes.
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Hoja n®

Bl Regresion lineal
f Gastoz_Publi _Qgpendlente:
é§> Horas_ewtras & Beneficios — e
Regresion lineal: Estadisticos
Blogue 1 de 1
: e Restatl . - .
i Coeficientes de regresion Ajuste del madela
Independientes: Estimaciones Cambio en B cuadrado
— . . = Cancelar
659 Gastos_Publ | Intervalos de confianza ]
D @‘9 Horas_estras 5 . - T . . :
" & M atriz de covanianzas Correlaciones parcial y semiparcial
' = Diagndsticos de colinealidad
tétode; | Introducir A
Residuos
Yariable de seleccidn: Drbin i atzon

[] Diagnésticos por caso

Etiquetaz de caso:

Ponderacidn MCP:

HEE

E stadisticos... ’gréficos_.. ] [ Guardar. .. ] ’Qpciones...

| Diagnésticos por caso |

Valores atipicos a mas de ... Con esta opcidn, SPSS indica los valores que producen un error grande,
concretamente a mas de n veces la desviacién tipica de la variable residuos.

En este caso, si se introducen 2 o 3 desviaciones tipicas no se obtiene ningln valor atipico (pudiera ocurrir
que al poner 1,5 desviaciones tipicas, si existiera).

La forma de proceder es seleccionar [ Cambio en R?] y [ Valores atipicos a mas de ... ], el Modelo indica el
numero de pasos dados para construir el modelo de regresion (pasos que sean). También indica si en alguno
de los pasos se ha eliminado alguna variable previamente seleccionada; en el ejemplo que ocupa no se
elimina ninguna variable.

Resumen del modelob

Estadisticos de cambio

R cuadrado | Errortip. dela | Cambioen Sig. del
Modelo R R cuadrado corregida estimacion R cuadrado | CambioenF gl gl2 camhbioenF
1 9514 905 857 33464 905 19,023 2 4 003

a. Variables predictoras: (Constanie), Horas_extras, Gastos_Publi
b. Variahle dependiente: Beneficios

La tabla recoge el valor de R? en cada paso, el cambio experimentado por R en cada paso, y el estadistico F
y su significacién. El estadistico F permite contrastar la hipétesis de que el cambio en R? vale cero en la
poblacién.

La tabla recoge el valor de R? en cada paso, el cambio experimentado por R? en cada paso, y el estadistico F
y su significacion. El estadistico F permite contrastar la hipétesis de que el cambio en R? vale cero en la
poblacién.

Al seleccionar la primera variable (Modelo 1), el valor de R? es 0,905.
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2
cambio

= R2. Al contrastar la hipétesis de que el valor poblacional de

= 0 se obtiene un estadistico F de 19,023 que, con 2 y 4 grados de libertad, tiene una probabilidad

asociada p-valor = 0,009 < 0,05 = a 0,009 con lo que se rechaza la hipétesis nula, pudiendo afirmar que

la proporcién de varianza explicada por la variable Gastos_Publicidad (variable seleccionada en el primer
paso) es significativamente distinta de cero.

E stadisticos k [Gréilcgs... ] EGuarder ] IUpciones ]

residn lineal X
fﬁasﬁos_F'ubli D;enciente:
Beneficios
meas_e:-ctms L
Bloque 1 de 1
Las variables que aparecen permiten obtener
Regresion lineal: Graficos .;|' distintos graficos de dispersion.
Dol de | Las variables precedidas por un asterisco son
ZPRED ;
ZRESID variables creadas por SPSS.
“DRESID
" R b ¢ -A d . .
SAESD =] e Todas las variables pueden crearse en la opcién
“SDRESID i . .
= [Guardar] marcando las opciones pertinentes
Gréficos de residuns tipficados [ ] Generar todos los grificos parciales del recuadro
[ ] Histograma
[T Gréfico de paob. nomal

DEPENDNT: Variable dependiente de la ecuacién

de regresion.

ZPRED (prondsticos tipificados): Prondsticos
divididos por su desviacion tipica. Son prondsticos
transformados en puntuaciones z (media cero y

desviacion tipica 1)

ZRESID (residuos tipificados): Residuos divididos
por su desviacion tipica. El tamafio de cada residuo
tipificado indica el nimero de desviaciones tipicas
gue se aleja de su media, de modo que, si estan
normalmente distribuidos (cosa que se asume en el
andlisis de regresion). El 95% de estos residuos se
encontrara en el rango [-1,96, 1,96], lo que permite
identificar facilmente casos con residuos grandes.

Regresign lineal: Guardar nuevas variables !l

Wk gy pronashcados Hezdue:

Aty -I' i
Dil.\lé.l.lpiln:aal:s? [ M tipifieadas m
] Tiiicadgs [ Tiplicados [ Cancelar |
[ ] Conagdas [ IEstudenlizadios Aada
u E.T. ded prondstico promedio [_ Elminados
[iistanein [ Elminades estudsntizadas
u W ahatanobis E stadizhcor de mfusron
[ D& Cook [ DiEetas
[ Walones de réuencia [(]DiBstas bphcade:
|vtervalon de pondstco E I:Ildqusl.:

[ Difjushe hipcada

Media [ ind =
[1Meda [Jindwcios [ ] Razdn enira covajianca:
Irtervalo de corfianza 1

Estadisticos da los cosficiertss

[] Crear cosficentes de los estadisticos

Expoilar infoemacidn ded modiefo a un achivg =ML

B0

[##] Irecthaiv b miatiiz de covanianzas
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DRESID (residuos eliminados o corregidos): Residuos obtenidos al efectuar los prondsticos eliminando de la
ecuacion de regresion el caso sobre el que se efectua el prondstico. El residuo correspondiente a cada caso
se obtiene a partir del pronéstico efectuado con una ecuacién de regresién en la que no se haincluido ese
caso. Son muy utiles para detectar puntos de influencia (casos con gran peso en la ecuacién de regresion).

ADIJPRED (prondsticos corregidos): Prondsticos efectuados con una ecuacion de regresion en la que no se
incluye el caso pronosticado (ver residuos eliminados o corregidos). Diferencias importantes entre PRED y
ADIJPRED delatan la presencia de puntos de influencia (casos con gran peso en la ecuacion de regresion).

SRESID (residuos estudentizados): Residuos divididos por su desviacion tipica, basada ésta en como de
préximo se encuentra un caso a su(s) medias(s) en la(s) variable(s) independiente(s). Al igual que ocurre en
los residuos estandarizados (a los que se parecen mucho), los estudentizados estan escalados en unidades
de desviacion tipica. Se distribuyen seguin el modelo de probabilidad t-Student con (n—p - 1) grados de
libertad (p se refiere al nUmero de variables independientes). Con muestras grandes, aproximadamente el
95% de estos residuos deberia encontrarse en el rango [-2, 2].

SDRESID (residuos corregidos estudentizados): Residuos corregidos divididos por su desviacion tipica. Utiles
también para detectar puntos de influencia.

Algunas de estas variables permiten detectar puntos de influencia, pero, entre todas, hay dos variables
(ZPRED, ZRESID) cuyo diagrama de dispersion informa sobre el supuesto de homocedasticidad o igualdad de
varianzas.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

El supuesto de igualdad de varianzas implica que la variacion de los residuos debe de ser uniforme en todo
el rango de valores pronosticados. O, lo que es lo mismo, que el tamaiio de los residuos es independiente
del tamaiio de los pronésticos, de donde se desprende que el diagrama de dispersiéon no debe mostrar
ninguna pauta de asociacién entre los residuos y los prondésticos.

Para obtener un diagrama de dispersidon con las variables (ZPRED, ZRESID):

Grafico de dispersion
Variable dependiente: Beneficios

Regresion lineal: Graficos 15
]
DEPENDNT Dispersidn 1 de 1 | Canbinuar i ‘§ .
“ZPRED iguiente s
"ADJPRED X |*ZRESID Apuda 3 05
"SRESID D g ®
“SDRESID # | "ZPRED @
= ‘. .
8
Graticos de residucs tipficados [] Gererar todos los gréficos parciales E
[IHistagrama Ea e 4
[] Gréfico de prob. nomal @
@
o

I T 1 1
2 K 0 1

Regresion Valor pronosticado tipificado

En el diagrama de dispersion se observa que aunque los residuos y los prondsticos parecen ser
independientes (la nube de puntos no sigue ninguna pauta de asociacion clara, ni lineal ni de ningiin otro
tipo), no esta claro que las varianzas sean homogéneas. Mas bien, parece que a medida que van
aumentando el valor de los prondsticos va disminuyendo la dispersion de los residuos.
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Los prondsticos menores que la media (con puntuacion tipica por debajo de cero) estan mas concentrados
gue los prondsticos mayores que la media (con puntuacion tipica mayor que cero).

Cuando un diagrama de dispersion delata la presencia de varianzas heterogéneas, puede utilizarse una
transformacion de la variable dependiente para resolver el problema (tal como una transformacion
logaritmica o una transformacidn raiz cuadrada). No obstante, al utilizar una transformacion de la variable
dependiente, debe cuidarse el problema de interpretaciéon que afiade el cambio de escala.

El diagrama de dispersion de las variables (ZPRED, ZRESID) posee la utilidad adicional de permitir detectar
relaciones de tipo no lineal entre las variables. Cuando la relacién es no lineal, el diagrama puede contener
indicios sobre otro tipo de funcién de ajuste (los residuos estandarizados podrian en lugar de estar
homogéneamente dispersos seguir un trazado curvilineo).

Normal

El recuadro de Graficos de los residuos tipificados contiene dos opciones que informan sobre el grado en
que los residuos tipificados se aproximan a una distribucién normal: Histograma y Grafico de probabilidad
normal.

HISTOGRAMA: Ofrece un histograma de los residuos tipificados con una curva normal superpuesta. La
curva se construye tomando una media de cero y una desviacion tipica de uno. Es decir, la misma mediay
la misma desviacion tipica que los residuos tipicos tipificados.

Histograma

Variable dependiente: Beneficios

En el histograma se observa que la parte
central acumula mas casos de los que existen
en una curva normal.

w2
E La distribucion es algo asimétrica a la derecha.
3
o
B La distribucion de los residuos no parece seguir

14 < el modelo de probabilidad normal, de modo

L1 \ que los resultados del analisis deben de
interpretarse con cautela.
] Media =1 03E-15
a Desviacion tipica = 0,516
N=7

10 05 0,0 05 10 15

Regresion Residuo tipificado

GRAFICOS DE LOS RESIDUOS TIPIFICADOS. - Permite obtener un diagrama de probabilidad normal. En el eje
de abscisas esta representada la probabilidad acumulada que corresponde a cada residuo tipificado. El de
ordenadas representa la probabilidad acumulada tedrica que corresponde a cada desviacidn tipica en una
curva normal N(0, 1).
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Grafico P-P normal de regresion Residuo tipificado
Variable dependiente: Beneficios

0,51

s
)
1

Prob acum esperada
5

=
b
1

00-— T T T T T
0.0 02 04 06 o8 1.0

Prob acum observada

4,007

En el Grafico de valores observados frente a
los predichos (DEPENDNT, ZPRED), los valores sl
se deben alinear en la diagonal del cuadrante, -

si hubiera mucha dispersion, implicaria que g
.
no se verifican las hipétesis de :
homocedasticidad. el
s . 1,50
En este caso existe igualdad de varianzas
1,00

Los puntos no se encuentran alineados sobre la diagonal del gréfico,
indicando el posible incumplimiento del supuesto de normalidad.

Grafico de dispersion

Variable dependiente: Beneficios

Regresion lineal: Graficos g

I DEPENDNT Dispersion 1 de 1
ZPRED
DRESID
“ADJPRED Y: [ Ayuda |
“SAESID ]

‘SDRESID EI b5

Grdficos de residuos tipificados [#] Generar todos los gréficos parciales
[T Histogama
[ ] Gréfico de prob. nomal

T T T
-1 1] 1

Regresion Valor pronosticado tipificado

Seleccionando la opcidn Generar todos los graficos
parciales, SPSS muestra la grafica de la variable
dependiente frente a todas las variables
independientes, comprobando si existe linealidad
entre las variables.
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Variable dependiente: Beneficios

Asignatura...............

050

050+

0,40

0,204 L [ ]

Beneficios

0,004

=020+ L

-0,40 [ ]

A

05 0,00 025 050 D75
Gastos_Publi

Grafico de regresion parcial
Variable dependiente: Beneficios

0,50
=
L]

0,257
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o @ -
&
: 0,00 &
@
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-0,25

@
-0,50
L]
T T T T T T T
-1.50 -100 050 (hite] 0.50 1.00 150

Horas_extras

Observando los gréficos, se podria imaginar un comportamiento lineal.

Regresion lineal: Guardar nuevas variables

Walores pronosticados Residuas

[ INo tipficados [] Mo tipificados
[ Tipificados [] Tip#ficados
[ Coneqidos [[] Estudentizadas tyuda
[1E.T. del prondstica promedia [ Eliminados

["] Eliminados estudentizados

Diztarncias
Mahalanobes E stadisticos de nfluencia
[#] De Cook [¥] DiBetas
Yalores de miluencia DfBetas tipificadas
Intervalo: de prondstico [ DiAjste
Difapuste ipificads

[(IMedia []Individuos

3201 enlre covananzas
Intervalo de confianza X%

E stadishcos de los coshicentes

[ Crear coeficientes de los estadisticos

Expartar mbormacion del modelo a un archevo XML

E zaminar

Inciuir la matriz de covananzas

Pulsando el botén [Guardar] se abre un abanico de
opciones.

Todos los casos contribuyen a la obtencién de la
recta de regresion, pero no todos lo hacen con la
misma fuerza. Los puntos de influencia son casos
que afectan de forma importante al valor de la
ecuacion de regresion.

La presencia de puntos de influencia no tiene por
qué constituir un problema en regresion, de hecho
lo normal es que en un andlisis de regresion no
todos los casos tengan la misma importancia
(desde el punto de vista estadistico). No obstante,
el analista debe de ser consciente de tales puntos,
porque, entre otras cosas, podria tratarse de casos
con valores erroneos. Siendo conscientes de si
existen o no puntos de influencia es posible
corregir el andlisis

Se marcan todas las opciones de los recuadros Distancias y Estadisticos de influencia (todas estas opciones

crean variables nuevas en el archivo de datos).
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Distancias

Este recuadro recoge tres medidas que expresan el grado en que cada caso se aleja de los demas.

= Mahalanobis.- Mide el grado de distanciamiento de cada caso respecto de los promedios del conjunto
de variables independientes. En regresion simple, esta distancia se obtiene elevando al cuadrado la
puntuacidn tipica de cada caso en la variable independiente.

En regresion multiple se obtiene multiplicando por (n — 1) el valor de influencia de cada caso.

= Cook.- Mide el cambio que se produce en las estimaciones de los coeficientes de regresion al ir
eliminando cada caso de la ecuacion de regresion. Una distancia de Cook grande indica que ese caso tiene
un peso considerable en la estimacion de los coeficientes de regresion.

Para evaluar estas distancias puede utilizarse la distribuciéon F con (p + 1) y (n- p - 1) grados de libertad,
donde p es el numero de variables independientes y n el tamafio de la muestra.

En general, un caso con una distancia de Cook superior a 1 debe de ser revisado.

= Valores de influencia.- Representan una medida de la influencia potencial de cada caso. Respecto a las
variables independientes, un valor de influencia es una medida normalizada del grado de distanciamiento
de un punto del centro de su distribucidn. Los puntos muy alejados pueden influir de forma muy importante
en la ecuacidon de regresidn, pero no tienen por qué hacerlo necesariamente.

Con mas de 6 variables y al menos 20 casos, se considera que un valor de influencia debe de ser revisados si
es mayor que (3p / n). Los valores de influencia tienen un maximo de (n - 1)/n.

Como regla general, para orientar decisiones, los valores menores que 0,2 se consideran poco
problematicos; los valores comprendidos entre 0,2 y 0,5 se consideran arriesgados; y los valores mayores
que 0,5 debieran evitarse.

| Estadisticos de influencia |

Este recuadro contiene varios estadisticos que contribuyen a precisar la posible presencia de puntos de
influencia.

= DfBetas (diferencia en las betas).- Mide el cambio que se produce en los coeficientes de regresiéon
estandarizados (betas) como consecuencia de ir eliminando cada caso de la ecuacién de regresion. SPSS
crea en el Editor de datos tantas variables nuevas como coeficientes beta tiene la ecuacion de regresion, es
decir, tantos como variables independientes mas uno (el correspondiente a la constante de la ecuacién).

= DfBetas tipificadas.- Es el cociente entre DfBetas y su error tipico. Generalmente, un valor mayor que
2 /\/E delata la presencia de un posible punto de influencia. El SPSS crea en el Editor de datos tantas
variables nuevas como coeficientes Beta tiene la ecuacion de regresion.

= Df Ajuste (diferencia en el ajuste).- Mide el cambio que se produce en el prondstico de un caso cuando
ese caso es eliminado de la ecuacién de regresion.

= Df Ajuste tipificado.- Es el cociente entre DfAjuste y su error tipico. Generalmente, se consideran puntos
de influencia los casos en los que DfAjuste tipificado es mayor que 2/, /(p/n) , siendo p el numero de
variables independientes y n el tamafio de la muestra. '

= Razon entre las covarianzas (RV).- Indica en qué medida la matriz de productos cruzados (base del
andlisis de regresidn) cambia con la eliminacion de cada caso. Se considera que un caso es un punto de

influencia si [RV| > (3+p)/n
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| Crear coeficientes de los estadisticos |

SPSS ofrece una tabla resumen que incluye, para todos los estadisticos del recuadro Distancias, el valor minimo, el
maximo la media, la desviacidn tipica y el nimero de casos. La tabla también recoge informacidn sobre los prondsticos
y los residuos

Estadisticos sobre los residuos® Sefialar que los puntos de

N . Desviacion influencia no tienen por qué

Minimo Maximo Madia tip M id ial
Valor pronosticado 16168 | 3,9541 3,0857 84768 7| tenerresiduos especialmente
valor pronosticado tip. 1,743 1,031 000 1,000 7 | grandes, el problema que
Error tipico del valor resentan no es precisamente
pronosticado 157 287 214 048 7| P p
‘I;Ig:ruég;:;rdonnasncadu 22021 41276 31659 57982 7 A pes.ar de ello, conviene

: examinarlos por su

Residuo bruto - 31682 43560 ,aoooo 27323 T d . da infl .
Residuo tip. _a47 1302 000 816 7 esproporuon.a' ain uenai
Residuo estud -1,834 1,525 .078 1185 7 | sobre la ecuacion de regresion.
Residuo eliminado -1,18852 65738 - 08016 53921 7 .
Residuo eliminado estud -3978 2,041 -295 1,931 7 C.°“.1° éstos puntos son
Dist. de Mahalanobis 465 3,543 1,714 1177 7 | distintos de los demas,
Distancia de Cook ,000 3,084 652 1,109 7 | conviene precisar en qué son
Valor de influencia »an
imtratu 078 591 ,286 196 7 | distintos.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

a. Yariable dependiente: Beneficios

Una vez identificados y examinados, se pueden eliminar del analisis simplemente porque entorpecen el
ajuste, o porque su presencia produce medidas de ajuste infladas.

| Valores pronosticados |

El objetivo principal del anilisis es el de poder efectuar prondsticos en casos nuevos. Se han utilizado los coeficientes
de regresién parcial () para construir la recta de regresién:

Y = 0,5895 + 0,936 X, + 0,1866 X,

Conocidos los pesos de la ecuacion de regresidn, se puede utilizar la opcién del mena Transformar/Calcular
variable para obtener los prondsticos que la ecuacidn asigna a cada caso. Pero esto no es necesario porque
el subcuadro Guardar nuevas variables contiene opciones relacionadas con los prondsticos.

Las opciones de este recuadro generan, en el Editor de datos, cuatro nuevas variables, que reciben
automaticamente un nombre seguido de un nimero de serie (nombre_#). Por ejemplo, la primera vez que
se solicitan durante una sesion los prondsticos tipificados, la nueva variable con los prondsticos tipificados
recibe el nombre de 'zpr_'. Si se vuelven a solicitar prondsticos tipificados durante la misma sesién, la nueva
variable recibe el nombre de 'zpr_2', y asi sucesivamente.

No tipificados.- Prondsticos que se derivan de la ecuacidon de regresiéon en puntuaciones directas, reciben
el nombre: pre_#.

Tipificados.- Prondsticos convertidos en puntuaciones tipicas (restando a cada prondstico la media de los
prondsticos y dividiendo la diferencia por la desviacion tipica de los prondésticos), reciben el nombre:
zpr_#.

Corregidos.- Prondstico que corresponde a cada caso cuando la ecuacion de regresion se obtiene sin
incluir ese caso, nombre: adj_#.
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E.T. del pronéstico promedio.- Error tipico de los prondsticos correspondientes a los casos que tienen el
mismo valor en las variables independientes, nombre: sep_#.

@ Al efectuar un prondstico hay dos situaciones diferentes:

@ Efectuar un prondstico individual Y;” para un caso concreto X;

@ Pronosticar para cada caso la media de los pronésticos Y, correspondientes a todos los casos con el
mismo valor X, en las(s) variable(s) independiente(s). A esta media se llama prondstico promedio.

@ Al efectuar un pronéstico individual para un determinado valor de x,, el error de estimaci6n o variacién

residual (Y- Yi*) puede contener dos fuentes de error:

a) La diferencia entre el valor observado en la variable dependiente Y; y la media poblacional
correspondiente a X, (uy/x, )-

b) La diferencia entre el prondstico para ese caso (Y, o Y;) y la media poblacional correspondiente a
Xo (lfl\(/x0 )-
En un prondstico individual entran en juego las dos fuentes de error, mientras que en un prondstico
promedio sélo entra la segunda fuente de error. En consecuencia, para un valor dado de X, el error tipico
del pronéstico promedio sera menor o igual que el error tipico del valor individual.

Por tanto, al construir intervalos de confianza para los pronésticos, la amplitud del intervalo cambiara
dependiendo del error tipico que se tome como referencia.

Intervalos de prondstico.- Las opciones del recuadro permiten obtener dos tipos de intervalos:
a) Media: Intervalo de confianza basado en los errores tipicos de los pronésticos promedio.
b) Individuos: Intervalo de confianza basado en los errores tipicos de los pronésticos individuales.

La opcidn Intervalo de confianza k % permite establecer el nivel de confianza con el que se construyen los
intervalos de confianza.

Cada una de las opciones (media e individuos) genera en el Editor de datos dos nuevas variables con el
limite inferior y superior del intervalo. Estas nuevas variables reciben los siguientes nombres:

Imci_#: Limite inferior IC prondstico medio umci_#: Limite superior IC prondstico medio
lici_#: Limite inferior IC prondstico individual uici_#: Limite superior IC pronéstico individual
i *problema3.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS =] ]
frchivo Edicdn Yer Datos Transformar Anskzar  Gréficos Utdades Veptana 7
EHB I o =mh @& T BER % @
14 : Beneficios Visible: 9 de 9 v
Beneficios | Gastos_Publi| Horas extras| PRE.1 | zPr 1 | wa 1 | wo 1 [wmaa| uma i |a
1 1,30 .30 4,00 16168 -1,743 ,39356 2,8401 8211 24125
2 3,50 1,50 9,00 3,6729 | ,69683 | 2,5551 | 4,7907 | 3,051 | 4,2944
3 2,80 70 6,00 2,3644 | -8560 | 1,3168 | 3,4120 | 1,880 | 2,8484
4 3,00 1,10 7,50 30187 | -0796 | 1,9923 | 40450 | 2,582 | 3,4548
5 3,30 1,20 8,00 3,2056 l 14221 2,1534 4,2577 2,712 3,6993
6 4,00 2,00 7,00 3,7675 | ,80908 | 25754 | 4,9596 | 3,021 | 4,5145
7 3,70 2,00 8,00 39541 | 1,0306  2,8554 50529 | 3,368 45407
‘0 » \\.‘istﬂatle datos A Vista de variables / |¢ > |v
SPSS El procesador esté preparado
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| Criterios de Seleccién de Variables |

I Regresion lineal
ﬁﬁastos}'ubli \:\ _Q:;}endiente: : J
Haras_eutras Beneficios Regresion lineal: Opciones
3 Pegar
Bloque 1 de 1
: Critenios del método por pasos
— ;
Independientes (%) Usar piobabilidad de F
— frie [ | 5ot [10] ==
oras_exlras (-‘3 m
- ) Usar valor de F 4
Métode: Introducir v
Yariable de selecoitn: [¥]Inchiir constante en la ecuacidn
E Valores perdidos
Etiquetas de caso: _ (®) Excluir casos seqln fista
E () Excluir casos segln pareja
Panderacidn MCP: . O Reemplazar por la media
E stadisticos... [gréficos... ] [ Guardar... I [Qpciones...]

Los métodos por pasos que incluye el SPSS para la seleccién de variables son dos criterios estadisticos:

= Criterio de significacion (Probabilidad de F, valor de F)
= Criterio de tolerancia

= Criterio de significacion.- Sélo incorpora al modelo de regresion aquellas variables que contribuyen de
forma significativa al ajuste del modelo.

La contribucion individual de una variable al ajuste del modelo se establece contrastando, a partir del
coeficiente de correlacién parcial, la hipétesis de independencia entre esa variable y la variable
dependiente. Para decidir si se mantiene o se rechaza esa hipdtesis de independencia, el SPSS incluye dos
criterios de seleccion:

a) Probabilidad de F.- Una variable pasa a formar parte del modelo de regresion si el nivel critico asociado
a su coeficiente de correlacidn parcial al contrastar la hipdtesis de independencia es menor que 0,05
(probabilidad de entrada). Y queda fuera del modelo de regresidn lineal si el nivel critico es mayor que 0,10
(probabilidad de salida).

b) Valor de F.- Una variable pasa a formar parte del modelo de regresion lineal si el valor del estadistico F
utilizado para contrastar la hipétesis de independencia es mayor que 3,84 (valor de entrada). Y queda fuera
del modelo de regresion lineal si el valor del estadistico F es menor que 2,71 (valor de salida).

Las opciones del recuadro Criterios del método por pasos permite seleccionar uno de los dos criterios de
significacion disponibles, asi como modificar las probabilidades de entrada y salida.

= Criterio de tolerancia.- Superado el nivel de significacion, una variable solo pasa a formar parte del
modelo si su nivel de tolerancia es mayor que el nivel establecido por defecto (este nivel es mayor que
0,0001, pero puede cambiarse mediante sintaxis) y, si ademas, atn correspondiéndole un coeficiente de
correlacién parcial significativamente distinto de cero, su incorporacién al modelo hace que alguna de las
variables previamente seleccionadas pase a tener un nivel de tolerancia por debajo del establecido por
defecto.

Una forma intuitiva de comprender y valorar el efecto resultante de aplicar estos criterios de seleccion

consiste en observar el cambio que se va produciendo en el coeficiente de determinacién R? a medida que
se van incorporando (o eliminando) variables al modelo.
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2

2 o = RZ —R?%, donde R? se refiere al coeficiente de determinacién

Este cambio se puede definir como R
obtenido con todas las variables independientes excepto la i-ésima.

Un cambio grande en R?indica que esa variable contribuye de forma importante a explicar lo que ocurre
con la variable dependiente.

2
cambio

cero) hay que marcar la opcién Cambio en R cuadrado del botén [Estadisticos].

Para obtener los valores de R y su significacién (el grado en que el cambio observado en R? difiere de

Bl Regresion lineal
fﬁastos_F'ubli erendiente:
Horas_extras fBeneficios
Bloque 1 de 1 METODOS DE SELECCION DE VARIABLES
1rz;l=gndient?:bl_ Existen diferentes métodos para seleccionar las
astoz_Publi ~ . . . . .
[«] | & Horas eras variables independientes que debe incluir un
- bt modelo de regresidn, pero los que mayor aceptacion
Método: Introducir v

— son los métodos de seleccion por pasos (stepwise).
Vorlable s 4 250 suc. Con estos métodos, se selecciona en primer lugar la

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

E Haria atras o . s . . 7 g
Hacia delarite mejor variable (con algun criterio estadistico); a
Etiquetas de caso: . s . ’
B continuacion, la mejor de las restantes; y asi
Ponderacién MCP: ' sucesivamente hasta que no queden variables.

Estadisticos... ’gréficos... ] ’ Guardar... ] [Qpciones...]

Todas las opciones se encuentran disponibles en el menu del botdn despegable Método.
Dos de los métodos permiten incluir o excluir, en un solo paso, todas las variables independientes
seleccionadas:

Introducir: Construye la ecuacion de regresion utilizando todas las variables seleccionadas en la lista de
Independientes. Es el método utilizado por defecto.

Eliminar: Elimina en un solo paso todas las variables de la lista de Independientes y ofrece los coeficientes
de regresion que corresponderian a cada variable en el caso de que pasaran a formar parte de la ecuacién
de regresion.

El resto de seleccidn de variables son métodos por pasos, esto es, métodos que van incorporando o
eliminando variables paso a paso dependiendo que éstas cumplan o no los criterios de seleccidn:

= Hacia delante: Las variables se incorporan al modelo de regresién una a una.

En el primer paso se selecciona la variable independiente, que ademas de superar los criterios de entrada,
més alto correlaciona (positiva o negativamente) con la dependiente.

En los siguientes pasos se utiliza como criterio de seleccién el coeficiente de correlacion parcial:

<< Van siendo seleccionadas una a una las variables que, ademas de superar los criterios de entrada,
poseen el coeficiente de correlacion mas alto en valor absoluto (la relacidn se parcializa controlando el
efecto de las variables independientes previamente seleccionadas).

La selecciéon de variables se detiene cuando no quedan variables que superen el criterio de entrada (utilizar
como criterio de entrada el tamano, en valor absoluto, del coeficiente de correlacidn parcial, es equivalente
a seleccionar la variable con menor probabilidad de F o mayor valor de F >>.
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= Hacia atras: Comienza incluyendo en el modelo todas las variables seleccionadas en la lista
Independientes y luego procede a eliminarlas una a una.

La primera variable eliminada es aquella que, ademas de cumplir los criterios de salida, pose el coeficiente
de regresion mas bajo en valor absoluto.

En cada paso sucesivo se van eliminando las variables con coeficientes de regresion no significativos,
siempre en orden inverso al tamaiio de su nivel critico.

La eliminacion de variables se detiene cuando no quedan variables en el modelo que cumplan los criterios
de salida.

= Pasos sucesivos: Es un método mezcla de los métodos Hacia delante y Hacia atras.

Como el método Hacia delante, en el primer paso comienza seleccionando la variable independiente que,
ademas de superar los criterios de entrada, mas alto correlaciona (en valor absoluto) con la variable
dependiente.

A continuacidn, selecciona la variable independiente que, ademas de superar los criterios de entrada, posee
el coeficiente de correlacién parcial mas alto (en valor absoluto).

Cada vez que se incorpora una nueva variable al modelo, las variables previamente seleccionadas son, al
igual que en el método Hacia atras, evaluadas nuevamente para determinar si siguen cumpliendo o no los
criterios de salida. Si alguna variable seleccionada cumple los criterios de salida, es eliminada del modelo.

El proceso se detiene cuando no queden variables que superen el criterio de entraday las variables
seleccionadas no verifiquen los criterios de salida.
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