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GEOMETRIA

Xx—2y+z=0 )
1. Dados larecta r: y el punto P(1, 0, 1) exteriorar:
—X+2y+z=2
a) Hallar la ecuacién en forma general del plano m que contienearyaP
b) Hallar la ecuacién (como interseccién de dos planos) de la recta s que

pasa por Py es paralelaalarectar

Solucion:

X—2y+z=0 oP r

a) Dos puntos de la recta r:
—X+2y+z2=2 . B

Xx+z=0
y:O{ — z=1 , x=-1 = A(_lloll)

—X+z2=2

—-2y+z=-1
x=1 — z=1 , y=1 = B(1,1,1)
2y+z=3

Se tienen los vectores directores AB =(2,1,0) y AP =(2,0,0)

La ecuacion implicita del plano que pasa por el punto P(1, 0, 1) con

vectores AB = (2,1,0) vy AP = (2,0, 0) sera:
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—_—

b) sesparalelaar: u,=u =AB=(2,1,0)

x=1 vy z-1
S=—=—=— s
2 1 0
x=1 vy
- — 1 x—2y—1=0
x=1_y_z=1 )2 1 o X
2 1 0 x—1 z-1 z—-1=0
2 0
X—2y+z=0
2. Dadalarecta r: 0 y los puntos P(1,-2,0) y Q(0, 1, 3):
X—2=

a) Hallar la ecuacién del plano © que contiene ar y es paralelo a PQ
b) Hallar la ecuacién de la recta s perpendicular a r que pasa por Q
eintersecaar

Solucion:

) o X—2y+z=0
a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r: 0
X—2=

x—2y=0
z=0 0 H x=0 , y=0 = A(0,0,0)
X =

X+z=2
y:1{ — x=1, z=1 = B(1,1,1)
x—z=0

Las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto

A(0, 0, 0) con vector director AB =(1,1,1):
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La ecuacion implicita del plano que pasa por el punto A(O, 0, 0)

con vectores AB = 1,1,1) vy PQ =(-1, 3, 3) sera:

1 -1 x
1 3 y|=0 = n=-y+z=0
1 3 =z
b) SeaH=rns 1Q
Como Her setiene (x,vy,z)=(u, 1, W |
H
%

ﬁ:(_“rl_ui?’_“) :

SiendorLs > ABLHQ — (1,1,1) (-, 1—p, 3—p)=0

4 = 4 4 4 4 15
L =— entonces HQ:(——,1——,3——)2(——,——,—)
3 3 3 3

Las ecuaciones paramétricas de la recta s que pasa por el punto

Q(0, 1, 3) con vector director HQ =(—%, —%, gj , 0 bien,

v.=(-4, -1, 5), seran:

S

X=—4p
S=qy=1-p
z=3+5un

® rango G,ﬁ):rango{ﬁj,ﬁlzl > Coincidentes

. |® rango G,T;)zl{mngo{ﬁ,ﬁ,ﬁ}zz > Paralelas

(
(

* rango(u, v)=2=rango(u, v, AB} — Secantes
(

* rango(u,v)=2 <rango(u, v, AB)=3 — Se cruzan
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rango(u,Vv)=2<rango(u, V,ﬁ) =3 > Se cruzan




3. Encuentra un valor de a# 0 para que las rectas:

X+y—-52=-3 -3 z

y x+1:y—:—

—2x+z=1 a 2
sean paralelas. Para el valor de a que has encontrado, calcula la ecuacién

del plano que contiene a ambas rectas.

Solucién:

) o X+y—-52=-3
a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r:
—-2x+z=1

X+y=2
z=1 — x=0 , y=2 = A(0,2,1)
—2x=0

y—-5z=-4
x=1 3 = z=3 , y=11 = B(1,11,3)
=

Las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el punto

X=A
A(0, 2, 1) con vector director A—B:(l, 9,2): r=qy=2+9A
z=1+2\
— C(-1,3,0
S= x+1:y—3:E ﬁ( )
a 2 v,=(1,3a,2)
Como r||s +— Losvectores Kéz(l, 9,2) y v;=(1,4a,2) son
: 1 9 2
proporcionales: —=—=— = a=9
a

La ecuacion implicita del plano que pasa

por el punto A(O, 2, 1) con vectores

AB=(1,9,2) y AC=(-1,1, —1) sera:

1 -1 X
9 1 y-2[=0 = n=1lx+y-10z+8=0
2 -1 z-1




x=1 y+1 z-2
3 1
a) Halla la ecuacién del plano que pasa por el origen y contiene ar.

4. Dada la recta r definida por:

b) Halla la ecuacidn del plano que pasa por el origen y es

perpenciculararr.

Solucién:

x=1 y+1 z-2 0(0,0,0)

a)r
2 3 1

A(ll _1r 2) ’ Gr = (2r 3/ 1)

La ecuaciéon implicita del plano que pasa por el punto O(0, 0, 0)

con vectores directores AO =(-1,1,-2) y u =(2, 3, 1) sera:

-1 2 X
n=l1 3 y|=0 = n=-7x+3y+5z=0
-2 1 z

b) Sirlm' > .=t =(2,3,1)

La ecuacion implicita del plano «'
sera: 2x+3y+z+D=0

Como 0O(0, 0, 0) es un punto

del plano ', sustituyendo: D=0

La ecuacién implicita del planot'= 2x+3y+2z=0




5. Dados los puntos A(2,1,1) y B(0, 0, 1), halla los puntos C en el eje OX

tales que el drea del tridngulo de vértices A, By Ces 2.

Solucion:
8(0,0,1) \Ac x AB|_
AC=(x—2,—-1,—1)
A2,1,1) C(x,0,0) AB=(-2,—1,0)
F
ACx AB=|x—-2 -1 -1|=—i+2]j-xk =(-1,2,—x)
2 -1 0

[AC X AB|=/ (17 +2% +(—x)* =/5+%

\ACx AB‘_\/5+x2:2 L [eioa

2

5+x2=16 > x=1,/11

Los puntos pedidos son: (—\/H, 0,0) y (\/H, 0,0)

6. Considera las rectas:
X+y—-z—-4=0 x—2=0
r= \ S=
Xx+2y—7=0 y+5=0
a) Estudia la posicion relativaderys
b) Halla un punto P de r y otro punto Q de s tales que el vector PQ
sea perpendicular a ambas.
¢) éCudntos cuadrados se pueden construir teniendo un vértice en

el punto Py un lado en la recta s?. Calcula su area.

Solucién:

a) Dos puntos y un vector director de la recta r son:




X+y=4
z=0 — y=3,x=1 A(1,3,0)
X+2y=7

Xx—z=4
yzo{ . — x=7,z=3 B(7,0,3)
X =

AB=(6,-3,3) =~ U, =(2,—1,1)

O Adviértase que también se podria haber calculado un vector
director de la recta r de la siguiente forma:

/
noA
/l T”m:(l»l»—l} X+y-z—4=0
»—{ 0 =n r=
Ro=

- ,=N_ X n_
X+2y_7:0 nnzz(llzlo) ! ’
ij k
U o=n, x A, =1 1 -1=2i-j+k =(2,-1,1)
12 0
] o Xx—2=0
Las ecuaciones paramétricas de la recta s = son:
y+5=0
X=2
s=iy=-5 - C(2,-50) , V,=C(0,0,1)
=\

Se tienen los vectores:
U, =(2,-1,1)
v, =C(0,0,1)
CB=C(5,5,3)




2 0 5
-1 0 5/=-15#0 =
1 1 3

Los vectores son linealmente

independientes

Las rectas se cruzan.

b) Los puntos de las recta ry s tienen la forma:

X=7+2pn X=2
r=qy=-—u s=qy=-5
z=3+p z=\

P(7+2u,—p,3+p) Q(2,—5,4) PQ=(-5-2p, -5+, A—3—p)

«Si PQLr = PQ .U = (-5-2u,—-5+pu,A-3-p). (2,-1,1)=0
2(-5-2p)—(-5+u)+A-3-uw)=0 > A-6u—-8=0 (1)

«Si PQLs = PQ .0, = (-5-2u,—5+p,A—3-p).(0,0,1)=0

o(-5-2u)+0(-5+u)+(A-3-u)=0 > A-3-u=0 (2

A—6bu=38

p=-1
>
A-pn=3 A=2

Resolviendo el sistema (1) y (2): {

Sustituyendo en P(7+2u, —u,3+u) y Q(2,-5,A):

P(SI 1I 2) y Q(ZI - 5: 2) y P—Q>(_3I _61 O)
c) Se pueden construir dos cuadrados que tengan un vértice

en Pyunladoenlarectas.

La longitud de los cuadrados

es [pal

Pal=9+36=+45

A

—paf =452

cuadrado



7. a) Prueba que si dos vectores u y v tienen el mismo maddulo,

entonces los vectores u+v y u—v son ortogonales.

b) Considera los vectores x=(-1,2,3) e y=(2,3,-1)
1) Son linealmente independientes los vectores m y ﬁ
2) Calcula el area del paralelogramo que tiene tres vértices

consecutivos en los puntos (1,5,2), (0,0,0) y (-3,-1,4)

Solucién:

—_—

u+v=(u +vy,u, +v,,u;+Vvj3)

Siu+vlu-v = (uU+v).(u-v)=0 =
= (u,+v,,u,+v,,u;+v;).(u —v,,u,—v,,u;, —v;)=0 =

1772

= (U, +v,) (U =vy)+(u, +v,) . (u,—v,)+(u; +v;) . (u;—v;) =0 =
= UV +Uu -V, +Uu-vi=0 =

= W+u+u)—(V+v2 +v)=0 = [i'-NI"=0 pues [t|=Nl
b) 1) X=(-1,2,3) , y=(2,3,~1)

x+y=(1,5,2) , x—y=(-3,-1,4)

15 2)_
rango = a que
3 1 4 vad

1 5
-3 -1

#0 Z

Portanto, x+y e x-—y son linealmente independientes.

A(l,5,2)

C) ﬁ:(ll 5r 2) ’ B_C’:(_3I_1I 4)

A :|ﬁxﬁ|

Paralelogramo

B(0,0,0) C(=3,—-1,4)




—
—_— —_—

i
BAXBC=|1 5

k
2|=227-10]+14k =(22,-10,14)
-3 -1 4

A =[BA x BC|= /222 + (-10) +14? = /780 2

Paralelogramo

8. Dados los vectores u=(a,b,1),v=(-3,4,1) y w=(1,2,c¢),
determina el valor de los parametros a, b, ceR de manera
qgue losvectores v y w sean perpendiculares y ademas
uxw =V ,donde x denota el producto vectorial.

¢Qué angulo forman u y v en dicho caso?

Solucioén:
a:(albrl)7\7:(_3r4ll)lwz(1lzic)
Si VLW b V.W=0 = (-3,4,1).(1,2,0=0 =

= —-3+8+c=0 = c=-5

=(-5b—2)7 +(5a+1)] +(2a—b)k

uxv=(-5b-2,5a+1,2a—-b)

—-5b—-2=-3
L _ b=1/5
Siuxw =v = <5a+1=4 —
a=3/5
2a—-b=1

En este caso U y Vv son perpendiculares:

U.V:(i,l,lj.(—3,4,1):_—+£+1:0
55 5 5




Xx—y+2=0 X=2
9. Dadas las rectas: r= y s=

z=-1 y—z—-5=0
a) Determinar su posicion relativa
b) En caso de cortarse, determinar el angulo que formany

el punto de corte

Solucion:
_ X—-y+2=0
a) Un punto Ay un vector director de r= .
z=—
[
U =n, xn_ =1 -1 0=—i—j=0=(-1,-10)
0 0 1

X=2

Dos puntos By Cy un vector director de s=
y—z—-5=0

0 X=2 5 B(2,5,0)
Z= = = )
y—5=0 y

0l *=? 5 C(2,0,—5)
= = Z=- Yy
y -z—-5=0

BC=(0,-5-5) — V,=(0,-1,-1)

S

B(2,5,0)

v.=(0,-1,-1) Por otra parte, A—B=(2, 3,1)

AB=(2,3,1)
- r
A(0,2,-1) G =(-1,-1,0)




-1 -1 O Los vectores son linealmente
[Ur,vs,ﬁ]z 0 -1 -1]=0 = dependientes y u,,V, noson

2 3 1 proporcionales

Las rectas son secantes

S

l_jr' Vs = |ar| |\75| COS(G/r\_i\S)

U.V, =(-1,-1,0). (0,-1,-1)=—1

10. Resolver la siguiente ecuacion vectorial: XA (2,1,—-1)=(1, 3, 5)

sabiendo que |§|:\/€ , donde el simbolo A significa producto

vectorial.

Solucion:

Si x=(a,b,c) > (a,b,c)A(2,1,-1)=(1,3,5)

i ]k
a b c :—(b+c)T+(a+2c)f+(a—2b)E:(1,3,5)
2 1 -1
~3-a
—b-c=1 _ €= 2
sistemacon
a+2c=3 b =S
infinitas soluciones
a—2b=5 a—-5
b=——
2

La solucién debe verificar [%|=+a2+b?+c? =+/6

a’+b’ +c® =6 sustituyendo, queda:




a—5 ? 3—-a ?
a2+( > )+( > j=6 > 33a’-8a+5=0

obteniéndose los resultados:

ea=1,b=-2,c=1 X, =(1,-2,1)
5 5 2 . (5 5 2)
. a:—'b:——’C:— X2: —_——, =
3 3 3 3" 33

11. Se consideran las rectas:
ez Xoy-l 223 _x=2 v _z+1
1 -2 2 3 1 -1
a) Justificar razonadamente que ambas rectas se cruzan.

b) Hallar la perpendicular comun y que corta a las dos rectas.

Solucién:

a) Un punto y un vector director de cada recta:

- U=(1,-2,2), A(0,1,3)

S = =—=

z—-3

2
-2 +1 _
X Y Z—l VS :(3l 11_1) ’ B(ZI 01_1)

AB=(2,—1,—4)

Siry sse cruzan, los vectores u., v,y AB seran linealmente
independientes, en consecuencia, su determinante deberia

ser distinto de cero.




1 -2 2
3 1 -1=-35#0 +— r vy r secruzan
2 -1 4

b) Denotando por t a la perpendicular comun.

/ - -

t i j ok
Q"'"/s./st W,o=[1 -2 2|=7j+7k
174 3 1 -1

Wy

— - r

Al U | % =(0,7,7)~W,=(0,1,1)

/

El plano w que contienea w, y alarectar:u =(1,-2,2) , A(0,1,3):

0O 1 X
n=1 -2 y-1=0 — n=4x+y—-2z+2=0
1 2 z-3

Un punto Q de larecta t sera Q=mnns, se halla sustituyendo las

ecuaciones paramétricas de la recta s en 7

z=-1-L

S

X=2+3A
x=2_y_z+1
3 1
n=4x+y—-z+2=0 = n=4Q2+3\)+A—-(-1-A)+2=0
-11

14

(22,3 1) o5 1 2
14 14 14 14 14

141 +11=0 —> A=



La ecuacion de la recta t perpendicular alasrectas r y s, con el

. -5 -11 -3 ,
vector director w, =(0,1,1) y el punto Q(— — —j, sera:

14" 14 " 14
[ -5
X=—
14
11
t=y=—-+A
Y=
-3
Z=—-
14

Xx+y+z=0
12. Dadoselplanon: x—y+2z—5=0 ylarecta r=

2x—-y+z=10
a) Calcula el punto de interseccién entre el plano vy la recta.
b) Encuentra la ecuacion continua de la recta s contenida en el

plano m, que es perpendicularary corta alarectar.

Solucidn:

—

X+y+z=0 — ﬁnlz(l,l,l)
a) r=
2x—y+z=10 nnzz(z,—l,l)

—

i ]k
Grzﬁnlxﬁnzz(l,l,l)x(z,—l,—l):l 1 1/=(2,1,-3)
2 -1 1
y+z=0
parax=0 > z=5, y=-5 A(0,-5,5)
-y+z=10
X=2A
Las ecuaciones paramétricasder={ y=-5+A
z=5-3\

Para hallar un punto P=rN se sustituyen las ecuaciones

paramétricas de larectarenel planon

T:X—y+22-5=0 > 2A—(-5+A)+2(5—-3A1)-5=0




—-5A+10=0 — A=2y el punto P(4,-3,-1)

" Y r
n,=(1,-1,2) U =(2,1,-3)

b) scm B voln,
slr — v lu
Comoscm y scortaar, P
el puntoPes -
p = S Vo aS
’f
ik
J=uXxn 1 -3/=(-1,-7,-3)

-1 2

x—4 y+3 z+1

La ecuacion continuades: s=

13. Un plano nt determina sobre la parte positiva de los ejes OX, OY

y OZ tres segmentos de longitudes 2, 3 y 4 m, respectivamente.

a) Halle la ecuacion del plano .

b) Halle la ecuacidn de la recta r que contiene a los puntos A(2,0,3)y
B(0, 6, a) y estudie la posicidn relativa de  y r segun los valores de a.

c) Para el caso a=2, halle el punto donde se cortan Ty r.

Solucidn:

a) El plano m pasa por los
puntos A(2,0,0),B(0,3,0)
y C(0,0, 4)

AB=(-2,3,0)
AC=(-2,0,4)

El plano = se halla con A(2,0,0), AB=(-2,3,0) y AC=(-2,0, 4):




-2 -2 x-2
=3 O y |[=0 = m=6x+4y+3z-12=0
0O 4 z

b) La ecuacion paramétrica de la recta r que pasa por los

puntos A(2,0,3), B(O, 6, a), con ﬁ:(—z, 6, a—3) sera:

X=2-2\
r=qy=6A
z=3+(@-3)A

Para hallar la posicion relativa de r y m, se sustituyen las

ecuaciones de r en el plano 7
n=6x+4y+3z-12=0 —

6(2—2A)+4(61)+3[3+(@a—-3)A]-12=0 + 3r+3ar=-9

z -9  |Si a=-1noexistevalordeX — rfm
" 3+3a |Siaz-1 1> r y T se cortan
c)Sia=2 > A= o __
3+3.2

sustituyendo los valoresa=2y A=—-1enlarectar:

X=2+2
r=4y=-6 se cortan en P(4,-6, 4)
z=3+1



14. Dados los puntos P,(1,3,-1),P,(a,2,0), P(1,5,4) y P,(2,0,2), se pide:
a) Hallar el valor de a para que los cuatro puntos estén en el mismo plano.
b) Hallar los valores de a para que el tetraedro con vérticesenP,, P,, P;, P,

tenga volumen igual a 7.
c) Hallar la ecuacion del plano cuyos puntos equidisten de P, y de P,.

Solucidén:

a) Sean los puntos P,(1,3,-1),P,(a,2,0), P,(1,5,4) y P,(2,0,2)

La ecuacion del plano © que pasa por P,

P,y P, con fP;:(O, 2,5),
PP,=(1,-3,3) y P,(2,0,2):

1 x-2
=2 -3 y |=0 > mn=21x+5y—-2z-38=0
5 3 z-2

Ahora se impone la condicién que P, (a, 2, 0) verifique la ecuacion:

21.a+5.2-2.0-38=0 +— 21a=28 a=§:§

b
) Pg(a.tz.to)
PP,=(a—1,-1,1)
e P(1,3,—1 5,
P.P,=(0,2, 5) q ) P.(1,5,4)
PP,=(1,-3,3)
P,2,0,2)
a-1 0 1
1 1
Tetraedrozg‘det(Plpzl P1P3l P1P4) :g -1 2 3||=7 B
1 5 3
70_10

> 21a-28=42 > a=-—-=
21 3




c)Si ©' equidistade P, ydeP,

entonces M, el punto medio de

P,P,, pertenecea «': | M .,
P1 (lr 31_ 1) P3 (1: 5: 4)
P,+P 3
m=" (1 4 _)
2 2

El plano 1’ es perpendicular a P P, , en consecuencia, n_ =P,P, =(0, 2, 5)

La ecuacioén del plano ©' es de la forma: 2y+5z+D=0

3
Como M (1, 4, E) en' tiene que verificar la ecuacién del plano:

-31 1
2.4+5%+D:0 = D:% = n'52y+52—37=0

n'=4y+10z-31=0

3x+y+z—-6=0
15. Dadoselplano w: x+y—z—1=0 y larectar:

2x+y—-2=0
a) Estudia la posicidn relativa de r y . Calcula la distanciaderan
b) Calcula la ecuacién general o implicita del plano que contiene ar

y es perpendicular a .

Solucion:

a)m: x+y—-z—1=0

3x+y+z 6=0
|2x+y-2=0 RZ:(2,1,0)

3x+y+z 6=0 nnlz(3,1,1)
|12x4+y-2=0 ﬁnzz(2,1,0)




cl
Il
S
x
S
Il

k
1|=(-1,2,1)
0

N -

Un punto der, por ejemplo, siy =0:

3x+z—6=0
y=0 — x=1,z=3 A(1,0,3)

2x—2=0
x=1-A
Ecuaciones paramétricasder=<y=2A
z=3+A

Para hallar la posicidn relativa de r y m, se sustituyen las

ecuaciones paramétricas de r en el plano 7
m: (1-A)+2A—-3+A)-1=0 — -3#0

Como la ecuacion no tiene solucién, ry m no tienen

puntos comunes. En consecuencia, r||n

La distanciaentrery m, con A(1,0,3)y m: x+y—z—-1=0, es:

1.1+1.0-13-1 3 _ 3y

Jr+ (-1 3

dist(r, t) = dist(A, 1) =

T[_I
A(1,0,3) U =(-1,2,1)
c)Comon'ln = n |« »
Tﬁ =(1,1,-1)
' se determinacon A, U, yn_ |
g

-1 1 x-1
n'=2 1 y =0 > n'=x+z-4=0
1 -1 z-3



16. a) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el
origen de coordenadasy es perpendicular al plano © determinado
por los puntos A(1, 0, 2),B(2, 1, 3) y C(3, 0, 0)
b) Calcula los posibles valores de a para que el punto P(a, a, a)
equidiste de la recta r y del plano t del apartado anterior.

Solucién:
a)A(1, 0,2),B(2,1,3),C(30 0 —~ AB=(1,1,1), AC=(2,0,-2)

O(D,

o
o

)
a =h, =(-1,2,-1)

=(-2,4,-2) B
- (1 1,1)
AC= (2 0,-2)
A =(-1,2,-1)

Comorlm —~ u=n_=(-1,2,-1)

r T

O P —u

Las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por O(0, 0, 0)
con vector director u. =(-1,2,-1):

X=-\
r=qy=2A
z=—\

b)

P(a,a, a)

dist(P,r)=dist(P, m)

U =(-1,2,-1)

e La distancia del punto P alarectar:




er@‘

Area_, . ciogramo = ‘Gr X oT»\ = |Gr| .d — d=dist(P,r)=—"—
ur
ik
U xOP=|-1 2 -1/=(3a,0,—3a)
d d d

‘er@‘:«/9a2+9a2=3a\/5 J6

er@‘_?,a\/i_a\/g
J6

Para calcular la ecuacion del plano ©t se toma el punto C(3, 0, 0)

y los vectores KB:(l, 1,1) y E:(Z, 0,-2)

= (-1 + 22 +(-1)

ur

d=dist(P, r)=

—

u

r

1 2 x-3
n=1 O Yy |=0 > m=x-2y+z-3=0
1 -2 z

e La distancia del punto P al plano m:

|1.a—2.a+1.a—3|_ 3 _JE

dist(P, )=
ist(P, ) \/12+(_2)2+12 2

e dist(P, ) =dist(P,r) = ?za\/g e azg



17. DadoelpuntoP(1, 1, 1)yelplanom: x—y+z=5
a) Calcula las ecuaciones continuas de la recta perpendicular
al plano  que pasa por el punto P.

b) Calcula el punto simétrico de P respecto del plano m.

Solucion:

a)P(1,1,1) , w: x—y+z=5

P
Y ar:ﬁn

rlnm = u=n_=(1, -1, 1)

0]
= x—1:y—1:z—1 .

1 -1 1
P!
;

b) El punto O=rn 7 se calcula sustituyendo las ecuaciones
paramétricas de r en la ecuacion del plano.

x=1+A
122 T X—y+z=5
r=<y=1-
y (1+0)—(1-%)+(1+1)=5
z=1+A

3v=4 x:% > O(Z,—l, Zj

3 3 3
x+1 7 11
- [N X =—
2 3 3
P+P' +1 -1 -5
2 2 3
z+1 7 11
= b z=—
2 3 3

’

11 -5 11
El punto simétrico de P respecto de m es P'(?,? ?)



18. Dado el punto P(1, 1, 3) ylarecta
2x—y—2z+3=0
r=
X-y+4=0

encuentre la ecuacion general del plano T que es

perpendicular a la recta ry que cumple dist(P, )=3

Solucioén:
2x—y—22+3=0 > f_=(2,-1,-2)
a)P(1,1,3), r= _ '
X—y+4=0 — nnZ:(l,—l,O)
ik
rln +— U=n=nxn =2 -1 -2=(-2,-2,-1)
1 -1 O
P
il
U =n, 3 n=-2x—-2y—z+D=0
)
T i
;

Como dist(P, )=

J (2P + (=20 +(-17

[-2.1-2.1-1.3+D| |-7+D|
=3 > =

—-7+D=9 — D=16
|-7+D|=9 -
—7+D=-9 > D=-2 /p

4
1

Hay dos planos que verifican las

condiciones:

Py

=

= 3

n=-2x—-2y—-z+16=0 /
n'=-2x—-2y—-z-2=0 -




19. Dados los puntos P(4, 2, 1) y Q(3, 3, 1), encuentra los dos
puntos, R, y R,, delplanot=x-y—-2z+3=0 tales que
PQR, y PQR, son triangulos equilateros.

Solucién:

a)P4,2,1), Q3,3,1), n=x-y—-2z+3=0

Sea R(x,y,z) un punto del plano t

Fal-2

PQ=(-1,1,0) > [pal=+2
ﬁ:(x—4,y—2,z—1)

QR=(x—3,y-3,z—1)

Para que el triangulo PQR sea equilatero, se tiene que cumplir:

pa/=IPRI=[aR|=+2

PRI=\Jx—42 +(y-27 +(z-17 =2 (1)

QR|=(x-3P +(y-3P+(z-17 =v2  (2)
Como Rem verifica la ecuacion: x—y—2z+3=0 (3)

Operando, resulta el sistema:

X°+y>+2°—8x—4y—-2z+19=0
X>+y’ 4+ —6x—6y—2z+17=0
Xx—y—2z+3=0

Restando la 22 ecuacion de la 18, resulta: —2x+2y+2=0

{—2x+2y+2:O {—2x+2y+2:0
= z2=2

X—y—2z+3=0 2x—2y—-4z+6=0

X—y—2z+3=0 > x-y=1 > x=1+y




Conz=2,x=1+yen xX’+y*+2°—8x—-4y—2z+19=0
(1+y) +y* +4-8(1+y)—4y—4+19=0

y=3 x=4

>_5y+6=0
Y Y y=2 x=3

Los puntos pedidos son: R,(4,3,2) y R,(3,2,2)

20. a) Si [V|=6, |W|l=10 y |[V+wWl|=14, calcula el 4ngulo que forman
los vectores v y w.

b) Calcula las ecuaciones paramétricas y la ecuacién general del
plano que pasa por los puntos A(-1,5,0) y B(0,1,1) yes
paralelo a la recta

_|3x+2y-3=0
r:{Zy—3z—1:O

Solucién:

c=|wl|=10

a) vl=6, Iwl=10, V+w|=14

e Por el teorema del coseno:
a=V+wl=14

a’=b?+c*—2bc cosA

14> =62 +10%-2.6.10.cosA — 196=136—120.cosA

cosA:T — A:1209

b) A(-1,5,0) , [B(0,1,1)| , |AB=(1,-4,1)

~

3x+2y-3=0 ﬁnl =(3,2,0)
r
H

2y—3z-1=0 ﬁﬁZ:(O,Z,—3)

—

~1

cl
I
]
x
Sl
I

0= (_61 9; 6) / Gr = (_2, 3; 2)
-3

o w
N N —.



Ecuacidén paramétrica plano u=(-232)

X=A—-2U
n={y=1-41+3p A AB=(1,-4,1)
z=1+A+2u \

B

La ecuacion general del plano & que pasa por el punto B(0, 1, 1)

con vectores directores AB =(1,-4,1) y u =(-2,3,2):

1 -2 x
=-4 3 y-1=0 +— mn=11lx+4y+5z-9=0
1 2 z-1

21. Se considera el plano 1=-x+2y+z+1=0, larecta

-2 -1
XTZVTZZ—3 y el punto A(1,0,2).

a) Obtener la ecuacién del plano m; que pasa por el punto A,

r

es paralelo a larecta r y es perpendicular al plano .
b) Determinar, si es posible, un plano perpendicular a © que
pase por A yque no sea paraleloa r.

Solucion:

a) El vector normal n_ al plano =

estd contenido en el plano m,.

Siendo el plano m, || r un vector paralelo

al vector director u, de larecta r (u,)

estd contenido en el plano m,.

Un vector perpendicular al plano m,;

serd n, = U xn,

2 y-1 _
=Xt Y3 s G=(3,2, 1)
3 2




n=—Xx+2y+z+1=0 — n_=(-1,2,1)

——4j+8k =(0,-4,8)

[l

cl

x

S

[l

w .
N N —
= X

La ecuacion del plano mt, que pasa por el punto A(1,0,2) con vector

normal n, =(0,—-4,8) sera:

0.(x-1)-4.(y-0)+8.(z=2)=0 = m,=-y+2z-4=0

-2 -1
b) Un punto de rEXT:yT:z—3

es B(2,1,3)

Se impone que el vector AB pertenezca al
plano m,. De este modo, corta alarectar
en el punto B, y el nuevo planom, y r no

son paralelos.

AB=(2,1,3)—(1,0,2)=(1,1,1)

—

Comorn, Lt=—x+2y+z+1=0 > V_ =n_=(-1,2,1). Otro vector de T,

T

sera KB:(l, 1,1), y un punto del plano es B(2,1, 3).

x—2 y-1 z-3
=1 1 1|=0 > mn,=x+2y-3z+5=0
-1 2 1



22. a) Hallar la recta que corta a las rectas:
x_y-2_z2-1 SE{x+2y+2:0
2 -3 3 2y+z-5=0
y que pasa por el punto A(-2,0,-7)

r=

b) Calcular la distancia del punto A alarectar.

Solucion:
a) Para estudiar la posicion relativa de lasrectas r y s

Un punto P yun vector director u_delarectar:
-1 ~
=—=ZT — P0,2,1) U =(2-3,3)

Un punto B y un vector director v_ de la rectas:

X+2y+2=0 . y=-1
s=  si x=0 — B(0,—-1,7)
2y+z—-5=0 z=7

—

vV =

S

k
0/=2i-j+2k =(2,-1,2)
1

N N —

1
0

Sean i, =(2,-3,3), V,=(2,-1,2) y PB=(0,-1,7)-(0,2,1)=(0,-3,6)

2 -3 3
2 -1 2|#0 — Lasrectas r y s secruzan
0 -3 6
e Sea t larectaquecortaalasrectasry s t r
y que pasa por A
P
El plano 7 que pasa por Ay contiene a s: S
nt=X+2y+2=0 \A(—Z,O,—7)

El punto A(-2,0,—7) cumple la ecuacién del plano t=x+2y+2=0

e Se calcula el punto P=mr



X=2A
Las ecuaciones paramétricasder=<y=2-3A
z=1+3A

Sustituyendo r en el plano m, resulta:

3
T=X+2y+2=0 — 2A+2(2-3A)+2=0 —> X:E

3 511
Sustituyendo el valork:E en r: P(3,——,—j

e Las ecuaciones paramétricas de la recta t que pasa por los puntos

11 — 2
A(-2,0,-7) y P(?,,—g,?j con AP:(S,—E,—SJ:

2 2
Xx=—2+5A
5 +2 +7
t=]y=—>A N A S A
2 5 -5/2 25/2
2
z=—7+—5k
2
b) S =[G, xPA|=h.[g| T
U, xPA| P(0,2,1)_
h=d(A,r)="—"—
U, A(-2,0,-7)

(2,-3,3) PA=(-2,0,-7)—(0,2,1)=(-2,-2,-8)

P
U xPA=|2 -3
-2 -2 -8

w =i

=30i +10j—10k =(30,10,—10)

U, xPA|= /307 +10% + (-10)* = /1100 =10+/11

=22+ (3P +3 =422 =42.V11

ur

i, «PA|_10. VR _ 10 553

u

R

d(A,r)=h=

r




23.Hallar la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en el origen
2 2

de coordenadas y pasa por los focos de la elipse %+y?: 1
Solucién:
2 2
XY 1 at=25 , b>=9
25 9

Al ser una elipse se cumple que: a*>=b’+c> — 25=9+c¢° — c=+4
Los focos de la elipse son: (—4,0) y (4,0)
El radio de la circunferencia es 4.

Su ecuacidnes: xX>+y’ =r> > x’+y°=16

x—3 y+1 z-1
5 -1

24.Calcular el angulo que forma larecta r=

conelplano n=2x-5y+7z-11=0

Solucidn:

=

n r ang(r,m)=a

o r .

n_.u =
o
M 2

’ n .u
i T seno=cos(90 — o) =—=—

n, .|Gr| .cos(n."u)

—

>
cl

|| r

x—3 y+1 z-1
2 5 -1

r

— u=(2,5-1) - |[u

=22+ 52 +(-1) =30

A.=(2,-57) — [i|=y22+(57+7* =78

n .u=(2,-57).(2,5-1)=4-25-7=-28
n.u -28
sena.=cos(90—a)=—= =

V78 .4/30

nTC

— o =35°22"

r
—
ur




25.Dadoelpunto P(1,—2,2). Calcula la ecuacion de la recta r'
X=2—-X\
simétricade r=<y=1+A respecto del punto P.
z2=2A

Solucién:

Sean Ay B dos puntos de la rectar, se calculan las
’ﬁ/ coordenadas de sus simétricos A' y B' respecto del

punto P. Es decir, P es el punto medio de los

/ﬂ\ / segmentos AA' y BB'.

La recta r' esla que une los puntos A'y B'

A=0 —> x=2 y=1 z=0 = A(2,1,0)

x=2-\ /"
r=<qy=1+A%
z=20  \
A=1 — x=1 y=2 z=2 = B(1,2,2)
2+a_1 1+b__2 O+c_2
A(2,1,0) y A'(a,b,c) - o 2 2
P(ll_zlz)
eB(1,2,2) y B'(d, e, f) — 1+d__1 2+e__2 2+f_2
2 2 2

conloque A'(0,-5,4) y B'(1,-6,2) — AB'=(1,-1,-2)

X=p
rr=qy=-5-p
z=4-2pn



26.Dadosel plano t=x+y+z=1, larecta(x,y,z)=(1,0,0)+A(0,1,1),
y el punto P(1,1, 0), se pide:
a) Hallar la ecuacién de una recta s que sea perpendicular a ry pase por P.
b) Hallar el punto P', simétrico de P respecto derr.
c) Hallar el punto P", simétrico de P respecto de m.

Solucion:

a) Se halla el plano =, , perpendiculara r
que pasa por P: r

x=1
r=qy=A — Ur:ﬁnlz(o,l,l)
z=A

Pem,
n,=y+z+b=0 —» 1+0+D=0 — D=-1 = m=n,=y+z-1=0

Sustituyendo r en m, resulta:

T,=y+z-1=0 > A+A-1=0 — x:%

Q(l'}\"}\‘) - Q(lllilj - @2(0,1,_1)
2 2 2 2

— 1 1
La ecuacion de la recta s que pasa por P(1,1,0) con QP:(O,—,——j:

2 2
(x=1
1L
s=)y=1+—
Y 2
2=-L
L 2

b) El punto Q es el punto medio del
P+P'

segmento PP': Q=




1+
1=2"2 5 a=1
2
P+P' 1 1+b
Q= i—=—— > b=0 = P'(1,0,1)
2 2 2
1:E = c=1
2 2

VP(1,1,0)

cjn=x+y+z=1 — n_=(1,1,1)

Sealarecta PP": v,,.=n_=(1,1,1)

X=1+A
tPP..E y:1+k t\\
z=M VP"(d, e, f)

El punto M es el punto medio del segmento PP": M=mPP"

Sustituyendo t,.. en mresulta:

n=x+y+z=1 — [A+A)+(1+A)+A=1 — x:-%

M(I1+A,1+A, MEM(—,—,——)

Las coordenadas del punto P":

2 1+ 1
—_—= BB d==
3 2 3
wPP 2t ol L (12
2 3 2 3 33 3
_lzi — f:_z
3 2 3




27.a)Determina el centro y el radio de la esfera:
X>+y° +2° —2x+4y+8z—4=0
b) Determina el centro y el radio de la circunferencia interseccion

de la esfera del apartado anterior con el plano z=0.

Solucién:

a) La ecuacién de una esfera de centro C(a, b, c) y radio r es:
(x—a)’ +(y—b)’ +(z—c)’ =r
x* —2ax+y’ —2by+z° —2zx+a’ +b*+c*-r’ =0

Comparando con la ecuacién: x> +y* +z°—2x+4y+8z—4=0

—2a=-2 a=1

—2b=4 b=-2
] >

—2c=8 c=-4

a’+b*+c’-r’=—4 r’=1+4+16+4=25 — r=5

El centro de |la esfera es el punto C(1,—2,—4) yelradio r=5

b) Primero se calcula la ecuacién de la circunferencia resolviendo

el sistema:

X +y* +2 —2x+4y+8z2—-4=0 ,
— X +y —-2x+4y—-4=0

z=0
e La ecuacidn de la circunferencia de centro C(a,b) y radio r:
(x—a) +(y—b=r> — x*—2ax+y>—2by+a’+b?—r’=0

Comparando con la ecuacién: x> +y>—2x+4y—4=0

—2a=-2 a=1
—2b=4 — <b=-2
a’ +b*-r’=-4 rr=1+4+4 — r=3

El centro de la circunferencia es el punto C(1,-2) yradio r=3




2x—-y—-2z—-3=0

28.Halla la distancia entre el punto P(2,1,3) ylarecta r:
X—-y+z-2=0

Solucidn:

e Larecta r enforma paramétrica:

0 o x=14+2A
2x—-y—-z-3=0 1°-2° (x=1+2z
r: - — riyy=—-1+3A
X—y+z-2=0 y=x+z—-2=-1+3z N
7=

También se podia haber hecho:

2x—y—z—3=0 z=0 [2x-y=3
r: —> - x=1 y=-1 —> A(1,-1,0)

X—y+z—-2=0 X—y=2
~ i j k
2x—y—2z—-3=0 > n=(2,—-1,-1) R
r: ~ - U= -1 1(=(2,3,1)
X—-y+z-2=0 — n'=(1,-1,1)
2 -1 -1

e El plano © que pasa por P(2,1,3) y es perpendicularar: n_=u =(2,3,1)

T

n=2(x—2)+3(y-1)+(z-3)=0 —»> n=2x+3y+z-10=0

x=1+2A
e El punto de corte del plano 1=2x+3y+z—10=0 con r:iy=—-1+3A
z=A
11
2(1+2A)+3(-1+3A)+A-10=0 —> kzﬂ
El punto de corte Q(1+2A,—1+3A, K)EQ(E,E,EJ
14 14 14

2 2 2
'd(P,r)=d(P,Q)=|ﬁ|=‘(i,3,_—3lj‘:\/(i) +(ij +(—_31) _ |75
14 14 14 14 14 14 14



+
29. Calcula la distancia del punto P(1,2,3) alarecta r: Xr-_

Solucion:

+1 -2 B}
p X2 Y ITC , A(-1,0,2)

~2,1,2) AP=(2,2,1
T (-2,1,2) AP=(2,2,1)

e Utilizando la expresion vectorial la distancia del punto P a la recta r:

—

i

2 2
22,19x(-2,1,2)] [-2 1 2| [3,-66)
=212 212 212

N = X

d(P, r)—

r

B 69
JE2P +17 422 3

e La distancia del punto a la recta es independiente del punto de la recta
gue se tome y del vector director.

XxX=—1-2A
rly=»A — B(-3,1,4) V. =(4,2,-4) BP=(4,1,-1)
2=2+2\
i j k
4 1 -1
4,1,-1)x(4,-2,-4) 4 -2 -4 |-6,12,-12
ap.n- PPl 1 -1 I |- I,

r

(4,-2,-4)| 4,-2,-4) |4,-2,-4)



30.a)Hallaellugar geométricode lospuntos que equidistande los planos de
ecuaciones 3x—4y+5=0 y 2x—-2y+z+9=0

b) éQué puntos del eje OY equidistan de ambos planos?

Solucion:

a) Si P(x,y,z) esuno de los puntos del lugar geométrico, entonces:

3x—4y+5 [2x—-2y+z+9 3x—4y+5 [2x—-2y+z+9
= —> =
J3H(AP 2 (-2 +12 5 3

/'9x—12y+15:10x—10y+52+45

3]3x—4y+5/=5]2x—2y+z+9|
9x—-12y+15=-10x+10y—-5z-45

X+2y+5z+30=0

resultando
19x—-22y+5z2+60=0

Son los planos bisectores del diedro que determinan los dos planos dados.
b) Un punto del eje QY tiene la forma P(0,y, 0). La distancia de P acada

uno de los planos ha de ser igual, es decir:

|—4y+5| B |—2y+9| N |—4y+5|_|—2y+9|
JBH (AP P2+ 5 3

—-12y+15=-10y+45 — y=-15
/
3|-4y+5/=5[-2y+9|
30

-12y+15=10y-45 > y:H

Hay dos puntos P, (0,—15,0) y PZ(O,%,OJ
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