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Las cadenas de Markov fueron introducidas por el matematico ruso
Andrei Markov (1856-1922) alrededor de 1905, con el objetivo de crear
| un modelo probabilistico parara analizar la frecuencia con la que

3 | aparecen las vocales en poemas y textos literarios.

Las cadenas de Markov pueden aplicarse a una amplia gama de
fenémenos cientificos y sociales.

Andrei Markov fue alumno de la universidad de San Petersburgo,
discipulo de Chebyshev como Liapunov, después de su doctorado
en 1886 accedié como adjunto a la Academia de Ciencias de San
Petersburgo, a propuesta del propio Chebyshev.

En 1989, cuando Chebyshev dejé la universidad, le sustituyé en
los cursos de teoria de probabilidad. En 1925 Andrei Markov dejé
definitivamente la universidad.
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Aparte de su perfil académico, Andrei Markov fue un activista politico oponiéndose a
los privilegios de la nobleza zarista, llegando a rechazar las condecaraciones del zar en
protesta por decisiones politicas relacionadas con la Academia de Ciencias.

Andrei Markov influyd sobre diversos campos de las matematicas, sobresaliendo con la
teoria de la probabilidad.

En 1887 completd la prueba que permitia generalizar el teorema central del limite que
ya habia avanzado Chebyshev, aunque su aportacion mas conocida se encuentra en los
procesos estocasticos, elaborando un instrumento matematico que actualmente se
conoce como cadena de Markov, instrumento que, hoy en dia, se consideran una
herramienta esencial en disciplinas como la economia, la ingenieria, la investigacion de
operaciones y muchas otras.
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PROCESOS ESTOCASTICOS: CADENA DE MARKOV EN TIEMPO DISCRETO

Un proceso estocastico o proceso aleatorio X(t) es un concepto matematico que se
utiliza para usar magnitudes aleatorias que varian con el tiempo o para caracterizar
una sucesion de variables aleatorias o estocasticas que varian en funcién de otra
variable, generalmente el tiempo.

Cada variable o conjunto de variables sometidas a influencias o efectos aleatorios
constituyen un proceso estocastico.

En teoria de la probabilidad, una cadena de Markov en tiempo discreto (CMTD) es un
tipo especial de proceso estocastico discreto en el que la probabilidad de que ocurra
un suceso depende solamente del suceso inmediatamente anterior. Esta caracteristica
de falta de memoria se conoce como propiedad de Markov (recibe el nombre del
matematico ruso Andrei Markov, que lo introdujo en 1907).

Una cadena de Markov es una secuencia (X,, X,, X;, --- ,X,) de variables aleatorias, el
dominio de estas variables es el llamado espacio estado.

El valor X es el estado del proceso en el tiempo n.

La distribucion de la probabilidad condicionada de X ,, en estados pasados es una
funcién de X_ por si sola, siendo x; el estado del proceso en el instante i-ésimo:

n+1~ “n+1

X"ZX"'X"‘1=XH—1’°°"X2=X2'X1=X1]=P|:X =X

Xn=xn]

PI:Xn+1 = Xn+1
para cualesquieran=0 y {xn+1 s Xy Xy, 0, xn} €S

Si |S| <o se dice que la cadena de Markov es finita. En caso contrario se dice que es
infinita.

CADENAS HOMOGENEAS Y NO HOMOGENEAS: Una cadena de Markov se dice
homogénea si la probabilidad de ir del estado i al estado j en un paso no depende del
tiempo en el que se encuentra la cadena

Cadena homogénea: P[Xn =j |Xn_1 = i] = P[X1 =j |X0 = i] paratodonodony Vi,j

Si para alguna pareja de estados y para algun tiempo n la propiedad mencionada no se
cumple se dice que la cadena de Markov es no homogénea.

PROBABILIDAD DE TRANSICION Y MATRIZ DE TRANSICION: Si una cadena de Markov
esta en el estado i-ésimo, hay una probabilidad p; de pasar al préximo estado j-ésimo,

a esta probabilidad p; se la llama probabilidad de transicion.

La probabilidad p; de pasar del estado i al estado j en un paso se llama probabilidad de
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transiciondeiaj: p; =Prob (Xn+1 =j ‘Xn = i)

Las probabilidades de transicidon conforman la matriz de transicion P, que es con rigor
una matriz (finita) sélo para cadenas de Markov finitas, aunque también se conserva el
nombre y la notacidn para cadenas de Markov infinitas.

Cada fila de la matriz de transicion debe sumar 1 por las propiedades basicas de
probabilidad.

D p=D P(X,=j|X,=1)=P(X,eS|X,=i)=1

jesS jes
El modelo para redes se puede considerar una cadena de Markov donde S son los

vértices del grafo dirigido y p; es el inverso del nimero de aristas salientes desde i
cuando hay una arista de i a j y cero en otro caso.

La matriz de transicidn en un solo paso, dada una cadena de Markov con k estados
posibles S=(s,,s,, - ,s,) Yy probabilidades de transicién estacionarias, viene dada
por la expresion:

Py P " Pux
Si |;)ij=P|:Xn+1—sj ‘anslil - P= p:21 p:22 pzzk
Pe P : Pu
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Calcular la matriz de transicidn asociada a los grafos:

0y /‘ss

015
Solucion:
Estado 1 2 3
(v @

0,2 \ / 10,2 0,8 0
/35 P=2|0,4 0 0,6
015 3(10,5 0,35 0,15

Estado 1 2 3

11 0 1 O

P=2|(1/2 0 1/2

311 0 O

Q) Estadol 2 3 4

10 1 0 O]

210 0 1 0

@ p=
2 3/!12 00 0
(3) 4(1 0 0 0
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MATRIZ DE TRANSICION EN PLAZOS

El Vector distribucién es un vector fila no negativo con una entrada para cada estado
del sistema.

Vector probabilidad es un vector v=(v,,v,, ---,v,) conentradas no negativas, de
forma que se agregan hasta llegar a 1. Las entradas pueden representar las
probabilidades de encontrar un sistema en cada uno de los estados.

n

v,20 parai=1, 2, ..,n Zvi=1
i=1
El vector de distribucién v=(v,,v,, ---,v,) yla matriz de transicién P determinan la

probabilidad para el estado de la cadena en el segundo instante de tiempo, dicha
probabilidad viene dada por el vector (vP)

Distribucion después del 1 paso: vP
Distribucidn después del 2 paso: (vP)P =vP?
Distribucién después del 3 paso: (vP*)P=vP?

Distribucion después de n pasos: vP"

Una notacion conveniente para representar las probabilidades de transicion de n pasos
es la matriz de transicion de n pasos:

(n) (n) (n)

Pin P - Py

(n) (n) (n)

P(n) _ Py P2 o Py
(n) (n) (n)

Pe1i  Px2 Pk

La probabilidad de transicién en una fila y columna dadas es la transicion del estado en
esa fila al estado en la columna. Cuando n=1 el superindice nno se escribe y se hace
referencia a ésta como una matriz de transicion.

¢ Las probabilidades de transicidn en n pasos son las probabilidades de transicién del
estado i al estado j en n pasos, denotandose como:

(1)

pi =P(X, =j|Xo =) =P(X,,n=i| X, =i) , por tanto, p’ =p,

n+m

Las cadenas de Markov que se analizan a continuacién tienen las propiedades:

e Un numero finito de estados.
e Probabilidades de transicion estacionarias.
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PANTEAMIENTO Y ESTUDIO DE LA CADENA DE MARKOV

Se introduce un ratdn en una de las celdas del laberinto de |
forma aleatoria. Dentro del laberinto, el ratén va a cualquier
celda contigua o se queda en la celda que esta con la misma
probabilidad. I

a) Probabilidad de estar en cierta celda en el instante 1
b) Probabilidad de estar en cierta celda en el instante 2

Solucién:
a) Se definen las variables aleatorias: X = celda ocupada en el instante n

Los posibles estados son S= {1, 2,3,4,5, 6}

Probabilidades de transicion p; = P[Xn+ 1= | X, = i] son estacionarias porque no

dependen del instante en que se encuentre el proceso.

Estados 1 2 3 4 5 6

1(Py Py Pu Py Pis P
2| Py P Py Pu Pxs Py
Matriz de transicién: 3 [Py P3,; P33 Pas P P
4 p41 p42 p43 p44 p45 p46
5 p51 p52 p53 p54 p55 p56
6 p61 p62 p63 I:)64 p65 p66
e Desde el estado 1
Pu=P[X,,,=1|X,=1]  p,=P[X,,,=2|X =1] —

- - " ( 2 3

- 4
I:)15=P Xn+1=5|xn=1_=0 p16=P|:Xn+1=6|X =1]=0 |

e Desde el estado 2

I:)21=P_Xn+1=:|'|Xn=2: p22=P|:Xn+1=2|Xn= ] | —

Py =P Xn+1=3|xn=2:=0 p24=P[Xn+1=4|Xn=2}=

Pas =P Xn+1=5|xn=2:=0 p26=P|:Xn+1=6|X - ]:
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e Desde el estado 3

p31=P_Xn+1=1|Xn=3_
p33=P_Xn+1=3|Xn=3_

P35 =P Xn+1=5|xn=3_

e Desde el estado 4

p41=P_Xn+1=1|Xn=4_

p43=P_Xn+1=3|Xn=4_

p45=P Xn+1=5|xn=4_

e Desde el estado 5

p51=P_xn+1=1|Xn=5_
p53=P_xn+1=3|xn=5_

Pss =P Xn+1=5|xn=5_

e Desde el estado 6

p61=P_Xn+1=1|Xn=6_

p63=P_Xn+1=3|Xn=6_

p65=P Xn+1=5|xn=6_

El vector de probabilidad inicial v= (6 , =) =,

cierta celda en el instante de tiempo 1.

=P[X,,,=2|X,=3]=0 =
=P[X,,,=4|X,=3]=0 I ’ (?*_
=P[X,,,=6/X,=3] P
=P[Xn+1—2|Xn= ]=o —~ 3
P[ximax=a] - 3
=P[X,,,=6|X,=4]=0 o
=P[X,,,=2|X,=5]=0 = ;
=P[xn+1—4|xn= ]:0 = - —
=P[X,,,=6|X,=5] ol
=P[X,,,=2|X,=6]=0 = 3 ;
=P[X,,,=4|X,=6]=0 |
=P[X,,,=6|X,=6] i = 8.

Como el ratdn va a cualquier celda contigua o se queda en la celda que esta con la
misma probabilidad, la matriz de transicion es:

Estados 1 2 3

1(1/3 1/3 0
2|11/2 1/2 0
b — 310 0 1/2
4(1/2 0 0
51 0 0 0
6\ 0 0o 1/3

4
1/3
0
0
1/2
0
0

5 6
0 0
0 0
0 1/2
0 0
1/2 1/2
1/3 1/3

P =Py, =Py, =1/3
Py =Pp=1/2
P3s =P =1/2
Py =Pa=1/2
Pss =Pss=1/2
Pes =Pes =Pes=1/3
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b) Para calcular la probabilidad de estar en cierta celda en el instante 2 se tiene que
recurrir al poducto (vP)

1/3 1/3 0 1/3 0
1/2 1/2 0 0 0 0O
0O 0 1/2 0 0
j 1/2 0
o 0 0 0 1/2 1/2
0

vP=(
0

(2 2 5 5 5 2
9 36 36 36 36 9
El vector de probabilidad de estar en cierta celda en el instante de tiempo 2 es

w2 22 3 5 2
936" 36 36" 36 9

D=
A=
|-
D=
D=
AN
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ECUACIONES DE CHAPMAN-KOLMOGOROV

Las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov proporcionan un método para calcular las
probabilidades de transicion de n pasos p("’

("’ prl'(“’pf;‘ "™ i,j=0,1, ..M ; m=0,1, ..,n—-1 ; n=m+1,m+2,

Estas ecuaciones sefialan que al ir del estado 7al estado jen n pasos. El proceso estara
en algun estado k después de exactamente m pasos (m<n).

(m) . (h-m)

De esta forma, p, " py; es sOlo la probabilidad condicional de que, si comienza en el

estado i, el proceso vaya al estado k después de m pasos y después al estado j en
(n—m) pasos. En consecuencia, al resumir estas probabilidades condicionadas sobre

todos los estados posibles k se debe obtener p"

Los casos especialesde m=1y m=n-1, para todos los estados i y j, conducen a las
expresiones:

(n) (n-1) (n) (n—1)
Zp.k Py Zp Py

Para n=2, para todos los estados i y j, estas expresiones se convierten en

pl) = Zp,k p,;» donde las p{” son los elementos de la matriz P%.

Denotar que estos elementos también se obtienen al multiplicar la matriz de transiciéon
de un paso por si misma, es decir: P’ =P xP=P?

Del mismo modo, las expresiones anteriores de p‘"’ cuando m=1y m=n-1 indican
que la matriz de probabilidades de transiciéon de n pasos es:

P(n) =P P(n—l) — P(n—l) P=
=PP"' =pP"'P=
=pP"

Por tanto, la matriz de probabilidades de transicion de n pasos P" se puede obtener al
calcular la n-ésima potencia de la matriz de transicién de un paso P.

Portal Estadistica Aplicada: CADENAS MARKOV - FENOMENOS DE ESPERA 12



DISTRIBUCION MARGINAL DEL PASO N-ESIMO

Conocidas las probabilidades de transicion en n pasos se calcula la distribucion
marginal del paso n-ésimo:

P(X, =])= 2 P(X, =i[ X, =i)= X pi” ]
La distribucién de probablilidad inicial de X, els:
n°=(nd,ny,---,m,---) con wd =P(X, =i)
La distribucién de probabilidad en n pasos sera:
" =(mg, Ty, -, W, ) con T =P(X, =i)
Por tanto, ©" =m’P"

ESTADO ESPERADO:

o [stado esperado en el instante n suponiendo que se parte del estado i:
P(X, | Xo =)= D jP(X,=]j| X, =)= jp{"
j=0 j=0
e [stado esperado en el instante n:

PX,=])=D iPX,=])=D i D pi" n
j=0

j=0 j i

VECTOR DE PROBABILIDAD ESTACIONARIO: Un vector de probabilidad = (finito o
infinito numerable) se dice estacionario para una cadena de Markov en tiempo
discreto (CMTD) si cualquier transicion de acuerdo con la matriz P verifica:

ch=Znipij j=0 an:l
i=0 j=0
7; = probabilidad estacionaria de estar en el estado j

1 . . ,
u; =—=frecuencia que tarda en ser visitado el estado j

g

Al vector de probabilidad estacionario © también se le denomina distribucién
estacionaria o distribucién de equilibrio.
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ESTADO ESTABLE

Las cadenas de Markov poseen una propiedad notable en cuanto a que tienden a
aproximarse a lo que se llama estado estable.

El estado estable se determina resolviendo la ecuacion P =&, afadiendo la ecuacion

inj:l
j=0

VECTOR DE PROBABILIDAD LIMITE:

Un vector de probabilidades n° = (ng, n, -+, 7, ---) de una cadena de Markov en
tiempo discreto se dice limite si:
f=limn"= limx®P"=x° lim P"=x="P
n— n— n— o
e El vector de probabilidades & de una cadena de Markov en tiempo discreto se dice

el nico vector de probabilidades de equilibrio de la cadenasi P" y =" convergen

independientemente de la distribucién inicial ©°, cada probabilidad es mayor
estrictamente que cero.
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En una regidn el clima solo puede ser soleado (S) o nublado (N), suponiendo que
las condiciones climaticas en dias sucesivos forman una cadena de Markov con
probabilidades estacionarias, siendo la matriz de transicion:

S N

b s(0,7 0,3
" N{(0,6 0,4
a) Si el martes esta nublado, écudl es la probabilidad de que esté nublado el
miércoles?
b) Si el martes esta nublado, écudl es la probabilidad de que el jueves haga sol?

¢) Suponiendo que la probabilidad de que el martes haga sol es 0,2 y la probabilidad
de que esté nublado es 0,8. Calcular:

¢ Probabilidad de que esté nublado el miércoles.
¢ Probabilidad de que esté nublado el jueves
¢ Probabilidad de que esté nublado el viernes.

Solucién:

a) Si el martes esta nublado, la probabilidad de que esté nublado el miércoles es
P, = 014

b) Si el martes esta nublado para calcular la probabilidad de que el jueves haga sol se
necesita calcular la matriz de transicion en 2 pasos:
S N

P2 _ 0,7 0,3)(0,7 0,3 _S 0,67 0,33
“\0,6 0,4/){0,6 0,4/ N|0,66 0,34
La probabilidad del jueves con sol es 0,66

c) Si el martes la probabilidad de sol es 0,2 y la probabilidad nublado 0,8, esto es,
n=(0,2,0,8); el miércoles esta nublado (después del 1 paso):

0,7 0,3
nP=(0,2,0,8) =(0,62,0,38) probabilidad =0,38 miércoles nublado
0’6 '4 lqs—‘ T

¢ Para calcular la probabilidad de que el jueves esté nublado:

, 0,67 0,33
nP?*=(0,2,0,8) = (0,662, 0,338)
0,66 0,34) ‘' —

La probabilidad del jueves nublado es 0,338
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¢ Para calcular la probabilidad de que el viernes esté nublado:

p3 P2, p 0,67 0,33)(0,7 0,3 0,667 0,333
~"*""loe6 0,34)\0,6 0,4) | 0,666 0,334

3 0,667 0,333
nP*=(0,2,0,8) =(0,6662,0,3338)
0,666 0,334 —

La probabilidad del viernes nublado es 0,3338

Se sabe que un sistema de comunicaciones falla o no dependiendo si ha fallado o
no el dia anterior. La probabilidad de que falle un dia sabiendo que ha fallado el dia
anterior es de 0,6, pero si no ha fallado el dia anterior es de 0,4.

a) ¢éCudl es la probabilidad de que el sistema falle dentro de cuatro dias sabiendo que
hoy no ha fallado?

b) ¢éCual es la probabilidad de que el sistema falle el cuarto dia sabiendo que
inicialmente la probabilidad de fallar es de 0,3 y la de no fallar es de 0,7?

c) éCudl es el vector de probabilidades de equilibrio?

Solucion:

a) Sean los estados E= {O =falla,1=no falla}

Estado O 1 9,4
/—N
50 (0,6 o,4j 0,6 4Q &,/@2} 0.6

1{0,4 0,6 0.4

La probabilidad pedida es pi) =P(X, =0| X, =1)

02 0,6 0,4)(0,6 0,4) (0,52 0,48
~lo0,4 0,6)\0,4 06) |\0,48 0,52

_p p2_(0:6 0.4)(0,52 0,48) (0,504 0,496
=P x = =
0,4 0,6){0,48 0,52) (0,49 0,504
b _p_ pa_(06 0,4)(0,504 0,49) (0,5008 0,492
"7 70,4 0,6){0,496 0,504 |[0,4992] 0,5008

ply =P(X, =0|X,=1)=0,4992
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b) La distribucién de probabilidad inicial es ° = (0,3, 0,7) y la distribucién de

probabilidad en 4 pasosserd ©n* = °P*

) 0 0,5008
P(X,=0)= Zp =(0,3 0,7) 0 4995 | = 073008 0,3+0,4992x0,7=0,49968

n'=n’P=(0,3 0,7)(0’6 0'4J=(0,46 0,54)
0,4 0,6

0,52 0,48

n’=n"P*=(0,3 0,7)(
0,48 0,52

j=(0,492 0,508)
0,504 0,496

n’=n"P*=(0,3 0,7)
0,496 0,504

J=(O,4984 0,5016)
0,5008 0,4992

n*=n’P*=(0,3 0,7)
0,4992 0,5008

J= (0,49968 0,50032)

n* =(ng, n7)=(0,49968, 0,50032)

P(X, =0)=mg =0,49968

) P8 _p4 , pt 0,5008 0,4992)(0,5008 0,4992 0,50000128 0,49999872
Cc = = —
X 0,4992 0,5008 /\ 0,4992 0,5008 0,49999872 0,50000128

0,4992 0,5008 )| 0,49999872 0,50000128) (0,5 0,5
o1 _p pu_[06 0.4)(05 05) (05 05
0,4 0,6)\05 05) (05 05

La matriz a largo plazo de transicién:

b2 _pt . ps (0,5008 o,4992j(o,soooo128 0,49999872] (0,5 o,sj
—_ X —_ —_

0,5
0,6 0,4) (0,5 0,5 @f'\‘@)
0,4 06/ (05 05) *Tw 20

P=lim P" = lim

n—oo n—>oo

El Unico vector de probabilidades de equilibrio se expresa por T = (0,5 0,5)

i 0,6 0,4 i
de modo que, 7P =(0,5 05)(04 06} (0,5 0,5)=
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CALCULO DE P" DE FORMA EFICIENTE
La matriz P" se puede calcular de manera eficiente: P=HDH™* = P"=HD"H™

D es la matriz de los autovalores, es decir, las raices de su polinomio caracteristico:
P-Al=0

A, 0 0

0 A, 0
D= S

O 0 0 A

H es la matriz de los autovectores: (P—A,))v=0,donde H=(v, v, v,;), v=|b

c
Aunque el método es util resulta pesado al realizar los cdlculos
111
4 2 4
v' Calcular los autovalores y autovectores de la matriz 1 1 1
estocastica y calcular P" y lim P" P=15 2 2
111
4 4 2
Los autovalores se calculan a partir de [P—Al[=0
1 1 1
= =
4 2 4
1 1 1
P-Al=| = =-A = |=0
2 4 4
1 1
— = ==
4 4
. 1-4A 2 1 1 4—4) 2 1
P-Al==| 2 1-4r 1 |==—|4-4r 1-4r 1 |=
64 64
1 1 2—-4A 4—4) 1 2—-4\
N 1 2 1 N 1 2 1
A g 1 =1 ama 0 = ra-aye1-ana-an)=o0
16 16 16
1 1 2-4A 0 -1 1-4A
1 1

Los autovaloresson A, =1 A, =Z A, = 2
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Los autovectotes (P—A,l)v =0 asociados a los autovalores seran:

311
14 3 i a 0 1
AM=1 =| - — —||b|=|0| = v,=|1
2 4 4
101 1 c 0 1
4 4 2
1 1
0 —
. . 2 le a 0 -1
A=— == 0 —||b|=[0| = v,=-1
4 2 4
11 1 o 0 2
4 4
111
s |31 aff)[° :
AM=— =|=- = —||b|=]0] = v,=[-1
4 2 2 4
11 3 o 0 0
4 4 4
1 -1 1
La matriz de los autovectores H=(v, v, v,)=|1 -1 -1
1 2 0
1 0 0 10
De estemodo, D"=|0 (1/4) 0 2%, 10 0
0 0 (-1/4)r 00
1 -1 1)1 o0 0 1 -1 1
P"=HD"H'=|1 -1 -1|/0 (1/4) 0 1 -1 -1
1 2 ojJlo o0 (-1/4°)l1 2 o
-1 1)(1 0 0)(1 -1 1Y)
limP"=[1 -1 -1{|l0 0 ofl1 -1 -1| =
1 2 oJ)looojl1 2 o
1 0 0)1/3 1/3 1/3) (1/3 1/3 1/3
=1 0 of||-1/6 -1/6 1/3|=|1/3 1/3 1/3
10 0)(1/2 -1/2 0 1/3 1/3 1/3
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CLASIFICACION DE ESTADOS

e Elestado j es accesible desde el estado i, denotado pori— j , si pi‘j"’ >0 paraalgin

n=0
e Dos estados i y j comunican, denotado por i <> j, si son acessibles entre si.
P =P[ X, =i| X, =i]=1

Denotando
P =P[X,=j|X,=i]=0 sii#]

La relacion de comunicacidén es una relacién de equivalencia, esto es, verifican las
propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

a) Reflexiva: i<>i Vi alserp/®=1>0
b) Simétrica: i<>j <>3n,m talque p{" >0 y pi” >0

c) Transitiva: Sii<>j (EI n,m talque p’ >0y pgi’“’>0) y jok (EI n*,m’
tal que p’'>0 vy pf(’j“">0) = iok puesIn+n’,m+m° tal que
pi™ = E PP 2P P >0 y P = E pir ' p > pi” pi >0

r=0 r=0

La relacién de comunicacién define una particion en el espacio de estados agrupados

en clases de equivalencia.

Sea la matriz de transicidn en un proceso de Markov en tiempo discreto (CMTD):

Estado 1 2 3 4 5

1(1/2 1/4 0 0 0)
2|11/2 3/4 0 0 O
P=3| 0 0 0 1/2 0
41 0 0 1 0 1
5({ 0 0 0 1/2 0

El grafo asociado a la CMTD es: (@;}/—NO i Y sl

@ & @

®

Las clases de equivalenciason {1,2}y {3,4,5}
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¢ Si el estado inicial pertenece a la clase {1, 2} entonces, cualquiera que sea el

tiempo, permanecera en esta clase, y para cualquier estudio del desarrollo dinamico
de este sistema la matriz relevante sera

1/2 1/4

1/2 3/4
¢ Si el proceso se inicia en los estados {3, 4, 5} para cualquier tiempo posterior el
proceso seguira en ésta clase, y la matriz relevante sera:

0 1/2 0
1 0 1
0 1/2 0

Al haber dos clases existe una reduccién de la matriz de transicién que dependera de
cual es el estado inicial del proceso. En consecuencia, esto induce a entrar en la
definicion:

e La cadena de Markov es irreducible si la relacién de equivalencia de comunicacion
genera una unica clase. Es decir, una cadena de Markov es irreducible si todos los
estados son comunicativos.

v’ Cadena de Markov en tiempo discreto y diagrama de transicion

Estado 1 2 3 0,4 0,8

1(0,6 0,4 0O 7 T A

P=2(02 0 0,8 fJ@K_,/@U@
3{lo 1 o 06,2 1

La cadena de Markov es irreducible al tener una unica clase de equivalencia.

v’ Cadena de Markov en tiempo discreto y diagrama de transicion

0,4 0,5
Estado 1 2 3 4 5 @/"'\A@(’_\A(@J
1(0,6 0,4 0 0 O
02 0 05 0 0,3 ‘&é‘k@/u !
o 0o 1 0 o0
O 0 0 08 0,2
0

0 0O 1 o0 {/@®

i el

0,3

'U
I

0,2

v b W N

La cadena de Markov no es irreducible al tener tres clases de equivalencia: {1, 2}, {3}
y {4,5}
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e Un estado se llama estado transitorio si, después de haber entrado a este estado, el
proceso nunca regresa a él. En otras palabras, un estado transitorio sera visitado sélo
un numero finito de veces.

Es decir, el estado i es transitorio si y solo si un estado j (j#i) es accesible desde el
estado i, pero no viceversa.

Un estado i es transitorio < > p;(n) <o Vi
n=0

: : - 1
Si el estado i es transitorio = p;,=—=00
T
Si el estado j es transitorio = p; ——=—> 0 Vi

En una cadena de Markov con espacio de estados finito no todos los estados pueden
ser transitorios, ser transitorio es una propiedad de clase.

e Un estado es recurrente o persistente si, después de haber entrado a este estado,
el proceso definitivamente regresara a este estado.
Por consiguiente, un estado es recurrente o persistente siy solo si no es transitorio.

w. Un estado i es recurrente o persistente si P(X, =i para algiin n> 1| Xo=i)=1,es
decir, si la probabilidad de regresar al estado i, habiendo empezado eni es 1.

Un estado i es recurrente o persistente < Z p;(n)=00
n=0

Si i es un estado recurrente o persistente, entonces:

i es un estado persistente nulo si p, =
i es un estado persistente no nulo si p; <oo

= Si el estado i no es recurrente, se dice que es un estado transitorio, es decir, si la
probabilidad es menor que la unidad.

Todos los estados de una cadena de Markov de estado finito irreducible son
recurrentes.

Portal Estadistica Aplicada: CADENAS MARKOV - FENOMENOS DE ESPERA 22



v’ Cadena de Markov en tiempo discreto y diagrama de transicion

Estado 1 2 3 4 5 transitoria ®/—N
1(0,6 0,4 O 0 0
210,7 O 0O 03 O 03
P=3] 0 o 05 05 0O 0,7
4lo0 0o 1 0 o0 9
5 0 0 0,7 0 0,3 0,3 recurrente

transitoria

La cadena de Markov no es irreducible al tener tres clases de equivalencia: {1, 2}
transitoria, {3, 4} recurrente y {5} transitoria.

v Cadena de Markov en tiempo discreto y diagrama de transicién

Estado 1 2 3 4

0,4
1(0,6 0,4 0 O o,e(:,@m@
2|0 o0 08 0,2 it /o8 o2
P =
301 0 o o w D~
40 o0 03 0,7 63

La cadena de Markov es irreducible con todos los estados recurrentes.
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PERIODICIDAD: El estado i tiene periodo k si pi(i"’ =0 cuando nno es divisible por ky &
es el mayor entero con esa propiedad, es decir k es el maximo comun divisor del
conjunto:

k=mcd{n20‘pi‘i’">0}

El periodo de un estado i de una cadena de Markov es el maximo comun divisor del
numero de pasos necesarios para volver al estado i, suponiendo que se ha partido de
él.

Un estado con periodo 1 se dice aperiddico.

e Un estado i es ergddico si es aperiédico y recurrente positivo.

e Una cadena es ergaddica si todos sus estados son ergddicos.

Todos los estados son periédicos de Nw

periodo k=2

Todos los estados son periddicos de
periodo k=3 ./ /

Cadena de Markov en tiempo discreto
(CMTD) con periodo k=3

- "';. c

Matriz y diagrama de transicion de una cadena de Markov en tiempo discreto:

A B CD 1
A0 10 0 O
Blo o o 1 @ )1 Todos los estados son periddicos
P= 1t con periodo k=4
Ci|1 000 @
D0 010 )
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Dibujar el grafo de la cadena de Markov asociada a la matriz de transicion.

A B C D E F

A( O o 1/3 2/3 0 0
Bl O 0 3/4 1/4 0 0
P=C 0 0 0 0 4/7 3/7
D| O 0 0 0 2/3 1/3
E[2/5 3/5 O 0 0 0
F{5/8 3/8 0 0 0 0
Solucién:

La matriz representa una cadena de periodo 3

e
L a7
® /

E
>®-_3/5
i R TN
D

F

|

1/3

Dibujar el grafo de la cadena de Markov asociada a la matriz de transicion.

A B C D
1/2 1/2 0 0
2/5 3/5 0 0
1/7 2/7 3/7 1/7
1/8 1/4 3/8 1/4

O 0o @™ >

Solucion:

La matriz representa una cadena de periodo 3
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CADENAS ABSORVENTES: Un estado se llama estado absorbente si, después de haber
entrado ahi, el proceso nunca saldra de él.

Por consiguiente, el estado i es un estado absorbente siy sélosi p, =1.

Una cadena de Markov con espacio de estados finito se dice absorbente si se cumplen
las condiciones:

e La cadena tiene al menos un estado absorbente.
e De cualquier estado no absorbente se accede a alguin estado absorbente.

Denotando por A al conjunto de todos los estados absorbentes y a su complemento
como D, la matriz de transicién P se puede llevar a la forma:

La submatriz Q corresponde a los estados del conjunto D, | es la matriz unidad,

O es la matriz nula, y R alguna submatriz.

La submatriz Q es la matriz de transicidn para la circulacién entre los estados de
absorcién. La matriz fundamental para la cadena absorbente es

T=(-Q)

No importa dénde se encuentre la cadena, eventualmente terminara en un estado
absorbente.

Sea, por ejemplo, un proceso de Markov con la siguiente matriz de transicién:

Estado O 1 2 3 4
0 (1/4 3/4 0 0O O

1/2 1/2 0 0O O

P= 2 0 0 1 0O o
3 0 o 1/3 2/3 0

4 1 0 0 0O O

El estado 2 es absorbente (por lo tanto, recurrente), porque si el proceso entra en él
(tercera fila) nunca sale.

El estado 3 es transitorio porque una vez que el proceso se encuentra en él, existe una
probabilidad positiva de nunca regresar. La probabilidad de que el proceso vaya del
estado 3 al estado 2 en el primer paso es 1/3. Si el proceso esta en el estado 2,
permanece en ese estado.

Los estados 0 y 1 son recurrentes.
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CADENAS REGULARES: Una cadena de Markov es regular (también primitiva o
ergddica) si existe alguna potencia positiva de la matriz de transicion cuyas entradas
sean todas estrictamente mayores que cero.

Si una cadena es regular entonces es irreducible y no absorbente.

0,25 0,2
GO
Sea el grafo de la cadena de Markov 0,5 0,25 0,6

Matriz de transicion asociada al grafo:

La matriz fundamental para la cadena absorbente es:

—a 1 0) (0,25 © 0,75 0 ) 1-af
[— = —_— = 9 —_— =
O 1 0,2 0;2 _012 018

0,75 -0,2

=0,6
0 0,8

T=(1-Q)"=

0,75 0)\Y' (4/3 o0
0,2 0,8) \|\1/3 5/4

De este modo, desde el estado 2, se puede esperar visita al estado 1, 1/3 de veces
antes de la absorcion.

Interpretacion del producto TR:
IR 4/3 0 0,5 0,25 2/3 1/3
\1/3 5/4){ 0 o0,6) \1/6 5/6
La segunda fila (1/ 6 5/ 6) significa que a partir del estado 2 hay una probabilidad

de 1/6 de llegar en el primer estado de absorcidn (estado 5), y una probabilidad de 5/6
de llegar en el segundo estado de aborcion (estado 6).
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En un juego participan dos jugadores Ay B. En cada turno del juego se lanza una
moneda al aire. Si sale cara, el jugador A le da un euro al jugador B, si sale cruz, el
jugador B le da un euro al jugador A. El juego se inicia teniendo 3 euros el jugador Ay 2
euros el jugador B y termina cuando uno de los dos no tenga euros.

Calcular el nimero medio de tiradas que tarda en acabar el juego.

Solucién:

¢ Para calcular la probabilidad de fracaso del jugador A se tiene una cadena de
Markov con un estado por cada posible estado de cuentas S = {1, 2,3,4,5, 0}

Matriz de transicion asociada:

Estado 1 2 3 4
Q

0
R

La matriz fundamental para la cadena absorbente es:

I-Q=

o O O -
o O » O
O r»r O O
=, O O O

I-aj=[1-a)|=0,3125

1,6 1,2
T=(-Q) "= 1,2 2,4
B 10,8 1,6
0,4 0,8

Producto TR:

0
0,5
0
0

0,8
1,6
2,4
1,2

1,6 1,2 0,8 0,4
1,2 2,4 1,6 0,8
0,8 1,6 2,4 1,2
04 08 1,2 1,6){0,55 O 0,8 0,2

TR=

5
1(0 05 0 0 |0 0,5)
2(05 0 05 0 0 O
3({/o0 05 0 05 0 O

=40 05 0 05 0
s5({[o0 0 o o0]/1 0]
oo o o o]0 1}

0 |

0,5 0 O 1 -05 O 0

0 05 O -0,5 1 -0,5 0

005 0 05| | 0 -05 1 -0,5

0 0,5 0 0 0 -05 1

0,4
0,8
1,2
1,6

0 0,5 0,2 0,8
0 0 0,4 0,6
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¢ Elfracaso del jugador A esta representado por el estado 0, que es el segundo
estado absorbente. Se comenzo en el tercer estado transitorio (A empieza con 3) se
debe observar el elemento p,, =0,4 de TR que da la probabilidad 0,4 de que e

jugador comienze con 3 euros y fracase.

¢ La probabilidad de fracaso del jugador B es el complementario, es decir,
1-0,4=0,6. Tambén se puede observar el elemento p,, =0,6 de TR.

¢ Para calcular el nimero medio de tiradas que tarda el juego en acabar hay que
sumar los nimeros medios de etapas que estardn en cualquier estado transitorio antes
de la absorcidn, suponiendo que se empieza en el tercer estado transitorio.

Los numeros medios son los que forman la tercera fila de la matriz fundamental para la
cadena absorbente T=(1-Q) ™, es decir, 0,8 +1,6+2,4+1,2=6 tiradas.
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Un viajante opera en tres ciudades: Madrid, Segovia y Toledo. Con tal de evitar
desplazamientos innecesarios pasa todo el dia en la misma ciudad y al dia siguiente, si
no tiene suficiente trabajo, se desplaza a otra ciudad.

Después de trabajar un dia en Toledo, la probabilidad de tener que continuar alli al dia
siguiente es 0,4, la de tener que viajar a Segovia es 0,4, y la de tener que ir a Madrid es
0,2.

Si el viajante duerme un dia en Segovia, con probabilidad 0,2, tendra que seguir
trabajando en la misma ciudad al dia siguiente, en el 60% de los casos viajara a Toledo,
mientras que ird a Madrid con probabilidad 0,2.

Si el viajante trabaja todo un dia en Madrid, permanecera en la ciudad al dia siguiente
con probabilidad 0,1, ira a Segovia con probabilidad 0,3, y a Toledo con probabilidad
0,6.

a) Si el viajante se encuentra hoy en Toledo, écual es la probabilidad de que tenga que
trabajar en la misma ciudad al cabo de cuatro dias?

b) éCuales son los porcentajes de dias en los que el viajante esta en cada una de las
tres ciudades.

Solucion:
M S T

M(0,1 0,3 0,6
a) La matriz de transicionP= S | 0,2 0,2 0,6
T\0,2 0,4 0,4

Estando en Toledo, para saber con qué probabilidad se encuentra en Toledo a los

cuatro dias hay que calcular p's

0,1 0,3 0,6 1/10 3/10 6/10
P=/0,2 0,2 0,6|={2/10 2/10 6/10
0,2 0,4 0,4 2/10 4/10 4/10

1/10 3/10 6/10)(1/10 3/10 6/10 19/100 33/100 48/100
P’=/2/10 2/10 6/10(|{2/10 2/10 6/10|=|18/100 34/100 48/100
2/10 4/10 4/10){2/10 4/10 4/10 18 /100 30/100 52/100

19/100 33/100 48/100)(19/100 33/100 48/100
P*=pP>x P>=18/100 34/100 48/100 || 18/100 34/100 48/100 |=
18/100 30/100 52/100)\18/100 30/100 52/100

1819/10000 3189/10000 4992/10000
= | 1818 /10000 3190/10000 4992 /10000

1818 /10000 3174 /10000 |5008 /10000
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5008
En Toledo se encuentra a los cuatros dias con probabilidad p!} = 10000 0,5008

b) Para calcular las probabilidades estacionarias hay que proceder de la siguiente
forma:

1/10 3/10 6/10
(x y z){2/10 2/10 6/10|=(x y z) siendo x+y+z=1
2/10 4/10 4/10

De donde, resulta el sistema de ecuaciones lineales:

1
—(X+2y+2z)=x
10( y +22)

-9x+2y+2z=0
1 -9x+2y+2z2=0
—(3x+2y+4z)=y 3x—8y+4z=0
110 = 9 = X+y—-z=0
1 6x+6y—6z=0 1
X+y+z=
E(6x+6y+4z)=z | x+y+z=1 y

X+y+z=1
conloque, x=0,1818,y=0,3181,z=0,5

El porcentaje de dias que el viajante se encuentra en cada ciudad es:
Madrid el 18%, Segovia el 32% y Toledo el 50%.
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Un edifico consta de bajo y dos pisos. El ascensor del edificio realiza viajes de uno a
otro piso, se conoce que el piso en el que finaliza el n-ésimo viaje del ascensor sigue
una cadena de Markov, y que la mitad de los viajes que parten del bajo se dirigen a
cada uno de los otros dos pisos, mientras que si un viaje comienza en el primer piso,
sblo el 25% de las veces finaliza en el segundo. Finalmente, si un trayecto comienza en
el segundo piso, siempre finaliza en el bajo.

a) Calcular la matriz de probabilidades de transicion de la cadena

b) éCudl es la probabilidad de que a largo plazo el ascensor se encuentre en cada uno
de los tres pisos?

Solucién:

=
a) Los estados de la cadena se denotan por S= {O, 1, 2} —>
haciendo corresponder el 0 al bajoy el 1y 2 al primer y segundo \
piso respectivamente.

La matriz de las probabilidades de transicion es:

Estado 0 1 2 Estado O 1 2

0(Pyw Poi Po of 0 1/2 1/2
P= 1|py, Py P, | = 1(3/4 0 1/4
2 p20 p21 p22 2 1 0 0

Py =0 es la probabilidad de que el ascensor se encuentre en la planta baja si en la

eatapa anterior estaba en la planta baja, evidentemente es 0 porque se supone que de
etapa a etapa el ascensor se mueve.

Pos =1/ 2 esla probabilidad de que el ascensor se encuentre en la primera planta si
en la etapa anterior estaba en la planta baja.

Asi, sucesivamente, se van obteniendo las probabilidades de transicion.

b) El estado estable, probabilidad a largo plazo, se determina resolviendo la ecuacion
vP =v, afiadiendo la ecuaciéon x+y+z=1

El sistema resultante es:

0 1/2 1/2
(x y z) 3/4 0 1/4 =(x y z) X+y+z=1
1 0 0
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—y+z=X )
4x-3y—-4z2=0

1 —-5y+4z=0

—X=Y x—2y=0 4 5

1 2 —> 3 - 3y+z=1 —> x=— y=— 2=—
2x+y—-4z2=0 1 17 17

= X+y+z=

—X+—y=12 —

R | x+y+z=1

| X+y+z=1

Una importante marca comercial de cervezas (G), preocupados en especial por su
mayor competidor (H), ha contratado a un analista de operaciones para analizar su
posicion en el mercado. El analista piensa que el cambio de marca se puede modelar
como una cadena de Markov incluyendo tres estados, los estados G y H que
representan a los clientes que beben cerveza producidas por las mencionadas marcas y
el estado | que representa a todas las demas marcas.

Con los datos histdricos recogidos cada mes, el analista ha construido la siguiente
matriz de transicion:

Estado G H I
G(0,7 0,2 0,1

P=H|[O0,2 0,75 0,05
I\o,1 01 0,8

éCuadles son los porcentajes de mercado en el estado estable para las dos grandes
marcas de cerveza?

Solucién:

Sea v=(x, Y, z), detonando por xla probabilidad de que el consumidor compre G, yde
que el consumidor compre Hy Zz la del que consumidor compre I.

El estado estable se determina resolviendo la ecuaciéon vP =v, afiadiendo la ecuacion
Xx+y+z=1

El sistema resultante es:

0,7 0,2 0,1
(x Yy z) 0,2 0,75 0,05 =(x Yy z) X+y+z=1
01 0,1 0,8

Portal Estadistica Aplicada: CADENAS MARKOV - FENOMENOS DE ESPERA 33



(0,7x+0,2y+0,1z=x
0,2x+0,75y+0,1z=y

2 .
0,1x+0,05y+0,8z=z

r7x+2y+z=10x
20x+75y+10z=100y
10x+5y+80z=100z

(x+y+z=1 (X+y+z=1
—3x+2y+2z2=0
5y+4z=3 9 10
2x+y—-4z=0; - - X=— y=—
y+6z=2 26 26

Xx+y+z=1

r—3x+2y+z=0
20x—-25y+10z=0

<
10x+5y—-20z=0

(X+y+z=1
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CADENAS DE MARKOV

En teoria de la probabilidad, se conoce como Cadena de Markov a un tipo especial de proceso estocastico
en el que la probabilidad de que ocurra un suceso depende del suceso inmediatamente anterior. En
efecto, las cadenas de este tipo tienen memoria.

Recuerdan el ultimo suceso y esto condiciona las posibilidades de los sucesos futuros. Esta dependencia
del suceso anterior distingue a las cadenas de Markov de las series de sucesos independientes, como tirar
un dado al aire.

PROCESO ESTOCASTICO

Concepto matematico que sirve para caracterizar una sucesion de variables aleatorias (estocasticas) que
evolucionan en funcién de otra variable, generalmente el tiempo.

Para describir y analizar un proceso de Markov, se introduce la siguiente terminologia:

MATRIZ DE TRANSICION EN PLAZOS

Estado: Condicion particular del sistema i = 1,2,..., n.
Se definen las variables aleatorias: X, = celda ocupada en el instante n

Vector distribucién: Vector fila no negativo con una entrada para cada estado del sistema.

Vector probabilidad: Vector v=(v,,v,, -+ ,v,) con entradas no negativas, de forma que se agregan

hasta llegar a 1. Las entradas pueden representar las probabilidades de encontrar un sistema en cada uno
n

delos estados. v;>0 parai=1,2,..,n Zvi =1

i=1
El vector de distribucién v=(v,,v,, -+ ,v,) yla matriz de transicién P determinan la probabilidad para
el estado de la cadena en el segundo instante de tiempo, dicha probabilidad viene dada por el vector (vP)
Distribucién después del 1 paso: vP

Distribucién después del 2 paso: (vP)P = vP?
Distribucién después del 3 paso: (vP?)P =vP?

Distribucién después de n pasos: VP"
(n) (m ... (n)

Pi1 P12 Pik
Una notacién conveniente para representar las p gl . p(nk)
probabilidades de transicién de n pasos es la pin = ?1 ?2 2
matriz de transicion de n pasos: : : : :

S U

La probabilidad de transicidn en una fila y columna dadas es la transicion del estado en esa fila al estado
en la columna. Cuando n =1 el superindice n no se escribe y se hace referencia a ésta como una Matriz
de Transicion.

Las probabilidades de transicion en n pasos son las probabilidades de transicion del estado i al estado j en
n pasos, denotandose como:

pi =P(X, =j| X =1) =P(X,, m =J| X, =1) , por tanto, p{ =p;

n+m
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Numero finito de estados

Las cadenas de Markov que se analizan: o L, . .
Probabilidades de transicidn estacionarias

Sean los posibles estados S={1,2, 3,4, 5, 6}
Las probabilidades de transicion p;; = P[Xn 1= | X, = i] son estacionarias porque no dependen del
instante en que se encuentre el proceso.
Estados 1 2 3 4 5 6

1(pPyy Pz P13 Pua Pis Pis
Pa1 P22 Pas P Pas Py
P31 Ps3; P33 Pas Pss Pse
Par Paz Paz Pas Pas Pas
Psi Psy Psz3 Psa Pss  Pse
Pe1 Pe2 Pes Pes Pes Pes

Matriz de transicion (P):
Probabilidad de que el sistema
se mueva del estado i al estado j

o A W N

Segun las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, la matriz de probabilidades de transicién de n pasos (P")

se puede obtener al calcular la n-ésima potencia de la matriz de transicién de un paso P: P = p"

DISTRIBUCION MARGINAL DEL PASO n-ésimo: Conocidas las probabilidades de transicién en n pasos se
calcula la distribucién marginal del paso n-ésimo:

P(X,=1])= ZP(X" = j| Xo =)= Zpgin) x°

Distribucién de probabilidad inicial X,: n° =(nd, n?,---, x’,---) con nd =P(X, =i)

Distribucidn de probabilidad en n pasos: =" =(ng, n7, -+, @, ++:) con = =P(X, =i)

Por tanto, n" = r°P"

ESTADO ESPERADO

Estado esperado en el instante n suponiendo que se parte del estado i:
P(X, | Xo =)= D jP(X, =] Xo =i) = > jp}"
i=0 i=0
Estado esperado en el instante n: P(X, =j)= > jP(X,=j)= D] Zpi(j") nio
i=0 i=0 i

VECTOR DE PROBABILIDAD ESTACIONARIO: Un vector de probabilidad = (finito o infinito numerable) se
dice estacionario para una cadena de Markov en tiempo discreto (CMTD) si cualquier transicién de

0 [e o]
acuerdo con la matriz P verifica: 7;= Zni Py §20 an =1
i=0 j=0
7; = probabilidad estacionaria de estar en el estado j

1
u; =— =frecuencia que tarda en ser visitado el estado j
TC.
j
Al vector de probabilidad estacionario © también se le denomina distribucidn estacionaria o distribucion

de equilibrio.

ESTADO ESTABLE: Las cadenas de Markov poseen una propiedad notable en cuanto a que tienden a
aproximarse a lo que se llama estado estable.
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e 0]
El estado estable se determina resolviendo la ecuacion nP =&, afiadiendo la ecuacion Z m; =1
i=0
-

va
MKP Problem Specification E

Problem Title [ |

WinQSB / Markov Process /Problem Specification

La opcion Nuevo Problema (New Problem) genera
una plantilla (MKP Problem Specification) donde se
introducen las caracteristicas del problema.

Titulo del problema (Problem Title)

Numero de estados (Number of States)

Number of States: | |

1] 4 | ‘ Cancel Help

B Markov Process

La pIantiIIa representa una matriz con las File Edit Format Solve and Analvze Results  Ublklities  Winda
. Bl= E % Solve Steady State ===
reIaC|or.\¢.as entrt? If’? estado.s.(State), sus R l I I Markow Process Step | [
probabilidades iniciales (Initial Prob.) y el
costo de cada uno de ellos (State Cost). | Time Parametric Analysis
En el menu Resolver y analizar (Solve and From % To Statel Ctate?
Analyze) figuran las opciones de Resolver Statel 0.2 0.3
los estados completos (Solve Steady State) State2 0.25 0.35
o mostrar el Proceso de Markov por pasos SlAES 0.1 0.2
(Markov Process Step) Stated 0.5 0.3
P)- Initial Prob. 0.2 0.1
State Cost 2000 1500
B Markov Process . ., .
. - . Con la primera opcidn resulta una matriz
File Format Resulks  Utlikies  SWwindow  Help . . e .
| | - k final indicando las probabilidades de
H = 0.00l A ==L estado estable, lo que significa que a
M. Steady State for PRUEBA 1 largo plazo el sistema estara el 26,38 %
State Mame | State Probability | Recurrence Time del tiempo en el estado 1, un 29,38%
1 Statel : 0.2638 3,7908 estara en el estado 2, 20,9 % estara en
2 State2 0.2338 3.4038 estado 3 y 23,34 % en estado 4, lo que
3 State3 0.2090 47838 .
. : hace que el costo medio del proceso es
4 Stated 02334 42849 N P
de 1.387,3530 euros
Expected Cost/Return = 1387.3530

BEf Mmarkov Process

Sohve and Analyze Results

File Edit Format Utilities  window  wWinQSE  H

Desde la matriz inicial, con la opcidn

Solve Steady State

Markow Prox

Solve and Analyze / Markov Process Step
aparece una ventana que permite controlar
las iteraciones del proceso.

| Time Parametric Analysis
From % To Statel State? | State3 | Stated
Statel 0.2 03 017 04
State2 0.25 0.35 0.4 0
State3 0.1 0.2 0.2 0.5
Stated 0.5 0.3 0.1 0.1
Initial Prob. 0.2 0.1 0.35 0.35
State Cost 2000 1500 1000 900
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Markov Process for Specific Periods n

Specify the initial state probabilities and enter the number of time
penods from now [i.e.. imitial), then press the OK button. The
rezulted state probabilities will be shown in the night column. You
may press the Steady State button to obtain the steady state result.

Se observa Number of Time Periods from Initial

S ELFEE ) FELT ] i?i:;te (Numero de periodos procesados), pulsando
en el botén Next Period y luego en el botén
State2 0.100000 OK

0.350000
Stated 0,350000

Para el periodo dos, se pulsa Next Period
seguido del botdn OK. Asi, sucesivamente.

En la columna Resulted State Probability
(Probabilidad del estado resultante) se
muestran las probabilidades para los periodos.

Cancel

Markov Process for Specific Periods n

Specily the initial state probabilities and enter the number of time
periods from now [i.e.. initial). then press the OK button. The
rezulted state probabilities will be shown in the right column. You
may press the Steady State button to obtain the steady state result.

Initial State Probability Resulted State
Probability
0.263798
0.100000 0.293785
Stated 0,350000 0.203040
0.350000 0233377

Pulsando en el botén Steady State se
alcanza la matriz estable.

The number of time periods from initial: |Steady state

Expected cost or return: 1.387.353000
I
B Mmarkov Process

File Edit Format | Sokve and Snalyze Resulks  Utilities  Window  WinQSE  He

[« Solve Steady State
- Markow Process Step

Con la opcién . . . ™ PRUEBA : —
So|ve and Analyze / Time Parametric Ana|y5|5 Time Pararmektic Anal

(Analisis Paramétrico en el Tiempo) aparece FromiTo | Statel Stale2 | State? | Stated
una nueva ventana. Statel 02  ¢..0h3. 0 0.4
State? 0.25 0.35 0.4 0
State3 0.1 0.2 0.2 0.5
Stated 0.5 0.3 0.1 0.1
Initial Prob. 0.2 0.1 0.35 0.35
State Cost 2000 1500 1000 00
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Time Parametric Analysis H

Select a parameter For analysis

Probability of State Statel
Probability of State State2
Probability of State State3
Probability of State Stated
Expected Cost of State Statel
Expected Cost of State State2
Expected Cost of State State3
Expected Cost of State Stated

Total Expected Return/Cost

Starting time period |1

Ending time period |1|]

Step

‘ OK ‘ Help

Se puede acceder a tres opciones:

Total Expected Return/Cost : Retorno/Costo total esperado
Probability of State: Probabilidad de cada estado

Expected Cost of State: Costo esperado de cada estado

Pulsando el botén OK para mostrar el
Total Expected Return/Cost
(Retorno/Costo total esperado) para 10
periodos (1 por periodo — Step = 1) se
observa que el costo comienza a
estabilizarse para los ultimos periodos
(recordar que el costo final es de
1.387,3530 euros).

Markov Process for Specific Periods n

Bl Markov Process

File Formak

Resulks  Ubilities  Window  Help

M Time Parametric Analysis for PRUEBA
Time Period Total Expected Return/Cost

1 1381

1410,3500
1385.6500
1387.9060
1387.0120
1387.4280
1387.3330
1387.3610
1387.3510
1387.3540

WO Q0| | S T | Ll P =
(7= --R N - R L R TE R X

—
=
—
=

Specify the initial gtate probabilities and enter the number of time
periods from now (i.e.. initial), then press the OK button. The
resulted state probabilities will be shown in the right column. You
may press the Steady State button to obtain the steady state result.

Idéntico resultado se hubiera

Resulted State
Probability
0.263799
0.293785
0.209040
0.233376

Initial State Probability

State2
State3
Stated

0.100000
0.350000
0.350000

obtenido para el periodo 10,
pulsando Next Period.

The number of time periods from initial: _
Expected cost or return: 1.387,354000

Cancel
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Markov Process for Specific Periods E

5 pecify the initial state probabilities and enter the number of time
pernods from now [iLe.. inihial). then press the OK button. The
resulted state probabilities will be shown in the nght column. You
may press the Steady State button to obtain the steady state result.

Imitial State Probability

Resulted State
Probability

0.100000
0.350000
0.350000

0.263798
0.293785
0.209040
0.233377

The number of time peri

Expected cost or return:

—f —~ § -

1.387,353000

de 1.387,3530 euros.

Para conocer Probability of State (Probabilidad de cada estado) en el periodo 11

Select a parameter for analysis

Time Parametric Analysis E

Total Expected Return/Cost
Probability of State Statel
Probability of State State2
Probability of State State3
Probability of State Stated4
Expected Cost of State Statel
Expected Cost of State State2
Expected Cost of State State3
Expected Cost of State Stated

Probability of State Statel

Starting time period |1

Ending time period |11

Ctep |1

(11,4 Cancel Help

Time Parametric Analysis H

Select a parameter for analpzis

Total Expected Return/Cost
Probability of State Statel
Probability of State State2
Probab of State State3
Probability of State Stated
Expected Cost of State Statel
Expected Cost of State State2
Expected Cost of State State3
Expected Cost of State Stated

Probability of State Stated

Starting time period |1 |

Ending time period |11 |

Step |1 |

114 Cancel Help
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E Markov Process B Markov Process

File Format Results Utiities  Swindow  Help File Format Results  Utlities Window Help

™ Time Parametric Analysis for PRUEBA M Time Parametric Analysis for PRUEBA

Time Period Probability of State Statel Time Period Probability of State Stated
1 1 02750 1 1 0.2900
2 2 0.2840 2 2 0.2215
3 3 02615 3 3 0.2345
4 4 0.2642 4 4 02325
5 5 02635 5 5 0.2336
b 6 0.2639 b 6 0.2333
¥ ¥ 0.2638 i 7 0.2334
L] g 0.2638 8 8 0.2334
9 9 0.2638 9 9 0.2334
10 10 0.2638 10 10 0.2334
11 1 0.2638 11 1 0.2334

Analogamente, el Costo esperado de cada estado (Expected Cost of State) en el periodo 11:

Time Parametric Analysis H Time Parametric Analysis E

Select a parameter For analysis Select a parameter for analysis
Total Expected Return/Cost Total Expected Return/Cost
Probability of State Statel Probability of State Statel
Probability of State State2 Probability of State State2
Probability of State State3 Probability of State State3

Probability of State Stated Probability of State State4
Expected Cost of State Statel Expected Cost of State Statel
Expected Cost of State State?

Expected Cost of State State2

Expected Cost of State State3 Expected Cost of State State3
Expected Cost of State Stated Expected Cost of State Stated
Expected Cost of State Statel Expected Cost of State State2
Starting time period |1 | Starting time period |1 |
Ending time period |11 | Ending time period |11 |
Step |1 | Step |1 |
‘ OK ‘ Cancel ‘ Help ‘ 0K ‘ Cancel ‘ Help

H Markov Process B Markov Process

Fle Format Results Utilities ‘Window Help File Faormat Results  Ubiities ‘Window  Help
FIER b ATEE[E]0IE] 2
™ Time Parametric Analysis for PRUEBA M Time Parametric Analﬁls for PRUEBA

2|
.’.b-
|
IIIIII
I|I|||
™

Tlme Period Expected Cost of State Statel 03-26-2022 Time Period Expected Cost of State State2?
1 1 550 1 1 E 405,00
2 2 5H68.00 2 2 445,50
3 3 523.10 3 3 442 65
4 4 h28.44 4 4 440.80
& L 527.00 5 5 440,63
6 B 527.74 [ 6 440 67
7 7 527.56 i i 440,68
8 8 527 61 8 8 440,68
q q 527.59 9 9 440,68
10 10 527.60 10 10 440,68
T 1 527 60 11 11 440 68

La suma de los Costes esperados de cada estado en el periodo 11 asciende a 1.387,3530 euros
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Se sabe que un sistema de comunicaciones falla o no dependiendo si ha fallado o no el dia anterior.
La probabilidad de que falle un dia sabiendo que ha fallado el dia anterior es de 0,6, pero si no ha fallado
el dia anterior es de 0,4.

a) éCuadl es la probabilidad de que el sistema falle dentro de cuatro dias sabiendo que hoy no ha fallado?
b) ¢Cual es la probabilidad de que el sistema falle el cuarto dia sabiendo que inicialmente la probabilidad
de fallar es de 0,3 y la de no fallar es de 0,77

c) éCual es el vector de probabilidades de equilibrio?

Estado 0 1 0,4
a) Sean los estados E={OEfaIIa,1Eno falla} 0(06 0.4 m

p= 0T 0,6 0,6
La probabilidad pedida es p‘l‘(‘,’ =P(X, =0 | Xo=1) 1{(0,4 0,6 {JR?;/ J

WinQSB / Markov Process /Problem Specification

E Markov Process
MHKP Problem Specification E

File Edt Faormat Solve and Analvze Resdlks

Problem Title  [SISTEMA | Bl=ES ‘ﬂ L3 &= |ll.llll|A

Number of States: |2 | M Transition Probabilities for SISTEMA

From % To Statel | State2
Statel 0.6 0.4
State2? 0.4 0.6

Initial Prob.

State Cost

oK | ‘ Cancel Help

(4) (4)
P11 P1

(4) (4)
P21 P

La matriz de transicion en el periodo 4: P = p*=

Markov Process for Specific Periods

Specify the initial state probabilitiez and enter the number of time
periods from now [i.e_, initial), then press the OK button. The
resulted state probabilities will be shown in the right column. You
may press the Steady State button to obtain the steady state result.

B markov Process
State Initial State Probability Resulted State

File Edit Format Solve and Analyze Resulks Probability
Statel 1 0,500800
State2 1] 0.499200

Solve Steady State
Markow Proc

-

Time Parametric Analysis

M. Transition Probabilities for SISTEMA

From % To Statel | State2?

Statel 0.6 04

State2 04 0.6 - . —

— The number of ime perniods from initial: (4
Initial Prob. 1 1]
State Cost Expected cost or return:

Mext Period

0

Cancel
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Markov Process for Specific Periods

Specify the imtial state probabilities and enter the number of time
periods from now [i.e., initial), then press the OK button. The
resulted state probabilities will be shown in the right column. You
may press the Steady State button to obtain the steady state result.

ﬂ Markov Process

. N State Initial S5tate Probability Rezulted State
Eile Edit Format | Solve and Analyze  Resulks Prohability
Bl= EI %lq Solve Steady State Slalel 0 0.433200

Markoy Pro

Time Parametric Analysis

M Transition Probabilities for SISTEMA

State2

1

0.500800

From % To Statel | Statez?
Statel 0.6 0.4
State? 0.4 0.6
Initial Prob. 0 1
Expected cost or return: 0
State Cost

O T T

=1 - §

0,5008 0,4992

Matriz de transicién en el periodo 4: P*=
0,4992| 0,5008

p3o = 0,4992

b) La distribucién de probabilidad inicial es ©° = (0,3, 0,7) y la distribucién de probabilidad en 4 pasos
serd n* =70 p*

0,5008 0,4992
0,4992 0,5008

T = (ng,nf) =n°p*

0,7)

(ny, m7) = (0,49968,0,50032) — P(X, =0) = ny = 0,49968

Markov Process for Specific Periods H

Specify the initial state probabilities and enter the number of time
periods from now [ie.. initial). then press the OK button. The
resulted state probabilities will be shown in the right column. You
may press the Steady State button to obtain the steady state result.

=(0,49968 0,50032)

a
I

E Markov Process
File Edit Format

B | = HI%I“

Initial State Probability Resulted State

Probability
0,499680
0,500320

Solve and Analyze  Results

Salve Steady State

Markow Pro

Time Parameatric Analysis

M Transition Probabilities for SISTEMA

Eance' “ “

From % To Statel | Statez?
Statel 0.6 04
State? 04 06
Initial Prob. 0.3 0y
Expected cost or return: 0
State Cost
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c) Para encontrar el vector de probabilidades de equilibrio hay que tener la matriz a largo plazo de la
transicion.

Con la opcién Solve and Analyze / Time Parametric Analysis (Andlisis Paramétrico en el Tiempo)

Time Parametric Analysis E

Select a parameter for analysis
Total Expected Return/Cost
Prohahility of State Statel
Probability of State Statez
Expected Cost of State Statel
B Markov Process Expected Cost of State State2
File Edit Format | Solve and Analyze Results

Bl= Elglq Solve Steady State

Markov Process Step

Time Parametric An:

M. Transition Probabilities for SISTEMA

From % To Statel | State2 =
Statel 06 04 Probability of State Statel
State? 0.4 0E Starting time period |1 |
Initial Prob. 0.3 0.7 - :
State Cost Ending time penod |1|] |
Step |1 |
‘ (114 ‘ Cancel ‘ Help

E Markov Process

File Format Resulks  Utilities  Swindow  Help
=E] ol A (===

Time Period Probability of State Statel
1 0.4600
0.4920
0.4984
0.4997
0.4999
0.5000
0.5000
0.5000
0.5000
0.5000

Analogamente para la Probabilidad del estado 2.

(=R -=N TN - W N R TER S ]
W~ MmN

—
=
—
=

También se alcanza la matriz estable con la opcidn Solve and Analyze / Markov Process Step / Steady State
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Markov Process for Specific Periods E

S pecify the initial state probabilities and enter the number of ime
periods from now [iLe. 1al). then press the OK button. The
resulted state probabilities will be shown in the night column. You
may press the Steady State button to obtain the steady state result.

B Markov Process
State Initial State Probability Resulted State

File Edit Format | Sokve and Analvze Resulks Probability

Solve Steady State Statel 0.300000 0,500000
State? 0_700000: 0,500000

-

Tire Parametric Analysis

M. Transition Probabilities for SISTEMA

From % To Statel | State2

Statel 0.6 04

State? 04 0.6
Initial Prob. 1 1] The number of time periods from I: (Steady state
State Cost Expected cost or return: 0

I TN T

Matriz de transicién a largo plazo: 0.5
0,6 0,4) (0,5 0,5

P= lim P" = lim =
n— o n>w|\0,4 0,6 0,5 0,5 D"E{/U@JD*S
0,5
El inico vector de probabilidades de equilibrio se expresa por 7t = (0,5 0,5) de modo que,

0,6 0,4

wP=(0,5 0,5) 04 06

=(0,5 0,5)=*
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Un viajante opera en tres ciudades: Madrid, Segovia y Toledo. Con tal de evitar desplazamientos
innecesarios pasa todo el dia en la misma ciudad y al dia siguiente, si no tiene suficiente trabajo, se

Después de trabajar un dia en Toledo, la probabilidad de tener que continuar alli al dia siguiente es 0,4, la
de tener que viajar a Segovia es 0,4, y la de tener que ir a Madrid es 0,2.

Si el viajante duerme un dia en Segovia, con probabilidad 0,2, tendra que seguir trabajando en la misma
ciudad al dia siguiente, en el 60% de los casos viajard a Toledo, mientras que ird a Madrid con

Si el viajante trabaja todo un dia en Madrid, permanecera en la ciudad al dia siguiente con probabilidad
0,1, ird a Segovia con probabilidad 0,3, y a Toledo con probabilidad 0,6.

a) Si el viajante se encuentra hoy en Toledo, écudl es la probabilidad de que tenga que trabajar en la
misma ciudad al cabo de cuatro dias?

b) ¢Cudles son los porcentajes de dias en los que el viajante estd en cada una de las tres ciudades?

M S T
mM(0,1 0,3 0,6
a) Matriz de transicionP= S [ 0,2 0,2 0,6
T\0,2 0,4 04

Estando en Toledo, para saber con qué probabilidad se encuentra en Toledo a los cuatro dias hay que

calcular p{¥

WinQSB / Markov Process /Problem Specification

MKP Problem Specification E

Problem Title  [CIUDADES |

Number of States: [3 |

(1] 4 ‘ | Cancel Help
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Markov Process for Specific Periods E

Specify the initial state probabilities and enter the number of time
periods from now [i.e.. initial], then press the OK button. The
resulted state probabilities will be shown in the right column. You
may press the Steady State button to obtain the steady state result.

B Markov Process

State Initial State Probability Rezulted State
File Edit Format | Solve and &nalyze Lkilities  Winc Probability

E E . Solve Skeady State M adrid L 0.181800

Segovia 0 0,317400
1 0,500800
Time Parametric Analysis
From % To M adrid Segovia | Toledo
M adrid 0.1 0.3 0.6
Segovia 0.2 0.2 0.6
Toledo 0.2 0.4 0.4
Initial Prob. 1] 0 1
Ctate Cost The number of time perniods from i
Expected cost or return:
o
i -
M S T
M En Toledo se encuentra a los cuatros dias
. . g ors 4
Matriz de transicién P* = S con probabilidad p%y = 0,5008

T{0,1818 0,3174 0,5008

Para calcular la matriz de transicién en el periodo 4, se tiene:

Markov Process for Specific Periods E

Specify the initial state probabilities and enter the number of time
periods from now [i.e.. initial], then press the OK button. The
resulted state probabilities will be shown in the right column. You
may press the Steady State button to obtain the steady state result.

H Markov Process
State Initial State Probability

Rezulted State

File Edit Faormat | Solve and Analyze Ltilities  \Winc Probability
Solve Sheady Skate 1 Madrid 0 0.181800
Mar _ Segovia 0.3195000
ar tep ;
Toledo 0 0439200
Tirme Parametric Analysis
From % To M adrid Segovia | Toledo
M adrid 01 0.3 0.6
Segovia 0z 0z 06
Toledo 0.2 0.4 0.4
Initial Prob. 1] 1 1]
State Cost
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Markov Process for Specific Periods

Specify the initial state probabilities and enter the number of time
periods from now [i.e.. initial], then press the OK button. The
rezulted state probabilities will be shown in the right column. You
may press the Steady State button to obtain the steady state result.

E Markov Process State Initial State Probability Resulted _S_tate
File Edit Format | Solve and Analyze Utilities  Winc Probability
=T i Madrnid 1 0,181900
EENEIE] C'"'E Steady State Segovia ik 0.318900
" : Toledo 0 0,499200
Time Parametric Analysis
From % To M adrid Segovia | Toledo
M adrid 0.1 0.3 0.6
Segovia 0.2 0.2 0.6
Toledo 0.2 0.4 0.4
Initial Prob. 1 0 0
State Cost The number of time periods from initial: 4 |

Expected cost or return: 0
o

Steady State
e

M S T
M (0,1819 0,3189 0,4992

Matriz de transicién P* = S | 0,1818 0,3190 0,4992
T10,1818 0,3174 0,5008

b) Para calcular las probabilidades estacionarias

ﬂ Markov Process

File Edit Format | Solve and &nalyze Results  Utilties  Window

E Solve Steady Stat gEEE: =g

ep

M Transition P . ,
- Tirme Parametric nalysis Presionando el boton de Solve the Problem o
Fromi\To | Madnd Segovia | Toledo bien con la opcidn Solve and Analyze / Markov
st 0.1 03 } 08 Process Step / Steady State
Seqovia 0z nz 0.6
Toledo 0.2 0.4 0.4
Initial Prob.
State Cost

B Markov Process

File Format Resdlts  Ukilities  window  Help

El porcentaje de que el viajante se encuentre en

M Steady State for CIUDADES i . 0 R
State Name State Probability Recumrence Time cada ciudad es: Madrid el 18’18A’ SegOVIa el
1 Madnd 0.1818 5.5000 31,82% y Toledo el 50%.
2 Segovia 0.3182 3.1429
3 Toledo 0.5000 2
Expected Cost/Return = 1]

Para calcular las probabilidades estacionarias se plantea la ecuacién matricial:

0,1 0,3 0,6
nP=n — (x y z)[0,2 0,2 0,6|=(x y z) siendo x+y+z=1
0,2 0,4 0,4
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Resulta el sistema de ecuaciones lineales:

0,1. (x+2y+2z)=x —9x+2y+2z=0
—Ix+2y+2z=0
0,1. 3x+2y+4z)=y 3x-8y+4z=0
= X+y—z=0
0,1. (bx+6y+4z)=12 6Xx+6y—62=0
x+y+z=1
X+y+z=1 X+y+z=1

conloque, x=0,1818, y=0,3182, z=0,5
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=) CADENA DE MARKOV EN TIEMPO CONTINUO (CMTC)
EHOE

Un proceso estocastico en tiempo continuo, X(t),t >0, con espacio de estados Ses
una cadena de Markov en tiempo continuo si

PLX(t)= | X(6) =1, X{t,_y) =iy, =, X{t) =1y | =P[X(t)=]|X(s) =]

donde 0<t, <t,< --- <t,_, escualquier secuencia no decreciente de (n+1) tiempos

= th_

e (i;,i,, ==+ ,i,_q,i,j)€S son (n+1) estados cualesquiera del conjunto S

Las cadenas de Markov en tiempo continuo (CMTC) verifican que dado el proceso en
un conjunto de tiempos anteriores al instante t, la distribucion del proceso en el
instante t depende sélo del instante de tiempo anterior mas préximo a t.

e Una cadena de Markov en tiempo continuo es homogénea si para cada s<t y cada
estado i, jeS, se tiene:

P[X(t)=]j| X(s)=i]=P[X(t—s)=]| X(0) =i]

No todas las cadenas de Markov en tiempo continuo tienen que ser homogéneas,
aunque consideraremos Unicamente las CMTC homogéneas.

Por homogeneidad: Cuando el proceso entra en el estado i, la forma de evolucionar
probabilisticamente desde este punto es la misma que si el proceso comenzase en el
estado i en el instante 0.

e Al tiempo de permanencia del proceso en el estado i se denota como T, se
distribuye exponencialmente. La distribucién T, tiene la propiedad de pérdida de
memoria, lo que implica que es exponencial.

OTRA DEFINICION DE CADENA DE MARKOV EN TIEMPO CONTINUO

Un proceso estocastico en tiempo continuo X(t), t>0 es una cadena de Markov en
tiempo continuo si:

¢ Cuando entra en un estado i, el tiempo que permanece en él se distribuye

. 1
exponencialmente con media —

Vi

¢ Cuando abandona el estado i, entra en el estado j con probabilidad de transicién
pijl con p; =0 Yy zpij =1
j

La matriz P formada con las probabilidades p;; es una matriz estocastica y, por tanto, la
matriz de transicion en un paso de la cadena de Markov encajada.
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Una cadena de Markov en tiempo continuo se comporta como una cadena de Markov
encajada, con intervalos de tiempo de permanencia en cada estado distribuidos
exponencialmente e independientemente.

Ejemplos se tienen en el Proceso de Poisson de tasa 1, Proceso de Yule y Sistema de
dos procesadores secuenciales.

En las cadenas de Markov en tiempo discreto (CMTD) se analizaron las probabilidades
de transiciéon en n pasos, pi‘j"). El homologo en las cadenas de Markov en tiempo

continuo (CMTC) es la funcién de probabilidad de transicion:
p, (t)=P[ X(t)=j| X(0)=i]

Es decir, la probabilidad de que estando inicialmente en el estado i, después de t
unidades de tiempo se entre en el estado j.

e En las cadenas de Markov en tiempo continuo (CMTC) no se puede hablar de pasos.
Para cada par de estados (i, j)€S la funcidn de probabilidad de transicion p;(t) es una

funcién continua de t.
En general, es dificil determinar la funcién de probabilidad de transicion, si bien en

casos sencillos se puede calcular. En los Procesos de Poisson para i< j la funcion de
probabilidad de transicion es:

=
p; (t) = P[N(t)=j—i] = ((7;?,). e~ M

ECUACIONES DE CHAPMAN-KOMOGOROV

Las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov proporcionan un método para calcular la
funcion de probabilidad de transicion. Sea la cadena de Markov en tiempo continuo

{X(t),t=0} con espacio de estados S, se tiene:

py(t+s)= D py(t) pyls) Vs, t>0
keS
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TASAS INSTANTANEAS DE TRANSICION

Los valores fundamentales que especificaban las cadenas de Markov encajadas (CMTD)
eran las probabilidades de transicion p;;. En tiempo continuo son las tasas instantaneas

de transicion
Q; = ViP;

que representa la tasa a la que hacen restricciones de 7a j, determinando la cadena,
puesto que:

d;
Vizzvipi.zzqi. |:)i.=—J
j ) j ) ) Zqij
J

Con el objetivo de proporcionar un sistema de ecuaciones diferenciales para calcular
p;; (t)
o0

pik(t) pkj(h) - pij(t)
k=0

' lim pij(t+h) - pij(t) _

Pi =h|—>0 h hlino h -
P (t) Py (h) — py(t) | 1—py(h)
e |§J k\t) Py j I: j :Izz ) lim py;(h) oo (t) lim 1 - py;lh)
h—> 0 h k¢jpik h—> 0 Pj h—>0
Operando se obtiene:
' w _pylh) . 1-pyh) &
pij(t)zg:jpik(t) hlino — - p;; (t) hlino—uzé:jpik(t) Ay — Py;(t) v;

e Ecuaciones diferenciales hacia atrdas de Komogorov, bajo condiciones adecuadas,
Vi j,t=0

p;j (t)= ipik(t) qkj - pij (t) Vj

k#j

v" En el Proceso de Poisson de tasa A las ecuaciones diferenciales atras de
Kolmogorv, como q; ;. =V;p; ;,1 =V;=A y q;=V;p; =0 Vj=i+1,son:

P, (t)=py_1 () A —py () A

v’ En el Proceso de Yule, como q; ; ., =V;P; ;1 =iA ¥ q;=V;p; =0 Vj=zi+1,las

ecuaciones diferenciales hacia atras de Kolmogorov son:

oy (1) =py;_1(t) (i— A —p, (1) jA
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Las ecuaciones diferenciles hacia atras de Kolmogorov tienen la forma matricial:
Po(t) =G P(t)

donde P(t) y Py(t) son las matrices formadas por los elementos p;(t) y p;l(t),

respectivamente, y G (generador o generador infenitesimal) en la que los elementos
(i, i) tienen valor (—v;) y los elementos (i, j) con i=j el valor q;.

Si al obtener las ecuaciones diferenciales, se hubiera condicionado a X(t) en lugar de a
X(s), se habria obtenido otro conjunto de ecuaciones diferenciales llamadas

ecuaciones diferenciales hacia adelante de Kolmogorov, que escritas en forma
matricial son:

Po(t)=P(t) G

Para ambas ecuaciones, se tiene la condicién limite P(0) =1, donde | es la matriz
identidad.

Las ecuaciones diferenciales hacia atrds y hacia adelante, con la condicidn limite
mencionada, tienen la misma solucién:

= n 2 3
P(t)=et6=2%=1+t6+ (tZG!) + (t;) +oen

n=0

DIAGRAMA DE TRANSICION

Las cadenas de Markov a tiempo continuo se pueden representar mediante un
diagrama de transicién, grafo en el que los nodos representan estados, y un arco entre
iy j describe la probabilidad de transicion deiaj y g; representa el arco

correspondiente.

d d A A
Proceso de Poisson de tasa i

A, 2h  3M

Proceso de Yule
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COMPORTAMIENTO ESTACIONARIO

Sea {X(t) ,t2> 0} una cadena de Markov en tiempo continuo, con matriz de funciones
de probabilidad de transicién P(t). Un vector m,con ;20 Viy Zni =1, sedice que

es una distribucion estacionariasi t=7n P(t), Vt>0

El generador G se utiliza para determinar la distribucién estacionaria:

(t

9 yezg

T es estacionaria < mw=mnP(t),Vt>0 < n=nz
n
n=0

& 0= E t—lnG",VtZO < 0=nG",Vn21
n!
n=1

& 0=nG

La condicién t=7 P(t), Vt>0 que es dificil de resolver se reduce a otra mucha mas
simple 1 G=0.

En consecuencia, si existe la distribucion estacionaria 7 se obtiene resolviendo el
sistema:

nG=0 —V; “j+2qu“a =0 Vi T, =un“i

i#] i#]

Znizl < Zﬂ:i=1 < Zni:l

donde,

=; = Proporcion de tiempo a largo plazo que el proceso estd en el estado j,
mientras que v; es la tasa de abandono del estado j cuando el proceso estd en
él.

v, 7t; = Tasa a largo plazo de dejar el estado

d; = Tasa de ir al estado j cuando el proceso esta en el estado i.
d; 7; = Tasa a largo plazo de de ir del estado i al estado j
D"q,m, = Tasa a largo plazo de ir al estado j

i#]j

En consecuencia, la tasa a largo plazo de salida del estado j coincide con la tasa de
entrada en el estado j, y por esta razén las ecuaciones t1G=0 se denominan

ecuaciones de equilibrio global o simplemente ecuaciones de equilibrio.
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e En una cadena de Markov en tiempo continuo, si existe una distribucion
estacionaria 7 es Unica, verificando:

limp,(t)=m, Vi
to>w©

e Las ecuaciones de equilibrio para un proceso de Poisson de tasa A son:

Am=Am,_, Vj
2“ -1 que no tienen solucién
i

i
e Las ecuaciones de equilibrio para un proceso de Yule de tasa A son:

jhm=(-VAm_, V]
Zn_ = que no tienen solucién

PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE

Describen sistemas que en cada instante representan al mismo numero de individuos
en el estado. Los procesos de nacimiento y muerte se enmarcan dentro de la teoria de
colas.

En el estado nse producen llegadas con tasa exponencial A y salidas con tasa
exponencial p, de forma independiente.

[« ]

Un proceso de nacimiento y muerte con tasas de llegada (nacimiento) = {?»n}r_o y
tasas de saldida (muerte) = {un}::l es una cadena de Markov en tiempo continuo con
Vo =2,

i>0
Vi=A +u, | Y

espacio de estados {0, 1,... } , tasas de permanencia {

probabilidades de transicion:

r

P =1 p,, =0 para i#1

A K
<pili+1=?\'i+ui pili_l:}"i"‘“i
kpij=0 j#i+1,i—1 parai#0

e El proceso de Poisson es un proceso de nacimientoy muertecon A =A y
pn, =0para Vn

e El proceso de Yule es un proceso de nacimientoy muertecon A ,=nA y p_ =0
para Vn
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A, A A
e El diagrama de transicién de un proceso de nacimiento y —° % --—%«0
muerte es:
l‘ll !‘12 l‘l‘3

Qo1 = )”0

- O iv1 =M

Tasas de transicién son ¢ “'** '

q4i-1 =K

| 0 el resto

Con lo que el sistema de ecuaciones diferenciales de Kolgomorov es:

p;o(t) =Pu(t)uy —Pio(t)Ag
p;j (t)=p; j+1(t) Mg T pij—l(t);\'j—l — Pjj (t) (;\‘j + Hj)

gue conducen al sistema en equilibrio:

AoTo =TTy

) ()“j + ”j)nj = Hj+1Tj4a +}\‘j—1nj—1 i=1,2,...

27‘1:1

L]

o bien al sistema de sistema en equilibrio de tasas de salida y de entrada en cada
estado:

(}*ono =W
(Ay + )7y = p,m, + A7,
(Ay +1,y) 7, = HaTty + Ay
Sistema que queda simplificado al sumar las

dos primeras ecuaciones, las tres primeras
(;\‘n +un)nn =Hn+1ﬂ:n+1+7\‘n—1ﬂ:n—1 p , . ’ p
ecuaciones, asi sucesivamente, resulta:

Znn=1

n=1

"
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Mo =Ty —> Ty =— T,
Ky
A A A
M7y =p,T, — Ty =—tm=——Cm,
K, My Hq
A A, AL A
ATy =gty = My =—2m,=—2—1—0m,
M3 M3 MU, By

}\’n—l ;"n—l ;”2 7”1 ;”o
s

)\’nnnzun+1nn+1 - nn= nn—1=
”n ”n u3”2“’1
2.,
\n=1
con lo cual,
o Aoy o Ayhg g 1
ZTC,,:Z T,=1 —> mny= = )
n=1 n Hn " H3Ha Yy 1+Z n—-1 1770
n=1 Hn =" Hally
)\’n—l 7‘17‘0
por tanto, w, = " )
n-1 """ N1/
Moo By | 14
1( 21 o oo My ]

Una condicidn necesaria, y se comprueba que también es suficiente, para que exista la
distribucidn estacionaria, es gie se verifique:

© ;\‘n—l )\’1)\_{0

> <0

n=1 Hn *°* Haly

Denotando por T. el tiempo que tarda el sistema en pasar del estado i al estado (i+1),
se verifica:

1w
E(T))= N + L E(Ti_,)
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Ollin Tonatiuh (dios del Sol): Movimientos de los astros y algunos ciclos en
donde los meses duraban veinte dias, los afios dieciocho meses y los siglos 52
anos, renovandose.
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DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

e DISTRIBUCION UNIFORME DISCRETA
Una variable aleatoria discreta X que toma valores enteros 1,2, ... ,n con

probabilidades P(X=k)=— k=1,2, ... ,n recibe el nombre de variable uniforme
n

discreta.
n+1 , n*-1 n’—1
u:— c = O =
2 12 12

e DISTRIBUCION UNIFORME CONTINUA

Una variable aleatoria continua X sigue una distribucién uniforme en el intervalo [a, b],
es decir, X ~ U[a, b] cuando su funcion de densidad es:

- o
b
I
o

f(x) =+ b a<x<b — Funcidn de distribucién: F(x)=- b a<x<b
—a —-a
0 x>b \ 1 x>b
etb _eta
Funci6n generadora de los momentos M, =E(e™) =
t(b—a)
m —E(Xk)—ia‘b"'i S moE)=p=2tP o oppe)= A tabtb
k 1 & 7 2 3

e DISTRIBUCION DE POISSON
Una variable aleatoria X ~ P(A) si puede tomar todos los valores enteros

k

0,1,2,:--,n,--- con probabilidades P(X=k)=%e'x VA>0
X~P(A) = EX)=A VX)=A

RELACION ENTRE UNA DISTRIBUCION DISCRETA Y CONTINUA

La relacién entre dos distribuciones, la distribucion discreta de Poisson y la disribucion
continua Gamma, se efectua al incluir la distribucion de Erlang, y su caso especial, la
distribucion Exponencial.
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e DISTRIBUCION GAMMA

La distribucion gamma X ~I'(n, A) es una funcidn de distribucién continua con dos
parametros ny A, cuya funcién de densidad es:

(At)" LeM = AT

0= -1

Vt,n>0

La funcién gamma F(p)=j tP'e'dt I'(p)=(p-1)! Vp>0
0

re}ﬁ T(p)T(p—1)=—=

SenT
X~T(MA) = EX)=2 V(X)=—
’ » %

e DISTRIBUCION ERLANG
Para describir el tiempo de espera hasta el suceso nimero 7 en un proceso de Poisson

. . 1 . :
se toma la distribucién de Erlang con un parametro 6= x cuya funcién de densidad es

f(x) = (X)) i VX, n>0
(n=2)!
n n

EX)=2" VX)=5

e DISTRIBUCION EXPONENCIAL

La distribucién exponencial X ~Exp(A) es un caso particular de la distribucién gamma

re™  parax>0
para n=1, cuya funcion de densidad es f(x)= P
0 en otro caso

x 1-e™ x20
Su funcién de distribucion es: F(x)=j f(t)dt={ € X
—» 0 x<0
X~Exp(A) — E(X)—1 V(X)—i
A %

La suma de variables aleatorias que siguen una misma distribucién exponencial es una
variable aleatoria expresable en términos de la distribucién gamma.

Portal Estadistica Aplicada: CADENAS MARKOV - FENOMENOS DE ESPERA 62



PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION EXPONENCIAL

e Una propiedad que caracteriza de manera Unica a la distribucion exponencial
dentro del conjunto de distribuciones continuas es que satisface la pérdida de
memoria, esto es, si X ~exp(A) para cualquiera tiempos s, t>0 se cumple la igualdad

P(X>t+s|X>s)=P(X>1)
0, equivalentemente,

P[(X>t+s)m(x>s):|=P(X>t+s)

=P(X>t)
P(X>s) P(X>s)

P(X>t+s|X>s)=

por tanto, P(X>t+s)=P(X>t) P(X>s)

En consecuencia, la distribucién exponencial exp(A) carece de memoriay es la Unica
distribucién continua con tal propiedad, ya que

P(X>t+s)=e "I =e™e ™ =P(X>t)P(X>s)

e Lasegunda propiedad es la reproductividad, que hace referencia a que la suma de
distribuciones exponenciales independientes e idénticamente distribuidas sigue una
distribucion gamma I'(n, A)

En efecto, si (X,, X,, -+ ,X,) son n variables independientes distribuidas

exponencialmente, X, ~exp(A) Vi, entonces X, + X, + -+ +X_ = in ~TI'(n, A), cuya
i=1

(At)" L= ANt oM

funcién de densidad es f(t)= = Vt,n>0
(n=1)! (n—1)!
n n
X~I'(n,A) = EX)=— VX)=—
(n,2) (X) » (X) 22

e Si (X;,X,, -+ ,X,) son nvariables aleatorias independientes con distribucion
exponencial X, ~exp(A) Vi, entonces X =min(X,, X,, --- , X )~ exp(ZXi), es decir,

el minimo de n variables aleatorias exponenciales independientes se distribuye
exponencialmente.

P(X>x) = P[min(X,,X,, -+ ,X,)>x] = P(X;>x, Vi) =ﬁP(Xi>x) = ﬁe"‘ix=
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e Sean X, y X, dos variables aleatorias independientes con distribucién exponencial
de pardmetros A, y A, respectivamente, por el teorema de probabilidad total, se

}\’1
A A,

tiene: P(X; <X,)=

En efecto,

P(X, <x2)=j P(X, <X, | X,=x) A, ™" dx =I P(X,<x) A, e dx=
0

0

=I (1—0_}»1)() 7\:2 e_xzx dx =1 - XZ I (;\‘1 +7wz)e_(x1+x2)x dx= )\,1
0 1+}“2 0 7"’1+}"’2

RELACION ENTRE LA DISTRIBUCION DE POISSON Y LA DISTRIBUCION EXPONENCIAL

e Siel tiempo de llegadas consecutivas sigue una distribucion
exponencial Exp(A), entonces el nimero de llegadas en un

intervalo de tiempo t sigue una distribucion de Poisson P(At)

e Siel nimero de llegas en una hora sigue una distribucién de
Poisson P(A), entonces el nimero de horas entre dos llegadas

consecutivas sigue una distribucion exponencial Exp(\)

La duracidn de vida de una pieza de un motor sigue una distribucién exponencial,
sabiendo que la probabilidad de que sobrepase las 100 horas de uso es 0,9. Se pide:
a) Probabilidad de que sobrepase las 200 horas de uso.

b) éCuantas horas se mantiene funcionando con probabilidad 0,957

Solucion:

a) Seav.a. X ="tiempo de vida de la pieza del motor" , donde X ~Exp(A)
Respectivamente, la funcidn de densidad y la funcidon de distribucion:
f(x)=A.e™ F(x)=1-e™ Vx>0
Siendo P[X>100]=1-P[X<100]=1-F(100)=1-[1-e ™" |=e "™ =0,9
e’ =0,9 » -100A=Ln0,9 = —1001=-0,105 = A =0,00105
Por tanto, X ~Exp(0,00105) f(x)=0,00105.e *%"%®* F(x)=1—-e*%%®* v¥x>0

P[X>200]=1-P[X<200]=1-F(200)=1-[ 1 **'*** |=0,81
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o]
o0

o bien, P[X >200]= j f(x)dx = I 0,00105.e™*** dx =—[ e ®***|" =0,81
200

200 200
b) P[X>t]=0,95 > P[X>t]=1-P[X<t]=1-F(t)=e"*"**=0,95

e 0%t -0 95 5 —0,00105t=Ln0,95 = —0,00105 t=-0,05129 = t=48,85

En una tela las fallas siguen un proceso de Poisson a razén de 1 falla cada 10
metros. ¢Cual es la probabilidad de que la distancia entre la cuarta y quinta falla sea
mayor a un metro?

Solucién:

En un proceso de Poisson el intervalo entre dos eventos consecutivos es una varible
exponencial Exp(A) con A=1/10=0,1

0

P(X>1)= j re ™ dx = j 0,1e %™ dx=—e"" , =0,9048
1

1

PX>1)=1-P(X<1)=1-F(1)=1-(1—-e *"**)=e%'=0,9048

La ciudad de Segovia se comunica con UAM mediante 3 autobuses por hora,
distribuidos segtin un proceso de Poisson. ¢Cual es la probabilidad de tener que
esperar un autobus mas de 20 minutos?

Solucién:

Sea la variable aleatoria X =tiempo de espera a un autoblis donde X ~Exp(A)

_ 3 autobuses 3 autobuses

A =
hora 60 minutos

=0,05 portanto X~Exp(0,05)

e ]

P(X>20)= I Ae M dx= I 0,05 e ®* dx = —e %%
20

20

[e o]

=0,3678
20

P(X>1)=1-P(X<20)=1-F(20)=1—-(1-e ¥®*)=¢*=0,3678
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El promedio de clientes que llegan a solicitar servicio a un banco es de cinco por
minuto. ¢Cual es la probabilidad de que dos clientes tarden entre 30 a 45 segundos en
solicitar servicio?

Solucion:

El nimero de clientes que llegan por minuto a solicitar servicio bancario es una
variable aleatoria discreta de Poisson de parametro A

El tiempo que tardan 7 clientes en llegar a solicitar servicio al banco es una variable
aleatoria continua Gamma I'(n, 1/A)

_Sclientes  Sclientes 1

A = =—
minuto 60 segundos 12
n Xn—l
X ~T"(2,12) con funcién de densidad f(x)= Ty e™ n=2 A=1/12
n—1)!
45 2 45
1/12 1
conlocual, P(30<X<45)= (/12) x* e dx=— j x e /2 dx =0,17558
3 (2-1)! 127 J 35
1 45 integracién partes X 45
= I x e /1 dx = - (—+ 1) e =-0,11171+0,28729=0,17558
12° J 3 u=x dv=e*/'2dx 12 30

El nimero promedio de recepcion de solicitudes en una ventanilla de atencion al
cliente es de tres al dia.

a) éCudl es la probabilidad de que el tiempo antes de recibir una solicitud exceda cinco
dias? b)
¢Cual es la probabilidad de que el tiempo antes de recibir una solicitud sea menor de
diez dias?

c) éCual es la probabilidad de que el tiempo antes de recibir una solicitud sea menor
de diez dias, si ya han pasado cinco dias sin recibir solicitudes?

Solucion:

a) X ="dias antes de recibir una solicitud", X ~Exp(A =3)
f(x)=3e™ F(x)=P(X<x)=1-¢e*

P(X>5)=1—P(XS5)=1—F(5)=1_(1_e—3.5)=e_15

b) P(X<10)=F(10)=1-e?*° =1-¢%
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c)
P(5<X<10) _F(10)-F(5) 1-e™-(1-e™) e™-e® _ s
P(X>5) 1—F(5) e 15 15

P(X<10|X>5)=

Adviértase que P(X < 10| X>5)=P(X <5) lo que significa que la variable aleatoria
exponencial no tiene memoria.

Sea X la variable aleatoria que describe el nimero de clientes que llega a un
supermercado durante un dia (24 horas). Sabiendo que la probabilidad de que llegue
un cliente en un dia es equivalente a 100 veces la que no llegue ningun cliente en un
dia, se pide: a)
Probabilidad de que lleguen al menos 3 clientes al dia.

b) Si acaba de llegar un cliente, calcular la probabilidad que pase mas de 25 minutos
hasta que llegue el siguiente cliente (o hasta que llegue el primer cliente).

c) En dos semanas, écual es la probabilidad aproximada de que lleguen como mucho
1300 clientes al supermercado?

Solucién:

k
a) Se trata de una distribucion de Poisson: P(X =k) = % e

0
P(X=1)=100.P(X=0) — %e‘”=1oo.%e‘” - A.e*=100.e* — A=100

3-100

P(X23)=P[22 }zP(22—9,7)=P(239,7)z1

b) Es una funcién exponencial, es decir, el tiempo de espera hasta que ocurre un
suceso (que llegue el siguiente cliente), donde A es el nimero de sucesos de Poisson
por unidad de tiempo. X ~Exp(A)

Para calcular el parametro A se establece una proporcion:

100 A , _108.25 _ 250

= o = =
24.60 25 24.64 144

=1,736
P(X<x)=F(x)=1-e™* > P(X<1)=F1)=1-e"*1=0,8238

< 1300 —1400

c) P(xs1300)=|>[z_ 70

} =P(z<-2,67)=P(z>2,67)=0,00379
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El tiempo de revisiéon del motor de un avién sigue aproximadamente una
distribuciéon exponencial, con media 22 minutos.

a) Hallar la probabilidad de que el tiempo de la revisién sea menor de 10 minutos.

b) El costo de la revisiéon es de 200 euros por cada media hora o fraccién. ¢Cual es la
probabilidad de que una revisién cueste 400 euros?

c) Para efectuar una programacion sobre las revisiones del motor, écuanto tiempo se
debe asignar a cada revisidn para que la probabilidad de que cualquier tiempo de
revision mayor que el tiempo asignado sea solo de 0,1?

Solucion:

a) Sea X ="tiempo de revision del motor de un aviéon en minutos"

ux=E(X)=%=22minutos - x:% X ~Exp[ 1/22]

Funcion de densidad: Funcidn distribucion:

ie"‘/22 x>0 1-e¥2 x>0
f(x)=4 22 F(x)=P(X<x)=

0 x <0 0 x<0
P[X<10]=F(10)=1-e""? =1-e">" =0,365
o bien,

10 10
1
P[X < 10] =I f(x)dx =j |:Z x/22i|dx _ _I: —x/22:|:0 ——e 2 1-1_e%=0 365
0

0

b) Como el costo de la revisién del motor es de 200 euros por cada media hora o
fraccidn, para que la revisidn cueste 400 euros la duracidn de la revision debe de ser

inferior o igual a 60 minutos. Es decir, se tendra que calcular P[3O <X< 60]

P[30 <X <60]=F(60)—F(30)=[ 1-e ¥* |-[1-e™* |=e™? -7 =
_ e—15/11 30/11 =0,19

o bien,

60 60
P[30<x<60]=| f(x)dx= I [% e‘*/”}dx =[] =—e R e o
3

30 0
— e—15/11 _ e—30/11 — O, 19

c) Seat="tiempo que se debe asignar a la revision", verificando P[X > t] =0,1

P[X>t]=j f(x)dx=j [% —x/22i|dx__|: —x/22:|:°=0+e—t/22=0'1
t t

e =0,1 » -t/22=1Ln(0,1) —» -1/22=-2,30 = t=50,6~51 minutos

Portal Estadistica Aplicada: CADENAS MARKOV - FENOMENOS DE ESPERA 68



Un sistema esta formado con dos procesadores, los procesadores 1y 2 funcionan
correctamente durante un tiempo exponencial de media de 5y 6 afios,
respectivamente. Se pide: a)
éCual es la probabilidad de que ambos procesadores funcionen correctamente mas de
4 afios?

b) éCual es la probabilidad de que el procesador 1 deje de funcionar correctamente
antes que el procesador 2?

Solucion:

a) Sea X, = tiempo de funcionamiento correcto del procesor i-ésimo, X; ~Exp(A;)

1 1
con X1=§ y 7L2=g

n

: [
P(X>4) =P[min(X,,X,)>4] = [Je™*=e "/ =e * ¢ =0,2307
i=1

Mo e, <x)= 13 o545

b) P(X, <X,)= =
FPX,<X;) A+ A, 1/5+1/6
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PROCESOS ESTOCASTICOS

Un modelo estocdstico es todo esquema abstracto de naturaleza probabilistica
susceptible de representar algun fendmeno real. En la medida en que los modelos
plasman lo observado, permiten preveer las consecuencias de ciertas situaciones,
permitiendo la posibilidad de efectuar elecciones razonadas.

En un modelo aleatorio se reconocen los siguientes elementos:

a) Un conjunto de estos posibles del sistema S
b) Un conjunto de eventos elementales posibles Q
c) Una distribucién de probabilidades sobre QQ

Los modelos aleatorios que son funciones aleatorias en el tiempo se denominan
Procesos Estocasticos o Aleatorios. El objetivo de este tipo de modelos es conocer
como el futuro de un sistema estd ligado (correlacionado) con su pasado y presente.

e Sedice que {Xt}teT es un proceso estocastico en S si X, es una variable aleatoria

con valores en S para cualquier t.

Un proceso estocdstico es, entonces, un conjunto de variabless aleatorias, donde los
valores teT se interpretan como instantes de tiempo. El conjunto S corresponde al

conjunto de estados posibles para el sistema en estudio. De este modo, X, puede

interpretarse como el estado de un sistema en el instante t, estado que, visto desde un
instante anterior a t, es una variable aleatoria.

El proceso estocastico (colecciéon completa de variables X, ) corresponde a la evolucién
aleatoria del sistema.

La realizacién de un proceso estocdstico es un conjunto de valores del sistema S,
valores observados para el estado del sistema en cada instante del tiempo. Es decir, la
realizacidon de un proceso estocastico puede contemplarse como una funcionde Ten S,
de forma que a cada teT asocia el valor observado para el estado del sistema en t.

Un proceso estocastico se puede describir en probabilidad cuando se puede construir
la funcidn de distribucidn conjunta para cualquier subconjunto de él, es decir, se debe

conocer F (x,t), VneN,VxeS",VteT talque t, <t, < --- <t

Fo(x, 1) =P(X, <x;, X, <Xp, -+, X; <X,)
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PROCESOS DE CONTEO

Un proceso estocastico { N(t), t> 0} es un proceso de conteo si N(t) representa el

numero total de sucesos de algun fenémeno aleatorio que han ocurrido hasta el
instante t.

Sea el contador que registra el nUmero de visitas en una pagina web, con cada visita el
contador se incrementa en una unidad, denotando por N(t) el nimero que marca el

contador en el instante t, N(t) es una variable aleatoria, dado que las personas visitan
la web en tiempos aleatorios y no en intervalos fijados.

Ejemplos de procesos de conteo son: las ventas de un producto en un supermercado,
las llegadas de camiones a puntos de carga, el nimero de accidentes en la carretera a
lo largo de un aio, etc.

Un proceso de conteo debe verificar:

¢ N(t)=0

¢ N(t) toma valores enteros

¢ Sis<t — N(s)<N(t)

¢ Sis<t — N(t)—N(s)=numero de sucesos ocurridos en el intervalo (s, t)

INCREMENTOS INDEPENDIENTES: Un proceso de conteo se dice de incrementos
independientes si el numero de sucesos que ocurren en intervalos de tiempos
disjuntos es independiente, es decir, el nimero de sucesos en el intervalo (t,, t,), que
se denota por N(t,)—N(t,), es independiente del nimero de sucesos en el intervalo

(t;,t,), N(t,)—N(t;), Vt,t,,t,t, con(t,t,)N(t;, t,)=0¢

Un ejemplo de proceso de conteo con incrementos independientes es el nUmero de
trabajos que llegan a una impresora, puesto que los trabajos que llegan en un inervalo
de tiempo no tienen por qué influir en los trabajos que llegan en otro intervalo de
tiempo que sea disjunto con el primero.

INCREMENTOS ESTACIONARIOS: Un proceso de conteo se dice de incrementos
estacionarios si la distribucidon del nimero de sucesos que ocurren en un intervalo de
tiempo depende sdélo del tamafio del intervalo, esto es, el nUmero de sucesos que se
dan en el intervalo (t; +s, t, +5s), N(t, +s)—N(t, +s), tiene la misma distribucién que
el nimero de sucesos en el intervalo (t,, t,), N(t,)—N(t,), para cualquier

t, <t,,s=20

El ejemplo del nimero de trabajos que llegan a una impresora puede que no sea
estacionario ya que es de esperar que el nimero de trabajos que lleguen en el
intervalo de tiempo de nueve a diez de la mafiana no coincida con los que llegan entre
las dos a tres de |a tarde.
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PROCESO DE POISSON

El proceso de conteo { N(t), t> 0} es un proceso de Poisson de tasa, A >0, si verifica:
¢ N(0)=0

¢ Tiene incrementos independientes

¢ El ndmero de sucesos en un intervalo de tiempo de longitud t sigue una
distribucién de Poisson de media (At), es decir:

P[N(t+s)—N(s)=n]= (M|)n e™ ,n=0,1,2,---

n

(A t) es el promedio de observaciones o registros del evento en el intervalo |:O, t:| , asi

cuanto mayor es la longitud del intervalo de observacion, mayor es el promedio de
observaciones realizadas, y mayor también la incertidumbre del nimero de
observaciones.

DEFINICION ALTERNATIVA DE UN PROCESO DE POISSON

Un proceso de Poisson de pardmetro A se puede definir como un proceso estocastico
{N(t), t=0} tal que:

+ Tiene incrementos independientes
¢ N(t+5s)—N(t) esindependientedes Vs,t>0

¢ Para h préximo a 0, la probabilidad de que en el intervalo de tiempo [0, h] se dé
exactamente una ocurrencia del fendémeno es ALh+o(h)

¢ Para h préximo a 0, la probabilidad de que en el intervalo de tiempo [0, h] haya dos
0 mas ocurrencias del fendmeno es o(h)

Con lo cual, el nUimero medio de ocurrencias por unidad de tiempo sera

IimMH_O(h) _

h—>o0 h

A

motivo por el que el pardmetro A del proceso de Poisson se denomina en ocasiones
intensidad o tasadel proceso.
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PROCESO DE POISSON HOMOGENEO

Una coleccion de variables aleatorias { N(t), t> 0} se llama un Proceso de Poisson
homogéneo con intensidad A > 0 si satisface las propiedades:

¢ P[N(0)=0]=1 — N(0)=0 siempre
¢ Esnodecreciente: si s<t — N(s)<N(t)

+ N(t) tiene incrementos independientes. En este sentido, se tiene que
N(t,), N(t,)—N(t,), N(t;)=N(t,), ... , N(t_,)—N(t,) 0<t <t,<.. <t con
n>1 son variables independientes entre si.

¢ N(t) tiene incrementos estacionarios. En esta linea, para 0<s<t, N(t)—N(s)
sigue una distribucion de Poisson de parametro A (t—s)

Una persona estaciona ilegalmente en un aeropuerto dos veces al dia por periodo
de una hora cada vez. Si la pasada de la Policia Municipal es un Proceso de Poisson con
un promedio de A pasadas a la hora, écual es la probabilidad de que no le pongan una
multa?

Solucién

No se conoce a que hora se estaciona, solo que se estaciona en dos segmentos de una
hora cada uno. Se conoce que el suceso de tener multa es un proceso de Poisson, por
lo se trata de incrementos independientes, lo que suceda en una hora es
independiente de lo que pase en el otro intervalo de tiempo.

N(t)= namero de partes en el intervalo [0, t]
Sea t, =1 elintervalo de la primerahoray t, =1 elintervalo de la segunda hora.

La probabilidad solicitada es:

P[(N(t,)=0)"(N(t,)=0)]=P[N(t,)=0]xP[N(t,)=0]=€"x e* =&
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Los defectos de un cable submarino siguen un proceso de Poisson de parametro

A =0,1 por km. Se pide:

a) ¢ Probabilidad de que no haya defectos en los dos primeros kildmetros de cable? b)
Si no hay defectos en los dos primeros kildbmetros de cable, écudl es la probabilidad de
gue tampocos los haya en el tercer kilémetro?

Solucién

a) N(t)= ndmero de kildmetros de cable en el intervalo [0, t]
N(2) tiene una ditribucion de Poisson de parametro nA =2(0,1)=0,2

P[N(2)=0]=e"?=0,8187
b) N(3)—N(2) y N(2)-N(0)=N(2) son independientes, de modo que,

P[N(3)-N(2)=0|N(2)=0]=P[N(3)-N(2)=0]=e""* =0,9048

DISTRIBUCION DE TIEMPOS DE UN PROCESO DE POISSON

Sea el proceso de Poisson { N(t), t= O} de tasa A, las variables aleatorias por T,
tiempo transcurrido entre el suceso (i—1) y el suceso (i) con i=1, 2, ..., son variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con distribuciéon exponencial de
tasa A, estoes, T. ~Exp(7)

n
El tiempo de ocurrencia del suceso n-ésimo es: S, = Z:'I'i ~I'(n,A) siendo n>1
i=1

suma de los primeros n tiempos entre llegadas, por lo que S, sigue una distribucién
Gamma de parametrosny A, S, ~I'(n,A) — E(S,) =% V(s,) =%

En el aeropuerto de Madrid Barajas Adolfo Suarez aterrizan aviones segun un
proceso de Poisson de tasa A =30 aviones a la hora. Se pide:

a) éCudl es el tiempo esperado hasta que aterriza el décimo avién?

b) éCudl es la probabilidad de que el tiempo que transcurre entre el aterrizaje del
avion 10y el avidn 11 exceda 5 minutos?

Solucién:

1
a) Tasa A =30 aviones/hora — ?»=E aviones/minuto

n 10
El tiempo hasta que aterriza el 10 avidn es E(S,,) =—=-——=20 minutos

A 1/2
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b) T,, = tiempo transcurrido entre el aterrizaje 10y 11

5
P[T,,>5]=e 2 =0,082

DISTRIBUCIONES ASOCIADAS AL PROCESO DE POISSON

e PROCESO UNIFORME DE POISSON

Si (a, b) es un intervalo de tiempo dado sobre el que ocurren neventos en los
instantes (a<t, <t, <-.-<t_<b), entonces los n eventos se reparten uniformemente

en el intervalo (a, b). Es decir, la funcién de distribucion conjunta de los (t,, t,,--, t,)

instantes viene dada por:

f(t,,t,, -t )= a<t <t, <---<t <b

e DISTRIBUCION BINOMIAL A PARTIR DEL PROCESO DE POISSON

Durante el intervalo de tiempo [0, t] se han observado n ocurrencias del evento de
interés, es decir, el evento (X, =n) ha ocurrido. Los eventos que ocurren en el
subintervalo [0, s] siguen una distribucién Binomial B(n,s/t)

Sean s y t tiempos tales que 0 <s<t ysean ky n enteros tales que 0<k<n,
entonces:

P[X, =k |X, =n1=(:J Gj“(l_an_k

e Sean X,(t) y X,(t) dos procesos de Poisson independientes con parametros A, y
A, respectivamente, y sean k y n enteros tales que 0<k <n, entonces:

Dumisenio-al(]) (55 o5 )
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DIVISION DE UN PROCESO UNIFORME DE POISSON

Sea N(t) un proceso uniforme de Poisson de tasa A, tal que los eventos asociados a
N(t) pueden clasificarse en dos categorias, Ay B. La probabilidad de un evento N(t)
detipoAesp,yladetipoBes (1-p)

N, (t
De este modo, a partir del proceso N(t) pueden definirse dos p alt)

. N(t
procesos N, (t) y N;(t), que representan el nimero de ()

eventos tipo Ay tipo B que se han producido hasta t. 1-p N, (t)
B

Los procesos N, (t) y N;(t), son dos procesos uniformes de Poisson independientes de
tasas A, =pA y A, =(1-p) A

Los clientes entran a una agencia de viajes de acuerdo a un proceso de Poisson
con intensidad de 10 por hora. De forma independiente, cada cliente adquiere un
paquete de viajes con probabilidad 0,3. ¢ Cual es la probabilidad de que durane Ia
primera hora nueve clientes entren a la tienda y que tres de estos clientes adquiera un
paquete de viajes?.

Solucién:

Sea N, =N, (1) el nimero de clientes que realizan una compra durante la primera hora
y N, =N,(1) el nimero de clientes que no compran ninglin paquete de viajes.
N, y N, son variables aleatorias independientes de Poisson con pardmetros
respectivos A, =pA=0,3x10=3 y A,=pA=0,7x10=7

33 7°
En consecuencia, P[N,=3]==-e°=0,224 P[N,=6]=—e"*=0,149

3! 6!

P[ (N, =6) N (N, =3) |=P(N, =6)xP(N, =3)=0,149x0,224 = 0,0334

MEZCLA DE PROCESOS UNIFORMES DE POISSON

Sean {N,(t), t=0} y {N,(t), t>0} dos procesos uniformes de Poisson independientes
con tasas A, y A, respectivamente. El proceso { N(t)=N,(t)+N,(t), t= O} es un
proceso uniforme de Poisson de tasa A=A, + A,

Si se mezclan cclases los resultados se pueden extender de forma directa:

La suma de cprocesos de conteo independientes es un proceso de Poisson, siendo ¢
suficientemente grande y las tasas de los procesos individuales deben de ser pequefias
en relacién a c.

Por otra parte, sea Sﬁ el tiempo de ocurrencia del suceso n-ésimo del tipo 1y an el
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tiempo de ocurrencia del suceso m-ésimo del tipo 2.

La probabilidad de que ocurran n sucesos del tipo 1 antes que m sucesos del tipo 2:

n+m-1 n+m—1 7\‘ k 7\‘ n+m-1-k
P(S; <S2)= Z 1 2
noon k A+, ) (A +A,

k=n

Dos equipos en una carrera, independientes uno de otro, siguen un proceso de
Poisson, écual es |la probabilidad de que haya 6 llegadas del equipo 1 antes que 4
llegadas del equipo 2?

Solucion:

El equipo 1 sigue un proceso de Poisson de pardmetro A,, mientras que el equipo 2
sigue un proceso de Poisson de parametro A, . El marco general es un proceso de
Poisson de parametro (A, +2,).

1

A +A

1 2

9 k 9—k
9
La probabilidad solicitada es P(S; <S3;)= E My Ay
- kJ{A, +A, ) (A +A,

Suponiendo que los dos equipos siguen un proceso de Poisson de la misma intensidad

La probabilidad de llegada del equipo 1 es p=

(A, =1A,), la probabilidad de llegada del equipo 1 es p =%

La probabilidad solicitada seria:

S YW RN NPT

k=6

MO
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DISTRIBUCION CONDICIONADA DE TIEMPOS DE LLEGADA

Cuando se ha producido un suceso de un proceso de Poisson hasta el instante ty se
desea saber en qué instante se ha producido este suceso.

PLT,<s)n (N(t)=1)] s

P(T,<s|N(t)=1)= PN =1] :

Al ser los procesos de Poisson de incrementos independientes y estacionarios, se
puede suponer que cada intervalo en |:0, t:| de igual longitud tenga la misma

probabilidad de contener el suceso.
Es decir, se puede suponer que el tiempo de ocurrencia del suceso esta distribuido

uniformenete en |:O, t:|

P|:(T1 <s)n (N(t)= 1):| _ P[1 suceso en [0, s) N 0sucesos en [s, t]] B

P(T,<s|N(t)=1)=

P[N(t)=1] P[N(t)=1]
_P[1sucesoen[0,s)]xP[0sucesosen(s,t]] Ase™ e s
B PIN(t)=1] T ate™ ¢

El nimero de fallos de la componente de una avidn es un proceso de Poisson de
tasa A, que falla en promedio una vez de cada 500 horas. Por especificaciones de la
fabrica, cada componente dura un maximo de 2500 horas. Si la componente ha
actuado correctamente durante 500 horas. Se pide:

a) Probabilidad de que la componente dure 1000 horas en total.

b) Probabilidad de que la componente dure 1500 horas mas.

c) Valor esperado de la vida de la componente.

Solucién 1:
a) No considerando de manera directa las especificaciones de la fabrica, sea
T, = tiempo entre el fallo i- ésimo y el anterior , donde T, =Exp(A =1/ 500)

P[(T,>1000) N (T,2500)] P[T,>1000] e'**
P[T, >500] " P[T,2500] "

P(T, 21000 | T, = 500) =

1

—500 —
=W =g 50 =e1=0,3678

1

50 = 73 = 0,04978

—1500

b) P(T,>1500)=e *®"*=e

1
c) E[T] =~+500=500+500 = 1000 horas
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Solucién 2:

a') Considerando las especificaciones de la fabrica, se tiene que ocurre al menos un
fallo entre las 500 horas y las 2500 horas con igual probabilidad.

r

0 t<500
‘s Y t-500
T, ~U(500, 2500) con funcién de distribuciéon F(t)=<———— 500<t<2500
2500-500
\ 1 t> 2500

T, >1000) N (S00<T, <2500)]

P
P(T, 21000 | 500 < T, <2500) = I

=P(T, >1000) =
P[T, >500] m )
1000 — 1
—1—P(T, £1000) = 1 - F(1000) = 1— 200 =300 _, 500 _1500_ 49
2500 — 500 2000 2000
P[ (T, >1500) N (500<T, <2500 ]
b') P(T, 21500 | 500 < T, < 2500) = =P(T, 2 1500) =

P[T, >500]

1500-500 _, 1000 1000 _
2500-500 ~ 2000 2000

=1—P(T, <1500)=1—F(1500)=1—

2
') E[T]= w =1500 horas

Un estudiante compra un PC que se bloquea frecuentemente, deduciendo que el
numero de veces que se bloquea sigue un proceso de Poisson con una media de tres
bloqueos a la hora. Se pide:

a) Probabilidad de que el PC siga funcionando sin bloquearse durante al menos una
hora después de encenderlo. b)
Si el PC no se ha bloqueado después de una hora, écudl serd la probabilidad de que no
se bloquee después de (t+2) horas.

Solucién:

a) Sea X=Numero de veces que se bloguea en una hora , X ~P(3)

Que el PC siga funcionando sin bloquearse después de una hora significa que en el
intervalo desde que se ha encendido hasta que pase una hora no se ha bloqueado, por
tanto:

0

3
P[X=0]= ol e?=e?%=0,04978
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Si se define la variable T =Tiempo en horas hasta que se bloquea , T ~Exp(3) con

1 1
E(T)= x = 3 y funcién de distribucién F(t)=1—e ** =1—e™*, teniendo entonces:
P[T>1]=1-P[T<1]=1-F1)=1-(1-e*)=e"*=0,04978

P([T>t+2]n[T>1]) P[T>t+2] 1-P[T<t+2]

b) PIT>t+2|T>1]= P[T>1] - P[T>1]  1-P[T<1]

C1-Ft+2) 1-[1-e™] e
1-F(1) 1-[1-e?] e’

=e7 ) =p[T>t+1]

Los clientes que llegan al puesto de informacion de un aeropuerto sigue una
distribucion de Poisson. Entre 9:00y 10:00 han llegado cuatro clientes. Calcular la
probabilidad de que el tercer cliente haya llegado entre 9:20 y 9:30, y el tiempo
esperado de llegada de este cliente.

Solucién:

Se calcula la distribucién condicional de tiempo de llegada del tercer cliente S;,
sabiendo que han llegado 4 clientes en una hora.

P(S; <x | N(1)=4) es la probabilidad de que lleguen 3 clientes en el intervalo (0, x) y
un cliente en (x, 1) o que lleguen los cuatro clientes en el intervalo (0, x) y ninguno en
(x,1).

Se calcula la funcién de distribucién F(x)

Sio<x<1

P[ (S, <x)N(N(1)= 4)]=
P[N(1)=4]

PN =3]P[NL-x)=1]+P[N(x)=4] P[N(1-x)=0] _
- P[N(1)=4] )

3 4
_ x41 |:()\,;(|) e ™A (1—x)e M 4 (7::? oM e_Ml_X):|=
Y : :
—e

41

F(x)=P(S, <x|N(1)=4)=

4le* {(Xx)"‘

)\‘ 4
. e_xx)\,(l—X) e Mi-x) (Ax) o M e_Ml_X):|=

3! 4!
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| A 3,3 4 4
ale P X (L—x)et+ M X e"‘}=
A 31 41

=4x3(1-x) + x* = 4x*-3x*

Six>1 F(x)=1 porque llegan 4 clientes en una hora.

12x*—12x®> 0<x<1

4x®-3x* 0<x<1
F(x) =
1 0 x>1

funcién de densidad f(x) ={
x=1

e La probabilidad de que el tercer cliente haya llegado entre 9:20 y 9:30, sera:

(E- -G (THAT -6

_4.3 4,3 2 4503
8 16 27 81 144

e Eltiempo esperado de llegada del tercer cliente, dado que han llegado 4 clientes
entre las 9:20 y 9: 30, viene dado por la esperanza condicional de S, :

1

E(S3|N(1)=4)=“‘ xf(x)dx:j x(12x2—12x3)dx=j‘ (12x*-12x*)dx =

0

= % hora= 36 minutos

Asi, el tiempo esperado de llegada del tercer cliente es 9:36 horas
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PROCESOS DE POISSON COMPUESTOS

Un proceso estocastico {X(t), t2> O} es un proceso de Poisson compuesto si se puede
N(t)

expresar como X(t)= ZYi siendo

i=1

{ N(t), t> O} un proceso de Poisson e { Y,i> 1} una familia de variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas y ademas independientes de
{N(t), t>0}

N(t) N(t)
. Mediade X(t): E[X(t)|N(t)=n]= E{ZYi | N(t)=n} - E(ZYiJ = nE(Y,)

es decir, E[ X(t)| N(t) | =N(t)E(Y,)

en consecuencia, E[X(t)]=E (E[X(t) IN(t)= n]) =E[N(t) E(Y,) ]=AtE(Y,)

i=1

N(t) N(t)
. Varianzade X(t): V[X(t)|N(t)=n] = V{ZYI | N(t)=n} - V[ZYi} =nV(Y,)

es decir, V[ X(t)| N(t) | =N(t) V(Y,)

con lo cual,
V[X(t)] = E(V[X(t)| N(t)]) + v(E [X(t)] N(t)]) =E[N@®) V(Y,) ]+ V[N@) V(Y,)]=

= MV(Y,) + AtE(Y,) = At[V(Y,) + E(Y,)] = At E(Y?)

En una compaiiia constructora la cantidad de accidentes mensuales sigue un
proceso de Poisson de intensidad 4, mientras que la cantidad de trabajadores
daminificados en cada acciente es una variable aleatoria independiente con
distribucién uniforme U[1, 3] e independiente de la cantidad de accidentes ocurridos.
éCudl es la media y la varianza de la cantidad anual de trabajadores daminificados?

Solucién

N(t) ="Cantidad de accidentes en t meses"

Y, ="Numero de trabajadores damnificados en el i-ésimo accidente" Y, ~U[1, 3]

2 2
a“+ab+b° 1+3+9 14
m=E)=p="m=Tms2 mmE) ==

Portal Estadistica Aplicada: CADENAS MARKOV - FENOMENOS DE ESPERA 82



N(12)

Numero total trabajadores damnificados al afio = X(12) = ZYi

i=1

(1+3)=96

E[X(®)|N(t) | =N(DE(Y,) — E[X(12)|N(12)] =N(12)E(Y,)=4x12x

2 _ 14 _
VXN =AtE(Y) - V[X(12)|N(12)] =4x12x 3 224
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PROCESO DE POISSON NO-HOMOGENEO

La importancia de los procesos no homogénos, también conocidos como no
estacionarios, se encuentra en que no se requiere la condicion de incrementos
estacionarios, por lo que se contempla la posibilidad de que algunos sucesos sean mas
frecuentes en ciertos periodos.

El proceso de conteo { N(t), t> 0} es un proceso de Poisson no-homogéneo con
funcidén de intensidad A > 0 si satisface las propiedades:

. P|:N(O)=O:|=1 — N(0)=0 siempre
¢ Esnodecreciente: si s<t — N(s)<N(t)

+ N(t) tiene incrementos independientes. En este sentido, se tiene que
N(t,), N(t,)—N(t,), N(t;)—N(t,), ... , N(t_;)—N(t)) 0<t <t,<.. <t 6 con
n>1 son variables independientes entre si.

¢ Para 0<s<t, N(t)—N(s) sigue una distribuciéon de Poisson de parametro

I A (u)du

t
Denotando m(t)=j A (s) ds resulta que
0

_ [m(t+s)-m()] T
n!

n=0

P[N(t+s)—N(t)=n]

|:N(t +5)— N(t):|~ P[k =m(t+s)— m(t)] y m(t) = funcién de valor medio del proceso

e Sean {N(t),t=0} y {M(t), t=0} procesos de Poisson independientes
no-homogéneos, con funcion de intensidad respectivas A(t) y u(t) y sea
N°(t) = N(t) +M(t), entonces:

{ N°(t), t> 0} es un proceso de Poisson no-homogéneo con funcién de intensidad
A(t)+ p(t)

Dado que un evento del proceso N°(t) ocurre en el instante t, independientemente
de lo que haya ocurrido antes de t, un evento en t viene del proceso N(t) con
A(t)

probabilidad —————
A(t)+p(t)
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A una gasolinera que permanece abierta 24 horas al dia llegan clientes de la
siguiente forma: Los clientes que llegan desde las 24 :00 hastalas 7:00 tienen una
tasa de 2 clientes/hora, de 7:00 a 17:00 la tasa crece linealmente hasta alcanzar los
20 clientes/hora, permaneciendo esta tasa hasta las 22:00, momento en que comienza
a decrecer hasta alcanzar los 2 clientes/hora alas 24:00

Suponiendo que el nimero de clientes que llegan a la gasolinera, durante periodos de
tiempo disjuntos, son independientes. Se pide: a)
¢Cual seria un buen modelo probabilistico?.

b) éCuadl es la probabilidad de que llegue un cliente entrela 1:00 y las 3:007?

¢) éCudl es el numero esperado de llegadas entre las 8:00 y las 10:00°7?

Solucién:

a) Un buen modelo probabilistico para la situacion seria un Proceso de Poisson no
homogéneo, con funcién de intensidad:

r

2 0<t<?7
1,8t-10,6 7<t<17

Alt) =
20 17<t<L22
k—9t+218 22<t<24

A(7)=7a+b=2
7:00—-17:00 A(t)=at+b — a=1,8 b=-10,6
A(17)=17a+b=20

A(22)=22a+b=20
22:00-24:00 A(t)=at+b > a=-9 b=218
A(24)=24a+b=2

b) El nimero de llegadas entre la 1:00 y las 3:00sigue una distribucién de Poisson

3
con media X=m(3)—m(1)=j 2ds=4
1

En consecuencia, la probabilidad de que llegue un cliente entre la 1:00 y las 3:00 es:

1

P[N(3)-N(1)=1]= % e*=0,073

c) El nimero de llegadas entre la 8:00 y las 10:00 sigue una distribucion de Poisson

10
con media A =m(10) —m(8) =“‘ (1,8s—10,6)ds=11,2 llegadas
8

Por tanto, el nUmero esperado de llegadas en este horario es 11,2
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