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PROGRAMACION LINEAL: ALGORITMO DEL SIMPLEX

La Programacion Lineal esta disefiada para modelos con funciones objetivo y restricciones lineales.

Para poder aplicar la programacion lineal el modelo matematico debe constar tnicamente de
igualdades y desigualdades lineales.

El Algoritmo del Simplex es el mas utilizado para resolver modelos de Programacidn Lineal, este método
fue creado en 1947 por el matematico norteamericano George Dantzig.

Es un procedimiento iterativo que permite ir mejorando las soluciones a cada paso. El proceso concluye
cuando ya no es posible seguir mejorando mas dicha solucién.

Tiene como base el algebra matricial y el proceso de eliminacién de Gauss-Jordan. Es un proceso de
blusqueda que se vuelve sorprendentemente eficiente para solucionar problemas de gran tamafio y
complejos.

En la actualidad el Método Simplex se aplica con eficiencia a gran nimero de paquetes de software que
facilitan el proceso de calculo. Entre otros, en dispositivos Android la aplicaciéon Simplex Android
Calculator soporta fracciones sin limitacion de variables ni de restricciones.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

APLICACIONES DEL SIMPLEX A LA ECONOMIA Y A LA EMPRESA

Este método o procedimiento cuenta con un sinnimero de aplicaciones en programacion lineal. En
Economia y la Empresa entre las aplicaciones mas comunes del método Simplex destacan los problemas
de Flujo maximo, Transporte, Transbordo, Coste Minimo, Decisiones en ambiente de incertidumbre.

APLICACIONES
PROGRAMACION LINEAL
Marketing Mano de obra Manufacturas
Transporte Mezclas Finanzas

Otras Decisiones |
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METODO ABSTRACTO PARA ENCONTRAR UNA SOLUCION OPTIMA
Se trata de optimizar una funcion lineal, llamada objetivo o econémica,

Z=¢c,X,+C,X,+C; X5+ -+ +€ X, sometida a un sistema de restricciones:

[(ay, X, +a;, X, + -+ +a;, X, =b,

Ay1 Xy 3y, X, + 0 +3,, X, =b,

FOrMaregular{ ««teeeseeeerererommumnnnniiniinnene, [1]

Amy Xg +amy X5 + o+ +ag, X, =b,
X220

\

Un modelo expresado de esta forma se dice que esta en forma regular, pues las ecuaciones de
restriccidn son verdaderas ecuaciones (no inecuaciones).

En el caso en que las restricciones sean inecuaciones se sumara o restara (depende del signo de la
desigualdad) a cada una de las inecuaciones del sistema de restricciones una variable llamada
variable de holgura, que son siempre positivas.

En consecuencia, habra que afadir al sistema m variables de holgura.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Evidentemente estas variables también apareceran en la funcién objetivo, pero para que ésta no
varie los coeficientes c; correspondientes seran nulos.

Se llama solucién del modelo a cualquier conjunto de variables (x,, x,, - , x,) que satisfaga el
sistema. Esta solucion se llama factible o posible si las x; > 0. En el caso en que la solucién factible

minimice o maximice la funcidon objetivo, se le llama solucién éptima.

Una solucién es basica no degenerada cuando consta de m valores no nulos, mientras que si existen
menos de m se dice que la solucién es degenerada.

El sistema de restricciones en forma regular [1] puede expresarse en la forma:

Z=cX| sujetoa X>0y AX=b

donde, c=(c,,¢c,, -+ ,c,) esunvectorfilay X=(x;,x,, -+ ,X,) esun vector columna.

Otra representacidn del sistema [1] es la siguiente:

Z=cX| sujetoa X220y x;P,+x,P,+ - +x,P, =P,

A=(a;), b=(b,,b,, -+ ,b_) y O esun vector columna n-dimensional nulo.

donde P, (1<j<n) es la j-ésima columna de la matriz A y P, =b
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Teorema 1: El conjunto de todas las soluciones posibles al problema de programacién lineal es un
conjunto convexo.

De todas las soluciones factibles solo interesa las que sean vértices o extremos.

El objetivo es minimizar la funcién Z =cX, solamente se tiene en cuenta este caso porque

maximizar una funcién Max Z = - Min(-Z).

Para encontrar la solucion éptima se tendran que analizar los puntos extremos del conjunto de
soluciones factibles y se hace de forma indirecta, asociando a cada vértice un sistema de vectores
linealmente independientes como se refleja a continuacidn.

Se conoce que el sistema de restricciones de la funcion objetivo Z=cX puede expresarse en la

n
forma ij P, =P,
i=1

Teniendo en cuenta que la caracteristica de la matriz es m, se puede afirmar que el nimero maximo
de vectores linealmente independientes entre todos los P; es m.

En estas condiciones se asocia a cada uno de los P; linealmente independientes un punto extremo

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

de acuerdo con el siguiente teorema.

Teorema 2: Si puede encontrarse un conjunto k <m vectores (P,,P,, --- ,PB) que es linealmente

independiente y tal que
entonces, el punto X=(x,,X,, - , X, 0, --- , 0) es un punto extremo del conjunto convexo de

soluciones posibles. En este caso X es un vector n-dimensional cuyos ultimos (n — k) términos son

cero.

Reciprocamente, si X =(x,, x,, *** , X,) es un punto extremo del conjunto convexo de las
soluciones, entonces los vectores asociados con las x; >0 forman un conjunto linealmente

independiente. De aqui se sigue que, al menos, m de las x; son positivas.

Definicion 1: Se dice que las variables (x,, x,, -+ ,Xx,) constituyen un conjunto basico si la matriz
de sus coeficientes tiene inversa (no singular), es decir, si los vectores (P;,P,, --- ,P,) son

linealmente independientes.

Las restantes variables son no basicas o auxiliares.

n
Hay que tener en cuenta que, a lo sumo, hay conjuntos basicos de variables.
m
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Definicidn 2: Las soluciones de las ecuaciones de restriccién en las que las variables no basicas o
auxiliares se hacen iguales a cero, se dice que son soluciones bdasicas.

Una solucién basica contiene (n — m) ceros como minimo y existe un nimero finito de soluciones

n
basicas, como maximo
m

Definicion 3: Una solucion en la que las variables tienen valores no negativos se llama factible.

EL METODO DEL SIMPLEX

Solucion

TS/

t Vértice Inicial

La solucién éptima estd asociada a un punto extremo de la
region factible que satisface todas las restricciones,
determinando el valor maximo de la funcién objetivo z, o
en su caso el valor minimo de z.

e
%

Es un método que, una vez se ha determinado una solucidn basica, permite obtener otra solucién que
proporcione el minimo en un nimero finito de pasos.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Estos pasos o iteraciones consisten en encontrar una nueva solucién posible cuyo valor
correspondiente de la funcién objetivo sea menor que el valor de la funcién objetivo de la solucién
precedente.

El proceso continda hasta alcanzar una solucién minima.

Al conocer que todas las soluciones de puntos extremos tienen asociados /m vectores linealmente
independientes, la busqueda se limita a aquellas soluciones que son generadas por mvectores
linealmente independientes.

Se parte de que el problema de programacion lineal tiene solucidn, que cada solucién factible basica
es no degenerada, y que se conoce una solucion factible.

SITUACION DEL PROBLEMA
Sea la solucién dada X, = (X109, X509, *** + Xio)
Y el conjunto de vectores linealmente independientes (P, P, --- ,P.)

P

Se tiene que: X o Py + X,0Py, + -+ + X, oPno = Py con todas las x;, =0

m 0
Zg =C1 X0 T Cy X0 +C3 X309+ =+ +C Xiyo
Las c; son los coeficientes de coste de la funcion objetivoy z, es el correspondiente valor de

la funcién objetivo para la solucion dada.
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Puesto que (P,,P,, -+ ,P,) son linealmente independientes se puede expresar cualquier del conjunto
(P,,P,, --- ,P,) enfunciénde (P,,P,, --- ,P,)

Sea P, dado por: X;;P; + Xy;P, + -+ +X;P; =P, j=1,2, -+ ,n

Y sedefine, c;X;;+C;Xy;+C3X30+ o +Cpy Xy =1 i=1,2, -+ ,n

Donde los c; son los coeficientes de costo correspondientes a P,
Para evitar confusiones en la notacidn, se designa el vector solucién X =(x,, x,, --- , X,,) por el vector

Xo = (X109, X305 *** + X;mo) - Asi mismo se indica que los (n — k) valores restantes del vector solucién han

sido hechos arbitrariamente iguales a cero.

Para aplicar el Método del Simplex es necesario recurrir a los dos teoremas que se exponen a
continuacion:
Teorema 1: Si para cualquier j fija, se cumple la condicion z; —c; > 0, entonces se puede construir un

conjunto de soluciones posibles tal que z <z, para cualquier miembro del conjunto, donde el limite

inferior de z puede ser finito o infinito.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Teorema 2: Si para cualquier solucion basica X, = (X9, Xa9, *** , Xpg) las condiciones z;—¢; <0 se

cumplen, paratodaslas j=1,2, --- , n, entonces dicha solucidn es una solucion factible minima.

PROCEDIMIENTO PARA RESOLVER EL PROBLEMA

Se supone que:

a) Se seleccionan mvectores linealmente independientes que dan como resultado una solucion
posible, y se expresan todos los otros vectores en términos de esta base.

b) La matriz del problema contiene m vectores que pueden ser arreglados explicitamente para formar
una matriz diagonal, unidad, de orden m.

a) Sean (P, P,, --- ,P.) los m vectores linealmente independientes y se designa la matriz mxm

(P,,P,, === ,P,) por B. La matriz B recibe el nombre de base admisible.

Para calcular el vector solucidn X correspondiente y la representacion de los otros vectores en términos

de la base, se debe calcular primero B, puesto que
-1 -1
BX; =P = X,=B"P, = X;=B7P

donde, Xy =(X10, X209, *** »Xmo) €ON Xi5 20 'y X;=(Xy;, X5, *** , Xpy;) SON vectores columna.
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Para comenzar el método del Simplex se agrupan los vectores de la matriz de la forma:

(>

Multiplicando los elementos de la expresién matricial anterior por B~ se obtiene:

B! (Po

PPy e P [P

’°'m m

B |Pm+1' 'Pn)

w1r ,Pn) o bien en la forma (Po

B |Pm+1' 'Pn)z(xo I |Xm+1' 'Xn)

Como se conocen las ¢;, se calculan las (z; —c;) y se determina, si para cualquier j la correspondiente

(z; — ¢;) > 0. Si esto es asi, se desarrolla el procedimiento de computo descrito en el Teorema 1.

Si no es asi, se ha encontrado la solucién minima posible.

pueden ser agrupados para formar una matriz unitaria de orden mxm.

Sean los vectores (P,,P,, --- ,P,) tomando como base admisible B=(P,,P,, --- ,P,)

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

negativos, la solucién de punto extremo inicial sera:

donde, Xg = (X190, X0, *** s Xmo) €ON Xjo 20 ¥ X; =(Xy;, Xy}, ===, Xpyj)

b) Se parte de un conjunto dado de vectores (P,,P,, -+ ,P,) que contiene m vectores unitarios que

Puesto que B™* = l,, Y dado que originariamente se supuso que todos los elementos de P, eran no

Para iniciar el Método del Simplex se arregla la matriz del problema como se muestra en la tabla

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

adjunta.

| Base C P0 cl CZ : <:h o cm cm +1 * cj * ck ® cn

P P, s B o P Prs1 * P, * P ¢ P,

1 ¢ Xp 1 0+ 0 - 0 1,m+1 ° 1j * Xy ® Xin

2 P, ¢ X 0 1 - 0 - 0 2,m+1 ° X5i * Xk ® Xon

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] LN [ ] . [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
h P G, Xp O O - 1--0 Xpmer ¢ Xy ® 0 Xy ¢ Xy,

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] L) L ] e [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] LN [ ] . [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
m I:’m Cm XmO 0 0 : 0 o 1 Xm,m+1 * ij * ka * an
. Z - L= Z Z —

m+1 z, 0 0 -+ 0 «- O m+1 J k n

~Crs1 - % ~Cn
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En la practica no es necesario agrupar entre si los vectores unitarios, no obstante se hace en esta
ocasion con prop0sito ilustrativo.

De las ecuaciones originales del problema, dadas por AX=Db), se tiene que x;, = b;, x;; para

j=1,2, --- ,n se obtiene tomando el producto escalar ¢ con el vector X;, es decir:

m
z(,=z:cixio zj=z:cixij 1<j<n
i i=1

Los elementos z; y (z; - ¢;) se anotan en sus respectivas columnas en el renglén (m+1).
* Ladiferencia (z; - c;) sera cero para aquellos vectores que estan en la base.
* Sitodos los nimeros (z; - ¢;) <0 para (j=1,2, --- ,n), entonces la solucién

Xo =(X40, X0, *** » Xmo) =(bg, b,, +++ , b)) esuna solucién minima factible, y el valor

correspondiente de la funcién objetivo es z,.

" En caso de que al menos una diferencia (z; — ¢;) > 0 se calcula una nueva solucion factible cuya

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

base contiene (m—1) vectores de la base original (P;,P,, -+ ,P,,).

El vector que debe introducirse es aquel que corresponde a |max(z; —c;)
j

Si hay mas de un resultado igual, la regla sera seguir el orden lexicografico.

Suponiendo que en este caso es: max(z; - ¢;) = z, — ¢, > 0, el vector que sera introducido en la
j

base sera P, .

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

. y; . X
A continuacién se calcula: |6, =min —%| para los valores x; >0
1 X
ik

= Sitodaslas x; <0 habria una solucién factible donde la funcién objetivo se puede hacer

arbitrariamente pequeiia, con lo que finalizaria el proceso.

. . Xio  *ho e ,
.® Suponiendo que algunas x; >0 y que 8, = min — = —, el vector eliminado en la base seria
PX X
i Xk hk

P,. La nueva base para la nueva solucion seria (P, P,, -+ ,P,_1,Pi1, == , Py P

Ahora hay que calcular explicitamente la nueva solucion y expresar cada vector que no se
‘encuentra en la base en términos de esta nueva base. '

Puesto que la base inicial es (P, P,, ‘- ,P,) =1, se pueden expresar facilmente todos los

vectores P, en términos de esta base. Teniendo entonces:
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Si se despeja en la expresion P, el valor de B, y se sustituye en la de P, se obtiene:

P X X X
— P, :_k_Lkpl_Lkpz_ _Lkpm
Xk Xhk Xhk Xhk
(] (] { ]
*10 %20 Xeo Xno
X X X X
—= Zho _2ho vee 4 —hO vee _2ho
Po =| X30 — Xy [Pt X2 Xy [Py + + P+ *+| Xmo Xmk |Pm
hk Xhk Xhk Xhk

La nueva solucion posible es Xg = (X3g, X5, *** »Xgos *** »Xmo) €ON X5 = 0 y dada por

. X .
Xjp =X ——2 x;, | para i=1,2, -+ ,h—1,h+1, --- ,m

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

De forma analoga, sustituyendo la expresion para P, en la de P;, se obtiene la expresion para

cada P, que no se encuentre en la nueva base.

En términos de esta nueva base, resulta:

o

<

o

Q

@ .
g Pj=x1jP1+x2jP2+ +xthh+ +xijm 1<j<n >
[72]

e ° ° ° °

g

E . Xpj . o Xnj

i donde, |x; = X;———Xy| (i#h) X j= —

= Xhk Xhk

3]

=

=2

° o . ® °
Puesto que Zj — cj = C1X1j+C2X2j + ... +Ckaj 4+ oo +memj_cj

Se desprende que z-'—c-=z.—c.——xhj Z, —C
j j i~ k —Ck

X

hk

. . . . ° U XhO
Asi como que 2, = C;X;9+C X509+ -+ +C X - FCXmo = Zo— — (2, — ;)
hk

De esta forma se observa que, para obtener una nueva solucién Xg, los nuevos vectores x; y las
' (zj' — ¢;) correspondientes, cada elemento de la tabla anterior para las filas (i=1,2, --- ,m—1)

y las columnas (j=0, 1, --- , n) se transforma mediante las formulas:
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Xy, X, :
o hj . o hj
Xhk Xhk

L] (] L] ]
donde, zy =X, 10 Y (z;— €;)= Xp_1;

Es decir, se aplica las férmulas a todos los elementos de la tabla, incluyendo la columna P, y la
fila (m—1)

RESUMEN DEL METODO DEL SIMPLEX

9 = Se calculan los elementos (zj — cj) para determinar si se ha encontrado una solucién minima,
<<
0 es decir, si (z; — ¢;) <0 para todo valor de j.
2
—
§ " Elvector que se ha de introducir en la base seria el mayor (z; — c;)
o
=
L
% = El vector que ha de ser eliminado de la base, que para asegurar sea una nueva solucién ha de
g Xjo
= ser el vector con min| — | para aquellas x;, >0, donde k corresponde al vector
X:
ik

seleccionado en el paso 2. Si todas las x;, <0 la solucién es ilimitada.

= latransformacion de la tabla por el método de eliminacidn para obtener la nueva solucidn
y los elementos asociados.

= Cada una de estas iteraciones produce una solucién nueva y por los teoremas 1y 2
enunciados se obtiene finalmente una solucién minima, o bien se determina una solucion
ilimitada.
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APLICACION DEL METODO SIMPLEX, SOLUCION FACTIBLE MiNIMA
Minimizar: z=x; —3X, + 2X,4

3X; =X, +2x3 <7
—2X, +4x, <12
-4 x; +3x,+8x; <10
x;20

sujeto a las restricciones:

Se introducen las variables de holgura x, , x5 y X, , cuyos coeficientes en la funcién objetivo son cero,

qguedando el planteamiento:
Minimizar: z=x, —3X, + 2X3 —0x, —0x5 —0x,

i o —2X; +4Xx, + x5 =12
su1eto a las restricciones:
X; 2 0

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

La base inicial B, ={P,, P5, P;} y la solucién es X, = (X, , X5 , Xg) =(7, 12, 10)

Puestoque ¢, =c; =c, =0

0 1 2 3 4 5 6

c 1 -3 2 0 0 0

i Base c P P, P, P, P, P Ps

1 P, 0 7 3 -1 2 1 0 0

2 P, 0 12 -2 4 0 0 1 0

3 Ps 0 10 —4 8 0 0 1
z;,— ¢ 0 0 0 0

3
El valor correspondiente de la funcién objetivo z, = Zci X0 =0
i=1
Se selecciona a P, para entrar en la base, ya que, max (z;—¢;)=2,-¢, =3>0
j
Para asegurar una nueva solucién ha de ser el vector con min(x;, / x;,) con x;, >0, si todas las

X;, <0 la solucién seria ilimitada.

_ S :

.%o ho R X . (12 10

Se calcula 6, =min — =—— paracon x;, >0 - 6, =m|n(ﬂ, i}—) 0, =m|n(—, —
b X2 Xpk X2 Xy 4 4
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Por consiguiente, es P, el que sale de la base, entra P,, B, = {P4 Py, P6}
. X50 12
( Xp, i X10= X107 *12 = 7_7"(_1) =10
Xl.j = Xij - Xik izh XZZ
Xhk X 12
Se transforma la base: < - {xy=-2="=3
o Xnj X, 4
i I=h X 12
Xhk o _ 20 _ _
( 22

Se obtiene una nueva solucién: Xg =(x, , X, , Xg) =(10, 3, 1) , se calculan los valores para cada P,

(P, P;, P;) que no se encuentre en la base nueva.

o
=]
5 . X -2 5 . X
o X11=x11_AX12=3_TX(_1)=E x12=x12—£x12=0
& X2 22
m . X -2 1 . X
% Xp = —b=—=—= Xp = —2=1
Z X;; 4 2 22
C
. X . X
x Xj3 = Xg3 — 2 X, =2-0=2 Xis = Xg5 — 2> Xpp =0——x(-1) =
< X2 X2
o
. X o X 1
& X53=-2=0 R
Q X2, X, 4
[72]
2 X X
% X33 = X33~ X;; =8-0=8 X35 = X35~ 2> X3 =0——x3=—=
a X2 22
=
E 0 1 2 3 4 5 6
<L
S c, 1 -3 2 0 0 0
i Base c Py P, P, P, P, P P
1 P, | O 10 5/2 0 2 1 1/4 0
2 P, -3 3 -1/2 1 0 0 1/4 0
3 Ps 0 1 -5/2 0 8 0 -3/4 1
1/2 0 5 -3/4
Z.—C -9 3 -3+3 0 3 0
-1 0-2 -0
2 4

3
El valor correspondiente de la funcién objetivo z, = Zci Xio =—9

i=1
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Se selecciona a P, para entrar en la base, ya que, max(z;—¢;)=2,-¢,=3>0

J

Para asegurar una nueva solucidon ha de ser el vector con min(x;, / x;,) con x,, >0, si todas las x,, <0

la solucién seria ilimitada.

Se calcula 8, =min
I

Xio  Xho

Xip Xk

—=——paracon X;, >0 = 05 =min| =,

X0 X3

X Xy

Por consiguiente, es P; el que sale de la base, entra P,, B, = {P4 Py P6}

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

[ ]
X11
[ ]
X31
[ ]
X31

[ ]
X13

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

[ ]
X33

X33

°« th
X
hk
Se transforma la base: <
Xh
] ]
Xhk

5

X -2
21 _ _ « _
X11 — X =3——x(-1)=— X1p = Xpp —
X55 4 2
<41 - = X22 = <4
4 2 X
X3, 2
X -2 5 X
X 221 =—4——x3=—2 X5, = -2
31 32 4 5 23
22 X3,
X
23 9.0 o _
X3,
X X
23 _q | X} = 25
X3, X3,
X
23 _ . o _
X33 ——— X, =8-0=8 X35 = X35

22

Portal Estadistica Aplicada:

-

(P, P;, P;) que no se encuentre en la base nueva.

15—

- 0= min(—,
4

12 10
4

. X 12

22
o X 12
Zozxﬂzjz 3
22

X
o« _ _ Xy 10
X309 = X3¢ X3; =10
X3,

X2

X, =0
22

=1

0

X35

1 1
X5y 4 4
1

Programacion Lineal (Simplex - Karmarkar) 12
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Se obtiene una nueva solucién: Xg =(x, , X, , Xg) =(10, 3, 1) , se calculan los valores para cada P,
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e .
UAM AsSIgNatura ... Grupo ...

Universidad Auténoma Apellidos..................................................Nombre.. ...
de Madrid Ejerciciodel dia ...
0 1 2 3 4 5 6
C, 1 -3 2 0 0 0
i Base c Py P P, P, P, P P
1 P, 0 10 5/2 0 2 1 1/4 0
2 P, -3 3 -1/2 1 0 0 1/4 0
3 Ps 0 1 -5/2 0 8 0 -3/4 1
1/2 5 -3/4
2 —¢ -9 3 0 0 3 0
—-1 0-2 -—=0
2 ~3+3 4
3
La funcién objetivo zg = ZCi Xio =—9
i=1

. . 1
En el segundo paso, puesto que max(z; — ¢;)=2; — ¢; = > >0

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

X 10
Se calcula 6, paracon x;; >0 — 0, = 20—
Xy, 5/2

Por tanto, P, entra en la basey sale P,, B, ={P,,P,,P;}

. oo X10 _ 10 _
) Xh' 107 T 5y
Xhk . X 10 -1
Se transforma la base: < = {Xp = Xop— X Xyy =3———x— =
oo xhj 11 5/2 2
i '=h 10 -5
Xpk oo _ X10 _ = _
) X30= X300~ X317 R
{ 11 /

Se obtiene una nueva solucién: Xg* =(x, , X, , Xg)=(4, 5, 11) , se calculan los valores para cada P,

(P, P, , P;) que no se encuentre en la base nueva.

o X3 _ 2 _4 o Yo 1 _2
B %, 52 5 “x, 52 5
. Xg3 4 -1 2 . o 2 -1 1
X33 = Xp3 ——=>Xpy =0——x—== Xya = Xgq —— = Xy; =0—=x—==
23 23 Xy, 21 5" 2 5 24 24 Xy 21 5 2 5
e X 4 -5 oo X 2 -5
11 5 2 11 2
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de Madrid Ejercicio del dia

X..ZXA:1/4=i
¥ x, 5/2 10

Wty Xs 1 1 -1 3
27 x, % 4 10 2 10
Koy s, 3 1 S5 1
BOE x4 102 2
0 1 2 3 4 5 6
S 1 -3 2 0 0 0
i Base o Py P, P, P, P, P P,
1 P, 1 4 1 0 4/5 2/5 | 1/10 0
2 P, | -3 5 0 1 2/5 1/5 | 3/10 0
3 P, 0 11 0 0 10 1 -1/2 1
0 0 -12/5 | —1/5 | -4/5
z'—c" — 0
. ! 1 1-1 -3+3 2 0-1 0-+
5 5 5

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Como max(z;" — ¢;*) =0 lasolucién Xg°" =(x;, X, , X)=(4, 5, 11) esuna solucién factible minima,

con lo que se ha resuelto el problema.

WinQSB / Linear and Integer Programming
3%, =X, +2x;<7
—-2x,+4x, <12
—4 x, +3x,+8x, <10
x;20

Minimizar: z=x, —3X,+ 2X;  restricciones:

LP-ILP Problem Specification n

Problem Title: |[MiNIMD FACTIBLE |
Number of Number of
Yariables: |:| Constraints: |:|

" Objective Criterion [ Default Variable Type

O Maximization (8 Nonnegative continuous
() Minimization
) Nonnegative integer

"Data Entry Format ] ) Binary (0,1)

(® Spreadsheet Matrix Form ) Unsigned/unrestricted
) Normal Model Form

(1] 4 Cancel Help

Portal Estadistica Aplicada: Programacion Lineal (Simplex - Karmarkar) 14
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FH Linear and Integer Programming

File Edit Format Solve and Analyze Resulks  Ubilities  Window  WinQsSE  Help
L, =5 Ll
B = | & & [Bx| R |o.00| A l/:

M MINIMO FACTIBLE

Variable --> X | %2 | X3 | Diection | R.H.5.
Minimize 1 -3 2

C1 3 -1 2 <= 7
c2 -2 4 {= 12
C3 -4 3 g = 10
LowerBound 0 0 ]

UpperBound M M M

YanableType| Continuous Continuous = Continuous

M Combined Report for MINIMO FACTIBLE

o

a8

5

o

O

&

Z | | | | | | |

% Solution | Unit Cost or Total Reduced Basziz Allowable Allowable

g _"'.l"anahle Yalue Profit c[j] Contribution Cost Statuz | Min. cfj]  Max. clj]

Q 1 X1 4. 0000 1.0000 4 0000 1] baszic -M 1.5000

% i X2 5.0000 -3,0000 -15,0000 1] baszic -M -2.0000
3 *3 1] 2.0000 1] 24000 at bound -0.4000 M

« Objective  Function [Min.] = -11.0000 |

< ||

c'::' Left Hand Right Hand Slack Shadow | Allowable  Allowable

E Constraint Side Direction Side of Surpluz| Price |Min. BHS Max. RHS

S 1] c1 7.0000 {= 7.0000 1] -0,2000 | -3.0000 M

2 2 c2 12.0000 {= 12.0000 1] -0.8000 | -4.6667 @ 34,0000

% 3 C3 -1.0000 <= 10,0000 11,0000 1] -1.0000 M

a

w

=

% La solucién éptimaes: x;, =4 , x,=5 , x3=0

Q

z Valor de la funciéon objetivo: z=-11

Precios sombra (Shadow Price): Indican cuanto se estaria dispuesto a pagar por una unidad adicional
de cada recurso, o bien, la mejora en el valor de la funcién objetivo por incremento unitario de cada

recurso.
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SIMPLEX DUAL: WinQSB / Linear and Integer Programming

2%, +X%, +2%3 <30
Maximizar: z=4x, +7X,+ 3X;  restricciones: { X; +2X, +2X3 <45
x;20

a) Formulary resolver el problema dual

b) éCudnto se pagaria para que la primera restriccion fuera 40?

c) Partiendo del problema dual, (x, =5, x, =10, x5 =5), ées solucién del problema original?

a) LP-ILP Problem Specification H

Problem Title: [SIMPLEX DUAL |

Variables: Nonstraints
Wariables: Constraints:
" Objective Criterion | [ Default Variable Type I
@ @ Monnegative continuous

C) Minimization
) Nonnegative integer

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

"Data Entry Format C Binary [0.1)

® Spreadsheet Matrix Form C) Unsigned#unrestricted
C) Normal Model Form

1] & | Cancel | ‘ Help |

File Edit Format Solwe and Analyze | Results  Utilities  ‘Window  WinQSE  Help

B Linear and Integer Programming

I B I i’*l nl @Ij ‘% I I I Solution Surmmary
Zanskraint Summary

M SIMPLEX DUAL L .
Sensitivity Analysis For OBJ

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Sensitivity Analysis For RHS Variable - <1 | %2 | =3 Diechion T
Combined Repart Mazimize 4 : 7 ] 3
ci 2 1 2 <= 30
cz2 1 2 2 €= 45
C3 0 1] 0
LowerBound 0 0 0
UpperBound M M M
Final Simplex Tableau VariableType| Continuous Continuous | Continuous

Show Run Time and Iteration

Con la opcidn Result / Final Simplex Tableau se obtienen las variables basicas, matriz asociada a la base

inicial y funcion objetivo.
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™ Final Simplex Tahleau

X1 w2 X3 |[Slack_C1 |Slack_C2|S5lack_C3
Basis Cfj) |4.0000|7.0000| 30000 0 0 0 R. H. 5. [Ratio
=1 4.0000 ; 1.0000; 00000 06667 06667 -0.3333 0 5.0000
®2 7.0000 0.0000 1.0000 0.6667| -0.3333  0.6667 0 20,0000
Slack_C3 0 0 0 0 0 0 1.0000 0
Chi)-Z0 0 0 -43333 -03333 -3.3333 0 1EI],I]I]I]I]|

Las variables basicas son x, =4 , x, = 7. El valor de la funcién objetivo es z =160

0,6667 —o,3333]

La matriz asociada a la base inicial es B~ =
-0,3333 0,6667

El PROBLEMA DUAL se obtiene con la opcidon Format / Switch to Dual Form

File Edit | Farmat Solve and Analvze  Results  Utilities  Window  WinQ3SE  Help

¥ Linear and Integer Programming

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

M Mumber | g
Fant
m Alignment
Raw Height Variable --» X1 | X2 | X3 | Direction | R.H.S.
Calurnn \Width M aximize A 7 3
awitch ko Mormal Model Faorm c1 2 1 2 <= 30
x Switch to Dual Form C2 1 2 2 <= 45
< LowerBound o 0 0
8 UpperB ound M M M
m YariableType| Continuous Continuousz | Continuous
?
2 Yariable --» c1 c2 Direction R.H 5.
P Minimize 30 45
5 X1 2 1 >= 4
= x2 1 2 >= 7
& X3 2 2 >= 3
E LowerBound 1] 0
g UpperBound M M
= YariableType| Continuous Continuous

Problema Original Problema Dual

Maximizar: z=4x, +7X, + 3X; Minimizar: w =30y, +45y,

2%, + X, +2X; < 30 2y, +y, 24
icci : +2y, 27
restricciones: { x; +2x, +2x3 <45 restricciones: 4 J1 " )2
x;20 2y, +2y, 23
y; 20
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Con la opcién Result / Final Simplex Tableau se obtiene la tabla:

B Linear and Integer Programming

File Edit Faormat Window  WIinQSE  Help

Salve and Analyze

Results

Iﬁlﬁlﬂléljﬂ éﬂlll

Ltilities

Solution Surmmary
Caonskraint Summary

Sensitivity Analysis for OB

Sensitivity Analysis for RHS Variable —> Cl | €2 | Diection | R H.5.
Combined Report Minimize 30 45
X1 2 1 »= 4
X2 1 2 »= 7
X3 2 2 »= 3
LowerB ound 1] 1]
UpperB ound M ]
e YariableType| Continuous = Continuous
Final Sinple:x T:
Show Run Time and Iteration
C1 Cc2 Surplus_X1 | Surplug X2 | Surplug_X3 | Artificial_X1 | Artificial_x2 | Artificial_X3
Basis Clj) |30.0000| 45,0000 0 0 1] 1] 0 1] R. H. 5. [Ratio
Surplus_X3 0 D: 0 -0.6667 -0.6667 1.0000 0.6667 06667 -1.0000 4.3333
C2 45 0000| 0.0000 1.0000 0.3333 -0,6667 0 -0.3333 06667 0| 3.3333
C1 30.0000| 1.0000 O.0000 -0.6667 0.3333 1] 0.6667 -0.3333 oy 03333
Clil-Z0) 0 0 5.0000 20,0000 1] -5.0000 -20.0000 0} 1600000
=Big M 1} 0 1] 0 0 1.0000 1.0000 1.0000 0
Decizion Solution Unit Cost or Total Reduced | Basziz Allowable Allowable
Yariable Yalue Profit cfj] Contribution Cost Status | Min_ c[j)]  Max. clj)
1] X1 5.000 4,000 20,000 0 basic 3.500 14,000
2 x2 20,000 7.000 140,000 0 basic 2.000 8.000
i X3 1] 3.000 1] -4.333  at bound -M 7.333
: Objective  Function [Max.]= 160,000
] Left Hand Right Hand Slack Shadow | Allowable Allowahle
Constraint Side Direction Side or Surplus]| Price | Min. RHS | Max. RHS
1] C1 30,000 <= 30,000 0 0.333 22,500 90,000
2 c2 45,000 <= 45,000 0 3.333 15,000 60,000

La solucién éptima es: y, =0,333, y, =3,333 , obteniendo un valor para la funcién objetivo

w =160, igual que la obtenida en el problema original.

Al observar la tabla resumen del problema original, la solucién éptima del problema dual coincide con
los precios sombra (Shadow price) asociados al problema original.

Los valores de Shadow price representan el precio que una empresa estda dispuesta a pagar por un
incremento unitario del recurso disponible.

Nunca se paga mas de este precio por unidad suplementaria del recurso; en caso de hacerse, se
pagaria por el uso de esa cantidad adicional un precio superior a la mejora que produce en la funcién

obijetivo.
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{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

b) Sila primera restriccién se aumenta en 10 unidades, el problema queda:

2%, + X, +2%3 <40
Maximizar: z=4x, +7x,+ 3X;  restricciones: { x; +2xX, +2X3 <45
x;20

& Linear and Integer Programming

Farmat  Solve and Analvze | Resulks  Ukilities  Window  WIinQSE  Help

a % c"% Saolution Surmmary

Zonskraint Sunimaty

M. DUALIDAD Sensitivity Analysis for OB

Sensitivity Analysis for RHS

Variable --» X1 2 X3 Direction R. H. 5.
Combined Report VM ere 1 7 3

1 2 1 2 {= 40

cz 1 2 2 {= 45

LowerBound 1} 0 0

UpperBound M M M

VYariableType| Continuous Continuous Continuous

Final Simplex Tableau

M Final Simplex Tableau

Show Run Time and Iteration

=1 ®2 #3 |Slack_C1 |Slack_C2
Basziz| C(j) |[4.0000|7.0000| 3.0000 1] 1] R. H. 5. |Ratio
X1 | 4.0000;1,0000: 0,0000 06667 06667 -0.3333 11.6667
¥2 |7.0000( 0.0D00 1.0000 06667 -03333 06667 16,6667
Ch-Z0 1] 0 -4.3333 -0.3333 -3,3333) 163,3333

Se obtiene un valor de la funcién objetivo z =163,3333

c) Responder sila solucién (x;, =5, x, =10, x; =5) es solucién del problema original, se puede

hacer de varias formas:

cl) Se sabe que la solucién 6ptimaes x; =5, x, =20, x; =0, con lo cual no puede ser éptima.

c2) Resolviendo el problema dual se conoce que la funcién objetivo es w =160, que coincide con el
valor de la funcién objetivo del problema original.

Para una solucién x; =5, x, =10 , x; =5 se tendria:
z2=4x,+7%,+3%X; — z=4x5+7x10+ 3x5=105%160 — No puede ser

c3) Como la solucién del dual tiene todas sus componentes no nulas (y, =0,333, y, =3,333) en

la solucién éptima, las restricciones del problema original seran igualdades.

Se prueba si se verifica en la solucién propuesta:

2%, +X, +2X3 =2x5+10+2x5=30 — Si
X, +2X, +2X; =5+2x10+2x5=35%45 — No
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Universidad Autonoma = I

de Madrid Ejercicio del dia

METODO DE KARMARKAR (METODO DEL PUNTO INTERIOR)

La estrategia consiste en la busqueda del dptimo a través de caminos que recorren la zona interior de la
region factible; de ahi su nombre de Método del Punto Interior.

1. Se realizan los cocientes entre cada elemento de la columna P, por el homélogo de la columna P;
(asociada a la variable x,), que es la variable que va a dejar de ser nula en el vértice adyacente

siguiente.

2. El minimo cociente positivo corresponde a la variable que pasara a ser nula en el vértice siguiente. El
elemento de la columna P; que haga minimo el cociente sera el elemento pivote (x,, ), alrededor de él

gira la transformacién de los coeficientes de la tabla que permitira pasar a la segunda tabla del proceso.
3. Lafila del pivote se divide por el valor del pivote.

4. La columna del pivote se hace 0 salvo el elemento del pivote que vale 1.

5. Las columnas de las variables que con respecto a la tabla anterior que siguen en base quedan
inalteradas. Cualquier otro elemento se transforma seguln la regla que se adjunta:

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

X=X ——x, i#h Xg, = —~ i=h
ij ij ik kj
Xhk Xhk

6. Que la actividad h tome el valor o nivel k, , en lugar del valor 0 que tomaba antes es k, (c, —z,) en
lugar de k,c,,, debido a que para producir la actividad h es necesario distraer una parte de los recursos

destinados a las actividades que en el vértice V,, eran no nulas.

Esta reduccion sobre el beneficio unitario ¢, que produce una unidad de la actividad h viene dada por el

n
coste de substitucién: z, = 2c,° Xih
i=1

Las cantidades (c, — z,,), en el caso de variables fisicas reales, reciben el nombre de beneficios

reducidos, en tanto que las magnitudes (z,, — c,) reciben el nombre de costes reducidos.

7. El proceso es reiterado hasta que no sea posible encontrar una cantidad de beneficios reducidos
(¢, — z;,) > 0, en cuyo momento habra alcanzado el éptimo y finaliza el algoritmo.

El razonamiento en el caso de minimo es similar, aunque las valoraciones en el caso de analizar el
valor de z;se hagan en sentido contrario al desarrollado en el caso de maximo.
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APLICACION DEL METODO KARMARKAR, CALCULO DEL OPTIMO

Maximizar la funcion econémica o funcién objetivo: z =80x, +70x,

10x, +20x, <8000

15x; +10x, <6000

18x, +6x, <6300
X, 20 X, 20

Con las restricciones:

Se comienza por convertir las desigualdades en igualdades introduciendo sendas variables de holgura no
negativas en cada restriccion.

Maximizar z=80x; +70x, +0x; +0x, +0xg

10x; +20x, +X,4 = 8000
15x, +10x, + x, = 6000
Restricciones:
18x, +6Xx, + Xz =6300
X; >0

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Se aplica el método de Karmarkar, una de las variantes del Simplex, un buscador de éptimos a partir de
puntos interiores, siendo ésta la gran novedad en relaciéon con el método Simplex.

El problema asi formulado parte de un espacio de cinco dimensiones, con una base inicial formada por
B={P;,P,,P;}={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Consolucién X, =(x3, X4, X;) = (8000, 6000, 6300) y

un vértice inicial V, =(0, 0, 8000, 6000, 6300)

La variable que va a pasar a ser nula en la siguiente solucién se determina calculando los cocientes entre
cada elemento de la columna P, por el homélogo de la columna P;, asociada a la x; que es la variable

que va a dejar de ser nula en el vértice adyacente siguiente. Estos cocientes son:

8000=8OO 6000=400 6300=350
10 15 18

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

El cociente minimo positivo corresponde a la variable Xs , que pasara a ser nula en el vértice siguiente.
El elemento de la columna P; que determina este cociente es 18 que pasa a ser el elemento pivote, la

variable x, entra en la base sustituyendo a la variable x .

La columna del pivote se hace 0 excepto el elemento pivote que vale 1.

Se divide toda fila del pivote por 18.
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C, 80 70 0 0 0
Base c P, P\ P, Py Py Ps
X3 0 8000 10 20 1 0 0
X, 0 6000 15 10 0 1 0
X 0 6300 18 0 0 1
Coste sustitucion z, 0 0 0 0 0 0
Beneficio reducido (c; - z;) 80 70 0 0 0

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Las columnas de las variables que con respecto a la tabla anterior siguen en base quedan inalteradas,

P;=(1,0,0) y P, =(0,1,0)

Cualquier otro elemento de la tabla, siendo el elemento pivote es x,, = x;;, donde h=3, k=1, se

transforma segun laregla:  xj; = x;———X; i#h Xj;=—" i=h
Xhk Xhk
(.. X 6300
X3p = X9 — —2 X;; = 8000 ——— 10 = 4500
* '8 X 1 10
. X 6300 Xig = X5 ——2 Xy, =0-—10=——
X350 = X0 — —2 X,, = 6000 ——g 15=750 BT, M 18 18
31
) . X35 1 -15
. X 6 300 Xor =Xpe ——= X,y =0——15=—+
X, =X, ——22 %, =20-—10="— BBy, H 18 18
X3 18 18
Xy = Xp — 32 x) =10- > 15=5
22 22 X31 21 18
c 80 70 0 0 0
Base c P, P, P, P, Ps Py
X3 4500 300/18 1 0 -10/18
X, 0 750 0 5 0 1 -15/18
X; 80 350 6/18 0 0 1/18
Coste sustitucién z; | 28.000 80 80/3 0 0 80/18
Beneficio reducido (c; - z)) 0 130/3 0 0 -80/18
3
Coste de sustitucion: z, = ) ¢ x;,
i=1
3 L] L] L] L] 3 L] L] L] L 6 80
Z,= ) C; X;p =Cq X390 =80 x 350 = 28.000 Z,= ) C X3 =C1 X3, =80x—=—
i=1 . i=1 18 3
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3 3

e _ o e _ o e o o _ o 1 80

Z, = C. X1 =C, Xz, =80x1=80 Zc = C Xce =Cq X3: =80 x —=—

1 ; i Ml 1731 5 ; i iS5 1735 18 18

80 130 80 80

Beneficio reducido: (¢, — z,.): (¢, —2,)=70——=— Cc—2.)=0——=——

(€= 2n): (&= 2,) 3 3 (€5~ 25) 18 18

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

Sale de la base inicial P; y entra P;, con solucién Xg = (x,, X3, X,) = (4500, 6000, 6300) , el vértice
cambia V,; =(350, 0, 4500, 750, 0) y la funcién objetivo pasa a valer 28.000.

Como en la tabla hay valores (c; — z;) > 0 la solucién puede mejorarse, introduciendo en la base la

variable x, , a la que corresponde ese beneficio marginal positivo.

Para continuar el proceso se hacen los cocientes cada elemento de la columna P, por los homdlogos de

P, (columna correspondiente a la variable que entra en la nueva base).

La seleccion del minimo cociente positivo indica que variable sale de la base y el pivote.

B0 _p50 0450 230 050
300/18 6/18

El elemento pivote es x;,, =x,, =5 donde, h=2, k=2.

Los cocientes son:

S 80 70 0 0 0
Base c P, P, P, P, P, P
X3 0 4500 0 300/ 18 1 0 -10/18 270
X, 0 750 0 5] 0 1 -15/18 | 150
X; 80 350 1 6/18 0 0 1/18 1050
Coste sustitucién z; | 28.000 80 80/3 0 0 80/18
Beneficio reducido (c; - z)) 0 130/3 0 0 0

La columna del pivote se hace 0 excepto el elemento pivote que vale 1.
Se divide toda fila del pivote por 5.

Sale de la base la variable X,y entra la variable X, con base P, =(0, 1, 0), hay que modificar P, y P,

Las columnas de las variables que con respecto a la tabla anterior siguen en base quedan inalteradas,
P1 = (OI OI 1) Y P3 = (1r OI 0)

Cualquier otro elemento de la tabla, siendo el elemento pivote es x,, =x,,, donde h=2, k=2, se

X Xy «
. h , hi o
transforma segdn la regla:  x; = x;;——> X, i#h X =— i=h

Xhk Xhk
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de Madrid Ejerciciodel dia ...
[ X 1300 10
( X 750 300 Xig =X =X =0 =
Xjg = Xq09 — 2> Xy, =4500 ——— ——=2000 22
< X9o 5 18 Ly Xy 1
. 7 24 — -
L X3 5 18 X% = x _XAX _o_li__i
L 3 = Xa T Xa 18 15
(. Xy 10 15/18 300 20
X5 =X =~ Xpp =+ Preary
Xy 18 5 18 9
. _Ys __15/18_ 1
25 X22 22 5 6
. X55 1 15/18 6 1
X35 = Xgc — —=> Xq, = —+ —==
®® %, 18 5 18 9
o 80 70 0 0 0
Base c P Py P, P, P, P
Xy 0 2000 0 1 -10/3 20/9
X5 70 150 0 0 1/5 -1/6
X] 80 300 1 0 0 -1/15 1/9
Coste sustitucién z, 34.500 80 70 0 26/3 -25/9
Beneficio reducido (c; —z;) 0 0 0 -26/3 25/9
3
Costes de sustitucion: z,, = Zc,’ X
i=1
3
2o = D¢l Xjp =€} X39 + €} X3 =80 x 300+ 70 x 150 = 34.500
i=1
2 —1 1 26
Z,= ) C Xy =Cy X34 +Cy X5, =80x—+70x=—=—
4i=1..4_114 2X24 15 5= 3
2 1 -1 25
Zc = ) C Xpz =C; X3c +Cy Xor =80 X —+70x —=——
5 Zl: i 25 1”215 2 225 9 6 9
26 26 25 25
Beneficio reducido: (¢, — z,): (¢, — z,;) = 0—? = 3 (cs—z5)= 0+? = s

Sale de la base inicial P, y entra P,, con solucién Xg = (x,, X,, X,) =(300, 150, 6300)

Los vértices han ido cambiando con las iteraciones:

Del vértice inicial V, =(0, 0, 8000, 6000, 6300), en la primera etapa cambia el vértice a
V, =(350, 0, 4500, 750, 0), en la segunda etapaa V, =(300, 150, 2000, 0, 0)
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La funcidn objetivo pasa de 28.000 a 34.500.

Como en la tabla (c; — z;) > 0 la solucién puede mejorarse, introduciendo en la base la variable x;, a la

que corresponde ese beneficio marginal positivo.

Para continuar el proceso se hacen los cocientes cada elemento de la columna P, por los homdlogos de

P; (columna correspondiente a la variable que entra en la nueva base).

La seleccion del minimo cociente positivo indica que variable sale de la base y el pivote.

Los cocientes son: 2000 =900 ﬂ =-900 ﬂ =2700

20/9 -1/6 1/9

Como entre los cocientes hay dos positivos, se selecciona el menor, que corresponde a la variable x; .

20
El elemento pivote es x,, = X;5 = 5 donde, h=1, k=5.

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

o 80 70 0 0 0
Base c Py P, P, P, P, P
Xy 0 2000 0 0 1 -10/3 20/9 900
X 70 150 0 0 1/5 -1/6 | —900
X] 80 300 1 0 0 -1/15 1/9 2700
Coste sustitucion z, 34.500 80 70 0 26/3 26/3
Beneficio reducido (c; —z;) 0 0 0 -26/3 25/9

La columna del pivote se hace 0 excepto el elemento pivote que vale 1.
- ' . 20
Se divide toda fila del pivote por )

Las columnas de las variables que con respecto a la tabla anterior siguen en base quedan inalteradas,
P1 = (0: 0, 1) Yy Pz = (0: 1, 0)
Sale de la base la variable x; y entra la variable x; con base P, =(1, 0, 0). En consecuencia, hay que

modificar P; y P,.

Cualquier otro elemento de la tabla, siendo el elemento pivote es x,, =x,,, donde h=1, k=5, se

X :
’ . o hj o o
transfprma segun laregla: x;; = x;——X; i#h Xej = —

Xhk Xhk
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XIO=X£ &=900 Iazxﬁ _1 ==
x5 20/9 x5 20/9 20
x15 t20/96 15 20/96 40
2 1 1 1 1
Xl = Xao — 20y =300 -2 L _ 509 Xy = X — B xge =0 ——— — = ——
| Xys 20/99 Xys 20/99 20
(. x,, -10/3 3 (v X
1= T o a5 X5 =—=1
X;s 20/9 2 X1s5
. X14 1 10/31_ 1 . X1
Xy =Xgq —— X — - —=—— X5 = Xp5 ——> Xo5 =0
24 24 X15 25 = 5 20/9 6 20 25 25 5 25
. X14 10 /31_1 . X15
X3q = Xgg ——— Xgc = —_—— X3z = Xgc ——= Xoc =0
\ 34 34 X15 35 15 20/9 9 10 35 35 15 35
c 80 70 0 0 0
Base c P, P, P, P, P, Py
X; 0 900 0 0 9/20 -3/2 1
X5 70 300 3/40 -1/20 0
X; 80 200 1 0 -1/20 1/10 0
Coste sustitucién z, 37.000 80 70 5/4 9/2 0
Beneficio reducido (c; - z)) 0 0 -5/4 -9/2 0
3
Costes de sustitucion: z,, = Zc,’ X
i=1
z, —ZC Xjp = €1 X30 + C5 X3 + €3 X3 = 80 x 200 + 70 x 300 + 0 x 900 = 37.000
z 3cx =] X33 +C5 X553 +C3 X33 =80 1+70 +0 LA
= = = X — X — X—=—
3= i3 = €1 X33 TCy X33 TC3Xq3 20 40 20 4
2 1 -1 -3 9
=Cy X3, +CyXop +C3X3, =80x—+70x —+0x— ==
Z: Xig = Cq X34 + €3 Xpq +C3 X4 10 20 2 2
Beneficio reducido: (c, — z,): (c3— z3)=0—— 2 (c,—z,)=0 3.3
s = Zp) \E3— 23 4 4 47 24 5 5

Como en la tabla no hay ningun beneficio reducido (c; -

algoritmo ha finalizado.

La funcién objetivo pasa de 34.500 a 37.000
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WinQSB / Linear and Integer Programming

LP-ILP Problem Specification n

Problem Title: [KARMARKAR |
Number of Number of
Yariables: :l Constraints: :l

[Objective Criterion~ | [ Default Vanable Type

E L (8 Nonnegative continuous
() Minimization
() Nonnegative integer

" Data Entry Format 1 Ci Binary [0.1)

(® Spreadsheet Matrix Form I Unsigned/unrestricted
) Normal Model Form

(114 Cancel Help
M KARMARKAR

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Variable --> X1 | X2 | Diection | R.H.S.
M aximize g0 0

(M| 10 20 = 8000
cC2 15 10 = G000
C3 18 [ = 6300
LowerBound 0 0

UpperBound M M

YanableType| Continuous Continuous

M Combined Report for KARMARKAR

Decizion | Solution | Unit Cost or Total Reduced Basziz = Allowable Allowable
"I."anahle Value Profit c[j] | Contribution Cost Statuz | Min. cfj) Max. clj)

1 =1 200.0000 80,0000 | 16.000,0000 1] basic 35,0000 1050000
2 2 3000000 70,0000 | 21.000,0000 1] basic 53.3333 160,0000

Objective  Function [Max.] = 3?.l]ﬂl],l]l]I]I]|

Left Hand Right Hand Slack |Shadow Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side of Surplus| Price | Min. RH5 = Max. BHS
1] ci §.000,0000 {= §.000,0000 0 1.2500 6.000.0000 12 0000000
2 cz2 6.000,0000 {= 6.000,0000 0 4 5000 40000000 6.600,0000
3 C3 5.400,0000 {= 6.300,0000 | 5000000 1] 5.400,0000 M
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PROCEDIMIENTO DEL METODO SIMPLEX PARA LA FORMA MATRICIAL

Partiendo de un problema de Programacion Lineal en forma estandar, se determinan las matrices:

A, b, B, cj, ¢y, Xg

A= Matriz de coeficientes de las variables en las restricciones
b= Lado derecho de las restricciones (limitaciones)

B = Matriz que proporciona la Solucién Inicial Basica Factible y esta formada por las columnas de las
variables basicas, es decir aquellas que estan en solucién.

¢; = Coeficientes de las variables en la funci6n objetivo

cg = Coeficientes de las variables basicas en la Funcidn Objetivo.

Xg = Valores de las variables basicas que dan solucién al problema.
z=c,X, siendo X,=B7'b
a) Se determina la variable que entra en la base de solucién. Se obtienen los (zj — cj) para las

variables no basicas, donde Y, = B! a; , z

]:cBY.

J

Las Y; de las variables basicas forman las columnas de la matriz identidad y las (z; — c;) de las

variables basicas son cero.

Las Y; son las columnas actualizadas a las transformaciones de renglon de la matriz A, para generar

la columna de la matriz identidad que aporta la columna de la variable que entra en solucién.

Maximizar: Entra la variable que tenga el mayor valor negativo (z; — c;), alcanzando la solucién

optima cuando todos los (z; - ¢;) 20

Minimizar: Entra la variable que tenga el mayor valor positivo (z; — ¢;), alcanzando la solucién

optima cuando todos los (z; — ¢;) <0

. El beneficio que se tendrdenzes (c;— z;) por cada unidad de valor que tenga la variable X que
entra en la solucidn.

b) VARIABLE QUE SALE DE LA SOLUCION: Se analiza cada columna de las variables no basicas junto con
el valor de las variables basicas X .

. ., [ Xai [ Xs1  Xgy
La variable que sale de la solucion es el Min| —, Y;, >0 |=Min Y—, Y—, ==, conY,>0]|,
ir ir 2r

donde r corresponde a la columna de la variable que entra en la solucion.
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La columna de la variable que entra en la solucién debe aportar la columna de la matriz identidad.

Xai

En la matriz B, la columna de la variable con el Min{ ] abandona la base de solucién y entra en

ir

su lugar la columna de la variable r.

c) Se reinicia el proceso en el apartado (a) hasta que se cumpla el criterio de optimizacion, bien hasta
que todos los (z;— ¢;) 2 0 en caso de maximizacion, o bien hasta que todos los (z;— ¢;) <0 en caso de

minimizacion.

3x; +5x, <15
Maximizar en forma matricial z=5x, +3x, sujeto a las restricciones: {5x, +2x, <10
X,20

3X; +5X, + X3 =15
En forma estandar: {5x; +2x, +x, =10
X, 20 x5y x, sonvariables de holgura

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

3510
52 01

columnas de la matriz identidad (x; y X, son variables basicas) , se hace: b, =a; y b, =a,

AFHETE
S |

El valor de la funcién objetivo es: z, =cg X, =|:0 0:| { }

15
Dado que b=[10} , cj=|:5 30 0:| , A=[ }, las columnas a; y a, forman las

X 15 X3 = Xg; =15
Xg2 10 X4 = Xg, =10

0

15
10

. : . Yu Y 1 O
Se analiza la variable que entra en la solucién: Y = [ no }

Yo Y» 0 1
y, = Y1 _pg! a, = _ N Yiu =
_y21_ _0 1_ _5_ _5_ y21 =
v, | 1 o][5] [5] =
y, = .V12 _pgt a, = _ N Y12
[ Y22 | _O 1_ _2_ _2_ Yy, =2

2, =cgy, =[0 o]m=o 2, =CgY, =[0 o][i}o
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Entra la variable con mayor valor negativo (z; - ¢;): {

Z;

—¢,=0-5=-5

Hojan2...................

— Entra x;

Se analiza la variable que sale de la solucién donde, r es la fila en cuestién, j corresponde a la variable

15 10
, ¥:>0r=Ming—, —
Y } {3 5}

que entra
X .
=8 =Min
Yrj

en solucidn.

ﬁ,y,j>0 = Min Xﬂ,x
Yri VATHER

B

2

Por consiguiente, x, sale de la solucién.

: X
El valor de z mejorado es: z, =z, +—% (

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

1 3
B=
o

Xs =B~'b

UNICAMENTE PARA USO ESCOLAR

v, = Y12
, =
[ Y22 |
y. _ [ V14
4=
[ Y24
2 =CY2

1 -3/5]
=B_1aZ= /
0 1/5 |
i 1 -3/5]
=B_1a4= /
0 1/5 |

1

0

-1 _
}—)B— 1/5

-3/5]
1/5

1

{0

A

=[0 5] {129 //55}

Y21

y

|

0
1

-3/5
z4=cBy4=|:0 5]{ 1/5}

|

|

Sehace b, =a; , b, =a; , conloque:

—3/5}

2]

10

|

{19/5

|:XB1
Xp2

2/5

-3/5
1/5

|

|

|

Se analiza la variable que entra en la solucién: Y = [

:

|

9
2

Entra la variable con mayor valor negativo (z; - ¢;): {

funcidn objetivo se vera mejorada en (c; — z;) unidades.

X; =Xpq =9
}_) 3 B1

9
2

Xy =Xg; =2

El valor de la funcidn objetivo es: z, =c X = |:0 5:| |: } =10

0 v, 1 V14:|
Y2 0 Yy
y12=19/5
Y22=2/5
y14=_3/5
Y24=1/5

Se inicia el proceso iterativo: Las variables bésicas x; y x, pasanaser x; y X,
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Se analiza la variable que sale de la solucién donde, r es la fila en cuestién, j corresponde a la variable
que entra en solucion.

2 9 45
Vs 19/5° 2/5 19/5 19 vy,

X 45 235
El valor de z mejorado es: z, =z, +—(c, — z,) =10+— (3—-2) = =—
Y12 19 19

Se inicia el proceso iterativo: Las variables bésicas x; y x, pasanaser x, y X,

Se hace b, =a, , b, =a, , conloque:
8 5 3 g1 5/19 -3/19 0,2632 -0,1579
= - = =
2 5 -2/19 5/19 -0,1053 0,2632

XB=B'1b=[5/19 —3/19} [15}[45/19] N {XM}: 9} N X, =Xg, =45/19 X =%, =0

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

-2/19 5/19 ||10| |20/19 Xg2 | |2 X, = Xg, =20 /19
45/19] 235
El valor de la funcién objetivo es: z=cg Xy = |:3 5:| =——=12,3684
20/19] 19
o 1
g Se analiza la variable que entra en la solucién: Y = [ Yis V14:|
3 0 VYy3 VYoo
&
o o o
5/19 -3/19||1 5/19 =5/19
§ v, = Yis | _ g1 a, = _ N Yi3
g | Va3 | -2/19 5/19 ||0]| |-2/19 Vo3 =—2/19
o
£ Y | 4 5/19 -3/19][0] [-3/19 Y1 =—3/19
g y4 =] =B a4 = = —>
= Y —2/19 5/19 ||1| | 5/19 Y =5/19
S [ Y24 [ L]
=
=2
5/19 5 -3/19| 16
Z,=C =3 5 =— Z,=C =3 5 =—
s =ca¥s=[3 ][—2/19} o Cvesl ][5/19} 19

Entra la variable con mayor valor negativo (z. — c.):
y gativo {z; - c;) {24—c4=16/19—0=16/19

Todos los valores (z; — ¢;) 20, con lo cual ninguna variable entra en la solucion ya que es 6ptima.

——=12,3684
20/19

45/19| 235
19

En consecuencia, z=cg X; = |:3 5:| [

45/19

20/ 19} , Ya que con estos valores la funcion objetivo éptima es

X, Y X, son variables basicas xB-={

z° =12,3684
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WinQSB / Linear and Integer Programming

LP-ILP Problem Specification E

Problem Title: [MATRICIAL |

Number of Number of
Variables: Constraints:
| Objective Criterion | [ Default ¥Yariable Type ]
® (® Monnegative continuous

) Minimization
) Nonnegalive integer

"Data Entry Format ] C) Binary [(D,1)

(® Spreadsheet Matiix Form () Unsigned/unrestricted
) Normal Model Form

(1] 4 Cancel Help
™ FORMA MATRICIAL - Final Simplex Tahleau

{IMPRESO EN PAPEL RECICLADO)

Variable > ®1 | X2 | Direction | R.H.S.
Maximize il 3 e
” c1 3 5 {= 15
< cz 5 2 {= 10
8 LowerBound 0 0
g UpperBound M M
@ YanableType| Continuous Continuous
<
E 1 ¥2 |Slack_C1|Slack_C2 gt |: 0,2632 _0’1579j|
w Bazis| C[j] [5.0000 (30000 1] 1] R. H. 5_ | Ratio =
E X2 | 3.0000 § 0,0000; 1.0000 0.2632 -0.1579| 2.3684 -0,1053  0,2632
E *1 | 50000 1.0000 0.0000{ -0.1053 0.2632| 1.0526 .
% Chi-2in 0 0 -0.2632 -084A 12,BEE4| 2 =12,3684
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