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Los métodos de reduccion de la dimension son métodos multivariantes

de la independencia en & sentido de que todas sus variables tienen una
imp ortancia equivalente.

Técnicas de reduccion en variables cuantitativas: Andlisis Factorial y
Analisis de Componentes Principaes.

Técnicas de reduccién en variables cualitativas: Andlisis de Correspondencias y
Escalonamiento Optimo.
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INTRODUCCION ANALISIS FACTORIAL

El analisis factorial es una técnica de reduccién de datos que sirve para encontrar grupos homogéneos
de variables a partir de un conjunto numeroso de variables.

Los grupos homogéneos se forman con las variables que correlacionan mucho entre si y procurando,
inicialmente, que unos grupos sean independientes de otros.

Cuando se recogen un gran numero de variables de forma simultanea (por ejemplo, en un cuestionario
de satisfaccion laboral) se puede estar interesado en averiguar si las preguntas del cuestionario se
agrupan de alguna forma caracteristica. Aplicando un analisis factorial a las respuestas de los sujetos se
pueden encontrar grupos de variables con significado comun y conseguir de este modo reducir el
nimero de dimensiones necesarias para explicar las respuestas de los sujetos.

El Analisis Factorial es, por tanto, una técnica de reduccidn de la dimensionalidad de los datos. Su
propésito ultimo consiste en buscar el nimero minimo de dimensiones capaces de explicar el maximo
de informacidn contenida en los datos.

A diferencia de lo que ocurre en otras técnicas como el analisis de varianza o el de regresion, en el
analisis factorial todas las variables del analisis cumplen el mismo papel: todas ellas son independientes
en el sentido de que no existe a priori una dependencia conceptual de unas variables sobre otras.

Fundamentalmente lo que se pretende con el Analisis Factorial (Analisis de Componentes Principales o
de Factores Comunes) es simplificar la informacion que nos da una matriz de correlaciones para hacerla
mas facilmente interpretable.

Se pretende encontrar una respuesta al preguntarnos éPor qué unas variables se relacionan mas entre
si y menos con otras?. Hipotéticamente es porque existen otras variables, otras dimensiones o factores
que explican por qué unos items se relacionan mas con unos que con otros.

En definitiva, ése trata de un analisis de la estructura subyacente a una serie de variables?.

CONCEPTOS PREVIOS DEL ANALISIS FACTORIAL

Un ejemplo concreto de introduccién al concepto de varianza compartida y varianza Unica: Sean unos
items de una escala de actitudes, donde la puntuacion de cada sujeto encuestado es la suma de las
respuestas a todos los items, segun la clave de correccion disefiada:

12 Me lo paso muy bien en mi casa, con mis padres Muy de acuerdo =5
De acuerdo =4

22 Algunas veces me gustaria marcharme de mi casa Muy de acuerdo =1
De acuerdo =2

e lavarianza o° de cada item indica la diferencia que crea en las respuestas. Si todos respondieran
lo mismo la varianza seria cero, no habria diferencias. Si la mitad estuviera muy a gusto en su casay la
otra mitad muy a disgusto, la varianza seria maxima.

= (Cada item o variable tiene su varianza (diferencias en las respuestas), la varianza de cada item
puede ser compartida con la varianza de otros items: Algunos individuos encuestados estan muy bien
en su casa con sus padres (item 1) y nunca piensan irse de su casa (item 2). Otros individuos
responderan con otras variaciones. En este caso, las respuestas sefialada a estos dos items son
coherentes con el significado pretendido de los dos items, comparten varianza porque los dos items
estan relacionados positivamente (estoy bien en casa, no me quiero ir).

Esta relacién viene expresada por el coeficiente de correlacin 'r' de Pearson, donde r* expresa la
proporcion de varianza comun o de variacién conjunta.
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Es decir, si la correlacidon entre estos dos items es de 0,90, esto significa que tienen un 81% de varianza
comun (variacion en las respuestas). El resto de la varianza (19%) no es varianza compartida.

e Lavarianza no compartida puede descomponerse en otras dos fuentes de varianza: Cada variable
tiene una varianza especifica: un encuestado puede responder que ‘se lo pasa muy bien con sus padres y
que le gustaria irse de casa’, simplemente porque le gusta viajar.

El item 1 no cuantifica Unicamente la integracién familiar, también tiene un significado especifico que para
muchos encuestados no puede coincidir del todo con ‘sentirse bien en casa’.

También hay una Varianza de error de medicidn, ocasionada por cansancio, estilos personales de
responder, orden en que se responde, etc.

e Lavarianza total de un item puede descomponerse:

. Varianza compartida o Varianza especifica Varianza de errores
Varianza Total |= , + . + L,
comun de cada variable de medicion

Uniendo la varianza especifica con la varianza debida a errores de medicién (toda la varianza tnica o no
compartida de cada item o variable), se tiene:

. Varianza compartida o Varianza de errores
Varianza Total |= . + e
comun de medicién

¢Qué hace el Andlisis Factorial?

Se encarga de analizar la varianza comun a todas las variables. Partiendo de una matriz de correlaciones,
trata de simplificar la informacién que ofrece. Se opera con las correlaciones elevadas al cuadrado r*
(coeficientes de determinacion), que expresan la proporcion de varianza comun entre las variables.

En cada casilla de la matriz de correlaciones se refleja la proporcién de varianza comun a dos items o
variables, excepto en la diagonal principal (donde cada item coincide consigo mismo). En los 1 de la
diagonal principal se refleja la varianza que cada item o variable comparte con los demas y también los
que no comparte (la especifica o Unica de cada item).

Si se desea analizar exclusivamente la varianza compartida habra que eliminar los unos de la matriz de
correlaciones y poner en su lugar la proporcién de varianza que cada item tiene en comun con todos los
demas.

En el Analisis Factorial, por tanto, caben dos enfoques:

1. Analizar TODA la varianza (comun y no comun). En este caso utilizamos los unos de la matriz de
correlaciones. El método mas usual es el de Analisis de Componentes Principales.

2. Analizar SOLO la varianza comun. En este caso, se substituyen los unos de la diagonal por estimaciones
de la varianza que cada item tiene en comun con los demas (y que se denominan Comunalidades).
Para la estimacion de las comunalidades no hay un calculo Unico, existen diversos procedimientos
(correlaciones multiples de cada item con todos los demas, coeficientes de fiabilidad si cada variable es
un test). El procedimiento por el que se sustituyen los unos por las comunalidades se denomina
Anadlisis de Factores Comunes.

Los dos enfoques caben bajo la denominacion genérica de Andlisis Factorial, aunque es el Analisis de
Factores Comunes al que con mas propiedad se le aplica la denominacion de Analisis Factorial. Ambos
enfoques dan resultados similares y se interpretan de manera casi idéntica.

éQué es un FACTOR?
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En realidad los factores no existen, lo que existe de cada sujeto es una suma de sus respuestas a una serie
de items o preguntas, una combinacidn lineal de variables (item a +item b + itemc+...).

La suma total de items son distintos para cada sujeto, o pueden serlo, la varianza de los totales nos
expresa la diversidad que existe entre los sujetos.

Si hay 'n' factores, se interpreta que el instrumento original se puede descomponer en 'n' instrumentos
(cada uno compuesto por todos los items), aunque en cada instrumento los items tienen un 'peso
especifico' distinto seglin sea su relacién con el factor:

Si se encuentra, por ejemplo, tres factores, esto quiere decir que se puede descomponer el instrumento
original en tres instrumentos; cada uno esta compuesto por todos los items, pero en cada instrumento los
items tienen un peso especifico distinto segun sea su relacion con cada factor:

aia+bib+cic+ ... =Total en el Factor 1 a es el peso especifico del item a en el Factor 1
a;a+bob+cyc+ ... =Total en el Factor 2 a es el peso especifico del item a en el Factor 2
ana+b,b+c,c+ ... =Total en el Factor n an, es el peso especifico del item a en el Factor n

Las nuevas puntuaciones son las puntuaciones factoriales o factor scores.

Los pesos pueden ser grandes o pequeiios, positivos o negativos. Generalmente, en cada factor hay items
con pesos grandes y otros préximos a cero; los items que mas pesan en cada factor son los que lo definen.

La varianza (diversidad) de todas las nuevas medidas equivale a la varianza de la medida original (no a
toda, pero si a la maxima que es posible explicar); estos factores indican las fuentes de varianza; si hay
diferencias en la medida original es porque las hay en estas nuevas puntuaciones.

El analisis factorial se reduce a la busqueda de estos pesos para localizar medidas distintas a partir de las
variables originales, y de manera que, a poder ser, entre todas las nuevas medidas agoten o expliquen
toda la varianza presente en las variables originales.
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ESQUEMA DE UN ANALISIS FACTORIAL:

| FORMULACION DEL PROBLEMA |

J
ANALISIS DE LA MATRIZ DE CORRELACION

J

EXTRACCION DE FACTORES
J

DETERMINACION DEL NUMERO DE FACTORES
J
ROTACION DE FACTORES
J
INTERPRETACION DE FACTORES

J

VALIDACION DEL MODELO
\)

CALCULO DE PUNTUACIONES SELECCION DE LAS
FACTORIALES VARIABLES REPRESENTATIVAS

v

ANALISIS POSTERIORES: REGRESION, CLUSTER...

Modelo del Analisis Factorial

Sean (X3, X,..., Xp) las p variables objeto de analisis que supondremos en todo lo que sigue, que estan
tipificadas. Si no lo estuvieran el analisis se realizaria de forma similar pero la matriz utilizada para calcular
los factores no seria la matriz de correlacién sino la de varianzas y covarianzas.

El investigador mide estas variables sobre n individuos, obteniéndose la siguiente matriz de datos:

Variables El modelo del Andlisis Factorial viene dado
Sujetos | Xi X5 Xp habitualmente por las ecuaciones:
1 X11 X12 ... X1p X;=aphkh+aph + - +ayk+uy

Donde, (F;, F,, -+, F) (k <p) son los factores comunes, (u;, u,, -+, up) los factores unicos o especificos, y
los coeficientes (a;;) {i=1, ---,p; j=1, ---, k) las cargas factoriales.

Se supone que los Factores Comunes estdn a su vez estandarizados [E(F) = 0; Var(F) = 1] , los Factores
Especificos tienen media 0 y estan incorrelados [E(y;) =0 ; Cov(u;,u;) =0 si i=j;

(i,j=1,---, p)] yque ambos tipos de factores estan incorrelados Cov(Fil uj) =0,Vi=1, ..,k ;
i=1,...,p
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Si, ademas, los Factores Comunes estan incorrelados [Cov(Fi, Fj) =0sii#j]; j,i= 1,---,k] estamos
ante un modelo con factores ortogonales.

En caso contrario el modelo se dice que es de factores oblicuos.

X = matriz de datos
En forma matricial: x=Af+u & X=FA'+U A = matriz de cargas factoriales
F = matriz de puntuaciones factoriales

X, F U ;3 8 ot Ay fu fp o By

X, F, u, A 8p -t Ay fu fp o By
donde: x =| “|,f=| |, u=| .|, A= , F=

Xp Fi Up 1 A Ak for T2 o fu

Utilizando las hipdtesis anteriores, se tiene: Var(X;) = Zaizj +y, =h?+y, (i=1,2, ---,p)
j=1

k

donde, h? = Var Zaij F |y w;=Var(y) reciben los nombres, respectivamente, de Comunalidad y
j=1

Especificidad de la variable X;

En consecuencia, la varianza de cada una de las variables analizadas se puede descomponer en dos partes:
la Comunalidad hi2 que representa la varianza explicada por los factores comunes y la Especificidad ;
que representa la parte de la varianza especifica de cada variable. Ademas se tiene:

k k k
Cov(X;, %) =Cov| D ayF, > ayF, |= Y a;a; Vizl
j=1 j=1

j=1
por lo que son los factores comunes los que explican las relaciones existentes entre las variables.

Por este motivo, los factores comunes tienen interés y son susceptibles de interpretacién experimental.
Los factores unicos se incluyen en el modelo dada la imposibilidad de expresar, en general, p variables en
funcién de un nimero mas reducido k de factores.

Ejemplo.- Unos estudiantes son sometidos a diversos test en distintas materias para medir sus actitudes
intelectuales. Como consecuencia, se obtienen una serie de puntuaciones estandarizadas en Matematicas
(Ma), Fisica (Fi), Quimica (Qu), Inglés (In), Historia (Hi) y Dibujo (Di).

Ma=0,8F +0,2F, +U,,, In=0,2F +0,8F, +U,,

Fi=0,7F +0,3F, + U Hi=0,15F, +0,82F, +U,,

Qu=0,6F, +0,3F, +Ug, Di=0,25F, +0,85F, + Uy,

El modelo factorial viene dado
por las ecuaciones

E[Fi] =0 Vi=1,2; je{Ma, Fi, Qu, In, Hi, Di}
Var[Fi]=1 i=1,2;
Cov(F1,F2)=0

Los factores comunes estan
estandarizados e incorrelados

Los factores especificos E[u]=0 Vi=1,2; je{Ma, Fi, Qu, In, Hi, Di}
tienen media O e incorrelados  Cov(u,,u,) =0 Vi#je{Ma, Fi, Qu, In, Hi, Di}
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Cov(F, uj) =0 Vi=#je{Ma,Fi, Qu, In, Hi, Di}

Ambos tipos de factores estan incorrelados o . o
Cov(u,,u,) =0 Vi#je{Ma,Fi, Qu, In, Hi, Di}

0,8 0,2

0,7 0,3

0,6 0,3
Matriz de cargas factoriales: A=

0,2 0,8

0,15 0,82

0,25 0,85

Comunalidad y Especificidad:

Var[Ma] =1 = Var[0,8F + 0,2F, + u,,] =
Matematicas = 0,8° Var[f] + 0,2% Var[F,] + Var[uy,] + 2(0,8 5, F) +
+ 2(0 T Uy,) + 2(0 > Unma) = 0,68 + yy,

La Comunalidad en Mateméticas es hZ,. = 0,68 y la Especificidad ,,, = 0,32

Var[Di] = 1 = Var[0,25F + 0,85F, + uy] =
Dibujo = 0,25° Var[F] + 0,85% Var(F,] + Var[uy] + 2(0,25 ) +

La Comunalidad en Dibujo es h3, = 0,785 y la Especificidad v, = 0,215

Analogamente,
Comunalidades

Matematicas 0,68
Fisica 0,42
Quimica 0,55
Inglés 0,215
Historia 0,36
Dibujo 0,785

Como las puntuaciones estan estandarizadas, la matriz de varianzas y covarianzas coincide con la matriz de
correlaciones:

Ma Fi Qu In Hi Di
Ma 1 0,62 0,54 0,32 0,284 0,37
Fi | 0,62 1 o051 o038 0,31 0,43
Qu| 0,54 0,51 1 0,36 0,336 0,405
In| 0,32 0,38 0,36 1 0,686 0,73
Hi | 0,284 0,351 0,336 0,686 1 0,7345
Di{ 037 0,43 0,405 0,73 0,7345 1

Adviértase que,
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Cov(Ma, Fi) = Cov(0,8 F,+ 0,2F, + uy, , 0,7F+ 0,3F, + uy) =
= (0,8) (0,7) Var(F,) + (0,8) (0,3) Cov(F,,F,) + (0,8) Cov(F,ug) + (0,2) (0,7) Cov(F,,F) +

+ (0,2) (0,3) Var(F,) + (0,2) Cov(F,,uy) + (0,7) Cov(u,,,,F,) + (0,3) Cov(uy,,F,) + Cov(uy,, uy) =
= 0,56 + 0,06 = 0,62

Cov(Fi,Qu) = Cov(0,7F,+ 0,3F, + u;, 0,6 F+ 0,3F, + ug,) =
= (0,7) (0,6) Var(F,) + (0,6) (0,3) Cov(F,,F,) + (0,7) Cov(F ,uq,) + (0,3) (0,6) Cov(F,,F) +

+ (0,3) (0,3) var(R,) + (0,3) Cov(F,,uq,) + (0,6) Cov(ug,F,) + (0,3) Cov(uy,F,) + Cov(ug, ug,) =
= 0,42 + 0,09 = 0,51

ANALISIS DE LA MATRIZ DE CORRELACION

La finalidad de analizar la matriz de las correlaciones muestrales R =(r;;), donde r;; es la correlacion
muestral observada entre las variables (X;, X;), es comprobar si sus caracteristicas son las adecuadas para

realizar un Andlisis Factorial.

Uno de los requisitos que deben cumplirse es que las variables se encuentran altamente
intercorrelacionadas. También se espera que las variables que tengan correlacion muy alta entre si la
tengan con el mismo factor o factores.

En consecuencia, si las correlaciones entre todas las variables son bajas, tal vez no sea apropiado el
Anadlisis Factorial.

Existen varios indicadores para analizar la matriz de correlacién:

= Test de esfericidad de Barlett

Contrasta, bajo la hipétesis de normalidad multivariante, si la matriz de correlacion de las p variables
observadas (R, ) es la identidad.

Si una matriz de correlacion es la identidad significa que las intercorrelaciones entre las variables son cero.
Si se confirma la hipétesis nula H, : |Rp| =10 R, =I, las variables no estan intercorrelacionadas.

El test de esfericidad de Barlett se obtiene mediante una transformacion del determinante de la matriz de
correlacion. El estadistico del test viene dado por:

I P __[p_le+1)] S
dg = [n 1 6(2p+5)}|og|R|— |:n c :|j=zllog(xj)

donde n es el numero de individuos de la muestray A; (j=1, ..., p) son los valores propios de R.
Bajo la hipétesis nula, el estadistico se distribuye asintéticamente segun una X;Z;(p-n /2

Si la hipoétesis nula es cierta, los valores propios valdran uno, o su logaritmo sera nulo y, por tanto, el
estadistico del test valdria cero.

Por el contrario, si con el test de Barlett se obtienen valores altos de %?, o un determinante bajo, hay
variables con correlaciones altas (un determinante préximo a cero indica que una o mas variables podrian
ser expresadas como combinacion lineal de otras variables).

En definitiva, si el estadistico del test toma valores grandes ( o un determinante préximo a cero) se
rechaza la hipétesis nula con cierto grado de significaciéon. En caso de aceptarse la hipdtesis nula, las
variables no estan intercorreladas y deberia reconsiderarse la aplicaciéon de un Analisis Factorial.
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Medidas de adecuacion de la muestra

El coeficiente de correlacion parcial es un indicador del grado de relaciones entre dos variables,
eliminando la influencia del resto.

Si las variables comparten factores comunes, el coeficiente de correlacion parcial entre pares de variables
es bajo, puesto que se eliminan los efectos lineales de las otras variables.

Las correlaciones parciales son estimaciones de las correlaciones entre los factores Unicos, debiendo ser
proximas a cero cuando el Andlisis Factorial es adecuado, dado que se supone que los factores unicos
estan incorrelados entre si.

En definitiva, si existe un nimero elevado de coeficientes de correlacion parcial distintos de cero, se
interpreta que las hipdtesis del modelo factorial no son compatibles con los datos.

Una manera de cuantificar este hecho es con la Media de Adecuacion de la Muestra KMO propuesta por

Kaiser-Meyer-Olkin:
2
§ :E :r”.

KMO = J=1 1] 0<KMO <1
2 2
ZZM + ZE:ﬁj(p)
jEIi#] jEii#]

donde r;;,) es el coeficiente de correlacion parcial entre (X;, X;) eliminando la influencia del resto de las
variables.

El indice KMO se utiliza para comparar las magnitudes de los coeficientes de correlacidn parcial, de forma
que cuanto mas pequefio sea su valor, mayor sera el valor de los coeficientes de correlacion parciales r;,

Yy, €n consecuencia, menos apropiado es realizar un Analisis Factorial.
KMO > 0,75 = Bien

Kaiser-Meyer-Olkin para realizar un Analisis Factorial, proponen: KMO >0,5 = Aceptable
KMO < 0,5 = Inaceptable

La experiencia practica aconseja que es precipitado tomar el indice KMO como tnica medida de
adecuacion de la muestra a las hipétesis del modelo de Analisis Factorial, sobre todo si hay un nimero
pequeio de variables consideradas.

Para tomar la decision de eliminar una variable del estudio es aconsejable complementar la informacién
con otras fuentes: las comunalidades de cada variable, los residuos del modelo, e interpretar los factores
obtenidos.

EXTRACCION DE FACTORES

El objetivo del Andlisis Factorial (AF) es determinar un nimero reducido de factores que puedan
representar a las variables originales.

Una vez que se ha determinado que el AF es una técnica apropiada para analizar los datos, hay que
seleccionar el método adecuado para la extraccion de factores. Existen diversos métodos, cada uno de
ellos con sus ventajas e inconvenientes.

El modelo factorial en forma matricial: X= FA'+ U, teniendo que cuantificar la matriz A de cargas
factoriales que explica X en funcién de los factores.

Partiendo de X = FA'+ U, se deduce la llamada Identidad Fundamental del Analisis Factorial:
R,=AA'+ y

donde R; es la matriz de correlacién poblacional de las variables (X1, X3, ... , Xp) v v = diag(y;) esla

matriz diagonal de las especificidades.
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En este sentido, surgen dos problemas:

(a) Problemas de Grados de Libertad.- Igualando cada elemento de la matriz R, con el correspondiente de
la combinacidn lineal (AA' + ), resultan (p x p) ecuaciones, que es el nimero de elementos de R.

Ahora bien, la matriz R, es simétrica y, en consecuencia, esta integrada por elementos

p(p+1)
p
distintos, que es el nimero real de ecuaciones.

En el segundo miembro de la igualdad, los parametros a estimar con (p x k) elementos de la matrizAy
los p-elementos de la matriz .

En consecuencia, para que pueda efectuarse el proceso de estimacion se requiere que el nimero de

. , . . . plp+1)
ecuaciones sea mayor o igual que el nimero de pardmetros a estimar: 5 > p(k+1),0loquees

-1
equivalente, k < pT

(b) No Unicidad de la Solucién.- Las soluciones dadas por la matriz A no son unicas, puesto que cualquier
transformacion ortogonal de A es también solucion.

Si T es una matriz ortogonal, TT'=T'T = |, al aplicar una solucién ortogonal de A se obtiene una
solucion distinta al sistema anterior. Esta es la base de los métodos de rotacion de factores.

En consecuencia, si T es una matriz ortogonal = A* = AT es solucién

Se define F* = FT (F* es el vector F rotado por la matriz ortogonal T).

Se verifica que Xy R;, verifican también las ecuaciones del modelo, es decir:
Ry = A*A* + y = (AT)(T'A') + ¥ = AA'+ v
X = F*A* + U= (FT)(T'A") + U=FA+U

Por tanto, el modelo es Unico salvo rotaciones ortogonales, es decir, se pueden realizar rotaciones de la
matriz de las ponderaciones o cargas factoriales sin alterar el modelo.

Ejemplo.- En el modelo factorial definido anteriormente, se tenia:

Ma 0,8 0,2 Upso
Fi 0,7 0,3 U,
Ma =0,8F, +0,2F, +U,,, In=0,2F, +0,8F, +U,,
Q| [ 06 03|(F) |[Ug, - -
= + = Fi=0,7F, +0,3F, + U, Hi=0,15F, +0,82F, +U,,
n 0.2 0.8k i Qu=0,6F, +0,3F, + U, Di=0,25F, +0,85F, +Uj,
Hi 0,15 0,82 Uy ! '
Di 0,25 0,85 Up,
e f
11— ht T h 1 \/5 1 \/5
Si se definen los factores: V2 V2 , siendo la matriz ortogonal T = / /
F'——LF +i|: _1/\/5 1/‘/5
2~ 1 2
V202
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1 .+ 1 .

B)- (2 4)(1) (12 ) - (AR
Fy

de donde,

BE TN I 1/v2 1/V2 \g) (R 110
/ / / / F R Rt 5

Ma=0,8F, +0,2F, +U,,, = va =0,71F, —0,42 F, + Uy,

1. 0,6

—F ——=F, +U

\/z 1 \/E 2
1+ 0,4 - '

= 3Ryt e =0.71F ~0,28F, + Uy

0,9+ 0,3

—ZF -—=F
V2t 2

In=0,71F, +0,42F, +U,,  Hi=0,69F,+0,47F,+U,  Di=0,78F, +0,42F, +U,,

Qu=0,6F, +0,3F, + Uy, = +Uy, = 0,64 F, —0,21F, +Uq,

1 1
verificandose que Cov(F ,F,) =0, por lo que las nuevas cargas factoriales seran las correlaciones de los
nuevos factores con las variables originales.

Las comunalidades, especificidades y matrices de correlacion permanecen igual.

0,71 -0,42
0,71 -0,28
) 0,64 -0,21
La nueva matriz de cargas factoriales sera: B=
0,71 0,42
0,69 0,47
0,78 0,42

La forma de calcular la matriz de rotacion T y la de nueva cargas factoriales B da lugar a los distintos
métodos de rotacidn ortogonales, siendo los métodos mas utilizados: Varimax, Quartimax y Equamax.

METODOS DE EXTRACCION DE FACTORES

Existen diferentes métodos para obtener los factores comunes, los implantados en SPSS son: Método de
las Componentes Principales, Método de los Ejes principales y Método de Maxima Verosimilitud.

o Método de las Componentes Principales.- Consiste en estimar las puntuaciones factoriales mediante
las puntuaciones tipificadas de las primeras k-componentes y la matriz de cargas factoriales mediante
las correlaciones de las variables originales con dichas componentes.

Este método tiene la ventaja de que siempre proporciona una solucién.

Tiene el inconveniente de que al no estar basado en el modelo de Andlisis Factorial puede llevar a
estimadores muy sesgados de la matriz de cargas factoriales, especialmente, si existen variables
con Comunalidades bajas.

0 Meétodo de los Ejes Principales.- Basado en la Identidad Fundamental del Analisis Factorial
R, = AA'+ y, sustituyendo la matriz de las correlaciones poblacionales R, por las correlaciones

muestrales R, con lo que: R = Ry'= AA'
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Respetando R = R y'= AA', el método es iterativo y consiste en alternar una estimacion de la
matriz de las especificidades y con una estimacién de la matriz de las cargas factoriales A.

Se parte de una estimacion inicial de la matriz v, \p(o) , y en el paso i-ésimo del algoritmo se verifica
que Ry = AD A0

La estimacién Al se obtiene aplicando el método de las componentes principales a la matriz
R—\p“_l). Posteriormente, se calcula \p“) a partir de la igualdad Rw“) = A A y se itera hasta que
los valores de dichas estimaciones apenas cambien.

Este método tiene la ventaja de estar basado en el modelo del Analisis Factorial por lo que suele
proporcionar mejores estimaciones que el método de componentes principales. Sin embargo, no
garantiza su convergencia, sobre todo en muestras pequeiias.

0o Meétodo de la Maxima Verosimilitud.- Basadoen el modelo x = Af + u — X = FA'+ U,
adoptando la hipétesis de normalidad multivariante, aplica el método de la maxima verosimilitud.

Sobre los anteriores, tiene la ventaja de que las estimaciones obtenidas no dependen de la escala de
medida de las variables.

Por otra parte, como esta basado en el método de maxima verosimilitud, tiene todas las propiedades
estadisticas de éste y, en particular, es asintéticamente insesgada, eficiente y normal si las hipdtesis
del modelo factorial son ciertas.

Ademas, permite seleccionar el nimero de factores mediante contrastes de hipétesis.

Este método también puede ser utilizado en el Analisis Factorial Confirmatorio, donde el investigador
puede plantear hipétesis como que algunas cargas factoriales son nulas, que algunos factores estan
correlacionados con determinados factores, etc., y aplicar tests estadisticos para determinar si los
datos confirman las restricciones asumidas.

El principal inconveniente del método radica en que, al realizarse la optimizacidn de la funcién de
verosimilitud por métodos iterativos, si las variables originales no son normales, puede haber
problemas de convergencia sobre todo en muestras finitas.

o Método Minimos cuadrados no ponderados.- Para un numero fijo de factores, genera una matriz de
coeficientes que minimiza la suma de las diferencias al cuadrado entre las matrices de correlacion

observada R y reproducida R=AA', eliminando en las diferencias los elementos de la diagonal.

o Método Minimos cuadrados generalizados.- Minimiza el mismo criterio - La suma de las diferencias al
cuadrado entre las matrices de correlacion observada R y reproducida R= AA' - ponderando las

correlaciones inversamente por la varianza del factor especifico. Este método permite, ademas, aplicar
contraste de hipdtesis para determinar el nimero de factores.

0 Método de Factorizacion por imagenes.- Consiste en aplicar el método de componentes principales a

la matriz de correlaciones R obtenida a partir de las partes predichas de las diversas regresiones
lineales de cada una de las variables sobre las demas (dicha parte recibe el nombre de imagen de la
variable).

o Método Alfa.- Maximiza el alfa de Cronbach para los factores x = Af + u > X = FA'+U
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Comparacion entre distintos Métodos

0 Cuando las comunalidades son altas ( > 0,6) todos los procedimientos tienen a dar la misma solucion.

0 Cuando las comunalidades son bajas para algunas de las variables, el método de componentes
principales tiende a dar soluciones muy diferentes del resto de los métodos, con cargas factoriales
mayores.

0 Si el nimero de variables es alto ( > 30), las estimaciones de la comunalidad tienen menos influencia en
la solucion obtenida y todos los métodos tienden a ofrecer el mismo resultado.

0 Si el nimero de variables es bajo, todo depende del método utilizado para estimar las comunalidades y
de si éstas son altas mas que del método utilizado para estimarlas.

0 Es mds robusto utilizar un método para el modelo de factores comunes. El Unico problema puede ser la
falta de convergencia del método utilizado.

DETERMINAR EL NUMERO DE _FACTORES

La matriz factorial puede representar un nimero de factores superior al necesario para explicar la
estructura de los datos originales. Generalmente, hay un conjunto pequefio de factores, los primeros, que
contienen casi toda la informaciodn. El resto de factores suelen contribuir relativamente poco.

Uno de los problemas consiste en determinar el nUmero de factores que conviene conservar, pues se
trata de cumplir el principio de parsimonia.

Existen diversas reglas y criterios para determinar el nimero de factores a conservar, algunos de los mas
utilizados son:

(a) Determinacion "a priori".- Es el criterio mas fiable si los datos y las variables estan bien elegidos y el
investigador conoce la situacion, lo ideal es plantear el Analisis Factorial con una idea previa de
cuantos factores hay y cudles son.

(b) Regla de Kaiser.- Calcula los valores propios de la matriz de correlaciones R y toma como nimero de
factores el nimero de valores propios superiores a la unidad.
Este criterio es una alusién del Andlisis de Componentes Principales y se ha verificado en simulaciones
que, generalmente, tiende a infraestimar el nimero de factores por lo que se recomienda su uso para
establecer un limite inferior. Un limite superior se calcularia aplicando este mismo criterio tomando
como limite 0,7.

(c) Criterio del porcentaje de la varianza.- Es una alusidn del Analisis de Componentes Principales y
consiste en tomar como numero de factores el niimero minimo necesario para que el porcentaje
acumulado de la varianza explicado alcance un nivel satisfactorio (75%, 80%).

Tiene la ventaja de que se puede aplicar también cuando la matriz analizada es la de varianzas y
covarianzas, pero no tiene ninguna justificacion tedrica o practica.

(d) Criterio de Sedimentacion.- Se trata de la representacion grafica donde los factores estan en el eje de
abscisas y los valores propios en el de ordenadas.
Los factores con varianzas altas suelen diferenciarse de los factores con varianzas bajas. Se pueden
conservar los factores situados antes de este punto de inflexion.
En simulaciones el criterio ha funcionado bien, tiene el inconveniente de que depende del 'ojo' del
analista.

(e) Criterio de division a la mitad.- La muestra se divide en dos partes iguales tomadas al azar y se realiza
el Analisis Factorial en cada una de ellas.
Solo se conservan los factores que tienen alta correspondencia de cargas de factores en las dos
muestras. Antes de aplicarlo, conviene comprobar que no existen diferencias significativas entre
las dos muestras en lo que se refiere a las variables estudiadas.
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PRUEBAS DE SIGNIFICACION

Para seleccionar el numero, consiste en aplicar contrastes de hipdtesis de modelos anidados. Este criterio
se puede utilizar si el método empleado para estimar los factores es el de madxima verosimilitud.

En la mayor parte de los caso exploratorios k no puede ser especificado por adelantado y, en
consecuencia, se utilizan procedimientos secuenciales para determinar k.

Se comienza usualmente con k =1 (valor pequeio), los parametros en el modelo factorial son estimados
utilizando el método de maxima verosimilitud. Si el estadistico del test no es significativo, se acepta el
modelo con este nimero de factores, en caso contrario, se aumenta k =2y se repite el proceso hasta
alcanzar una solucién aceptable.

El principal inconveniente de este método es que esta basado en resultados asintéticos y que, si el tamafio
de la muestra es grande, se corre el riesgo de tomar el valor k excesivamente grande puesto que el test
detecta cualquier factor por pequeiio que sea su poder explicativo.

INTERPRETACION DE LOS FACTORES

La interpretacion de los factores se basa en las correlaciones estimadas de los mismos con las variables
originales.

El modelo de Andlisis Factorial es cierto, si se verifica:

k
Corre(X;, F)=Cov(X;,F)= Y a,Cov(F,f)  Vi=1, - ,p ; I=1, - ,k
=1

y, en particular, si los factores son ortogonales: Corre(X;,F)=a; vi=1, --- ,p ; I=1, -+ ,k

Como se observa, la matriz de cargas factoriales (A) tiene un papel fundamental en la interpretacion. Por
otra parte, las cargas factoriales al cuadrado (aﬁ) indican si los factores son ortogonales, qué porcentaje

de la variable original (X;) es explicado por el factor F,.
A efectos practicos, en la interpretacion de los factores, sefialar:

o ldentificar las variables cuyas correlaciones con el factor son las mas elevadas en valor absoluto.

0 Intentar dar un nombre a los factores. El nombre se asigna de acuerdo con la estructura de las
correlaciones: Cuando es positiva (resp. negativa) la relacidn entre el factor y dicha variable es directa
(resp. inversa).

Analizando con qué variables tiene una relacién fuerte es posible, en muchos casos, tener una
idea mas o menos clara de cual es el significado de un factor.

0 Unaayuda en la interpretacion de los factores puede ser la representacion grafica de los resultados
obtenidos. La representacion se hace tomando los factores dos a dos. Cada factor representa un je de
coordenadas. A estos ejes se les denomina ejes factoriales.

Sobre los ejes factoriales se proyectan las variables originales.

Las coordenadas vienen dadas por los respectivos coeficientes de correlacion entre la variable y
el factor, de forma que las variables saturadas en un mismo factor aparecen agrupadas. Esto
puede servir de ayuda para descubrir la estructura latente de este factor.

¢ Las variables al final de un eje son aquellas que tienen correlaciones altas sélo en ese factory,
en consecuencia, lo describen.
¢ Las variables cerca del origen tienen correlaciones reducidas en ambos factores.

++ Las variables que no estan cerca de ninguno de los ejes se relacionan con ambos factores.
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0 Ordenar la matriz factorial de forma que las variables con cargas altas para el mismo factor aparezcan
juntas.

0 Eliminar las cargas factoriales bajas y de este modo suprimir informacion redundante. El investigador
decide a partir de qué valor deben eliminarse las cargas factoriales.
De cara a una mayor facilidad interpretativa, el investigador puede ordenar la matriz factorial y
eliminar las cargas factoriales bajas.
Generalmente, se toma como significativas las cargas superiores a 0,5 en valor absoluto. Aunque, si el
factor es mas tardio o el nimero de variables es grande, se eleva el valor minimo de la carga factorial
significativa.

Ejemplo.- En el modelo factorial definido, se tenia:

matriz cargas

factoriales
f—%
Ma 018 012 UMa
Fi 0,7 0,3 Ug;
Ma=0,8F, +0,2F, +U,, In=0,2F +0,8F, +U,,

Qu 0,6 0,3 F UQu ] .

= + — Fi=0,7F, +0,3F, + U Hi=0,15F +0,82F, +U,,
0.2 084 k) | U Qu=0,6F, +0,3F, +U Di = 0,25F, +0,85F, +U

u= ’ + 7 + 1= ) + ’ + i

Hi 0,15 0,82 Uy, ' 2o ' B
Dl 0125 0185 UDi

Corr(Ma, F,) = Cov(Ma, F;) = Cov(0,8F, +0,2F, +U,,,) = 0,8 Var(F;) + 0,2Cov(F,, F,) + Cov(U,,,, F;) = 0,8
En general,como F, L F, = Las correlaciones de las calificaciones de los test con dichos factores
vendran dadas por las cargas factoriales.

Observando la matriz de las cargas factoriales, se aprecia que el factor F, esta muy relacionado con la
variables Ma, Fi y Qu, pero poco relacionado con In, Hiy Di. De otra parte, el factor F, esta muy
relacionado con In, Hi y Di y poco con las restantes.

Andlogamente, analizando la matriz de cargas factoriales correspondientes a los factores F, y F,:

Se observa que el factor Fl' esta muy relacionado con todas las variables de g:;i —g::;
form.a dire.cta Yy, €n consecuencia, podria interpretarse como un factor de 064 —021
inteligencia general. B=| ' ¢

, 0,71 10,42
Por su parte, el factor F, destaca en la aptitud verbal, al estar relacionado 0,60 0,47
de forma inversa con Ma, Fiy Qu. 0,78 0,42

Cabe preguntarse ¢Cudl es la interpretacion mas correcta?. Todo dependera de la teoria que subyace al
problema que llevard al analista a hacer mas hincapié en una interpretacién u otra. De cualquier modo,
tendra que validar el modelo elegido.
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ROTACION DE LOS FACTORES

La matriz de cargas factoriales tiene un papel importante para interpretar el significado de los factores.
Cuando los factores son ortogonales cuantifican el grado y tipo de la relaciéon entre éstos y las variables
originales.

En la practica, los métodos de extraccion de factores pueden no proporcionar matrices de cargas
factoriales adecuadas para la interpretacion.

Para acometer este problema estan los procedimientos de Rotacidn de Factores que, a partir de la
solucidn inicial, buscan factores cuya matriz de cargas factoriales los hagan mas facilmente interpretables.

Estos métodos intentan aproximar la solucion obtenida al Principio de Estructura Simple (Louis Leon
Thurstone, 1935), segun el cual la matriz de cargas factoriales debe reunir tres caracteristicas:

a) Cada factor debe tener unos pocos pesos altos y los demas préximos a cero.
b) Cada variable no debe estar saturada mas que en un factor.

c) No deben existir factores con la misma distribucion, esto es, dos factores distintos deben presentar
distribuciones diferentes de cargas altas y bajas.

De esta manera, dado que hay mas variables que factores comunes, cada factor tendra una correlacidon
alta con un grupo de variables y baja con el resto de las variables.

Al examinar las caracteristicas de las variables de un grupo asociado a un determinado factor se pueden
encontrar rasgos comunes que permitan identificar el factor y darle una denominacién que responda a
€s0S rasgos comunes.

Si se consigue identificar claramente estos rasgos, ademas de reducir la dimensién del problema, también
se desvela la naturaleza de las interrelaciones existentes entre las variables originales.

. , ] ., Rotacién Ortogonal
Existen dos formas basicas de realizar la Rotacion de Factores: .. .
Rotacién Oblicua

Se elige uno u otro procedimiento segln que los factores rotados sigan siendo ortogonales o no.

Sefialar que en ambas rotaciones la comunalidad de cada variable no se modifica, esto es, la rotacion no
afecta a la bondad del ajuste de la solucién factorial: aunque cambie la matriz factorial, las especificidades
no cambian y, en consecuencia, las comunidades permanecen invariantes. Sin embargo, cambia la
varianza explicada por cada factor, por tanto, los nuevos factores no estan ordenados de acuerdo con la
informacion que contienen, cuantificada mediante su varianza.

Rotacién Ortogonal.- Los ejes se rotan de forma que quede preservada la incorrelacion entre los
factores. Es decir, los nuevos ejes (ejes rotados) son perpendiculares de igual forma que lo son
los factores sin rotar.

La rotacidn se apoya en el problema de falta de identificabilidad de los factores obtenidos por
rotaciones ortogonales, de forma que si T es una matriz ortogonal con TT =TT= I, entonces:

X=FA+U=FTTA+U=GB+ U
La matriz G geométricamente es una rotacion de F, verificando las mismas hipétesis que ésta.

Realmente lo que se realiza es un giro de ejes, de forma que cambian las cargas factoriales y los
factores.

Se trata de buscar una matriz T tal que la nueva matriz de cargas factoriales B tenga muchos
valores nulos o casi nulos, y unos pocos valores cercanos a la unidad de acuerdo con el principio
de estructura simple.
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Los métodos empleados en la rotacidn ortogonal de factores son: Varimax, Quartimax, Equamax, Oblimin
y Promax.

e Método Varimax.- Es un método de rotacion que minimiza el nimero de variables con cargas altas en
un factor, mejorando asi la interpretacion de factores.

El método considera que, si se logra aumentar la varianza de las cargas factoriales al cuadrado de cada
factor consiguiendo que algunas de sus cargas factoriales tiendan a acercarse a 1 mientras que otras se
aproximan a 0, se obtiene una pertenencia mas clara e inteligible de cada variable al factor.

Los nuevos ejes se obtienen maximizando la suma para los k-factores retenidos de las varianzas de las
cargas factoriales al cuadrado dentro de cada factor.

Para evitar que las variables con mayores comunalidades tengan mas peso en la solucién final, se
efectta la normalizacion de Kaiser (dividiendo cada carga factorial al cuadrado por la comunalidad de la
variable correspondiente).

En consecuencia, el método Varimax determina la Matriz B de forma que maximice la suma de las
varianzas:

k P 2k (op?
i]

EDONIESED IR

i=1j=1 i=1{ j=1

Método Quartimax.- El objetivo es que cada variable tenga correlaciones elevadas con un pequeiio
numero de factores. Para ello, maximiza la varianza de las cargas factoriales al cuadrado de cada
variable en los factores, es decir, se trata de maximizar la funcién:

2

k)'(b}-b7)  donde, bf:%ébfj

PP
S =
i=1 j=1

Con ello, se logra que cada variable concentre su pertenencia en un determinado factor, esto es,
presente una carga factorial alta mientras que, en los demas factores, sus cargas factoriales tienden a
ser bajas.

De este modo, la interpretacion gana en claridad por cuanto la comunalidad total de cada variable
permanece constante, quedando mas evidente hacia qué factor se inclina con mas fuerza cada variable.

El método serd mas clarificador, cuanto mayor nimero de factores se hayan calculado. Este método
tiende a producir un primer factor general, conocido con el nombre de tamafio, y el resto de factores
presentan ponderaciones menores que las dadas por el método Varimax.

e Método Equamax.- Trata de maximizar la media de los criterios anteriores. Con un comportamiento
similar al de los métodos anteriores.

Rotacion oblicua.- En este caso la matriz T de rotacidn no tiene que ser ortogonal (cuando una
matriz multiplicada por su transpuesta es la matriz identidad TT = |) sino Unicamente no
singular (matriz cuadrado cuyo determinante no es cero)

De esta manera, los factores rotados no tienen por qué ser ortogonales y tener, por tanto,
correlaciones distintas de cero entre si.

La rotacidn oblicua puede utilizarse cuando es probable que los factores en la poblacién
tengan una correlaciéon muy fuerte.

Es necesario ir con mucha atencién en la interpretacion de las rotaciones oblicuas, pues la
superposicion de factores puede confundir la significacidon de los mismos.
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De esta forma, el analisis gana mas flexibilidad y realismo pero a riesgo de perder robustez, por lo que
conviene aplicar estos métodos si el nimero de observaciones por factor es elevada.

Ejemplo.- En el modelo factorial definido, se tenia:

matriz cargas

factoriales
f—%
Ma 0,8 0,2 Upsa
Fi 0,7 0,3 U B B
Ma=0,8F, +0,2F, +U,,  In=0,2F, +0,8F, +U,,
Q| |06 0,3 |(F) |Ug - -
= + — Fi=0,7F, +0,3F, + U Hi=0,15F +0,82F, +U,,
" A A Qu=0,6F, +0,3F, + U, Di = 0,25F, +0,85F, + Uy,
Hi 0,15 0,82 Ui u
Di 0,25 0,85 Up,
A
. . RNCTRENT A K, a/\17 1/\17) (¥
Si se definen los factores: L=
w1 K 1/\17  4/\17 ) \R

4
F, =—==F +—=F
2 17 1 \/ﬁ 2

" [1] 8 , .
Corr(F, ,F) = 7 0,47 # 0 —> Los nuevos factores estaran correlacionados.

R (4/\17 117 (FI] 15( 4/N17 -1/ 17 (R _[Fl}: F1=41;7F1— 1157 F,
£ yvi7 a7 )\R) T 17(—1/vi7 a/vi7 )\F ) \R e 170 417
27 15t 15 2

de donde,

4‘1/51—75"—\/115775"} +0,2 {—*/11_ "+4\/EF"} + Uy, =

Ma=0,8F +0,2F, + U,,, = 0,8 F
1 2 Ma |: g 1 15 2

=0,82F, +0F, + Uy,

4+/1 " 17 » 1 " 417 n
Fi=0,7F +0,3F, + UFi=0,7|: \1/5_F1—\/1:F2i|+0:3{—\/_|:1+ \/_F2:|+UFi:

15 15

=0,69F, +0,14F, + U,

y asi sucesivamente.

e 417 17

. . . 15( 4/¥17  -1/317 15 15

En este Ccaso, se tiene que la matriz de rotacién: T= —

17[—1/\/5 4/@} V17417
15 15
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matrizdecargas
factoriales

(0,82 0,00)
0,69 0,14
0,58 0,17
La matriz de configuracién: B=
0,00 0,82
-0,06 0,86
0,04 0,87

La matriz de la estructura serd aquella que contiene las correlaciones de las variables originales con los

nuevos factores:
matriz estructura

0,82 0,00 0,82 0,39
0,69 0,14 0,76 0,46
0,58 017|( 1 8/17) |0,66 0,44
0,00 0,82 (8/17 1 ]z 0,39 0,82
~0,06 0,86 0,34 0,83
0,04 0,87 0,45 0,89

n
Se observa de nuevo que F, se puede interpretar de nuevo como un factor donde destaca en

(Matematicas, Fisica y Quimica), mientras que F, destaca en (Inglés, Historia y Dibujo), a diferencia de los
factores F, y F, que son incorrelados, en esta nueva estimacién ambos factores tienen una correlacién
positiva significativa, lo que proporciona mas realismo al analisis realizado.

k p P
* Método Oblimin.- Busca minimizar la expresion: Y | a ) b%bl + (1—a) ) (b} - b?) (b} - b?)
s<g=1 i=1 i=1

k P
Z Zbizs bizq = controla la interpretabilidad de los factores

k P
z (b% —bZ)(b3 —b?) = controla la ortogonalidad de los factores

0 Para o =1se alcanza el maximo grado de oblicuidad.
O Cuanto mas a se aproxima a 0, mas ortogonales son los factores.

En la rotacion oblicua, como los factores estan correlacionados entre si, las cargas factoriales no coinciden
con las correlaciones entre el factor y la variable.

Por este motivo, los paquetes estadisticos calculan dos matrices:
1. La matriz de cargas factoriales que muestra la contribucidén Unica de cada variable al factor.

2. La matriz de estructura factorial que muestra las correlaciones entre los factores y las variables,
mostrando informacién acerca de la contribucion unica y de las correlaciones entre factores.

Ademas de estas dos matrices, conviene analizar la matriz de correlaciones entre factores.
Si las correlaciones entre los factores son muy pequefnas es mas robusto aplicar rotaciones ortogonales.
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De otra parte, si dos factores estan muy correlacionados puede ser porque estén midiendo el mismo
concepto y que, por tanto, haya que reducir el nimero de factores.

e Método Promax.- Altera los resultados de una rotacion ortogonal hasta crear una solucién con cargas
factoriales lo mas préximas a la estructura ideal.

La estructura ideal se obtiene elevando a una potencia (entre 2 y 4) las cargas factoriales obtenidas en
una rotacion ortogonal. Cuanto mayor sea la potencia, mas oblicua es la solucién obtenida.

Sea H la matriz de cargas buscada por el método Promax, busca una matriz T tal que AT=H.

Multiplicando ambos miembros por la matriz (A'A) ™' A', se tiene: T= (A'A) *A'H

CALCULO DE PUNTUACIONES FACTORIALES

Habiendo determinado los factores rotados, se calcula las matrices de puntuaciones factoriales F.

Son variadas las posibilidades de analizar las puntuaciones factoriales de los sujetos:

e Conocer qué sujetos son los mas raros o extremos, es decir, la representacion grafica de las
puntuaciones factoriales para cada par de ejes factoriales facilita detectar casos atipicos.

e Conocer donde se ubican ciertos grupos o subcolectivos de la muestra (ejemplo; clase alta frente a
clase baja, una provincia frente a las otras provincias, jovenes frente a mayores, etc.)

e Conocer en qué factor sobresalen unos sujetos y n qué factor no.

e Explicar, atendiendo las informaciones anteriores, por qué han aparecido dichos factores en el analisis
factorial realizado.

Es necesario conocer los valores que toman los factores en cada observacion, pues en ocasiones, el
Analisis Factorial es un paso previo a otros analisis: Regresion Muiltiple o Andlisis Cluster, en los que
sustituye el conjunto de variables originales por los factores obtenidos.

Métodos del Calculo de las Puntuaciones.- Existen diversos métodos de estimacion de la matriz F, las
propiedades deseables que verificasen los factores estimados son:

— Cada factor estimado presente una correlacién alta con el verdadero factor.
— Cada factor estimado tenga correlacion nula con los demas factores verdaderos.
— Los factores estimados son incorrelados dos a dos (mutuamente ortogonales si son ortogonales).

— Los factores estimados sean estimadores insesgados de los verdaderos factores.

Sefialar que el problema de estimacién es complejo por la propia naturaleza de los factores comunes. Se
puede demostrar que los factores no son, en general, combinacidn lineal de las variables originales.

Por otra parte, en la mayoria de las situaciones, no existira una solucidén exacta ni siquiera sera tnica.

Todos los métodos de obtencidén de puntuaciones factoriales parten de la expresion X= FA'+ U, con

E[u]=0, Var[U] =y, buscando estimar el valor de F.

Los métodos de estimacidn mas utilizados: Regresidn, Barlett, Anderson-Rubin

Método de Regresidn.- Estima F por el método de los minimos cuadrados: F= (A'ATA'X
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Método de Barlett.- Utiliza el método de los minimos cuadrados generalizados estimando las
puntuaciones factoriales mediante: F= (A'y 1A) A"y 1X

Método de Anderson-Rubin.- Estima F mediante el método de los minimos cuadrados generalizados,
imponiendo la condicién F'F = |

ﬁ — (Al\p_l R W—l A)—l AI\II—]. X
Andlisis de los tres métodos:

El Método de Regresidn da lugar a puntuaciones con maxima correlacién con las puntuaciones tedricas.
Sin embargo, el estimador no es insesgado, ni univoco y, en caso de que los factores sean ortogonales,
puede dar lugar a puntuaciones correladas.

El Método de Barlett da lugar a puntuaciones correladas con las puntuaciones tedricas, insesgadas y
univocas. Sin embargo, en caso de que los factores sean ortogonales, puede dar lugar a puntuaciones
correladas.

El Método de Anderson-Rubin da lugar a puntuaciones ortogonales que estan correladas con las
puntuaciones tedricas. Sin embargo, el estimador no es insesgado ni univoco.

Seleccién de Variables.- El investigador en ocasiones desea seleccionar las variables mas representativas
de los factores, en lugar de calcular sus puntuaciones.

Por ejemplo, si se utiliza el Analisis Factorial para reducir el nimero de datos, por razones de economia, si
se quieren aplicar los resultados obtenidos a objetos diferentes de los estudiados en el analisis, es mas
interesante seleccionar algunas de las variables originalmente medidas - dada la dificultad del calculo de
las puntuaciones factoriales para las que se necesitaria medir todas las variables utilizadas en el estudio -.

Una forma de llevar a cabo la seleccién de variables es estudiar la matriz de correlaciones de las variables
con los factores, seleccionando como representante de cada factor la variable con la correlacién mas
elevada en éste, que sea mas facil de medir y que tenga mas sentido desde un punto de vista teérico.

En cualquier caso, conviene elegir las variables de forma que una misma variable no se utilice para medir
dos factores distintos.

Una vez elegidas las variables, se les asigna pesos basados en su correlacion con el factor, y se comprueba
su validez estimando su correlacion con los factores que desea estimar mediante la formula

R¢s = A'Wdiag(R,,) donde R, es la matriz de correlaciones de las puntuaciones estimadas.

VALIDACION DEL MODELO.- El tltimo paso en el Andlisis Factorial es estudiar la validez del modelo. El
proceso debe realizarse en dos direcciones: Analizando la bondad de ajuste y la Generalidad de los
resultados.

Bondad de Ajuste.- Una suposicidn basica subyacente al Andlisis Factorial es que la correlaciéon observada
entre las variables puede atribuirse a factores comunes.

Por consiguiente, las correlaciones entre variables pueden deducirse o reproducirse a partir de las
correlaciones estimadas entre las variables y los factores.

A fin de determinar el ajuste del modelo, pueden estudiarse las diferencias (residuos) entre las
correlaciones observadas (matriz de correlacién de entrada) y las correlaciones reproducidas (como se
estiman a partir de la matriz factorial).

El modelo factorial es adecuado cuando los residuos son pequenos.

Si hay un porcentaje elevado de residuos superiores a una cantidad pequefia prefijada (por ejemplo, 0,05),
serd una indicacion de que el modelo factorial estimado no se ajusta a los datos.

Se sabe ademas que hay mas estabilidad en los resultados si el nimero de casos por variable es alto.
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Generalidad de los resultados.- Es conveniente refrendar los resultados del primer analisis factorial
realizando nuevos andlisis factoriales sobre nuevas muestras extraidas de la poblacién objeto de estudio y,
en caso de no ser posible, sobre submuestras de la muestra original.

En cada caso habra que estudiar qué factores de los calculados son corroborados en los distintos analisis
llevados a cabo.

Otra posibilidad es realizar nuevos analisis factoriales modificando las variables consideradas, bien sea
eliminando aquellas variables que no tienen relacidn con ningun factor o eliminando las variables con
relaciones mas fuertes tratando de descubrir como se comporta el resto de ellas sin su presencia.

Otro de los procedimientos metodoldgicos y estadisticos que complementan y profundizan las
interpretaciones que se deducen del analisis factorial consiste en la realizacidn de otros analisis factoriales
en base, no al conjunto total de la muestra o poblacidn, sino referido a subcolectivos o grupos que estan
presentes en la muestra y que pueden formarse utilizando las categorias de las variables primarias (sexo,
clase social, tipo de centro, tipo de metodologia pedagdgica, tipos de actitud, etc.).

Lo que se desprende de los trabajos e investigaciones que han utilizado este procedimiento es que
generalmente la interpretacion que se da y que es valida para el conjunto total de sujetos debe
modificarse, en algunos casos sustancialmente, cuando se refiere a esos subcolectivos. En caso de ser asi,
se deriva una doble conclusién:

(a) Las variables se comportan en el Andlisis Factorial de distinta forma seguin de qué muestra se trate.
(b) No existe el sujeto 'tipo' sino que existen diferentes 'tipos' de sujetos en la muestra global.

Finalmente, se deberia plantear un Analisis Factorial Confirmatorio para comprobar los resultados
obtenidos en la versidn de Andlisis Factorial Exploratorio.

Resumen.- El Analisis Factorial es una técnica estadistica multivariante cuya finalidad es analizar las
relaciones de interdependencia existentes entre un conjunto de variables, calculando un conjunto de
variables latentes, denominadas factores, que explican con un nimero menor de dimensiones, dichas
relaciones.

Por este motivo, el Analisis Factorial es una técnica de reduccion de datos con un niimero menor de
variables sin distorsionar dicha informacion, lo que aumenta el grado de manejo e interpretacion de la
misma.
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SPSS 1.- Los datos adjuntos corresponden a la mediciéon de 17 humedales en determinada época del
afio. Las variables medidas han sido:

1. V1: Conductividad eléctrica

2. V2:Contenido en bicarbonatos 6. Vé: Conten!do en magnesm
. 7. V7: Contenido en sodio
3. V3: Contenido en cloruros . .
. 8. V8: Contenido en potasio

4. VA: Contenido en sulfatos 9. V9: Contenido en fosfatos

5. V5: Contenido en calcio ) '
Humedal V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9
Caja 0,315 | 1,6694 5 86 55 4 4 2 1,8082
Camuiias 8 3,7282 | 2388 | 7638 | 2123 | 972 | 1757 | 5 0,3228
Capacete 3,41 | 4,0642 | 732 881 218 | 122 | 379 | 41 74,588
Cerero 3,94 1,4585 | 1359 772 251 96 710 14 0,0968
Chica 2,8 4,4862 | 220 2510 | 572 | 20 | 458 7 0,0968
Dulce 1,56 | 2,4745 | 269 495 157 | 38 162 9 0,3228
FP Salinas 11 1,2206 | 3038 923 233 | 226 | 1488 | 11 0,0645
FP Vicaria 8,75 | 2,6384 | 4325 456 234 | 229 | 2371 | 11 1,1947
Grande 2,6 3,3251 | 840 2270 | 609 | 86 | 284 7 0,5166
Gualdal. May | 6,37 | 2,5483 | 2320 | 1040 | 1294 | 192 | 485 23 0,4843
Hoyos1 1,18 | 5,1966 13 499 202 20 5 18 6,7807
Lobdén 0,57 1,7494 110 42 21 12 60 6 0,5812
Marcela 3,4 2,1189 | 1121 866 157 | 115 | 643 4 0,7426
Ratosa 3,48 1,7207 | 1484 554 151 | 151 | 708 7 0,1291
Redonda 4,62 1,0357 472 2964 | 752 | 160 | 652 34 0,1291
Salada 3,8 0,8685 | 1023 2274 | 1946 | 360 | 430 23 0,5489
Viso 0,3 1,8567 7 15 39 3 4 2 4,4882

Las variables estan medidas en distintas unidades, teniendo que tipificar en su momento
Para realizar en SPSS el Analisis Factorial por el método de Componentes Principales:
Analizar/Reduccidon de Datos/Analisis Factorial

i humedales.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS

Archivo  Edicidn  Mer Datos  Transformar EGEIEETE Graficos  Utiidades  Yentana 7

. Informes 4
& Y [y B
& I =R A Estadisticos descriptivos 3 I
1:¥1 0,315 Tablas 3 Visible: 9 de ¢
X1 WOy oo medias "k | x1 | x8 | xo A
— Madela lineal general [ -
1 32 L6634 | Modelos lineales generalizados  » 4 | 4 | 2 | 1,8082 |
2( 8,00 3,7282 23 Modelos mixtos » 72 1757 5 3228
3| 341 | a0642 | 7| Comslacknes * b2 379 a1 74,588
T T - Regresion FE— T = T
4 3,94 | 1,4585 | 1z Logineal » )b | 710 | 14 | ,0968 |
5| 2,80 4,43862 2 Clasificar b 20 458 7 0968
6| 1,56 2 4745 B, Reduccion de datos - 13228
—— — 5 Escalas 3 Andlisis de correspondencias. .. = 1
7] 11,00 | 1,2208 | 30 prustasno paramétricas » Escalamiento dptima.. . 5_0‘345 |
8| 8,75 2,6384 43 Series temporales g v 371 1T 1,1947
Supervivencia L0 | — =

9] 2,60 3,3251 8

10| 637 T 35483 T 32 .-.lnahsmfacturlal

|
11| 118 | 51966 | 1 Yarisbles:
12| 57 | L7494 | 1 | &1 ~
: | s Ve
13( 3.40 | 2,1189 | 11z | @
14 3,48 | 1,7207 | 1484 D &
15| 482 | 10357 | 472 ;‘gig
16| 3,80 | 8685 | 1023 Pur
17| 30 | 1,8567 7 L& &)
18 [ | _Varlahle de seleccion:
- i i L] I
20 [Qescliptivos.. ] [ Extraccion. .. l [ Rotacidn... ]

4 » \Vista de datos £ vista de variables /

n - IPgnluachnes..] [ Opciones... ]

Analisis factorial
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En el botén [Extraccion] se puede cambiar la opcidn de método deseado, SPSS realiza por defecto el
método de Componentes principales. Los métodos disponibles son: Componentes principales, Minimos
cuadrados no ponderados, Minimos cuadrados generalizados, Maxima verosimilitud,

Factorizacion de Ejes principales, Factorizacion Alfa y Factorizacién Imagen.

Analisis factorial: Extraccion

Métode: | inci | - . N .
Analizor [ sles (TP Lo primero que se realiza es determinar la estructura
i : erado: i il . . .z o
© Maliz i, Cuackados generalizads | ) -0 foctorel s ot factorial necesaria, en la opcién [Extraer] se utiliza el
) Matrig |1v] Gréfico de sedimentacidn , . .
Lotmizaal ' método de Kaiser que determina tantos factores
Extraer | andlisiz Imag ,
& T como autovalores mayores que 1. Es el método por
() Nimera de factores: defECtO que realiza SPSS-
M2 magimo de iteraciones para convergencia: 25
Varianza total explicada
Sumas de las saturaciones al cuadrado
Altovalores iniciales de la extraccidn
% de la % dela
|_a reg|a de Kaiser proporciona una Componente Total varianza % acumulado Total Varianza % acumulado
. 7 3,086 44 761 44,281 3,086 44 791 44,291
estructura factorial con tres 2 1,840 | 20,448 54,730 1,840 | 20,448 54,739
factores que explican eI 81[946% 3 1,549 17,207 81,946 1,549 17,207 81,946
del . total 4 52 10,693 92,638
€ la varianza total. 5 343 3,807 96,446
B RN 2,005 98,451
7 084 833 98,384
8 041 452 58,336
g 015 164 100,000

Método de extraccidn: Andlisis de Componentes principales.

No obstante, el cuarto valor se encuentra muy préximo a 1, proporciona un factor que determina el
10,963% de la varianza, por lo que se decide incluirlo también en la estructura factorial.

Finalmente, se elige una estructura factorial de cuatro factores que explicarian el 92,639% de la varianza.
Esta decision se observa también en el Grafico de Sedimentacion:

Grafico de sedimentacion

Autovalor

T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 [ 7 8 9

Namero de componente
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El andlisis se enfoca en las Comunalidades (que muestran que porcentaje de cada variable es explicado por
la nueva estructura factorial), y en la matriz de Componentes de la nueva estructura (eliminando los
valores menores de 0,3).

Andlisis factorial: Extraccion

Meétodo: | Componentes principales

Binalizar Mostiar
(&) Mariz de conelaciones Solucidn factorial sin jotar
Para e"o, en el bOtC’)n [EXtraCCién] se () Matriz de covanianzas

eligen 4 factores Extaer

() Autovalores mayores que:

() Numera de factores: 4

N2 maximo de iteraciones para convergencia: 25

Anilisis factorial: Opciones

Valores perdidos :

O Eratis sasos ssoii parai En el botdn [Opciones] se elige Ordenar las coeficientes por

tamanoy Suprimir valores absolutos menores que 0,3.

() Reemplazar por la media

Formato de visualizacion de los cosficientes
Ordenados por tamafio
Suprirnir walores abzolutos menores que: 03

El Visor de SPSS presenta:

Comunalidades Comunalidades

Inicial Extraccion Inicial Extraccidn
kAl 1,000 936 C_ELECTR 1,000 936
w2 1,000 442 BICARB 1,000 442
3 1,000 954 CLORURDS 1,000 854
i 1,000 430 SULFATOS 1,000 930
A 1,000 815 CALCIO 1,000 8914
A 1,000 420 MAGMESIO 1,000 8z0
WY 1,000 851 S00I0 1,000 Relal
%A 1,000 822 FOTASIO 1,000 922
Wi 1,000 864 FOSFATOS 1,000 BA4

Metodo de extraccion: Andlisis de Componentes principales, Método de extraccion: Analisis de Componentes principales.

Las Comunalidades son muy altas, lo que implica que todas las variables estdn muy bien representadas en
el espacio de los factores (la Comunalidad representa el coeficiente de correlacion lineal multiple de cada
variable con los factores).

Matriz de componentes= Matriz de componentes®

Companants Componente
1 3 3 4 1 2 3 4
e T MAGHESIO 804
"1 868 308 C_ELECTR 68 398
=T Bag o34 ={alnlle} Rt ,aa4
wa 705 T A1 CLORURDS 795 -318 A1
W 733 364 -, 506 SLILFATOS rach] 269 - 506
ata) os 350 -, 4449 -,306 CALCIO 7oA ,3an - 4448 -, 306
bt 7238 JA36 FOSFATOS fa8 36
pts 688 488 - 4585 POTASIO Baa Aa8 - 445
w2 BTk Ji7 BICARB ara FTT
hiétodo de extraccion: Analisis de componentes principales. Wétodo de exdraccidn: Analisis de componentes principales.
a4 componentes extraidos a. 4 componentes exraidos

La estructura factorial no esta muy clara en principio, ya que diversos factores comparten variables.
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Por ejemplo, la variable Potasio (X8) esta relacionada con los factores segundo, tercero y cuarto. La
variable Fosfatos (X9) aparece tanto en el segundo factor como en el tercero. Lo mismo ocurre para las
variables Sulfatos (X4) y Calcio (X5) respecto a los ejes primero y tercero.

(I;étodo =
7 ee . rice DQuartirnax
Graficamente se representan las variables en el el S
plano de los factores (primero, tercero). Para ello, | Ougsimndiscto O promas
en el botdn [Rotacion] se elige la opcidn

Mostrar

Graficos de saturaciones.

Anilisis factorial: Rotacion

[¥] Gréficos de saturaciones

En el Visor de SPSS sale el Grafico de componentes tridimensional de los factores:

i Editor de graficos

Grafico de componentes

Componente 2

=}
wn
1

0,5

frchivo  Edicidn  Yer

oo EXYRgL R

BB Lis i

EBIX

Opciones  Elementos  Ayuda

L =ML kel

Propiedades

Tamafto del gréfico | Rellena y borde, | Rotacion 3.0 || Var

Tipo de elemento: || Marcador

Eie
;& Componente 1 e —

Eje ¥

_-_-_-_-——_-_-_-_-_-—“_"-—-—

TOS

—

FOSFA
)

°BICARE SULFATOS
CALCIO
MAGNESIO
C_ELECTR

o
POTASI]

a
cLoRUR0S SOPI0

1.0

& Components 2

| 3l
| Companentz 3 peer ]

Componerte 4

Elemento (1 de 1)

Muevo

08 g g O
Comporreme 1 comP

T

D;.B“te 3

H:417, W 1468, 75 puntos

Haciendo dos click en el Grafico, o bien con el botdn de la izquierda del ratén seleccionando Objeto
Grafico de SPSS, se selecciona Propiedades, y se eligen las Variables que se desean representar.

Grafico de componentes

FOSFATOS
(o]

0,50

0,25

L2
=}
=}

PgTASIO CLORUROS

o C_FLECTR
[+]

o
SODIo

Componente 3

0,25+

-0,504

BICH]
o

RE

MAGNESIO
[s]

CALCIO
o

o]
SULFATOS

032

00

I 1 I 1 I
02 04 0§ 08

Componente 1

Se observa que las dos variables (Sulfatos,
Calcio) forman un angulo préximo a 45°
con cada eje, lo cual no permite asociarlas
a ninguno de ellos (las saturaciones
representan en este caso las correlaciones
de las variables con cada eje y por lo tanto
el coseno del angulo que forman con
ellos).

Al mismo tiempo, la variable Bicarbonato
esta cerca del eje de coordenadas, indica
gue no esta relacionada con ninguno de
los dos ejes.
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Anilisis factorial: Rotacion

Con la idea de clarificar la estructura factorial sin perder poder

Fd&tod : . . . .z . . ,
i _ explicativo, se realiza una rotacion de ejes. Se elige el boton
() Ninguno () Quiartimax L , . ) >
@ Varimar Y i [Rotacion] y el método Varimax (método de rotacion ortogonal
© Obiimin diecta O Promax gue minimiza el numero de variables que tienen saturaciones
altas en cada factor).
°SS“|=‘" _— _ La interpretacion simplifica de los factores optimando la
| Salucidn rotada i ., R . .
solucidn por columna produce la siguiente matriz de
M2 magimn de iteraciones para convergencias | 25 Componentes (Ias comunalidades no Varllan):
Varianza total explicada
Sumas de las saturaciones al cuadrado | Suma de las saturaciones al cuadrado
Autovalores iniciales de |3 extraccion de |a rotacian
% dela % dela % dela
Componente Total vatianza % acumulado Total varianza % acumulado Total varianza % acumulado
1 3,886 44 291 44 251 3,986 44 291 44 391 2,922 32,471 32,471
2 1,840 20,448 B4, 739 1,840 20,448 A4, 739 2,638 29,308 A1,779
o3 3 1,549 17,207 81,946 1,549 17,207 81,946 1,633 18,144 79,923
4 62 10,693 92 639 JBE2 10,693 92639 1,144 12,716 92,639
g 343 3807 96 446 i f f i
poder explicative poder explicative
g 180 200 Sgas] varianza total varianza total
7 g4 933 99 384 { g 3 + } i
g 041 452 99 036 gjes sin rotar (ejes rotados)
9 015 164 100,000 | ‘ VARIMAX
Método de extraccidn: Analisis de Componentes principales.

Matriz d es® Matriz de componentes rotados®
atriz de componentes

Componente
Componente 1 7 3 4

1 2 3 4 CLORUROS A7
MAGHESIO 894 [=Ia]n][s] 544
C_ELECTR 868 ,3aa Z_ELECTR 17
S0DIo 858 Beier! CALZIO 434
CLORUROS 795 -318 481 SLULFATOS 827
SULFATOS 733 365 - 806 MAGHESIOD 447 245
CALCIO F0a 340 -,449 -, 306 POTASIO 947
FOSFATOS 738 JA36 FOSFATOS B34 379
FOTASIO 688 488 - 44845 BICARE Relili
BICARBE a7e g7
Método e extraccidn: Analisis de componentes principales. Metodo de extraccidn: Analisis de componentes principales.

mMétoda de rotacidn: Mormalizacidn Varimaz con Kaiser,

a. 4 componentes extraidos % ; ; :
3. La rotacidon ha convergido en 5 iteraciones.

Factor 1: Asociado a las variables de Cloruros, Sodio, Conductividad Eléctrica y en menor proporcion a
Magnesio. Tiene un poder explicativo del 44,291% de la varianza total (el porcentaje de inercia se refiere a
los ejes que se han obtenido en primer lugar y no tienen por qué coincidir con los porcentajes de inercia
una vez rotados, aunque si coincide con el total explicado, SSPS muestra el porcentaje en la rotacion
Varimax: 32,471%, 29,308%, 18,144% y 12,716%).

= Lavariable Conductividad Eléctrica queda explicada por el total de los factores en un 93,6%
(Comunalidad 0,936), mientras que representa el 84,08% (0,917°= 84,08%) de la varianza total, es
decir, el 89,83% (0,8408/0,936 = 89,83%) del total del espacio de los factores.

= La estructura factorial completa determina a la variable Cloruros una varianza total de 94,28%, esto
es, el 98,31% del total del espacio de los factores.

= Lavariable Sodio tiene una Comunalidad de 0,951, con un 95,1% de la varianza explicada (89,11% por
este factor y 93,7% en el espacio de los factores).
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La variable Magnesio queda explicada por la estructura factorial en un 92%, con menos carga factorial
que las anteriores (0,447), lo que representa casi el 20% de su varianza (21,71% en la estructura

factorial).

Factor 2: Asociado a las variables Calcio, Sulfatos y Magnesio. Con un poder explicativo de 20,448% de
inercia.

La variable Magnesio, representada por una estructura factorial de 92% (Comunalidad de 0,92), esta
mas representada por este factor, su saturacion (carga factorial) es de 0,845, con lo que representa el
0,845%= 71,40% de su varianza total, es decir el 77,61% (0,714/0,92 = 77,61%) de la explicada por
todos los factores.

La variable Sulfatos que tiene una Comunalidad de 0,93, una saturacién de 0,927, es explicada por
este eje con un 85,93% (0,9272= 0,8593), lo que es un 92,4% en el espacio de los factores
(0,8593/0,93 =92,397%).

La variable Calcio, con una Comunalidad de 0,915 (representa el 91,5%), tiene una carga factorial de
0,939, por lo que el 88,17% de su varianza total [0,939°=88,17%] viene representada por este eje
(96,36% de lo explicado por la estructura factorial total = 0,8817/0,915 = 96,36%)

Factor 3: Asociado a las variables Potasio y Fosfatos, con un porcentaje de inercia explicada del 17,207%.
(18,144% con ejes rotados).

La variable Potasio, con una Comunalidad de 0,922, y este factor aporta el 89,68%, es decir, un
97,27% de lo explicado por la estructura factorial.

La variable Fosfatos esta representada en el espacio de los factores por una Comunalidad de 0,864,
que atribuible al tercer factor es el 65,55%, con una saturacién de 0,834, esto es, el 80,5% del espacio
de los factores.

Factor 4: Representado principalmente por la variable Bicarbonato, representada por una estructura
factorial de 94,2% (Comunalidad de 0,942), tiene una carga factorial de 0,956. La varianza explicada por el
factor es 91,39%, lo que equivale al 97,02% de lo determinado por los cuarto factores.

La estructura factorial ha quedado clarificada y solamente la variable Magnesio parece que comparte
parte de su varianza con dos factores. El siguiente paso seria interpretar en términos geoldgicos el
significado de los factores, o sea, intentar resumir el porqué se unen esas variables e incluso intentar dar
un nombre a cada factor.
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A partir de una matriz de correlaciones, el Analisis Factorial extrae otra matriz que reproduce la primera
de forma mas sencilla. Esta nueva matriz se denomina matriz factorial y adopta la siguiente forma:

1 2
1 Py P21
2  Pp P2
3 P P23
I Py P2

Cada columna es un factor y hay tantas filas como variables originales.

Los elementos P;; pueden interpretarse como indices de correlacion entre el factor i-ésimo y la variable j-
ésima, aunque estrictamente sélo son correlaciones cuando los factores no estan correlacionados entre
si, es decir, son ortogonales.

Estos coeficientes reciben el nombre de pesos, cargas, ponderaciones o saturaciones factoriales. Los
pesos factoriales indican el peso de cada variable en cada factor. Lo ideal es que cada variable cargue alto
en un factor y bajo en los demas.

Eigenvalues

El cuadrado de una carga factorial indica la proporcidn de la varianza explicada por un factor en una
variable particular.

La suma de los cuadrados de los pesos de cualquier columna de la matriz factorial es lo que
denominamos eigenvalues(A), indica la cantidad total de varianza que explica ese factor para las

variables consideradas como grupo.

Las cargas factoriales pueden tener como valor maximo 1, por tanto el valor maximo que puede alcanzar
el valor propio es igual al nimero de variables.

Si dividimos el valor propio entre el nimero de variables nos indica la proporcién de las varianza de las
variables que explica el factor.

-

PL+PL+P5+ - + Plzj

2 2 2 2

>
W
Il

= varianza explicada por primer factor

varianza explicada por segundo factor

5|25 |

Comunalidades

Se denomina Comunalidad a la proporcion de la varianza explicada por los factores comunes en una
variable.

La Comunalidad (h) es la suma de los pesos factoriales al cuadrado en cada una de las filas.
El Analisis Factorial comienza sus cdlculos a partir de lo que se conoce como matriz reducida compuesta
por los coeficientes de correlacién entre las variables y con las comunalidades en la diagonal.

Como la comunalidad no se puede saber hasta que se conocen los factores, este resulta ser uno de los
problemas del Analisis Factorial.

En el Analisis de Componentes Principales no se supone la existencia de ningtin factor comun la
comunalidad toma como valor inicial 1.
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En los otros métodos se utilizan diferentes modos de estimar la comunalidad inicial:

» Estimando la comunalidad por la mayor correlacién en la fila i-ésima de la matriz de correlaciones.

» Estimando la comunalidad por el cuadrado del coeficiente de correlacién multiple entre x y las demas
variables. (SPSS por defecto).

» El promedio de los coeficientes de correlaciéon de una variable con todas las demas.

» Calculando a partir de los dos coeficientes de correlacién mayores de esa variable la siguiente

h2 _ r.xy Mz

2

La comunalidad final de cada variable viene dada por: h* =P}, +PJ,+ -+ +P;

operacion:

La Grafica tridimensional de las variables en el espacio de los factores permiten visualizar la estructura
factorial matriz de las cargas factoriales correspondientes a los factores

Grafico de componentes en espacio rotado
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SPSS 2.- Se realiza un andlisis factorial de todas las variables del fichero ratios.sav que contiene ratios
relativos a las ventas de las empresas espafiolas con mayores ventas : Beneficios/Recursos propios (R1),
Cash-Flow/Ventas (R2), Inmovilizado/Activos Totales (R3), Ventas/Activos Totales (R4),

Ventas/Plantilla (R5), Beneficios/Capital Social (R6) y Beneficios/Ventas (R7)

El objetivo es resumir estos ratios por un nimero menor de factores con minima pérdida de informacion
que tengan la suficiente calidad para seguir agrupando a las empresas segun sus ventas.

Se quiere analizar si es coherente identificar tres factores (un factor financiero, un factor estructural y un
factor de rentabilidad).

Antes de realizar el analisis factorial se plantea si las 7 variables originales estan
correlacionadas entre si 0 no lo estan. En caso de no estar no existen factores comunes y, por
lo tanto, no tiene sentido aplicar el andlisis factorial.

Esta cuestion suele probarse utilizando el contraste de esfericidad de Barlett que se basa en que la matriz
de correlacion poblacional R recoge la relacion entre cada par de variables mediante sus elementos p;;

situados fuera de la diagonal principal.

Los elementos de la diagonal principal son unos, ya que toda variable esta totalmente relacionada consigo
misma.

En consecuencia, para decidir la ausencia o no de la relacién ente las 7 variables puede plantearse el
R|=1 H,:|R| =1

contraste: H,:

Por ora parte, Kayser-Meyer y Olkin define la medida KMO de adecuacion muestral global al modelo
factorial basa en los coeficientes de correlacidon observados de cada para de variables y en sus coeficientes
de correlacion parcial. Cuando los valores de KMO estan por debajo de 0,5 no seran aceptabes,
considerando inadecuados los datos a un modelo de analisis factorial.

X Se carga el fichero: Archivo / Abrir / Datos / ratios.sav

4 Sin titulo? [Conjunto_de_datos0] - Editor. de datos SPSS (=138
Archivo  Edicidn  Wer Datos  Transformar  Analizar  Graficos  Ubiidades  Ventana #

Muewvo ’LIZI.‘I’IT'\s@

Abrir base de datos P Sintaxis... Yisible: O

Leer datos de texto,.. Resulkados... | war | var | b

Proceso..,

Cambiar nombre de conjunto de datos. ..

Mostrar informacidn del archivo de datos 3

Caché de los datos. .,

Cambiar servidor, ..

Coneckar con repositario, ..

Datos usados recientemente 4

Archivos usados recientemente 3

| —

Salir | &S |

Abrir archivo de datos SPSS E.I procesaa
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Analizar / Reduccion de datos / Analisis Factorial

iif ratios.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS

Archivo  Edicion  Wer Datos  Transformar Graficos  Utlidades  Wentana 7
(=3 = FE wh #FEE BTS2
B: — = ) ) ) ) ) | Informes 4
R1 | R2 | R3 | R4 | RS | RE | Ry | Estadisticos descriptivos 3 =
1| bsea | 338 | @il | 3246 170817 | [OBE0 | 0BS9E | Tablas v Visible: 7
2| D956 | o477 | 3746 | 16729 | 189739 | 0307 | 03070 | Compararmedias 'L e | R A
3| Dsiz | 2123 | @291 | 2474 | 513866 | (0768 | [O7eg2 | Medeblnealgeneral * | DBED | 0Bs98 =
§| 3144 | 0028 | 4120 | 4BBE7 | 184078 | 0022 | po2ME | mzj::zz ::z:f; generaleados * "m0y | pao7o
B -4 | p18 | BO72 | 14281 | 27g7s8 | -9 | -mesz | T | orse | 7sE2
B| 1740 | 0344 | 425 | 208674 | 771964 | 0233 023M | pooedn y | D02z | o218
7| Ofo0 | pA73 | 3896 | 2884 | 361363 | 0168 | 01EB5 | | Logineal v | o019 | - 01892
B 1238 | pA3E | 58A1 | 14890 | 121401 | 0286 | (02564 | Clasificar v | 0233 02334
9 1435 | ps08 | 5054 | 17330 ) 335746 | 0301 | 03009 | ECRREEEECRENEE Hl  Andlisis Factoridl, .
10| -2507 - 0196 7799 8187 17 4045 - 078 -07811 | : Escalas »  Analisis de correspondencias. .,
11 .1891 3524 a7 3567 70 ,635? ,2208 220?5 Prufabas no parametricas 3 Escalamiento dptimo. .. _
12| 0844 | DE3B | 2081 | 18BEF | 447704 | 0260 | [O2504 | ge”esFe“‘P?’ra'es : -0781 | - 07811
13| 3929 1056 3549 14388 | 1157991 | 0806 OEOen | CoPervened 2208 22075
| | | | | | Respuesta maliple 4 -
14| 2209 | pevO | 3588 | 19170 | 450813 | pa12 | 05115 ndlisis do valores perdidos. . 0250 | 02504
15| 0784 | 0476 | G052 | 115680 | 1494634 | 0303 | 0307 | uestras compleis y| D06 | 0BOGO
16| 0433 | 1937 | B892 | 3058 | 637901 | 0393 | 03929 | ! Control de calidad v| 0612 | &N5
171 2017 (R4 015 Ja%? | =1601R MER MERN | 0 curva COR.. 0303 03027
4|+ \Vista de datos £ vista de variables / | i el B L £
SPSS El procesador esta preparado
M Analisis factorial E
ol
Sm——g—
Fi1 ~
Fr2 1
?na Se incluyen las siete variables en el andlisis.
| | Fid
5;’95 Después de seleccionar las opciones de los botones
FE | . ., . .
FR7 i Descriptivos, Extraccion, Puntuaciones factoriales y
| Rotacidn se pulsa Aceptar para obtener la salida del
Variable de seleccian: .
Gl | oot desshetn _. procedimiento.
[ Descriptivos... ] [ Extraccidn... ] [ Fiotacidn... ]
[F‘gntuaciones...] [ Opciones... l

Andlisis factorial: Descriptivos g|

Eztadizticoz

[[] Desciiptivas univariados

Solucian jnicial
Apuda Se elige la Solucidn inicial, el determinante de la matriz de

correlaciones y el estadistico KMO y la prueba de esfericidad de

tatnz de corelaciones

[] Coeficientes [ Irwersa Barllet.
[] Miveles de significacion ] Beproducida
Determinante [] &nti-imagen

[#] kMO v prusba de estericidad de Bartlett
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Analisis factorial: Extraccion

Métada: | Andlsis Alia v
Analizar Mostrar

- o Cancelar
Solucion factorial sin ratar

Para extraer los factores se elige el método

[V15ifico de sedmentacien vt ]| Alfa, se extraen los tres primeros factores y
P se muestran la Solucién inicial sin rotary el
) Autovalores mayores que: ' ' Grafico de sedimentacion.
{(®) Mumero de factares: 3 i

M2 mauimo de iteraciones para convergencia: 100

Alfa es un método de extraccidn factorial que considera a las variables incluidas en el andlisis como una
muestra del universo de las variables posibles. Este método maximiza el Alfa de Cronbach para los
factores.

El Grafico de Sedimentacion es una representacion grafica donde los factores estan en el eje de abscisas y
los valores propios en el de ordenadas. Los factores con varianzas altas suelen diferenciarse de los
factores con varianzas bajas. Se pueden conservar los factores situados antes de este punto de inflexion.
En simulaciones el criterio ha funcionado bien, tiene el inconveniente de que depende del 'ojo' del
analista.

Anilisis factorial: Puntuaciones factoriales $|

[+] Guardar coma variables
Métoda Las puntuaciones factoriales se guardaran como variables, se
(® Begresidn — muestra su matriz de coeficientes y se calculan mediante el
Bartlett -.'r"-" 3 Ie .z
2L _ método de Regresion.
O Anderzon-Fubin

[w]ostrar matiiz de cosficientes de las punt. factonales

El método de Regresidn da lugar a puntuaciones con maxima correlacién con las puntuaciones tedricas.
Sin embargo, el estimador no es insesgado, ni univoco y, en caso de que los factores sean ortogonales,
puede dar lugar a puntuaciones correladas.

Andlisis factorial: Rotacion

gl\’étndn 5

#) Minguno Quartimax

O Yarimar O Equama

Dt Inicialmente no se realiza rotacion y se muestran los Gréficos de
- saturaciones.

tostrar
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Matriz de correlaciones® El determinante de la matriz de
correlaciones es muy bajo.

3. Determminante = 1,26E-004

El estadistico KMO es aceptable
KMO y prueba de Bartlett (0 676 >0 5) )

Medida de adecuacion muestral de Kaiser-Meyer-Olkin. 676
La Prueba de esfericidad de Barlett tiene

un p-valor = 0,000 < 0,05 rechazando

Prueba de esfericidad de Bartlett Chi-cuadrado aproximado 4565,538
gl 21 la hipdtesis nula de ausencia de relacion
Sig. 000 entre las variables.

Hay una adecuacién muestral alta de los datos para el andlisis factorial.

Grafico de sedimentacion

3,04

2,5

s
=]
1

5 El Grafico de sedimentacion tiene sélo dos
.§1-5‘ valores propios mayores que uno con un
< o tercero muy proximo.
0,5
0,0
T T T T 1 I I
1 2 3 4 a [ 7
Numero de factor
Varianza total explicada
Sumas de las saturaciones al
Autovalores iniciales cuadrado de la extraccién Los dos primeros factores exp|ican el
Yadela %dela 0, .
Factor Total varianza % acumulado Total varianza % acumulado 64'819A’ de Ia varianza.
1 2,946 42,002 42,092 1,636 23,370 23,370 . .
) w501 | 22727 64819 2381 1014 57384 Los trei primeros .factores explican el
3 996 14,223 79,042 125 1.790 59,174 79,042% de la varianza.
4 802 12,740 91,782 U . .z d t / |
5 538 7.682 99,464 na posicion conservaaora tomaria 10s
6 038 536 100,000 tres primeros factores.

7 1,51E-008 | 2,15E-007 100,000
Método de extraccion: Factorizacion Alfa.

Por esta razon, en la Extraccion de Factores se ha desechado la opcion Autovalores mayores que 1y se ha
elegido Numero de factores igual a 3.

Comunalidades

Inicial Extraccion . . . .
R 004 004 La Comunalidad es la parte de variabilidad de cada variable explicada por
R2 944 964 los factores.
R3 A20 A59 ., . .
R4 292 601 Antes de la extraccion de los factores la Comunalidad de cada variable
RS 093 24 debe de ser alta, e interesa que después de la extraccion siga siendo alta.
R6 1,000 995
R7 1,000 995

Método de extraccion: Factorizacion Alfa.
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Matriz factorialP

Factor
1 2 3
R1 054 - 025 -,020
R2 389 L9201 012
R3 512 81 226
R4 L659 -, 385 L1139
R5 280 - 056 207
R6 595 JT97 - 075
RY 595 J97 - 075

Método de extraccion: Factorizacion Alfa.
a. 3 factores extraidos. Requeridas 10 iteraciones.

Cargas factoriales altas en valor absoluto de una variable sobre
un factor indican que hay mucho en comun entre la variable y el
factor.

Hay investigadores que sostienen que cargas mayores que 0,6
asocian a la variable con el factor, mientras que otros sostienen
que es suficiente un valor superior a 0,4

En este caso, no hay forma clara de asociar las variables a los factores, por lo que se hace una rotacidn.

Grafico de factores

157

1,0

0,01

Factor 2

0,51

1,0

1,5

-

R3

R1

L]
RS

Factor 1

\

R2 RE

Q
R7
Por otra parte, el Grafico tridimensional de
factores no despeja las dudas.

R4

Andlisis factorial: Rotacion

tétodo

() Ninguna
® Hanmas
() Oblimin directo

tdostrar
Solucion rotada

M2 masimo de iteraciones para convengencia:

o
Huartimax

() Equamas
) Promas

Grificos de saturaciones

[25

Es un método de rotacidon que minimiza el niUmero de variables
con cargas altas en un factor, mejorando asi la interpretacion de
factores.

El método considera que, si se logra aumentar la varianza de las
cargas factoriales al cuadrado de cada factor consiguiendo que
algunas de sus cargas factoriales tiendan a acercarse a 1 mientras
que otras se aproximan a 0, se obtiene una pertenencia mas clara
e inteligible de cada variable al factor.

Los nuevos ejes se obtienen maximizando la suma para los 7-factores retenidos de las varianzas de las
cargas factoriales al cuadrado dentro de cada factor.

Para evitar que las variables con mayores comunalidades tengan mas peso en la solucidn final, se efectda
la normalizacidn de Kaiser (dividiendo cada carga factorial al cuadrado por la comunalidad de la variable
correspondiente).
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Matriz de factores rotados® La matriz de los factores rotados muestra que al primer

Factor factor se asocian las variables R2, R6 y R7 con cargas
1 2 3 factoriales mayores que 0,9.
R1 007 060 015 . .
R2 071 43 029 Al segundo factor se asocia la variable R3
R3 052 -661 -136 Al tercer factor se asocian las variables R4 y R5. También
R4 - . . .
RS ﬁsg fig gg podria haberse asociado la variable R4 al segundo factor,
R6G 989 084 099 pero esta aso,cuf\aon estd mas clara para el tercer factor,
R7 989 084 098 ya que es su Unica carga realmente alta.
Método de extraccion: Factorizacion Affa. Queda suelta la variable R1, se la asocia al segundo factor
Metodo de rotacion: Normalizacion Varimax con Kaiser. | t
a. La rotacion ha convergido en 5 iteraciones. para €l que presénta mayor carga.

Grafico de saturaciones en espacio factorial rotado

Con el Grafico de saturaciones en espacio

/\ factorial rotado se llega a las mismas

104 conclusiones que con la matriz de factores

rotados.

054 o El primer factor (R2, R6 y R7) es un factor
o~ - financiero relativo a la distribucién de los
5 oo o Re_R7 Beneficios y Flujo de caja.

80,
& S El segundo factor (R1y R3) es un factor

. . estructural relativo a Recursos propios,

' = Inmovilizado y Activos totales.
1 0- El tercer factor (R4 y R5) es una factor de

1.0 rentabilidad relativo a la distribucién de las
Ventas.

10 -05 00

Factor 1

Los datos han de tener una distribucién normal bivariada para cada par de variables, y las observaciones
han de ser independientes.

El modelo de andlisis factorial especifica que las variables vienen determinadas por los factores comunes
(factores estimados por el modelo) y por factores Unicos (no se superponen entre las distintas variables
observadas).

Las estimaciones calculadas se basan en el supuesto de que ningutn factor uUnico estd correlacionado con
los demas, ni con los factores comunes.

= = Se puede resolver el ejercicio mediante un analisis de Componentes principales. Para ello, en el
| .~ botén de Extraccion se introduce el método de Componentes principales.
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Analisis factorial: Extraccian

Meétodo:

Analizar

| Componentes principales  w |
tostrar

(%) Matriz de correlaciones Solucidn Factarial sin rotar

() Matriz de covarianzas Grafico de gedimentacion

Extraer
() Autovalores mayores quet

M2 mazimo de iteraciones para convergencia: 100

Para extraer los factores se elige el método
Componentes principales, se extraen los tres
primeros factores y se muestran la Solucion
inicial sin rotar y el Grafico de
sedimentacion.

Es un método de extraccion de factores utilizado para formar combinaciones lineales no correlacionadas

de las variables observadas.

La primera componente tiene la varianza maxima. Las componentes sucesivas explican progresivamente
proporciones menores de la varianza y no estan correlacionadas las unas con las otras.

El analisis de componentes principales se utiliza para obtener la solucidn factorial inicial.

Puede utilizarse cuando una matriz de correlaciones es singular.

Matriz de componentes®

Componente
1 2 3
R1 014 L1128 .984
R2 974 - 162 008
R3 L35 - 785 L0
R4 038 S29 - 046
R5 L1140 A91 - 160
R6 994 042 L0011
R7Y RULLE 042 L0001

Método de extraccion: Andlisis de componentes principales.
a. 3 componentes extraidos

La primera componente esta formada por (R2, R6
y R7) resultando ser la componente financiera
relativa a la distribucion de Beneficios y Flujo de
caja.

La segunda componente esta formada por (R3,
R4y R5)yes una componente de rentabilidad
relativa especialmente a la distribucion de
Ventas.

La tercera componente esta formada por R1 que
puede interpretarse como una componente
estructural relativa a Recursos propios.

Se observa que la solucién por componentes principales es mas facil de obtener (sin necesidad de rotar) y
es mas facil de interpretar ya que la matriz de componentes discrimina mejor que la matriz factorial.
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_iﬁ[ ELEMENTOS DE ALGEBRA LINEAL

Matriz

Una matriz de orden o dimensién n xp es una ordenacidn rectangular de elementos dispuestos en n filas
y p columnas de la siguiente forma:

413 @y v 3
a a see a
21 92 2
A= . P
1 @ Ay

En general, para designar a una matriz se utiliza una letra mayuscula en negrita. Un elemento genérico de
la matriz A se designa mediante a;;, donde el primer subindice i hace referencia a la fila en que esta
situado el elemento, mientras que el segundo subindice j hace referencia a la columna.

Una matriz de orden 1x1 es un escalar.

N B W
co U1 O

1

) 1 3 4
Ejemplos: A= B=| 2
2 -5 6 c

Matriz transpuesta

La transpuesta de una matriz A de orden n x p es una matriz B de orden p x n, obtenida mediante el
intercambio de filas y columnas, de forma que a;; =b;;.

En general, a la matriz transpuesta de A se denomina A'

Ejemplos de traspuestas de las matrices anteriores:

1 2 1 2 -5
AI= 3 —5 B'= 3 4 2
4 6 6 5

Vector columna y vector fila

Un vector columna de orden n es una ordenacién de elementos dispuestos en n filas y 1 columna de la
siguiente forma:

a4
2= a, En general, para designar a un vector columna se utiliza una letra mindscula en
negrita.
a

n

Un vector fila de orden n es una ordenacién de elementos dispuestos en 1 fila y n columnas de la siguiente
forma: b =|:b1 b, -- bn:|

El transpuesto de un vector fila es un vector columna: a'= |:a1 a, - an]
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Matriz cuadrada

Se dice que una matriz es cuadrada si el nimero de filas es igual al nimero de columnas. Se dice que una
matriz cuadrada es de orden n si tiene n filas.

1 2 2
Ejemplo: C=|4 3 7
5 6 8

Traza de una matriz

En una matriz cuadrada de orden n la diagonal principal esta formada por los elementos a;

(i=1,2, --- ,n).Latraza de una matriz cuadrada A, a la que se designa por tr(A) o por traza(A), es la
suma de los elementos de la diagonal principal. Es decir:

tr(A) = zn:a”
i=1

Ejemplo: tr(C)=1+3+8 =12

Matriz simétrica

Se dice que una matriz cuadrada es simétrica si se verifica que A=A"

3 41
Ejemplo: D=4 3 5
1 5 8

Matriz diagonal

Se dice que una matriz cuadrada es diagonal cuando todos los elementos situados fuera de la diagonal
principal son nulos. Es decir, en una matriz diagonal se verifica que a;; = 0 cuando i+ j.

La matriz diagonal es de la forma:

a11 0 e 0

0 a 0
A= 22

0 0 ap

Matriz escalar

Se dice que una matriz diagonal es escalar cuando todos los elementos de la diagonal principal son
idénticos. Es decir, en una matriz escalar se verifica que a;; =k para todo i.
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Matriz identidad

Es una matriz escalar en la que a;; =1, se le denomina |. Una matriz identidad genérica tiene la forma:

1 O 0

0 1 0
| =

0 O 1

OPERACIONES CON MATRICES

lgualdad de matrices

La igualdad de dos matrices A =B se cumple si, y s6lo si, Ay B son del mismo ordeny a;; = b;; paratodo i

y todo j. Para realizar la suma, las matrices A y B deben de ser del mismo orden.

Suma de matrices

La suma de las matrices Ay B de orden nxp esigual a otra matriz C, también de orden n x p, definida de
la siguiente forma: A+ B =C

Los elementos de la matriz C se obtienen: c¢;;=a;+ b;; Vi,]
. 2 -1 1 4 2+1 -1+4 3 3
Ejemplo: A= B= C= =
3 5 -2 6 3-2 5+6 1 11

Multiplicacién escalar

La multiplicacién escalar de una matriz A por un escalar A se efecttia multiplicando cada elemento de A
por A . El producto es designado por L A

2 3 2 3 8 12
Ejemplo: A=4 A= AA=4 =
4 1 4 1 16 4

Multiplicacién de matrices

Si A es una matriz de orden nxm y B es una matriz de orden mx p, el producto de estas dos matrices es
otra matriz C deorden nx p.

n
AB=C — Elemento genérico ¢;; = Z:aikbkj
k=1

_311 a1z:| [bn by, b13] _ {(an by; +a5,0,51) (3330, +a3,05,) (335053 +ay, bzs)}
(3 @ | [ba by by (331 by1 +ay,by1)  (aybyy +3,0,7) (351043 +3;5;by3)

Ax1+2x7 4x9-2x2 4x1+2x6 18 32 16
6:| =|3x1+5x7 3x9-5x2 3x1+5x6(=(38 17 33
2x1+6x7 2x9—-6x2 2x1+6x6 44 6 38

N W b
o N
1
N e

|
N O
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Determinante de una matriz

El determinante de una matriz cuadrada A, al que se designa por |A , s un escalar que se obtiene por la

suma de n! términos, cada uno de los cuales es el producto de n elementos. Se obtiene mediante la
féormula:

|A| = zialjaZk ** Ang

En la expresion anterior cada sumando se obtiene permutando el segundo subindice. El signo de cada
sumando es + 0 — segun que el nimero de permutaciones realizado a partir de la ordenacién original sea
par o impar.

Si |A| = 0 se dice que u; u; la matriz A es singular.

a,, a
Ejemplos: |A|="" "|=aj 2, - a8,
A3 ap»
bll b12 b13
Bl=ba bz bys| = biibyy by + by by, by + byybysbyy = bygby, byy — byzbyy by — bbby,
by; b3, b

Propiedades de los determinantes

(a) El determinante de una matriz cuadrada es igual al determinante de su traspuesta: |A|=|A'|

(b) El determinante del producto de matrices cuadradas es igual al producto de los determinantes de cada
una de las matrices: |[ABC| = |A|[B||C|

(c) Sise multiplica una matriz A de orden n por una constante h, se verifica: |hA| = h" ||

(d) Si una matriz A tiene dos filas, o dos columnas, idénticas o proporcionales, entonces |A| =0

Matriz inversa

La inversa de una matriz cuadrada A es una matriz B que verifica: AB=BA =1

En general, a la matriz B que cumple esta propiedad se le designa por A%, con lo cual:
AAT=ATA=]

4 1 4 2
Ejemplo: A=[ } A'{ } |A|=|AY=10
2 3 13

o131 [3/10 -1/10
|-2/10 4/10

aip_ 13 -11[4 1] 110 0] [1 O |
~10{-2 4|2 3] 10{0 10| |0 1]

e 4 1113 -1 1[4 1][3 -1 110 0O |
|2 3]10|-2 4] 10/2 3][-2 4| 10|0 10|
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Propiedades de las matrices

(a) Lainversa de un producto de matrices ABCesiguala (ABC)*=cC'B*A™?

(b) La traspuesta de una inversa es igual a la inversa de la traspuesta: (A™)'= (A")™

(c) El determinante de la inversa de una matriz es igual al reciproco del determinante de la matriz
1

original, es decir: |A‘1| = W

RAICES Y VECTORES PROPIOS

Determinacidn de las raices y vectores caracteristicos

Se plantea el problema de la determinacion de unos escalares (1) y de unos vectores (u;) tales que

satisfagan la ecuacion Au; = A;u;, donde A es una matriz cuadrada.

A los escalares (A;) que satisfacen la ecuacion se les denomina raices caracteristicas, y a los

correspondientes vectores (u;) se les denomina vectores caracteristicos.

Para las raices caracteristicas se utilizan también las denominaciones de valores propios o autovalores.
Para los vectores caracteristicos se utiliza alternativamente la expresion de vectores propios.
La ecuacion Au; =A;u; también se puede escribir como (A—2;l)u; =0

u; =0 trivial

Las soluciones de la ecuacién (A—A;l)u; =0 » .
|A - 7»1. I|= 0 ecuacion caracteristica de A

Resolviendo |A—)»J. I | =0 se hallan n raices caracteristicas lj
A cada raiz caracteristica (autovalor) A; va asociado un vector caracteristico u;

Cada vector caracteristico (vector propio) u; puede multiplicarse arbitrariamente por una constante sin

afectar al resultado, dado que la matriz (A—A,1) es singular.

En muchas aplicaciones, para soslayar la arbitrariedad del resultado, se procede a normalizar cada vector
caracteristico imponiendo la condicion: u; u} =1

De todas formas, aun después de normalizar subsiste una arbitrariedad en el signo, de forma que si u; es

una solucion, (—u;) también lo es.

Es conveniente en muchas aplicaciones definir una matriz U en la que cada columna es un vector
caracteristico u; . Por tanto:

Upg Uy =on Uy o0 Uy

U= Y12 Uz v U ot U
= [ul uZ ces uj un] =

U Uy =00 Uy oo Uy,
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Propiedades de las raices y vectores caracteristicos

(a) Las raices caracteristicas de una matriz diagonal son los elementos de la diagonal.

(b) Las matrices A y A' tienen las mismas raices caracteristicas, pero no necesariamente
los mismos vectores caracteristicos.

(c) Si A es una raiz caracteristica de A, entonces 1/ A es una raiz caracteristica de A

(d) Designando a las raices caracteristicas de A por A, A,, -+ , A, se verifica:
n n
ww=31 =TI,
j=1 =1

(e) Una matriz A real y simétrica de orden n, da lugar a n vectores que son ortogonales
entre si, propiedad relevante en el Anadlisis Multivariante.

Se dice que los vectores u; y u, son ortogonalessi u;u, =0

Un conjunto de vectores se dice que son ortonormales, si ademas de ser ortogonales
estan normalizados, es decir, u; u} =1

La matriz U formada por vectores caracteristicos normalizados de una matriz simétrica,
es decir, por vectores normalizados, se denomina ortonormal y verifica UU' = |

4 3
1 Ejemplo: Seala matriz A= 1 9

) N o 4 3 10 Uy; 0
Aplicando la ecuacion caracteristica (A—2A;l)u;=0: -\ =
1 2 01 Uy; 0

o

Ay =
A, =1

Raices caracteristicas o autovalores: |A -A i | | =0:

4-1,

=0 > A}-6);+5=0 — {

Vectores caracteristicos o vectores propios:

U11
U21 i

[ 3]s L)) = 5 3J[e)-[o) = {oerdvnze

Las dos ecuaciones que se obtienen son proporcionales debido al caracter singular de la matriz (A—A;l).

[ ] }\‘1:5 u1=|:

Por este motivo, con estas ecuaciones sélo se puede determinar la relacién entre U,; y U,,, perono
valores concretos. La relaciénes U;; —3U,, =0

U,

Con la ecuacion de normalizacién UU' = I, es decir, |:U } |:U11 U21:| =U4+U4 =1

1
21

Portal Estadistica Aplicada - Andlisis Factorial 44



Uy —3U,, =0 . (3U,,)% +U3 =1
Ui, +U3 =1 Uy, =1/,/10

3/J16}

U, =3/./10

Se tiene el sistema: {

1/+/10

Obsérvese que (—u;) también es solucién del sistema anterior.

Un vector caracteristico (vector propio) sera u, = [

U -
[ ] }\‘2:1 u2=|:U12
22

4 3]_ [t o] [us 0 3 37[u,] [o 3U;,+3Uy, =0
— = = =
1 2 0 1|)|u, 0 1 1|lu,| |0 Up,+ Uy, =0

Con la ecuacién de normalizacién U3, + U3, = 1

U12 + U22 =0 N (U12)2 +(_U12)2 =1
Ui, +Uy, =1 U12=1/\/E

1/2
-1/~2

Us, =_1/\/3

Se forma el sistema: {

Un vector caracteristico (vector propio) sera u, = [

e La matriz U (cada columna es un vector caracteristico) sera: U=

2R
ol %l

1 2
2 Calculo de raices y vectores caracteristicos de una matriz simétrica A =

2 1

. y . 1 2 1 0])[uy] [o
Aplicando la ecuacioén caracteristica (A—A;l)u,=0: - A, =

T 2 1| o 1])|Uy| |oO

Calculo de las raices caracteristicas o autovalores: | A —xj I | =0:

2l ]

1-A, 2

J

2 1-A,

J

A, =3
A, =-1

=0 — Aj-2),-3=0 — {
Calculo de los vectores caracteristicos o vectores propios:

V)
[ ] A’l = 3 ul = |:U11:|
21
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([ -0 -1 - 5 2)]-[ = e

iy N " . Uy _ 12 2 _
Con la ecuacién de normalizacién UU' = 1, es decir, U |:U11 U21:| =U;+U;; =1
21

2U,, — 2U,, =0 N Ui, + U3 =1
U2, + U2 =1 U, =1/2

1/\2
1/\2

Uz1=1/\/E

Se tiene el sistema: {

Un vector caracteristico (vector propio) sera u, = [

1 2] 1 0])[ua]_[o 2 27[u,] [o 2U,, +2U,, = 0
+ = = =
2 1 0 1|)|u,]| |o 2 2||u,| |o 2U,, +2U,, = 0

., e s - . Uy, _1n2 2 _
Con la ecuacién de normalizacion UU' = 1, es decir, U |:U11 U21:| =U;+Uy; =1
21

2U,, +2U,, =0 (-U,,)%+ U2, =1
Setieneelsistema:{ 212 222 - 2 2 U12=—1/\/3
Up +U;; =1 U22=1/\/?

~1/\2
1/\2

Un vector caracteristico (vector propio) sera u, = |:

e La matriz U (cada columna es un vector caracteristico) sera: U=

ol ol
= ol

Se verifica que U es una matriz ortonormal, es decir, UU' = |

1 L o

| ﬁﬁz[l o]=
1 o1l-1 1)
e GG
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CALCULO DE DERIVADAS DE UN ESCALAR RESPECTO A UN VECTOR

¢ Derivada de una forma lineal respecto a un vector

9 X3
a2 X2 1
Seana=| .| y x=| « |, entonces =a
. . ox
_an_ _Xn_
_Xl_
Xy
a'x =|:a1 a, °*** a,||l s |=a;% +a;x;, +--+ayx,
Xn
(0a'x ,
-9
0x,
oa'x .
Derivando la expresion anterior respecto de cada ] 0x, -2
uno de los elementos de x se obtiene: .
da'x a
~— %n
L OX,

Reuniendo en un vector las derivadas del escalar a'X con respecto a cada elemento de x, se tiene la
derivada de dicho escalar con respecto al vector x. En consecuencia:

a
da'x ||
ox - @

a

e e e _X ]
a5, ap a, 1
a a *** 2 X, "AX
21 22 2
Sean A= "l 'y x=| .+ [, entonces = (A+A")x
an1 an2 v ann Xn
a;; a4, - 4 X,
a a e a X
X'AX=[X1 X2 Xn] 21 22 2n .2 —
a,; a,, - 4, Xn
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=[a; X +3 Xy Fevet By Xy B X; Xy Feeat Xy ees A Xy FApXpteestan X, || ¢ [ =

=|:(a11x1+a21x2+...+anlxn)x1 (@ X; Ay Xy Feeedta, X, ) X, oo (alnx1+a2nx2+...+annxn)xn:|

Derivando la expresién anterior respecto a cada uno de los elementos de x se tiene:

[ Ox'Ax
—6x = 2a;. % + (a5 +a5)X, + oo + (a7, +21)X,
1
Ox'Ax
2
Ox'Ax
6T = (anl +a1n)X1+(an2 +a2n)X2+ ees T+ zanan
L n

Reuniendo en un vector las derivadas del escalar x' Ax con respecto a cada elemento de x, se tiene la
derivada de dicho escalar con respecto al vector x. En consecuencia:

a3 3 7 9y, 13 9p vt Ay X1
Ox'Ax 91 d9p @ d; dp v ap Xy
— = "+ " Sl=(A+A")X
ax .e cee cee cee s cee cee cee :
91 8y 7t gy i 9p T gy X,
. . e . Ox'Ax
Si la matriz A es simétrica, se tiene: 6— = 2AX
X
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