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TECNICAS DE
REDUCCION
DELA

DIMENSION

Los matodos de reduccion de la dimension son métodos multivariantes

de laindependencia en el sentido de que todas sus variables tienen una
importancia equivalente.

Técnicas de reduccion en variables cuantitativas: Andlisis Factorial y
Analisis de Componentes Principales.

Técnicas de reduccién en variables cualitativas: Andlisis de Correspondencias y
Escalonamiento Optimo.
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ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES

Cuando se recoge la informacion de una muestra de datos, lo mas frecuente es tomar el mayor
numero posible de variables. Sin embargo, si tomamos demasiadas variables sobre un conjunto de

20
objetos, por ejemplo 20 variables, tendremos que considerar 5 =180 posibles coeficientes de

correlacion; si son 40 variables dicho nimero aumenta hasta 780.

Evidentemente, en este caso es dificil visualizar relaciones entre las variables. Otro problema que se
presenta es la fuerte correlacidén que muchas veces se presenta entre las variables: si tomamos
demasiadas variables (cosa que en general sucede cuando no se sabe demasiado sobre los datos o sélo
se tiene animo exploratorio), lo normal es que estén relacionadas o que midan lo mismo bajo distintos
puntos de vista. Por ejemplo, en estudios médicos, la presidn sanguinea a la salida del corazény ala
salida de los pulmones estan fuertemente relacionadas.

Se hace necesario, pues, reducir el nimero de variables. Es importante resaltar el hecho de que el
concepto de mayor informacion se relaciona con el de mayor variabilidad o varianza. Cuanto mayor
sea la variabilidad de los datos (varianza) se considera que existe mayor informacion, lo cual esta
relacionado con el concepto de entropia.

COMPONENTES PRINCIPALES

Estas técnicas fueron inicialmente desarrolladas por Pearson a finales del siglo XIX y posteriormente
fueron estudiadas por Hotelling en los afios 30 del siglo XX. Sin embargo, hasta la aparicién de los
ordenadores no se empezaron a popularizar.

Para estudiar las relaciones que se presentan entre p variables correlacionadas (que miden
informacion comun) se puede transformar el conjunto original de variables en otro conjunto de nuevas
variables incorreladas entre si (que no tenga repeticion o redundancia en la informacion) llamado
conjunto de componentes principales.

Las nuevas variables son combinaciones lineales de las anteriores y se van construyendo segun el
orden de importancia en cuanto a la variabilidad total que recogen de la muestra.

De modo ideal, se buscan m < p variables que sean combinaciones lineales de las p originales y que
estén incorreladas, recogiendo la mayor parte de la informacién o variabilidad de los datos.

Si las variables originales estan incorreladas de partida, entonces no tiene sentido realizar un analisis
de componentes principales.

El analisis de componentes principales es una técnica matematica que no requiere la suposicion de
normalidad multivariante de los datos, aunque si esto tltimo se cumple se puede dar una
interpretacion mas profunda de dichos componentes.

CALCULO DE LOS COMPONENTES PRINCIPALES

Se considera una serie de variables (xy, X, ..., X,) sobre un grupo de objetos o individuos y se trata
de calcular, a partir de ellas, un nuevo conjunto de variables (y,, y,, ..., yp) incorreladas entre si,
cuyas varianzas vayan decreciendo progresivamente.
Cada y; (i=1,...,p) esunacombinacién lineal de las variables (x,, x,, ..., x,) originales, es decir:
Yj = a3 %X +a;% + ..+ a,X, = ajX
X3
siendo a; = (a1j s Ay s e apj) un vector de constantes,y x =
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Si lo que se quiere es maximizar la varianza, como se muestra luego, una forma simple podria ser
aumentar los coeficientes a;; - Por ello, para mantener la ortogonalidad de la transformacion se

p

. 7 o _ . ° _ 2 _

impone que el mddulo del vector aj = (a1j ) A ,...,apj) sea 1. Es decir, a;.a; = Zakj =1
k=1

El primer componente se calcula eligiendo a, de modo que y, tenga la mayor varianza posible, sujeta
a la restriccion a; . a; = 1. El segundo componente principal se calcula obteniendo a, de modo que la

variable obtenida, y, esté incorrelada con vy, .

Del mismo modo se eligen (y,, Y,, --- , ¥,), incorrelados entre si, de manera que las variables
aleatorias obtenidas vayan teniendo cada vez menor varianza.

PROCESO DE EXTRACCION DE FACTORES

Se elige a; de modo que se maximice la varianza de y, sujeta a la restriccion de que a;.a; =1

Varly,) = Var(a;.x) = a;. Y a

El método habitual para maximizar una funcién de varias variables sujeta a restricciones el método de
los multiplicadores de Lagrange.

El problema consiste en maximizar la funcién a, . Zal sujeta a la restriccién a,.a; = 1.

Se puede observar que la incdgnita es precisamente a, (el vector desconocido que da la combinacién
lineal 6ptima).

Asi, se construye la funcién L: L(a;) = a,. Zal — A(a;.a,— 1)
- D
Para maximizar la funcién: Sa - Zz:a1 -2Ala; =0 = (Z—l I) a,=0
9

Esto es, en realidad, un sistema lineal de ecuaciones. Por el teorema de Roché-Frobenius, para que el
sistema tenga una solucién distinta de 0 la matriz (2— A 1) tiene que ser singular. Esto implica que el

determinante debe ser igual a cero:

|Z— A I| =0 de este modo, A esun autovalorde ),

La matriz de covarianzas 2 es de orden p y si ademas es definida positiva, tendra p autovalores
distintos, (A,, A5, ..., kp) tales que, por ejemplo, A, > A, > ... > Xp.

(> -Ala, =0

Se tiene que, desarrollando la expresion anterior: Zal —Ala, =0
Zal = Ala,
entonces, Var(y,)=Var(a; x) = a, Zal =a,ha, =Aa;a, =Al=2

Luego, para maximizar la varianza de y, se tiene que tomar el mayor autovalor, sea A,,y el

correspondiente autovector a, .

En realidad, a, es un vector que da la combinacién de las variables originales que tiene mayor varianza,

estoes,si a; = (a7, 355, ...,3p),entonces y; = a;x = a; Xy + apX, + 10+ aX,

Portal Estadistica Aplicada - Analisis de Componentes Principales 4



El segundo componente principal, sea y, = a, x, se obtiene mediante un argumento parecido.

Ademas, se quiere que y, esté incorrelado con el anterior componente y,, esdecir, Cov(y,, y,)=0.
Por lo tanto: Cov(y,, y,) = Cov(a; X, a; X) = a;- E[(x—u)(x—u)o] ‘a; = a; Zal

es decir, se requiere que a; Zal =0

Como se tenia que Ya, = Aa,, lo anterior es equivalente a a, Zal = a,Aa, = Aaya,; = 0

Portanto, a,a, = 0 — los vectores sean ortogonales.
De este modo, hay que maximizar la varianza de v, , es decir, (a, >a,), donde

Se toma la funcién: L(a,) = a, Zaz ~ Maya,— 1) — 8a,a,

3L(a,)
2

con lo cual, =2)a,— 2ha,— 8a; = 0

e ° . . ° . a3, =a,3, =0
multiplicando por (a, ) la expresion anterior, queda: 2a, E a,— 6 = 0, siendo
a,a, =1

Luego, 0 = Za:Z:a2 =2a;2a1 =0 ya que Cov(y,, y,)=0.

dL(a

De este modo, % = Zz:a2 —2Aa, — 8a; = Zz:a2 -2\a, = (Z— Al)a,=0
2

Andlogamente al caso anterior, se elige A como el segundo mayor autovalor de la matriz . con su

autovector asociado a, .

Los razonamientos anteriores se pueden extender, de modo que al j-ésimo componente le
corresponderia el j-ésimo autovalor.

Entonces todos los componentes y (en total p) se pueden expresar como el producto
de una matriz formada por los autovectores, multiplicada por el vector x que contiene las
variables originales (x,, X,, ..., xp) :

y =Ax
Y1 a3 Ay ees 3y Xy (Var(y,) = A,
yo V.z Ao Ay Ay eee 3y ‘= X.z cendo | Var(yZ? =2,
Yo 1 8y eee 3y X, LVar(yp) _a,

La matriz de covarianzas de y sera: A =

porque (Y, Y5, --- , Y,) s€ han construido como variables incorreladas.

Setiene que, A=Var(Y)=A'Var(X)A=A") A obien, Y =AAA’
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ya que A es una matriz ortogonal (ai° a, = 1 para todas sus columnas) por lo que AA" = |

PORCENTAJES DE VARIABLILIDAD

Cada autovalor correspondia a la varianza del componente vy, , se definia por medio del autovector a;,
es decir, Var(y;)=2,.

Sumando todos los autovalores, se tikene la varianza total de los componentes, es decir:
p p
ZVar(yi) = Z?»i = traza(A) puesto que A = matriz diagonal
i=1 i=1
Por las propiedades del operador traza,

traza(A) = traza(A')_ A) = traza() A’'A) = traza()_) pues, Aortogonal - A'A=|
p

con lo cual, traza(A) = traza(Z) = ZVar(xi)
i-1

Es decir, la suma de las varianzas de las variables originales y la suma de las varianzas de las
componentes son iguales.

Esto permite hablar del porcentaje de varianza total que recoge un componente principal:

A

i
p

A

A Zp:Var(xi)
i i=1

i=1

>
=1

zp:Var(xi)
i=1

También se podra expresar el porcentaje de variabilidad
recogido por los primeros m componentes (m < p)

En la practica, al tener en principio p variables, nos quedaremos con un nimero mucho menor de

p
componentes que recoja un porcentaje amplio de la variabilidad total ZVar(xi)
i=1

En general, no se suele coger mas de tres componentes principales, a ser posible, para poder
representarlos posteriormente en las graficas.
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CALCULO DE LOS COMPONENTES PRINCIPALES A PARTIR DE LA MATRIZ DE CORRELACIONES

Habitualmente, se calculan los componentes sobre variables originales estandarizadas, es decir,
variables con media 0 y varianza 1. Esto equivale a tomar los componentes principales, no de la matriz
de covarianzas sino de la matriz de correlaciones (en las variables estandarizadas coinciden las
covarianzas y las correlaciones).

Asi, los componentes son autovectores de la matriz de correlaciones y son distintos de los de la matriz
de covarianzas. Si se actua asi, se da igual importancia a todas las variables originales.

En la matriz de correlaciones todos los elementos de la diagonal son iguales a 1. Si las variables
originales estan tipificadas, esto implica que su matriz de covarianzas es igual a la de correlaciones, con
lo que la variabilidad total (la traza) es igual al nimero total de variables que hay en la muestra.

Suma total de todos los autovalores =p

g : . L A
Proporcidn de varianza recogida por el autovector j-ésimo (componente) = —
p

MATRIZ FACTORIAL

Cuando se presentan los autovectores en la salida de SPSS, se les suele multiplicar previamente por
JA ; (del autovalor correspondiente), para reescalar todos los componentes del mismo modo.

Vs * .
Asi, se calcula: a =4/7\.j a; para j=1,...,p.

De este modo, se suele presentar una tabla de autovectores a; que forman la matriz factorial

F= (aI, a;, e, a;)

Si se eleva al cuadrado cada una de las columnas y se suman los términos se obtienen los autovalores:
a}'oa}' = \/TJ\/TJaJ a,=A; puestoque a}’aj =1

Por otra parte, como Z= AAA' y SSPS presenta como matriz factorial a F = AAY? se tiene que
Y =FF

Los elementos de F son tales que los mayores valores indican una mayor importancia en el momento
de definir un componente.

Otra forma de enfocarlo consiste en considerar y=Ax — x=A"ly
De modo que, Cov(x) = (A™%)' Cov(y) A™* = AAA' = AAY2AY2A' = FF'
Como Aesortogonal —» Al= A’

Asi, da la matriz factorial F, se pueden calcular las covarianzas de las variables originales, esto es, se
puede recuperar la matriz de covarianzas original a partir de la matriz factorial.

Si se toma un niimero menor de factores (m < p), se podra reproducir aproximadamente 2,
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CALCULO DE COVARIANZAS Y CORRELACIONES ENTRE VARIABLES ORIGINALES Y LOS FACTORES

Como se tiene que y=Ax — x=A"ly = A'Y (por ser la matriz A ortogonal > A™'= A')

p

Entonces, Cov(y;, X;) = Cov(y;, Zaik Vi) = a;Var(y;) = A; 3; donde, y; es el factor j-ésimoy
k=1

x; es la variable original i-ésima.

Suponiendo que las variables originales estan estandarizadas [Var(x;)= 1 para(i = 1, ... , p)] se
A a.
tiene Corre(y; , x;) = ﬁ = ka a;
i
De este modo, la matriz de correlaciones entre y e x es: Corre(y, x) = AY2A' = F' conlo que la

matriz factorial también mide las correlaciones entre las variables originales estandarizadas y los nuevos
factores.

CAMBIOS DE ESCALAS E IDENTIFICACION DE COMPONENTES

Si las variables originales (x,, x,, ..., xp) estan incorreladas, entonces carece de sentido calcular unos
componentes principales. Si se hiciera, se obtendrian las mismas variables pero reordenadas de mayor
a menor varianza.

Para sabersi (x,, X,, ..., xp) estan correlacionadas, se puede calcular la matriz de correlaciones

aplicdndose posteriormente el test de esfericidad de Barlett.

El célculo de los componentes principales de una serie de variables (x,, x,, ..., x,) depende normalmente

de las unidades de medida empleadas. Si transformamos las unidades de medida, lo mas probable es que
cambien a su vez los componentes obtenidos.

Una solucion frecuente es usar variables (x,, X,, ..., xp) tipificadas. Con ello, se eliminan las diferentes

unidades de medida y se consideran todas las variables implicitamente equivalentes en cuanto a la
informacion recogida.
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IDENTIFICACION DE LOS COMPONENTES PRINCIPALES

Uno de los objetivos del calculo de componentes principales es la identificacion de los mismos, es
decir, averiguar qué informacién de la muestra resumen. Sin embargo este es un problema dificil que a

menudo resulta subjetivo.

Habitualmente, se conservan sélo aquellos componentes que recogen la mayor parte de la
variabilidad, hecho que permite representar los datos segun dos o tres dimensiones si se conservan
dos o tres ejes factoriales, pudiéndose identificar entonces grupos naturales entre las observaciones.

Ejemplo.- Muestra de 41 ciudades de USA donde se midieron diferentes variables relacionadas con la

contaminacién atmosférica.

Phoenix
Little Rock
San Francisco
Denver
Hartford
Wilmington
Washington
Jacksonville
Miami
Atlanta
Chicago
Indianapolis
Des Moines
Wichita
Louisville
New Orleans
Baltimore
Detroit
Minneapolis-St. Paul
Kansas City
St. Louis
Omaha
Alburquerque
Albany
Buffalo
Cincinnati
Cleveland
Columbus
Philadelphia
Pittsburgh
Providence
Memphis
Nashville
Dallas
Houston
Salt Lake City
Norfolk
Richmond
Seattle
Charleston
Milwaukee

S0O2 Neg.Temp Empresas Poblacion Viento Precip Dias
10 70,3 213 582 6 7,05 36
13 61 91 132 8,2 48,52 100
12 56,7 453 716 8,7 20,66 67
17 51,9 454 515 9 12,95 86
56 49,1 412 158 9 43,37 127
36 54 80 80 9 40,25 114
29 57,3 434 757 9,3 38,89 111
14 68,4 136 529 8,8 54,47 116
10 75,5 207 335 9 59,80 128
24 61,5 368 497 9,1 48,34 115

110 50,6 3344 3369 10,4 34,44 122
28 52,3 361 746 9,7 38,74 121
17 49 104 201 11,2 30,85 103

8 56,6 125 277 12,7 30,58 82
30 55,6 291 593 8,3 43,11 123
9 68,3 204 361 8,4 56,77 113
47 55 625 905 9,6 41,31 111
35 49,9 1064 1513 10,1 30,96 129
29 435 699 744 10,6 25,94 137
14 54,5 381 507 10 37 99
56 55,9 775 622 9,5 35,89 105
14 51,5 181 347 10,9 30,18 98
11 56,8 46 244 8,9 7,77 58
46 47,6 44 116 8,8 33,36 135
11 47,1 391 463 12,4 36,11 166
23 54 462 453 71 39,04 132
65 49,7 1007 751 10,9 34,99 155
26 51,5 266 540 8,6 37,01 134
69 54,6 1692 1950 9,6 39,93 115
61 50,4 347 520 9,4 36,22 147
94 50 343 179 10,6 42,75 125
10 61,6 337 624 9,2 49,10 105
18 59,4 275 448 7,9 46 119
9 66,2 641 844 10,9 35,94 78
10 68,9 721 1233 10,8 48,19 103
28 51 137 176 8,7 15,17 89
31 59,3 96 308 10,6 44,68 116
26 57,8 197 299 7,6 42,59 115
29 51,1 379 531 9,4 38,79 164
31 55,2 35 71 6,5 40,75 148
16 45,7 569 717 11,8 29,07 123
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Las variables son:

- Contenido en SO2

Temp: Temperatura anual en grados F

Emp:  Numero de empresas mayores de 20 trabajadores
Pob: Poblaciéon (en miles de habitantes)

Viento: Velocidad media del viento

Precipt: Precipitacidon anual media

Dias:  Dias lluviosos al afio

En principio interesa investigar la relacion entre la concentracién en SO; y el resto de variables,
utilizamos un analisis de componentes principales para eliminar relaciones entre las variables.

Se realiza un analisis de componente principales sobre todas las variables salvo SO,.

En la salida de resultados de R se observan varias graficas descriptivas exploratorias donde se
presentan varios datos anémalos (outliers), por ejemplo Chicago.

Se obtienen los componentes principales a partir de la matriz de correlaciones para emplear las
mismas escalas en todas las variables.

Los primeros tres componentes tienen todos varianzas (autovalores) mayores que 1y entre los tres
recogen el 85% de la varianza de las variables originales.

¢ El primer componente se le podria etiquetar como calidad de vida con valores negativos altos en
empresas Yy poblacién indicando un entorno relativamente pobre.

¢ Elsegundo componente se puede etiquetar como tiempo humedo, y tiene pesos altos en las
variables precipitaciones y dias.

¢ Eltercer componente se podria etiquetar como tipo de clima y esta relacionado con la
temperatura y la cantidad de lluvia.

Aungue no se encontrasen etiquetas claras para los componentes, siempre es interesante calcular
componentes principales para descubrir si los datos se encuentran en una dimensién menor. De
hecho, los tres primeros componentes producen un mapa de los datos donde las distancias entre los
puntos es bastante semejante a la observada en los mismos respecto a las variables originales.

Se realiza un analisis de regresion de la variable SO, sobre los tres factores: claramente la cantidad de
SO, se explica mediante el primer componente de calidad de vida (relacionado con el entorno humano
y el clima) que cuando empeora aumenta, a su vez, la contaminacion.
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ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES CON SPSS

El objetivo del Analisis de Componentes Principales es identificar a partir de un conjunto de p variables,
otro conjunto de k (k < p) variables no directamente observables, denominadas factores, tal que:

- k sea un nimero pequefo
- Se pierda la menor cantidad posible de informacién
- La soluciéon obtenida sea interpretable.

- Evaluacién de lo apropiado de realizar el andlisis.
- Extraccion de los factores.
- Calculo de las puntuaciones factoriales para cada caso.

Pasos en el Analisis de
Componentes Principales:

38 *usa.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS

Archivo  Edicion  Wer Datos  Transformar BEUEEETS Graficos  Utlidades  Wenkana 7

EHE T &« b M Informes 4
Estadisticos descriptivos 3
2 Tablas 3
S02 | Temf Lorpare ralas ; Precipt Dias Viento
Modelo lineal general 3
1 1 O"OO_ 7 Modelos lineales generalizados 2"00_ 6"00_ 7,05 36’00_
2 13,00 6 Modelos mixtos » 2,00 8,20 48,52 100,00
3 12,00 5 Coreladones * 6,00 8,70 20,66 67,00
1 Regresian 3 ! ! ! -
4 17,00 5 Loglineal 12,00 9,00 12,95 86,00
5 56,00 4 Clasificar r 38,00 9,00 43,37 127,00
6 36 QC'. = Reduccion de datos L4 Slisis Factarial, .. ?10 25' 114.00
! Escalas 3 Analisis de correspondencias, .. & o !
4 25,00 5 Pruebas no paramétricas 3 Escalamiento optimo... ; 8,89 111,00
g 14,00 6 Series kem —— . -
- i I - Supervivg B Analisis factorial
clinis Respuest . ) :
10 24,00 6 andlsodd | & 502 e :
= | emp
| Muesk
T e S
12 28,00 B i f:ﬁ:?b_t 0
A | Tecipl
T A
é?\fiento
= B
] - Wariable de gelecoion:
17 E - = !
Solucidn jnicial | | W alor ]
19 [ Descriptivas... ] [ Extraccidn... ] [ Raotacidr... ]
Matriz de conelaciones
20 [¥] Coeficientes [Jlnversa [Pgntuaciones... ] ’ Opciones... ] [
21 HMivele: de significacidn Repraducida T T -
22 Determinante [[] &nti-imagen 347,00 10,90 30,18 98,00
23 kMO y prueba de esfencidad de Bartlett 244,00 | 2,90 | 7.77 ' 58,00
24 116,00 8,80 33,36 135,00

Descriptivos univariados.- Muestra, para cada variable, el nimero de casos validos, la mediay
desviacion tipica.

Solucién inicial.- Permite obtener las comunidades iniciales, los autovalores de la matriz analizada y los
porcentajes de varianza asociada a cada valor.

MATRIZ DE CORRELACIONES:

Coeficientes.- Muestra la matriz con los coeficientes de correlacion entre las variables utilizadas en el
analisis.

Niveles de significacion.- Incluye en la matriz de correlaciones los niveles criticos asociados a este
coeficiente.
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Determinante.- Muestra el determinante de la matriz de correlaciones: El valor del determinante
aparece en una nota a pie de tabla. Los determinantes préximos a cero estan indicando que las variables
utilizadas estan linealmente relacionadas, lo que significa que el analisis factorial, es una técnica
pertinente para analizar esas variables.

Inversa.- Muestra la inversa de la matriz de correlaciones. Esta matriz es la base para el célculo de
Comunalidades iniciales en algunos métodos de extraccion y para el calculo de la matriz anti-imagen.

Reproducida.- Muestra la matriz reproducida. Es la matriz de las correlaciones que se obtiene a partir de
la solucién factorial hallada. Si el modelo es bueno y el nimero de factores el adecuado, la estructura
factorial debe ser capaz de reproducir la matriz de correlaciones.

En la diagonal de la matriz reproducida se encuentran las Comunalidades finales.

Junto con la matriz de correlaciones reproducidas se muestra la matriz de correlaciones residuales, la cual
contiene los residuos, es decir, las diferencias entre las correlaciones observadas y las correlaciones
reproducidas.

Si el modelo es el correcto, el nimero de residuos con valores elevados debe ser minimo.

Anti-imagen.- Muestra la matriz de covarianzas anti-imagen y la matriz de correlaciones anti-imagen.

La matriz de covarianzas anti-imagen contiene los negativos de las covarianzas parciales y la matriz de
correlaciones anti-imagen contiene los coeficientes de correlacién parcial cambiados de signo (la
correlaciones entre dos variables se parcializa teniendo en cuenta el resto de las variables incluidas en el
analisis).

En la diagonal de la matriz de correlaciones anti-imagen se encuentra las medidas de adecuacion muestral
para cada variable. Si el modelo factorial elegido es adecuado para explicar los datos, los elementos de la
diagonal del a matriz de correlaciones anti-imagen deben tener un valor proximo a 1y el resto de
elementos deben ser pequenos.

KMO y prueba de esfericidad de Bartlett.- La media de adecuacion muestral KMO (Kaiser-Meyer-Olkin)
contrasta si las correlaciones parciales entre las variables son suficientemente pequefias.

Permite comparar la magnitud de los coeficientes de correlacién observados con la magnitud de los
coeficientes de correlacidn parcial. EL estadistico KMO varia entre 0 y 1. Los valores pequefios indican
que el andlisis factorial puede no ser una buena idea, dado que las correlaciones entre los pares de
variables  no pueden ser explicadas por otras variables. Los menores que 0.5 indican que no debe
utilizarse el analisis factorial con los datos muestrales que se estan analizando.

La prueba de esfericidad de Bartlett.- Contrasta la hipdtesis nula de que la matriz de correlaciones es
una matriz identidad, en cuyo caso no existirian correlaciones significativas ente las variables y el modelo
factorial no seria pertinente.

Andlisis factorial: Extraccion

Maels: |Lompororiespicbas B La opcién [Extraccion] permite controlar varios
@ Matiiz de correlaciones Solucidn factarial sin rotar aspectos relacionados con la fase de

O Matiiz de covarianzas ' extraccion de los factores. Entre otras cosas,
Ch permite decidir que modelo factorial se desea
© Autovalores magores que: |1 utilizar, en qué matriz de datos basar el analisis
O bimera de factores: y cuantos factores deben extraerse.

M2 maximo de iteraciones para convergencia: 25

Matriz de correlaciones.- El analisis se basa en la matriz de correlaciones, en la matriz de
correlaciones reducida, o en la matriz de correlaciones anti-imagen, segun el método seleccionado.

Matriz de covarianza.- El andlisis se basa en la matriz de varianzas covarianzas reducida, o la matriz de
covarianzas anti-imagen, segun el método seleccionado.
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Autovalores mayores que.- Si la matriz analizada es la de correlaciones, esta opcion permite utilizar el
tamafio de los autovalores como un criterio para decidir si el nimero de factores que estaran
presentes en la solucion factorial. Por defecto se extraen los factores cuyos autovalores son mayores
que la unidad (a este criterio se le denomina regla K1).

Si la matriz analizada es la de varianzas-covarianzas, la regla se expresa el nimero de veces que un
autovalor debes sea mayor que el autovalor promedio de la matriz para que le correspondiente factor
sea retenido en la solucién.

El autovalor que actua por defecto es 1, pero este valor puede cambiarse introduciendo otro distinto
(entre cero y el nimero de variables) en el correspondiente cuatro de texto.

Numero de factores.- Permite especificar el nUmero de factores exacto que se desea incluir en la
solucién. Se debe introducir el nimero en el cuadro de texto.

Solucién factorial sin rotar.- Muestra las saturaciones o cargas factoriales sin rotar, las Comunalidades
y los autovalores de la solucién factorial.

Grafico de sedimentacion.- Muestra la representacion grafica de la magnitud de los autovalores.
El corte en la tendencia descendente sirve de regla para la determinacién del nimero de factores
Optimo que deben estar presentes en la solucion. Siempre se muestra la representacién de los
autovalores de la matriz de correlaciones (o de covarianzas) originales, independientemente del
método de extraccidn seleccionado.

N2 de iteraciones para convergencia.- Este cuadro de texto permite establecer el nUmero maximo de
iteraciones que los algoritmos pueden realizar para encontrar una solucién factorial final. El valor por
defecto es 25, habitualmente suficiente para obtener una solucién. Este valor puede cambiarse
introduciendo un entero positivo.

Andlisis factorial: Rotacion

C'ﬂf;:: 5 S La opcidn [Rotacidn] permite controlar que tipo de rotacién

O Varimax O Enuamax llevar a cabo. Se puede definir el método de rotacién que

© Dblmin directo O Promax deseamos utilizar para facilitar su interpretacion de la solucién
factorial y solicitar la representacion grafica de las

HUBEEAE] saturaciones. Por defecto, no se encuentra seleccionado

[[] Gréficos de saturaciones

ninglin método de rotacion.

Ninguno.- No se aplica ningin método de rotacidn. Es la opcién la que actia por defecto. Cuando Ia
solucién consta de un Unico factor y no se ha marcado esta opcidn el visor de resultados muestra un
mensaje de advertencia.

Varimax.- Método de rotacion ortogonal que minimiza el nimero de variables que tiene saturaciones
altas en cada factor. Simplifica la interpretacion de los factores optimizando la solucién por columna.

Quartimax.- Método de rotacidon ortogonal que minimiza el nUmero de factores necesarios para
explicar cada variable. Simplifica la interpretacion de las variables observadas optimizando la
interpretacion por filas.

Equamax.- Método de rotacién que es combinacién del método varimax, que simplifica los factores, y
el método Quartimax, que simplifica las variables. Se minimiza tanto el nimero de variables que
saturan alto en un factor como el nimero de factores necesarios para explicar una variable.
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Oblimin directo.- Método para la rotacién oblicua (no ortogonal). Cuando delta e igual a cero (el valor
por defecto), las soluciones son las mas oblicuas. A medida que delta se va haciendo mas negativo, los
factores son menos oblicuos. Para anular el valor por defecto de delta, puede introducirse un nimero

menor o igual a 0.8.

Delta.- El valor de delta permite controlar el grado de oblicuidad que pueden llegar a alcanzar los
factores de la solucion.

Promax.- Rotacidn oblicua que permite que los factores estén correlacionados. Puede calcularse mas
rapidamente que una rotacién Oblimin directa, por lo que es util para grandes conjuntos de datos.

Kappa.- Parametro que controla el calculo de rotacion de Promax. El valor por defecto es 4. Este valor
es adecuado para la mayoria de los andlisis.

Solucién rotada.- Permite obtener una o mas tablas con los resultados del proceso de rotacion. Al
seleccionar una rotacién ortogonal, esta opcidn permite obtener la matriz de estructura factorial
rotada y la matriz de transformacién necesaria para rotar los factores a partir de la solucién inicial.
Ademas, en la tabla de porcentajes de varianza explicada aparecen columnas adicionales que
contienen la varianza total explicada por los factores rotados.

Al seleccionar una rotacion oblicua, esta opcidn permite obtener la matriz de configuracién rotada,
gue contiene las saturaciones de las variables en los factores, y la matriz de estructura, que contiene
las correlaciones entre las variables observadas y los factores (cuando la rotacién es ortogonal, ambas
matrices son idénticas).

Ademas, ofrece la matriz de correlaciones entre los factores y desecha la matriz de transformacién
para la rotacion. En la tabla de porcentajes de varianza explicada sélo se incluyen los autovalores de
los factores rotados (ya que no tiene sentido hablar de porcentajes de varianza independientes).

Graficos de saturaciones.- Esta opcidn genera un grafico de dispersion que refleja la ubicacién de las
variables en el espacio definido por los factores. Se trata de un grafico de las saturaciones.

El grafico muestra, por defecto, los tres primeros factores de la solucién factorial en un grafico
tridimensional.

Si se desea representar otros factores, es necesario editar el grafico y elegir esos otros factores.

N2 maximo de iteraciones para convergencia.- Permite determinar el nUmero maximo de iteraciones
que puede recorrer el algoritmo para la estimacidn de la solucién rotada. Por defecto se efecttian un
maximo de 25 iteraciones, lo que es suficiente para la mayoria de las situaciones

r o]

Andlisis factorial: Puntuaciones factoriales g|

La opcidn [Puntuaciones] se obtiene una estimacion de las

[] Guardar com variables puntuaciones de los sujetos en cada uno de los factores
C'f'fé”:;esién resultantes de la extraccion a fin de valorar la situacion
O Bartist relativa de cada sujeto en esos ‘constructor hipotéticos’
O Anderson-Rubin capaces de resumir la informacion contenida en las variables
[Fltostiar matiz de cosficientes de las punt. factoniales originales.

El cuadro de dialogo Puntuaciones factoriales contiene las opciones que permiten solucionar las
estimaciones de las puntuaciones factoriales y seleccionar el método de estimacion que se desea
utilizar para obtener tales estimaciones.

Sefalar que por defecto se encuentra seleccionado el método de Regresidn, que es el de uso mas
generalizado. Las opciones del método no tiene efecto alguno cuando se ha sefialado componentes
principales como método de extraccidn, ya que en ese modelo factorial las puntuaciones factoriales no
son estimadas sino calculadas directamente a partir de las variables originales.
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Guardar como variables.- Activando esta opcién se guardan automaticamente en el Editor de datos las
puntuaciones factoriales estimadas para cada sujeto en cada uno de los factores obtenidos en la
solucién factorial.

Para ello, el SPSS crea en el archivo de datos activo tantas variables nuevas como factores contenga la
solucién factorial. Si no se selecciona esta opcidn no es posible acceder a los métodos de estimacion
de las puntuaciones factoriales.

Regresion.- Método de estimacion de las puntuaciones factoriales en el que las estimaciones
resultantes tienen una media cero y una varianza igual al cuadrado de la correlacién multiple entre las
puntuaciones factoriales estimadas y los valores factoriales verdaderos.

Las puntuaciones factoriales estimadas con este método pueden estar correlacionadas incluso cuando
los factores son ortogonales

Bartlett.- Método de estimacion de las puntuaciones factoriales en el que las estimaciones resultantes
tiene una media de cero.

Este método minimiza la suma de cuadrados de los factores unicos (es decir, minimiza la unicidad
correspondiente a cada una de las variables incluidas en el analisis).

Anderson-Rubin.- Este método de estimacion es una modificacion del método de Bartlett que asegura
la ortogonalidad de las puntuaciones factoriales estimadas. Las estimaciones resultantes tienen una
media de cero, una desviacion tipica de uno y son independientes entre si (incluso en el que se haya
solicitado una solucién rotada oblicua).

Mostrar matriz de coeficientes de las puntuaciones factoriales.- Esta opcidn permite obtener una
tabla con los pesos o ponderaciones necesarios para calcular las puntuaciones factoriales a partir de
las variables originales. Esta opcidn se encuentra desactivada por defecto. Por tanto, para obtener la
matriz de coeficientes no basta con solicitar las puntuaciones factoriales.

Andlisis factorial: Opciones

Walores perdidos
©F R ista El cuadro [Opciones] permite controlar algunos aspectos
E | . - % - - - H
2 e relacionados con le tratamiento que deben recibir los valores
) Beemplazar por la media

perdidos y el formato en las tablas de resultados que genera
el Visor de resultados.

Formato de visualizacion de los coeficientes
[] Ordenados por tamafio
[ ] Suprimir walores absalutos menores que:

Excluir casos segun la lista.- Es la opcién por defecto.

Se excluyen el analisis los sujetos que tengan valores perdidos en cualquiera de las variables
trasladadas a la lista de variables. Es el tratamiento mas consistente de todos: sélo se incluyen en los
analisis los casos completos (es decir, los casos con puntuacion valida en todas las variables
seleccionadas). Sin embargo, conviene tener en cuenta que esta forma de tratar los valores perdidos
puede suponer la pérdida de un gran nimero de casos y la consiguiente reduccién del tamafio efectivo
de la muestra.

Excluir casos seglin pareja.- Los sujetos con valor perdido en una variable se excluyen del analisis sélo
para el calculo de los estadisticos en los que esté implicada esa variable.

Este método permite aprovechar mas cantidad de informacién que la anterior, pero, puesto que no
todas las correlaciones se calculan sobre el mismo nimero de sujetos, podrian obtenerse matrices de
correlaciones inconsistentes imposibles de analizar posteriormente.
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Reemplazar por la media.- Los valores perdidos de una variable se sustituyen por la media de esa
variable. Si en una variable existen muy pocos casos con valor perdido, reemplazar el valor perdido por
la media no constituye un problema importante. Pero en la medida de que el nimero de valores
perdidos aumenta, la sustitucidn por la tiene el efecto de centrar las variables disminuyendo su
variabilidad.

Ordenados por el tamafio.- Esta opcidn sirve para ordenar las variables de las tablas de resultados en
funcién de la magnitud (en valor absoluto) de los coeficientes de esas tablas (saturaciones,
correlaciones, etc.). La ordenacion se realiza de forma ascendente: primero las variables con
coeficientes mas altos. Si no se marca esta opcion, las tablas muestran las variables en el mismo orden
en el que han sido trasladadas a la lista de Variables del cuadro de didlogo de Analisis factorial

Suprimir valores absolutos menores que.- Esta opcidn permite suprimir de las tablas de resultados los
coeficientes cuyo valor absoluto sea menor que el valor establecido en el cuadro de texto.

El valor por defecto es 0,10, pero este valor puede cambiarse introduciendo un valor distinto.

Esta opcion es de gran ayuda: al desaparecer de la tabla los coeficientes excesivamente pequenos (en
valor absoluto), se facilita notablemente la interpretacion de los resultados.

B Andlisis factorial
| #3502 | Ea'i;ﬂ?“
St
S
Precipt ~ .
[ 9 Una vez sefialadas las opciones, en la pantalla
& Vierto adjunta basta con pulsar [Continuar] para que el
Visor SPSS nos facilite los resultados.
\-"arialqle de §elec_ci0'n:
I Descriptivos... ] [ Estraccidn. .. ] [ Rotacidn... I
[F‘gntuaciones...] [ Opciones. .. ]
Estadisticos descriptivos
Desviacion
Media fipica M odel andlisis
\ . . . Temp 55 TH34 722772 41
Se obtienen las medias y desviaciones ! '
l i y X Emp 463,0876 553,47395 41
tipicas de cada variable en estudio. Fob B08.6098 | 57911302 41
Precipt §,4439 1,42864 41
Dias 36,76HE0 11,77155 41
vienta | 113,8024 2650642 41
Matriz de correlaciones®
Temp Emp Fahk FPrecipt Dias Yiento
Correlacion Termp 1,000 -,190 -,063 -,380 386 -,430
Ermp -,190 1,000 955 238 -03z 132
Fok -,063 955 1,000 213 - 026 04z
Frecipt -,350 238 213 1,000 013 164
Dias 386 -,032 -, 026 013 1,000 486
wignto -, 430 132 042 164 496 1,000
Sig. (Unilaterall  Termp 17 349 01z 006 ooz
Ermp A17 ,ooa 0BT 420 206
Fob 348 .0aa 081 436 387
Precipt 012 067 091 A2 183
Dias 008 420 436 A58 oo
wiento 002 208 397 183 oo

a. Determinante = ,014
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Matriz de las correlaciones con la significacion de cada componente.

Para que se puede realizar el ACP, es necesario que las variables presenten factores comunes. Es decir,
gue estén muy correlacionadas entre si.

Los coeficientes de la matriz de las correlaciones deben de ser grandes en valor absoluto.

Se obtienen los componentes principales a partir de la matriz de correlaciones para emplear las mismas
escalas en todas las variables.

En este caso, segln se observa en la parte inferior de la matriz de las correlaciones, el valor del
determinante es 0,014

KMO v prueha de Bartlett

B TIT T Test de esfericidad de Barlett.- Para comprobar

Kaiser-Meyer-Olkin. 365 | que las correlaciones entre las variables son
N _ distintas de cero de modo significativo, se
Prueha de esfericidad Chi-cuadrado . . .
A6 Bartlot aproximado 159,231 [ comprueba si el determinante de la matriz es
gl 15 | distinto de uno, es decir, si la matriz de
Sig. oo | correlaciones es distinta de la matriz unidad.

Si las variables estan correlacionadas hay muchos valores altos en valor absoluto fuera de la diagonal
principal de la matriz de correlaciones, ademas, el determinante es menor que 1 (el maximo valor del
determinante es 1 si las variables estan incorreladas).

El test de Barlett realiza el contraste:

El determinante de la matriz da una idea de la correlacién generalizada entre todas las variables.

El test se basa en la distribucién y* de Pearson. La Prueba de Bartlett presenta un

p-valor = 0,000 < 0,05 por lo que se rechaza la hipétesis nula, concluyendo que existe relacién entre
las variables.

Por otra parte, la medida de la adecuacién muestral de Kaiser-Meyer-Olkin contrasta si las
correlaciones parciales entre las variables son suficientemente pequeiias. El estadistico KMO varia
entre 0y 1. Los valores pequefios indican que el analisis factorial puede no ser una buena idea, dado
gue las correlaciones entre los pares de variables no pueden ser explicadas por otras variables.

Los menores de 0,5 indican que no debe utilizarse el andlisis factorial con los datos muestrales que se
estan analizando.

Comunalidades

Inicial Extraccidn

Temp 1,000 Baz

La Comunalidad asociada a la variable j-ésima es Ernp 1,000 968
la proporcidn de variabilidad de dicha variable Faob 1,000 474
explicada por los k factores considerados. Precipt 1,000 424
Dias 1,000 941

Yiento 1,000 Baa

Método de extraccidn: Analisis de Componentes principales.

Equivale a la suma de la fila j-ésima de la matriz factorial. Seria igual a O si los factores comunes no
explicaran nada la variabilidad de una variable, y seria igual a 1 se quedase totalmente explicada.

Portal Estadistica Aplicada - Analisis de Componentes Principales 17



Varianza total explicada

Sumas de las saturaciones al cuadrado
Autovalores iniciales de |3 extraccian . .
T BT La varianza asociada a cada

camponente Total varianza | % acurulado Total varianza | % acurmulado factor se utiliza para
1 2196 36,603 36,603 2,196 36,603 36,603 . P
2 1,600 | 24,999 §1,602 1,500 | 24,899 s1502 | determinar cuantos factores
3 1,395 23244 84,846 1,385 23244 84,846 deben retenerse.
4 TEO 12670 97,516
] 1148 1810 95,426
4 034 a7 100,000

Método de extraccion: Andlisis de Componentes principales.

Los tres primeros factores tienen todos varianzas (autovalores) mayores que 1, y entre los tres recogen

el 84,846% de la varianza de las variables originales.

¢

El primer componente se le podria etiquetar como calidad de vida con valores negativos altos en

empresas y poblacién indicando un entorno relativamente pobre.

variables precipitaciones y dias.

temperatura y la cantidad de lluvia.

El Grafico de la varianza asociada a cada
factor se utiliza para determinar cuantos
factores deben retenerse.

Tipicamente el grafico muestra la clara
ruptura entre la pronunciada pendiente
de los factores mas importantes y el
descenso gradual de los restantes (los
sedimentos

El segundo componente se puede etiquetar como tiempo himedo, y tiene pesos altos en las

El tercer componente se podria etiquetar como tipo de clima y esta relacionado con la

Grafico de sedimentacién

254

2,0

n
1

Autovalor

=1
1

0,59

0,09

T T T T
3 4 ) ]

Numero de componente

Otra opcion es utilizar el criterio de Kaiser, que consiste en conservar aquellos factores cuyo autovalor
asociado sea mayor que 1.

Saturaciones factoriales:

Matriz de componentes®

Componente
1 2 3
Temp -, 489 - 1586 793
Emp JH0E -, 206 aad
Fokb R=lala] - 272 A14
Precipt 824 JE0 -,351
Dias - 080 JB3 Ralely
Yiento ,3h3 JBET - 1110

Método de extraccidn: Analisis de componentes principales.

a. 3 componentes extraidos
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Correlaciones reproducidas

Temp Emp Pab Precipt Dias Yiento

Correlacion reproducida Temp 892k - 185 - 048 -,560 383 -,395
Emp - 1485 RelafeLd 964 324 -, 020 06
Poh -,048 965 arab 260 -013 Jzo
Precipt -,560 328 260 A24b -114 362
Dias 383 -,0z20 - 013 - 114 ,941b a74
Yienta -,3495 06 020 362 Aa74 ,aagh

Residuala Temp -035 - 014 210 003 -034
Emp -035 -010 -,091 -013 J26
Poh -018 010 -na7 -013 22
Precipt 210 -.081 -047 06 - 1498
Dias 003 - 013 - 013 106 - ova
Yienta -035 026 02z -1498 -078

Método de extraccidn: Analisis de Componentes principales.

a. Los residuos se calculan entre las correlaciones observadas v reproducidas. Hay 5 (33,0%) residuales
no redundantes caonvalores absolutos mayores que 0,04,

b. Comunalidades reproducidas

En la diagonal de la matriz reproducida se encuentran las Comunalidades finales.

Junto con la matriz de correlaciones reproducidas se muestra la matriz de correlaciones residuales, la
cual contiene los residuos, es decir, las diferencias entre las correlaciones observadas y las
correlaciones reproducidas.

Si el modelo es el correcto, el nimero de residuos con valores elevados debe ser minimo.

Representacion tridimensional de las saturaciones factoriales para los tres primeros factores:

Grafico de componentes

e Wiento
e Dias ©
o

o™
@ 05 ;
E Precipt
@ o
g ] Lemp Emp
o
5 :

.05+ Pob
O 0,5
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Se realiza un analisis de regresion de la variable SO, sobre los tres factores. Para ello, en SSPS:

usa.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS

Archivo  Edicidn  Yer Datos  Transformar Graficos  Ublidades  Yentana 7
& % [ p b #A Infarmes ("
[% E e Estadisticos descriptivos 3
2:FAC2_ 1 0,274  Tablas 3
502 I Temp Compat &, miedis r I Precipt Dias )
Modelo lineal general 3
1 g 10,00 | 7_ Modelos lnesles generalizadas » © 6,00 | 7,05 |
13,00 6 Modelos mixtos 8,20 48,52
12,00 | 5 Correlaciones - 2 70 2066 |
1 1 'n 1
3 n curvilinea.. . 95
Ml Regresion lineal 37
b binaria, ., ]
& Tem i Be Evlale) o B =l
& Emp \:| | ¢ 502 ks a9
#rob b [ Peox | i
._ Siguiente Restablecer | §...
&) D.ias Independientes: -w rrponsere e = .
?Vlenlo | F-&E;:Am . . =l cuadrados en dos Fases. ., 34 |
REGR factor score 1) - h -Ayuda 44
& REGR factor scare 2| SR 1 | enta éptirnn... ) '
& REGF factor scare 3 &FAClW_ M LA 3’8,74.
Meétodn: Intraducir | 11,20 | 30,85 |
12,70 30,58
¥anable de seleccidn: ) 230 43,11
\:J = 8,40 56,77
] s 9,60 41,31
14,10 30,96
:F‘onderacién MCP: 10,60 I 25.94 I
E L 10,00 37,00
Estadisticos... [ Graficos... ] [ Guardar,.. ] [Qpciones ] 9,50 35,89
[ <

Regresion lineal: Estadisticos | | Regresidn lineal: Opciones

Coeficientes de regresidn Aijuste del modelo Criterios del método por pasos

[] Cambio en A cuadrado (%) Usar probabiidad de F
: BE | Salida |10

[ Intervalos de confianza [ Descriptivas Entrada:

[ Matriz de covarianzas [] Comelaciones parcial y semiparcial O Usar valor de F

[ Diagnésticos de colinealidad

Residuos

; Incluir constante en la ecuacidn
Durbin-4 atzon

Walores perdidos
Diagndsticos par caso : S

[ Disg BRLE () Excluir casos sequin lista

() Exeluir cagos seqdin pareja

(&) Beemplazar por la media

La salida del visor de SSPS muestra:

Resumen del modelo®

R cuadrado Errar tip. de la Durhin-
mModeln R F cuadrado carregida estimacion Watson
1 6472 418 371 1861510 1,926

a. Variahles predictoras: (Constante), REGR factor score 3 for analysis 1, REGR
factor scare 2 foranalysis 1, REGR factor scare 1 far analysis 1

b, Variable dependiente: 502

El estadistico de Durbin-Watson de 1,926 deja claro la no autocorrelacién de los factores.

ANOVAR
Suma de Media
Modelo cuadrados ol cuadratica F Sig.
1 Regrasidn 9216,590 3 07297 8,866 ooo4
Residual 12821,313 a7 346,522
Total 22037,902 40

a. variables predictoras: (Constante), REGR factor score 3 far analysis 1, REGR
factor score 2 faranalysis 1, REGR factor scare 1 for analysis 1

b. Variable dependiente: 502
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Coeficientes®

Coeficientes
Coeficientes no estandarizad
estandarizados 0s
Modelo B Errar tip. Beta t Siiy.
1 (Constante) 30,0448 2,907 10,336 ,onn
REGR factor scaore
1 for analysis 1 14,917 2,943 B35 5,068 ,onn
REGR factar scaore
3 for analysis 1 2777 2,943 18 943 3482
REGR factor scaore
3 for analysis 1 A48 2,943 0149 1482 880

a.%ariable dependiente; 502

SO, = 30,049 + 14,917 (factor score 1) + 2,777 (factor score 2) + 0,448(factor score 3)

La cantidad de SO, se explica claramente mediante el primer componente de calidad de vida (con
valores negativos altos en empresas y poblacién indicando un entorno relativamente pobre).
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f} ANALISIS ACP CON SPSS
i

El Andlisis de Componentes Principales (ACP) tratara de representar "de forma clara y ordenada", la
variedad de los comportamientos observados en un conjunto de nindividuos mediante un conjunto de p
variables.

Buscara un nuevo sistema de ejes coordenados, ordenados (nuevas variables de referencia que
llamaremos componentes principales) con el que poder apreciar y analizar mas claramente la diversidad
de comportamiento reflejada en los datos. Para ello, determinara como primer eje coordenado la nueva
variable (primera componente principal) que explique la maxima variabilidad (diversidad) posible de los
datos observados, para proceder secuencialmente y de forma andloga a determinar los sucesivos ejes
coordenados (sucesivas componentes principales) a partir del resto de la variabilidad (diversidad) de los
datos, alin no explicada por los anteriores.

El ACP tratara de responder a la pregunta éen qué sistema de nuevos ejes coordenados podriamos
apreciar de una forma mas clara y ordenada la diversidad de informacién?

Representando por (X, X,, -+ , X;) las variables originales, el objetivo es pues, encontrar unas nuevas
variables 'componentes principales', (Z,,Z,, -+ ,Z;), que expliquen ordenadamente y de una forma
mas clara la variabilidad de los datos.

Parece légico determinar la primera componente principal Z, como aquella que vaya en la direccién de

maxima variabilidad de los datos y que, por tanto, explicara la mayor diversidad entre los datos; ya que
los datos se dispersan de una forma maxima justamente en esa direccion. Esta direccidn, pues, nos
informard mucho del comportamiento mas diversamente llamativo de esa nube de puntos.

De otra parte, obsérvese que para que estas nuevas variables de referencia (nuevo sistema de ejes
coordenados) permita una representacion “clara” de la realidad, deberiamos pedir l6gicamente que
estuviesen incorrelacionadas para que cada nueva variable informara de aspectos diferentes de la
realidad y asi facilitar la interpretacion.

Sefalar que nubes de puntos inclinadas indicaban correlacién entre variables y que nubes de puntos
paralelas a los ejes indicaban incorrelacién entre variables, por lo que la incorrelacion entre las nuevas
variables de referencia (componentes principales) se conseguira cuando se tomen paralelas a los ejes
principales de la nube de puntos. Ello nos induce a pensar que si la nube de puntos es lo suficientemente
regular (aproximadamente elipsoidal), la direccidn de las componentes principales deben ser ejes
ortogonales.

Asi pues, la variable Z, debera ser la variable que, siendo ortogonal a Z,,
tenga la direccién de maxima dispersién de las restantes. Asi aportara una
informacion adicional del resto de la variabilidad de los datos y que no
quedaba explicada por la direccidn Z, (ndtese que existe toda una gama

de individuos con un mismo valor para Z, que pueden presentar diferentes
valores para Z,).

Secuencialmente, las sucesivas componentes principales irdn perdiendo importancia explicativa de la
diversidad o variabilidad de los datos, ya que se extienden en direcciones de cada vez menos dispersion.
Esto se acentuara mas cuanto mayor sea la correlacidn entre las variables originales.
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Z,  Cuanta mayor dependencia haya entre ellas, mds alargada sera la

. nube de puntos en alguna direccion y mas estrecha en alguna

**1 direccién perpendicular (suponiendo siempre que la relaciéon entre
ellas fuera lineal).

En el caso limite de que esa regresion fuera perfecta, y por tanto todos los puntos estuvieran sobre
el hiperplano, la componente principal perpendicular al hiperplano no aportaria ninguna
informacion porque no habria variabilidad en su direccién. Es en estos casos cuando vamos a
conseguir una reduccion efectiva de la dimensidn de nuestro problema, al poder obviar o suprimir
las componentes principales que no aportan informacidon sobre la diversidad.

Asi que, como consecuencia del proceso, el ACP no sélo encuentra ordenadamente las direcciones
gque mejor explican la variabilidad de esa nube de puntos, sino que también en el caso de que haya
informacion redundante, permitird prescindir de alguna de las ultimas componentes, bien porque
estrictamente no expliquen nada acerca de la variacion de los datos, o bien porque expliquen una
cantidad despreciable de la misma, consiguiendo simplificar el problema mediante la reducciéon
efectiva de la dimensién del mismo.

El estudio de las Componentes Principales con SPSS se realiza a través del Andlisis Factorial, el cual
intenta identificar variables subyacentes, o factores que expliquen la configuracion de
correlaciones dentro de un conjunto de variables observadas.

Para que éste procedimiento estadistico tenga sentido, es necesario que entre las variables de
estudio haya una estructura importante de correlacion, es decir, es necesario que las variables han
sido observadas estén relacionadas entre si.

Eitor de dotosspss
insfarmar 'A_lqél?z; araficos  Utlidades  Ventana 7
i - Informes » ;
._!_.'EJ.EE Estadisticos descriptivos __F@v_@il
i48 Tablas
Comparar medias
nom : tm16a te1664a tmi . . .

adeHorliy & 1 T mui; Tl En SPSS, el procedimiento que permite realizar el

2 odelos mixkos visa P sre e . ,
o correlaiones 14786| 41267 | Andlisis Factorial se encuentran en el submenu

i 2033 8420 .z . .

— 1015  4094] Reduccidn de datos del menu Analizar:
T Clasificar 4 T

Reduccidn de datos

Escalas

Pruebas no paramétricas
Series kemporales
Supervivencia
Respuestas mulkiples

4
]
L4
(4
4
]
3
4
b
¥
4
(4
{3
4
3

Analisis Factorial, ..
Andlisis de correspondencias. ..
Escalamiento dptimo, ..

Al hacer 'clic' en la opcién, aparece el cuadro
de didlogo adjunto donde aparecen todas las

opciones que permite este procedimiento.

Se seleccionan las variables que vayan a ser
incluidas en el analisis.

Analizar/Reduccién de datos/Analisis factorial

> totald1
& tm1Ba
> telBRda
& tmE5a
# mika
# elbBda
& mEBa
4 tactiv
a\} tagr

& tind

L]

=iF)

Descriptivos... |

Wariables:

Restablecer

G|
Cancelar I
|

Apuda

Warable de seleccion:

Extraceidn... !

Ratacidn... l

Puntuaciones... l

Opciones. . |
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Anilisis Factorial: Descripti

r Estadisticos—————
™ Descrptivos univariados

Cantinuar

Cancelar

En la opcidn [Descriptivos] figuran una serie de medidas.

v Solucidn inicial
! Ayuda

BlElE,

Desde la practica, la prueba de esfericidad de Bartlett contrasta

r Matriz de conelaciones

si la matriz de correlaciones es una matriz identidad, lo cual I™ Coeficientss I™ Inverss
indicaria que el modelo factorial es inadecuado. I Niveles de signficacion I Reproducida
[~ Determinante [ Antiimagen

[ KMO v prusha de esfericidad de Bartlett

El estadistico de Bartlett se obtiene a partir de una transformacién x> del determinante de la matriz de

correlaciones y cuanto mayor sea, y por tanto menor el nivel de significacién, mas improbable es que la
matriz sea una matriz identidad y mas adecuado resulta el andlisis factorial.

La medida de la adecuacion muestral de Kaiser-Meyer-Olkin (Coeficiente KMO) contrasta si las
correlaciones parciales entre las variables son pequefias, toma valores entre 0y 1, e indica que el
andlisis factorial es tanto mas adecuado cuanto mayor sea su valor.

Asi, Kaiser propuso en 1974 el siguiente criterio para decidir sobre la adecuacion del anélisis factorial
de un conjunto de datos:

0,9 <KMO <1,0 = Excelente adecuacién muestral.
0,8 <KMO £0,9 = Buena adecuacién muestral.

0,7 <KMO £0,8 = Aceptable adecuacion muestral.
0,6 <KMO < 0,7 = Regular adecuaciéon muestral.

0,5 <KMO <0,6 = Mala adecuacién muestral.

0,0 <KMO £0,5 = Adecuacién muestral inaceptable.

Analisis factorial: Extraccion

Métoda: !Eomponentes principales ;j

ek L omponentes principales

. |Min. cuadrados no ponders

" Matriz tin. cuadrados generalizac
b Sxirna wverosimilitud

Continuar

Cancelar

k b oztrar—
v Solucidn factorial sin ratar

En la opcidn [Extraccidn] figuran los
métodos de extraccion de factores que Sy

R .. AR £ ctorizacion de ejes princi
realiza el SPSS: Componentes principales, 7 dndlisis Alia -
— Extraer

Maxima verosimilitud, Minimos cuadrados Gy
no ponderados, y algunos mas. P o o

Apyda

Blil],

[ Gréfico de sedimentacidn

M® maximo de iteraciones para convergencia: 125

Analisis Factorial: Extraccion

| Se especifica el andlisis se aplicar a una
matriz de correlaciones o a una matriz de

Metodo: | Componentes principales j

BlEl,

—Analizar | Mostrar- e covarianzas.
% Matriz de conelaciones ¥ Solusidn Factorial sin rotar d I . 'oriori' el ni d
T Se puede seleccionar 'priori' el nimero de
" Matriz de covariarza . W Gréfico de sedimentacicn s factores que se desea extraer, o aﬁadir
-~ Extraer alguna condicidn genérica que permita
Gl ks ] extraer sélo aquellos que verifiquen una
[Latmen e s [ determinada condicién (usualmente se

eligen aquellos factores cuyos autovalores
| sean superiores a la unidad).

2 maxima de iteraciones para convergencia: I25

Se puede mostrar la solucidn factorial sin rotar, asi como el grafico de sedimentacion (criterio grafico
para la posterior decisién del nimero de factores a extraer).
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Analisis factorial: Puntuaci

V¥ Guardar coma variables Con el botdn [Puntuaciones] se pueden almacenar las
Métada- T I puntuaciones factoriales obtenidas a partir del analisis
" Regresién factorial en el area de trabajo del fichero de datos, es
& Bartlett Apuda |

decir, se puede afiadir m nuevas variables que

" Anderson-Fubin ,
representen los m factores extraidos.

¥ Mostrar matiiz de coeficientes de las punt. factariales

La matriz de coeficientes de las puntuaciones factoriales muestra los coeficientes por los cuales se
multiplican las variables para obtener las puntuaciones factoriales.

Analisis factorial: Rotacion

x|
- Metodo -I:Dntinuar
Con la opcién [Rotacidn] se puede elegir no rotar la & Hinguno  Cuartimas !
«r '] . . 2 ANCENET
solucidn inicial obtenida, o elegir alguno de los " Warimax " Equamax —I
. i ik @ Ayud
métodos de rotacién que aparecen. _D'_J"”"”ld'Lm _Pmma”'_ s |
[Feltar |0 Kappa: |4
Ademas, se pueden representar las variables
. s ; . — Mostrar
observadas en funcion de los factores extraidos, si e e o :
.. s p . I#  Selucion ratada [T Graficos de saturaciones
se solicitan los Graficos de saturaciones.
HE masimo deteraciohes para conyErgencla 25

Analisis factorial: Dpciones Con la opcion [Opciones] de Valores perdidos se
Waloresperdidos—————————— [ Contnuar puede elegir 'Excluir casos segun lista', 'Excluir casos

Dok Eseerveut cancelsr || S€8UN pareja’ o 'Reemplazar por la media'.

™ Excluir cazos seqin parsja

e R En Formato de visualizacion de los coeficientes, se
puede elegir 'Ordenados por tamano'y 'Suprimir

- Formato de visualizacion de los coeticientas | bsolut ' dond d

[ Bidenadosnotar o va o.res abso u. ?S men(,)r.es que en. gn e se puede

I St vhiis sbsoliios eneres aie o elegir una opcién numérica para eliminar aquellos

valores que tengan un numero menor al seleccionado.

il
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En el fichero de datos Comarcas de Guadalajara (Guadalajara.sav) para un analisis
de componentes principales se incluyen las siguientes variables:

Agri: Porcentaje de la poblacién que trabaja en el sector agricola.
Asal: Porcentaje de la poblacidn asalariada.

Cons: Porcentaje de la poblacidn que trabaja en el sector construccion.
Emp: Porcentaje de la poblacion que posee su propia empresa.

Ind: Porcentaje de la poblacion que trabaja en el sector industrial.
M16a: Porcentaje de la poblacién de 16 afios 0 menos.

M65a: Porcentaje de la poblacién de 65 afios o mas.

Serv: Porcentaje de la poblacién que trabaja en el sector servicios.
Tactiv: Tasa de poblacion activa.

[ Comarcas_de_Guadalajora - Editor de datos SPSS

Archivo  Edicidn  Ver Datos Transformar  Analizar  Gréficos Ltilidades Ventana 7

F@|&| B o] ) =|k| o Fl SEE S 2
ficodge 46
codigo nombre I totaf21 | Imi6a ]'. 1e1B64a | Imb5a |
1 46|Azuqueca de Henares 11624 3000 7721 903
2 130 |Guadalajara | B3649] 14705 41267 | 7597 |
3 20 |Comarca20 | arsz2| 2033 8420 4299 |
4 30 Comatca3l | 7232 | 1015] anga| 2173
g 50 |Comarcas0 | 802| 4490 16295 B017 |
6 180 |Comarcals0 | 10324 1169 &830| 3325
7 250|Comarca250 | 1210]  1315]  6189] 3706

[[f] Comarcas_de_Guadalajara - Editor de datos SPSS

Archive Edicion Ver Datos Transformar | analizar Graficos Utibdades Ventana 7

- » T
=|@|@] B o] Bl el it oo + |20
i‘l:wcﬁgn 03 Tablas »
codigo nom m:ndm::ud : I tmiba ] 1216643 | tmGE
1 4B ﬁzuqueca de_Her AR vl _381]]|__?f21 o
2 130 | Guadalajara Conelaciohas » 14785 | 41267 | 7
3 EDECumarcaZU Regresiin » |l ' '
4] 30|Comarca30  Logineal el
5 50 |Comarcadl Clasificar b
B i 150 Cumarca_15[] .|-f'--'| de dakos
7| oR0[ComarcaZi) O e
- Series temparsles ’ -
= Supervivencia ’ !
10 Respuestas mitiples !
| |

+ Analisis factorial i x|

> e1564a 4] Yarigbles:

> tagr @ agri =

@ tind @ asal ik

A teons @ cons Restablecer

A b E > emp

c,-> = ® g Cancelar

> temp “#> m1Ba Auuda |

> tazal & mB5a

B botrog b sery 7|

@ atros Yariable de zeleccidn:

“#» comarca ] E [ Wil |
Diescriptivos. . | Estraccion... | Ratacion. .. |

FPuntuaciones... | Opciones... |
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Analisis factorial: Descriptivos

~Estadisticos ————————

W Descriptivos univanados

BlElE,

7 Solucian iricial Cancelar Se seleccionan: Descriptivos univariados, Solucion inicial,
Ayuda Matriz de Coeficientes y el test KMO y prueba de

i e co el s esfericidad de Bartlett.

Ml L e Basta presionar el botén [continuar] para proseguir con el

[ Miveles de sigrificacidn [ Reproducida anélisis

[ Determinants [ Anti-imagen
¥ EMO y prueba de esfericidad de Bartlett

Analisis factorial: Extraccion

x|
Metodo: [Componentes principales =)
~ &nalizar  Mostrar-
Se elige Matriz de correlaciones y & Matiz de conelaciones e e | ]
Autovalores mayores que 1. " Matriz de covanianza ¥ Gréfico de sedimentacidn ﬂl
En Mostrar: Solucién inicial sin rotar y - Evrar

(& 2y tovalores mayores que: |1

Grafico de sedimentacion.
€ Mimero de factores: |

M2 maximo de iteraciones para convergencia: I25

Andilisis Factorial: Rotacion

Ila

— Método

% Minguno € Quartimax

£ Warimax " Equamax ml . ) .

€ Oblmindiecta ¢ Promax #uds | | Cada uno de los métodos tiene su aplicacién, y
Dz [o Kappa [ dependera del caso en el cudl se encuentre, para

- Mostrar decidirse por uno u por otro método.

¥ Sollcidn ratads [™ Grdficos de saturaciones

M2 raxima deteraciones pata coryeaensia; I:.'F-

Analisis Factorial: Puntuacione

Se selecciona la opcién de Guardar como variables, a IV Guardat comg variables
A A i ~ Métada

través del método de Regresion. e Cancelar |

Basta dar un [clic] en el botén de [Continuar] y todo lo " Bartlett Apuds |

elegido queda guardado. " Anderson-Rubin

™ Mostrar matriz de cosficientes dalas punt. factariales

Analisis factorial; Opciones ] x|

—Walores perdidos -Euntinuar

" Excluir casos seqin lista k . . .

P Lo Cancelar | Se elige Excluir casos segun lista.

" Reemplazar por la media Apurda | Hacer [clic] en Ia OpCién [continuar].

- Farmato de visualizacidn de los cosficisntes Queda todo previsto para desarrollar el ACP
[~ Oidenados por tamafio

I™ Suprimir valores absolutos menores que: 10

Portal Estadistica Aplicada - Andlisis de Componentes Principales 27



i Analisis factorial

Wariables:

> e1B64a -] Aceptar
: ‘ :
B tagr A agn -
“# tind & azal El
A teons @ cons Restablecer
A b E > emp
q\}) tocup @ ind ﬂ
@ temp #mika Ayuda I
> tazal & mB5a
@ tatros G mAm e
'-@> atros Yariable de zeleccidn:
> comarca j E
Diescriptivos. . | Estraccion... | Ratacion. .. |
FPuntuaciones... | Opciones... |

i,

El visor de resultados del SPSS muestra todos
los cuadros, graficos y resultados del analisis
solicitado. En este caso, un Analisis Factorial
con el Método de Componentes Principales.

El primer cuadro presenta los Estadisticos
Descriptivos, con la media y desviacion tipica
de cada una de las variables en estudio.

Comunalidades

Inicial Extraccidn
AGRI 1.000 863
ASa 1.000 Jasa
CONS 1.000 03
EMF 1,000 Aa7e
IMD 1.000 27
11164 1.000 a7
ME5A 1,000 JEs
SERV 1.000 B85
TACTIV 1,000 JBaz

Método de extraccidn: Andlisis de Componentes principales

Estadisticos descriptivos

Seleccionadas todas las opciones, se hace
[clic] en el botdn de [Aceptar] y SPSS genera
toda la informacién solicitada.

Desviacidn
Media tipica N del analisis
AGRI 19,0443 12,22738 [
ASAL 65,3586 15,14112 [
COMS 14,3286 418580 [
EMP 311314 14,09154 7
IMD 24 2400 10,18694 7
M 6A 16,6643 5,69981 T
MESA 237043 10,12656 T
SERV 42 3857 8,21876 [
TACTIV 41,01 8,465 T

Varianza total explicada

Las Comunalidades aparecen al principio, y son muy altas
(cercanas a 1), con lo cual se afirma que las variables

guedan muy bien explicadas a través de las componentes
extraidas.

. Autoval inicial Sumas de las saturaciones al cuadrade de
Cuadro de la varianza AUHREORS Mo es I3 extraceion
total explicada de cada % de la %de |3
, Campananta Tatal wananza % acumilada Tatal varnanza % acumulada
componente y cuales 1 7.045 78277 78.217 7,045 78277 7H2TT
son las componentes 2 1,354 15,046 93,323 1,354 15,046 93323
. , 3 448 4,978 83,300
que han sido extraidas » i g Ay
(aquellas cuyos 5 030 330 89,926
autovalores superan 6 aar 74 100.000
| idad T 6435E-16 | 7,150E-15 100,000
a unidad). B 9.622E-17 | 1,089E-15 100,000
B 1,302E-16 |_-1.447E-15 100.000

Kétodo de exraccidn; Analisis de Componentes prncipales.

Entre las dos primeras componentes extraidas se acumula el 93,323% de la variabilidad de las variables

originales.
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Grafico de sedimentacion

1 2 3 M 5 & 7 a 8
MUmero de components

Malriz de componentes (a)

En el Grafico de Sedimentacién (herramienta
grafica para la decision del niUmero de
componentes que hay que seleccionar) se visualiza
que la seleccién de dos primeras componentes
parece ser adecuada, pues a partir de la tercera
componente no es muy acusada la pendiente de la
representacion gréfica de los autovalores

Componente
. 1 2
La Matriz de Componentes que aparece en la

salida se denomina Matriz de Cargas o AGRI 974 ~121
Saturaciones Factoriales, indica la carga de fens /983 238
. ! 8 CONS - 458 774
cada variable en cada factor, de forma que EMP 986 053
los factores con pesos factoriales mas IMD 869 414
elevados en términos absolutos indican una M15% 980 137
relaciéon estrecha con las variables MAnk ~orB <118
) SERV (G0 - 729
TACTIV 845 - 023

Método de extracclon: Andlisis de componentes principales.

(a) 2 componentes extraidos

Se puede expresar cada variable en funcién de los factores.- Haciendo una combinacidn lineal de ellos
utilizando sus cargas factoriales respectivas. De este modo, se puede expresar la variable Agri en

funcién de las dos componentes extraidas: Agri=-0,974 F, — 0,121F,

A partir de las Cargas Factoriales se calcula la Comunalidad de cada una de las variables, por ejemplo,
para la variable Agri: Comunalidad (Agri) = (-0,974)? + (-0,121)> = 0,963317 Indicando qué

cantidad de informacion original se conserva (96,33%).

El Grafico de Saturaciones (grafico de componentes
principales) visualiza la representacion gréfica de la
matriz de componentes analizados.

De la representacidn se extrae la explicacién de los
factores subyacentes, de manera que:

El primer factor es un factor de tipo econémico-
demografico, que se opone a las variables Agri, Cons,
Emp y M65a al resto.

El segundo factor es un factor de tipo ocupacional, y
separa los sectores en los que trabaja la poblacién.

ELEMENTOS DE ALGEBRA LINEAL
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Matriz

Una matriz de orden o dimensién n xp es una ordenacidn rectangular de elementos dispuestos en n
filas y p columnas de la siguiente forma:

a3 ap a1,
a a a
21 9% 2
A= P
an1 an2 anp

En general, para designar a una matriz se utiliza una letra mayuscula en negrita. Un elemento genérico
de la matriz A se designa mediante a;;, donde el primer subindice i hace referencia a la fila en que esta

situado el elemento, mientras que el segundo subindice j hace referencia a la columna.

Una matriz de orden 1x1 es un escalar.

1

) 1 3 4
Ejemplos: A= B=| 2
2 -5 6 5

N B W
co U1 &

Matriz transpuesta

La transpuesta de una matriz A de orden n x p es una matriz B de orden p x n, obtenida mediante el
intercambio de filas y columnas, de forma que a;; =b;;.

En general, a la matriz transpuesta de A se denomina A'

Ejemplos de traspuestas de las matrices anteriores:

2 1 2 -5
A': 3 —5 B': 3 4 2
6 6 5

Vector columna y vector fila

Un vector columna de orden n es una ordenacién de elementos dispuestos en n filas y 1 columna de la
siguiente forma:

3
2= a En general, para designar a un vector columna se utiliza una letra minuscula en
negrita.
a

n

Un vector fila de orden n es una ordenacién de elementos dispuestos en 1 fila y n columnas de la
siguiente forma: b =|:b1 b, - bn:|

El transpuesto de un vector fila es un vector columna: a'= |:a1 a, - an:|
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Matriz cuadrada

Se dice que una matriz es cuadrada si el nimero de filas es igual al nimero de columnas. Se dice que
una matriz cuadrada es de orden n si tiene n filas.

1 2 2
Ejemplo: C={4 3 7
5 6 8

Traza de una matriz

En una matriz cuadrada de orden n la diagonal principal esta formada por los elementos a;

(i=1,2, --- ,n).Latraza de una matriz cuadrada A, a la que se designa por tr(A) o por traza(A), es
la suma de los elementos de la diagonal principal. Es decir:

tr(A) = Zn:a”
i=1

Ejemplo: tr(C)=1+3+8 =12

Matriz simétrica

Se dice que una matriz cuadrada es simétrica si se verificaque A=A"

3 41
Ejemplo: D=4 3 5
1 5 8

Matriz diagonal

Se dice que una matriz cuadrada es diagonal cuando todos los elementos situados fuera de la diagonal
principal son nulos. Es decir, en una matriz diagonal se verifica que a;; = 0 cuando i # j.

La matriz diagonal es de la forma:

a11 0 b 0

0 a 0
A= 2z

0O o ap

Matriz escalar

Se dice que una matriz diagonal es escalar cuando todos los elementos de la diagonal principal son
idénticos. Es decir, en una matriz escalar se verifica que a;; =k para todo i.
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Matriz identidad

Es una matriz escalar en la que a;; =1, se le denomina |. Una matriz identidad genérica tiene la forma:

1 0 0
| 0 1 0
0 O 1

OPERACIONES CON MATRICES

Igualdad de matrices

La igualdad de dos matrices A =B se cumple si, y s6lo si, Ay B son del mismo ordeny a;; = b;; para

todo i y todo j. Para realizar la suma, las matrices A y B deben de ser del mismo orden.

Suma de matrices

La suma de las matrices Ay B de orden nxp esigual a otra matriz C, también de orden n x p, definida
de la siguiente forma: A+ B =C

Los elementos de la matriz C se obtienen: c¢;;=a;+ b;; Vi,]
) 2 -1 1 4 2+1 -1+4 3 3
Ejemplo: A= B= C= =
3 5 -2 6 3-2 5+6 1 1

Multiplicacién escalar

La multiplicacion escalar de una matriz A por un escalar A se efecttia multiplicando cada elemento de
A por A . El producto es designado por A A

2 3 2 3 8 12
Ejemplo: A=4 A= AA=4 =
4 1 4 1 16 4

Multiplicacién de matrices

Si A es una matriz de orden n xm y B es una matriz de orden m x p, el producto de estas dos matrices
es otra matriz C deorden nx p.

n
AB=C — Elemento genérico ¢;; = z:aikbkj
k=1

_311 a1z:| {bn by, I313} _ [(311 by, +a3,0,51) (83305, +a5,b5,) (a3 bys+ay, bzs)}
by, by, by (331011 +ayby1) (333015 +355b5,) (35 by3 +235;,by3)

1 g Ax1+2x7 4x9-2x2 4x1+2x6 18 32 16
|: 6j| =]13x1+5x7 3x9-5x2 3x1+5x6(=(38 17 33
2x1+6x7 2x9-6x2 2x1+6x6 44 6 38
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Determinante de una matriz

El determinante de una matriz cuadrada A, al que se designa por |A , €s un escalar que se obtiene por

la suma de n! términos, cada uno de los cuales es el producto de n elementos. Se obtiene mediante la
formula:

|A| = ziauaZk *tAng

En la expresién anterior cada sumando se obtiene permutando el segundo subindice. El signo de cada
sumando es + 0 — segun que el nimero de permutaciones realizado a partir de la ordenacién original
sea par o impar.

Si |A| = 0 se dice que u; u; la matriz A es singular.

a;; a
. i _ 911 d12| _
Ejemplos: |A| = = 133 ~ Ay 3y

A 3y

by, by, by
|B| =021 by byg| = by by byg + by by byg + by byzbiy — bygbyy byy — byzbgy byy — bygby, byy
by, by, b

Propiedades de los determinantes

(a) El determinante de una matriz cuadrada es igual al determinante de su traspuesta: |A|=|A'|

(b) El determinante del producto de matrices cuadradas es igual al producto de los determinantes de
cada una de las matrices: |ABC| = |A|[B||C|

(c) Si se multiplica una matriz A de orden n por una constante h, se verifica: |hA| = h" |A|

(d) Si una matriz A tiene dos filas, o dos columnas, idénticas o proporcionales, entonces |A| =0

Matriz inversa

La inversa de una matriz cuadrada A es una matriz B que verifica: AB=BA =1

En general, a la matriz B que cumple esta propiedad se le designa por A™%, con lo cual:
AA7T=ATA =]

4 1 4 2
Ejemplo: A{ } A'=[ } |A|=|AY=10
2 3 13

pa 13 1 [3/10 -1/10
10 |-2/10 4/10

alp_ 1] 3 -1][4 1] 110 o] [1 0O |
~10(-2 4|2 3] 100 10| [0 1]

. [4 1713 -1 1[4 13 -1] 1J10 o
AA 1= Sl = = =
2 3|]10(-2 4| 10/2 3||-2 4| 10{0 10

2 4
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Propiedades de las matrices

(@) Lainversa de un producto de matrices ABCesiguala (ABC) ™ =c'BtA™?

(b) La traspuesta de una inversa es igual a la inversa de la traspuesta: (A™?)'= (A")™

(c) El determinante de la inversa de una matriz es igual al reciproco del determinante de la matriz
1

original, es decir: |A‘1| = W

RAICES Y VECTORES PROPIOS

Determinacidn de las raices y vectores caracteristicos

Se plantea el problema de la determinacion de unos escalares (1) y de unos vectores (u;) tales que

satisfagan la ecuacion Au; = A, u;, donde A es una matriz cuadrada.

A los escalares (A;) que satisfacen la ecuacion se les denomina raices caracteristicas, y a los

correspondientes vectores (u;) se les denomina vectores caracteristicos.

Para las raices caracteristicas se utilizan también las denominaciones de valores propios o autovalores.
Para los vectores caracteristicos se utiliza alternativamente la expresién de vectores propios.
La ecuaciéon Au; =2, u; también se puede escribir como (A—2A,;l)u; =0

u; =0 trivial

Las soluciones de la ecuacién (A—A;l)u; =0 o, L
|A - 7»] I|= 0 ecuacion caracteristica de A

Resolviendo |A—7\.j I | =0 se hallan n raices caracteristicas )»j
A cada raiz caracteristica (autovalor) A; va asociado un vector caracteristico u;

Cada vector caracteristico (vector propio) u; puede multiplicarse arbitrariamente por una constante

sin afectar al resultado, dado que la matriz (A—2,1) es singular.

En muchas aplicaciones, para soslayar la arbitrariedad del resultado, se procede a normalizar cada
vector caracteristico imponiendo la condicion: u; u} =1

De todas formas, aun después de normalizar subsiste una arbitrariedad en el signo, de forma que si u;

es una solucion, (—u;) también lo es.

Es conveniente en muchas aplicaciones definir una matriz U en la que cada columna es un vector
caracteristico u;. Por tanto:

Uy Uy on Up = Uy

U= Y12 Uz o U ot U
= [ul u, u; un] =

U, Uy, =00 Uy oo Uy,
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Propiedades de las raices y vectores caracteristicos

(a) Las raices caracteristicas de una matriz diagonal son los elementos de la diagonal.

(b) Las matrices A y A' tienen las mismas raices caracteristicas, pero no necesariamente
los mismos vectores caracteristicos.

(c) Si A es una raiz caracteristica de A, entonces 1/ A es una raiz caracteristica de A™

(d) Designando a las raices caracteristicas de A por A, A,, -+ , A, se verifica:
n n
tr(A)=22%  [A=]],
j=1 i=1

(e) Una matriz A real y simétrica de orden n, da lugar a n vectores que son ortogonales
entre si, propiedad relevante en el Analisis Multivariante.

Se dice que los vectores u; y u, son ortogonalessi u;u, =0

Un conjunto de vectores se dice que son ortonormales, si ademds de ser ortogonales
estan normalizados, es decir, u; u} =1

La matriz U formada por vectores caracteristicos normalizados de una matriz simétrica,
es decir, por vectores normalizados, se denomina ortonormal y verifica UU' = |

4 3
1 Ejemplo: Seala matriz A= 1 2

) » o 4 3 10 Uy; 0
Aplicando la ecuacion caracteristica (A—A;l)u;=0: - A =
1 2 01 Uy; 0

52l Lo

A =
=0 > Al-6)A;+5=0 — {1

Raices caracteristicas o autovalores: |A -A i I| =0:

4-A,

1 2—-A,

Vectores caracteristicos o vectores propios:

U11
U21 i

—_ = = :>
Las dos ecuaciones que se obtienen son proporcionales debido al caracter singular de la matriz
(A=4;0).

[ ] }\,1:5 u1=|:

Por este motivo, con estas ecuaciones sélo se puede determinar la relacién entre U,; y U,,, perono
valores concretos. La relaciénes U;; —3U,, =0

ol s ' T 2 2
Con la ecuacién de normalizaciéon UU' = |, es decir, U |:U11 U21:| =U;+U;; =1

21
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Uy —3U,, =0 . (3U,, ) +U% =1
Ui +U3 =1 Uy, =1/./10

3/J36]

U, =3/./10

Se tiene el sistema: {

1/+/10

Obsérvese que (—u,) también es solucidn del sistema anterior.

Un vector caracteristico (vector propio) sera u, = [

U -
[ ] }\,2:1 u2=|:U12
22

4 3]t o] [ug 0 3 37[u,] [o 3U;,+3Uy, =0
— = = =
1 2 0 1|)]|u, 0 1 1lu,| |0 Uy, + Uy, =0

Con la ecuacién de normalizacién U2, + U2, = 1

Upjp+ U, =0 N (Ulz)z +(_U12)2 =1
U2, +U2, =1 U,=1/2

1/~2
-1/~2

U, =_1/\/E

Se forma el sistema: {

Un vector caracteristico (vector propio) sera u, = [

e La matriz U (cada columna es un vector caracteristico) sera: U=

ﬁ‘pﬁ‘w
o‘ 1)
|
=

1 2
2 Calculo de raices y vectores caracteristicos de una matriz simétrica A =

2 1
. y . 1 2 1 0]\ [uy] [o
Aplicando la ecuacion caracteristica (A—A;l)u,=0: - A, =
o 2 1| o 1])[Uy| |O

1 2 10
Calculo de las raices caracteristicas o autovalores: |A —?»j I | =0: ‘ |:2 J - )»j [0 J

_ £

J

2 1-A,

J

A, =3
A, =-1

=0 — Aj-2)\,-3=0 — {

Calculo de los vectores caracteristicos o vectores propios:

V)
[ ] A’l = 3 ul = |:U11:|
21
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no
o O

p— = = ﬂ
C L. o v . Uy —_ 112 2 _
on la ecuacién de normalizacién UU'= I, es decir, U |:U11 U21:| =U;+U;; =1

21

2U,, — 2U,, =0 U2, + U2, =1
211 221 N 11 11 U21=1/\/E
U2 + U2 =1 Ua,=1/2

1/\2
1/\2

Se tiene el sistema: {

Un vector caracteristico (vector propio) sera u, = [

1 2] 1 0])[ua]_Jo 2 27[u,] [o 2U,, +2U,, = 0
+ = = =
2 1 0 1|)|u,]| |0 2 2||u,]| |o 2U,, +2U,, = 0

., e . . Uy _ 12 2 _
Con la ecuacién de normalizacion UU' = |, es decir, U |:U11 U21:| =U;+U; =1
21

2U,, +2U,, =0 (U, + U2, =1
Setieneelsistema:{ 212 222_ - 22_ 2 U12=—1/\/3
Up + Uy =1 Uzz—l/ﬁ

~1/2
1/\2

Un vector caracteristico (vector propio) sera u, = |:

e La matriz U (cada columna es un vector caracteristico) serd: U=

ol -
Sl &l

Se verifica que U es una matriz ortonormal, es decir, UU' = |

1

ol 9
i 01
V2

1 ]l
| %
1

1
NR

uu'

IQl
N||—\N
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CALCULO DE DERIVADAS DE UN ESCALAR RESPECTO A UN VECTOR

¢ Derivada de una forma lineal respecto a un vector

9 X3
az X2 [}
Seana=| . | y x=| « |, entonces =a
. . ox
_an_ _Xn_
_Xl_
X;
a'x =|:a1 a, °**°* a,|| s |=a;% +a;x;, + -+ ayx,
_Xn_
ER'
= al
0x,
da'x 3
Derivando la expresion anterior respecto de cada ] 0x, 2
uno de los elementos de x se obtiene: .
oa'x 5
— “n
| OX%,

Reuniendo en un vector las derivadas del escalar a'X con respecto a cada elemento de x, se tiene la
derivada de dicho escalar con respecto al vector x. En consecuencia:

a
da'x ||
ox - @

a

e e e _X ]
a5, ap CIT 1
a a *** a2 X, "AX
21 9 2
Sean A= "| vy x=| . |, entonces =(A+A')x
an1 an2 tet ann Xn
a'll alZ aln 1
a a e a X
XlAX=[Xl X2 Xn] 21 22 2n .2 —
a’nl a’n2 ann Xn
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=|:(a11x1+a21x2+...+anlxn)x1 (@ Xy +ay Xy Feeeta, X, ) Xy oo (alnxl+a2nx2+...+annxn)xn]

Derivando la expresidn anterior respecto a cada uno de los elementos de x se tiene:

[ 6x'Ax
—6x = 2a;.% + (@, +a5 )X, + oo + (3, +2,1)X,
1
OXxX'Ax
< —6x = (a5, +35 )%+ 235, X, + «oo + (a,, +a,,) X,
2
Ox'AXx
aT = (anl +a1n)X1 + (anz +azn)X2 T+ eee + zann Xn
L n

Reuniendo en un vector las derivadas del escalar x' Ax con respecto a cada elemento de x, se tiene la
derivada de dicho escalar con respecto al vector x. En consecuencia:

Q1 9 A9y Q1 @y - Ay X1
Ox'Ax d ap»p R A 9p»p -t Ay X,
— = "+ " Sl=(A+A)X
ax e ee e ee e eo e eee e e e :
dp1 9 o Ay Qn 9y 0 Ap Xq
"AX
Si la matriz A es simétrica, se tiene: 5 =2A
X
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